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M  i  1 1  h  e  i  1  u  n  g  e  n 

von  den 

Herrn  Doctor  Stern 
"      in  Göttliigeii«  • 


Aus  deo  Acta  socirttitis  Hcieutiarum  FeBnicaeT.  1. 
Attszufj^  aus»  eitler  Aiiliu II dluog  \lea  Hro.  Prof.  v.  Schulten. 

JJm  «OS  iwei  Seilen  6  ooil  dem  eibgeschlosseDeo  Winkel  C 
mmm  ebenen  Dreiecke«  die  dritte  SeUe  '^nn  findeiL  /  niMt  man 

gewobfihcB  die.ForaieiD  tg  ^=   '  '  i 

a  —  4 

CO» 

Hu  kann  nber  folgende  Formeln  »oi^-endeo,  die  nielir  Beqaemlteh* 
keit  darbieteo.  Nennt  man  nemlicli  die  kalUe  Bilferenn  der  swei 
amleffea  Winkel  cp,  so  ist  liekanatUch'  , 

;  tg  y  =      .  ^  cot      . .  - 1 )  .  ...I. 

Die  Foraal 

kaaa  man  aber  vermittelst  der  bekunntva  Uelaiioaen  1  > 

eaa*  ^C-^ain'  iCiss^L  \, 

€4ia»  |C-T       t^Q±s^9;  C 
is  folgende  verwandeln:  jm  •  • 


oder 


Aus  1)  folgt  aber 


also  Iii'  i  '  / 


#  j  •  .  ' 


(0  — A)  cos  4C 


oder 


sin  y       -  -  -  ö) 


^  —  co*^  •••^> 


Uni  zu  beätimmcD,  in  welchen  Fällen  mun  der  üleirlitmu:  ti)  oder 
der  Gleichung  7)  den  Vorzug  zu  geben  bat,  setze  mau  die  Glei- 
cbuDgeo  1),  6)  und  7)  unter  folgende  Pom:  % 

lg  tg  y  =  lg(«  —  Ä)  —  lg  (ö  -f- /y)  -I-  Ig  cot  ^C=z  a  ■ 

lg  c=lg(»~  <^)-Hlg-  cos  |C—  Ig  sin  9  =  ^  — Ig  «m.y 
Ig  ^issigta  +  ^J-i-ig  tun  ^C-^lg  eot  y^r— %  co»  gi 

wo  dM  Zeichen  Ig  oidi  auf  die  gewöhnlichen  LogaritlmeQ  besieht. 
Differeosiirt  man«  und  istst  den  Modotus  0,434 . .  .=e»,  10  crhUt 
Ben 

_JÄ — ^t/a 
ttn  f  cos  ^ 

'  id  Ig  0s=:  i49»-*>eM^  cot  yadj^^cb  coi*  )p 

il  Ig  CS 49/^-4- tg  9)  =  dJr-f-4doi  ein*  9 

Bezeichnet  man  nun  durch  dza«,  »  die  bekaooteB 

Grioten  der  kleinen  Fehler,  die  mö^licherweiee  bei  der  Bestini- 
BUDg  von  o,  f  begangen  sind  und  durch  /,  die  devou  ab- 
hängenden Gränzen  der  bei  Bestimmung  vun  Ig  c  begangenen  Feh- 
ler, Je  nachdem  dieser  Werth  durch  die  Formel  6)  oder  die  For- 
mel 7)  beatimmt  worden  ist,  so  bat  man 

.AÄ=t        o,  eoe*  fp) 

Da  man  naa  f^^f^  setaen  kann,  to  ist  l^^li  «dat  je 
nachdem  lia*  fp^coa'  ^  oder  ein*  p;<^f^*  9  iit,  d,  b.  je  ivucL-, 

dem  flp^45'»  ist. 

ti  k 
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TIb«  London,  lildiBbvrgfc  »ad  Dublin  pbiloeof bleal 
Mgasine,  OeL  1841. 

Bemerkung  ztt  einer  Stelle  [in  Poisson's  Trait^  de 
necanique  von  Jaaies  Bootb,  Professor  der  MatJieiii.  in 
Bristol  Collegre. 

Bm  dar  BMtiMrao|p  d«r  HaaptdrabaogeaiceB  eladi  Köif«n  be<i 


mukt  Paiwtat  dass  eioe  Haaptaxr,  die  darcb  dea  Sdiwarnaakt 

rekt,  ancb  eioe  solebe  filr  jeden  Punkt  ist,  den  man  Unjg^  dtaser 
Lioie  annimmt.  Wenn  er  aber  hinzu^^otzt,  daas  die  zwei  anderen 
Hauptaxen  ihre  Richtung  ändern  können,  je  nachdem  der  Pnnkt 
lick  ändert^  so  scheint  dies  uui'  einem  Irrthuut  zu  beruhen.  Seine 
WMi0  laatcp  (T.  2.  p.  Ol ):  -     •       -  . 

^Lftr  inIdgralM  qne  cette  ^quation  reofarne  paarrant  cbaa> 
MT  de  valeur  avec  la  positiaa  d*>  poiat  0\  aa  aorta  ^aa.  la 
long  de  Taxe  Om,  les  deux  uulres  nxtk  priBci|iattX  na  icraflt 
pns  eo  genial  paralleles  ä  eux  meines.** 
Bei  Poisson  heissi  die  Gleichung,  durch  welche  der  Winkel 
Z  bestimmt  wird, 

(CM*  2)— lin*  a»  JaeydmJ^win  2>  cos  ^  (fx^dm^ y^Äm)=0 
wflche  aber  in  folgende  einfachere  verwandelt  werden  kann: 

Von  den  drei  Coordinutcn  .r,  %  des  Elements  dm  ist  aber  % 
die  einzige,  welche  sich  ändert,  wenn  der  Punkt  x  längs  der  Axe 
4er  a  fortrückt.  Da  aber  der  obige  Ausdruck  für  den  Werth  von 
tg  2D  naabb&ngig  Toa  %  Ist,  ip  ^olgt  bicNns,  dass  der  Winkel 
constant  ist,  d.  h.  dass  die  Hanpteen  für.  Jadaa  Puakl  IUpga-daa 
Lioie  sich  parallel  bleiben.  —  Herr  Baotb  bawaiMt  alsdeaa  dkiaa' 
$als  aacb  »acb  auf  dirdktcai  Waisa« 


I 


IL 

Bestimniaag  des  Schwerpunkts  eines  Polygons 
ans  den  Coordinaten  seiner  Ecl^en. 

Voa  .  » 
Herrn  T.  J.  EschweÜer; 

Dirtetor  der  Roheren  Bürgerüchulc  in  K^ln  a*  lU 


Der  Abstand  des  Schwerpunkts  eines  beliebigen  Dreiecks  von 
ciatt  ia  laiaac  JEb#ag  .aagaaaii— aaa  geraden  J^ia  M  bakaaal- 


U«|i  Azm  drittel.  TlirfU»  4«r  8«»«e  «ler  AbBlinde  Miojr  dr«i  Reken 

die  Eckpunkte  ii^cnd  ri-Ms  Polveons  von  «  .Seite«,  und  dassell.e 

Mi  durch  Diaconullinicn.  die  nlle  v..n  ./   a»»«;el,en,  'B  l)re«cke 

irctlirilt     Die  Al.seissen  jener  Koken,  in  Ueiichung  aaf  «*W^m 

3er  Ebene  des  l'„lvg..U8  willkUh**  •°?«'''»^"«  '^JH' 

ander  seokreeht*  fcoofdtorten-Aw«  MW»,  4«f 

*      ar  ...*«,  dl«  OrdiMtea  derselben  y,»/,y,  .  .  .  y,.,  »»  'st  die 

Abieine'  des  Seliwerpunkl«  von  A-^.;^'';^- — tJ-Ti  ^f'» 

fein  Flächeninlinlt  (.1.  i.  Trapez  ^Vi'  'f\ 

.  Tili  M  M"  Momeot  de.  i\^.^»_i-4„  welches  - 

Aadirt" man  diese  Froclukte  so  zusammen,  «»l*^^ 
und  derB«lbon  Ordinate  loultipl.zirt  wt,  vereinigt  Wird.  SO  «rWU» 
oiao  ftU  Summe  der  Momente  aller  Dreiecke: 

y/f(.2^  1  —         y^i*  -I-  *i  '«^»-411 

oder  in  kürzerer  liezeiclmnnp  y^^-^.':^^--^.^^^^ 

xro  für  X'  alle  ganzen  Zahlen  v«n  1  bw  ü  ««  ««»«ew  «O^  J  «er 

mdreninhult  fes  gaoteii  Poh^ns  -f  ^'V;äiir^^^  ereJa 
bleiche  Weise  die  obigen  Ausdrilek«  für  de«  Inimlt  eieteioett 

Dreieeke  «ddirt, 

oder  kürzer:  — 

• 

nUidirt  man  nun  jene  M..n,e„lcnsun.n,e  durch  diesen  Flacheninhalt,, 
!r.r|,l!lt  m.,n  für  .lie  Abscisse  X  des  Scbw.r,,«kt.  de.  gan«M 
FoijgoDS  dcD  Ausdruck: 

..Ick«  zur  Berechnung  dieser  Ahscisse  die  einfache  Re|rcl  enthält: 
W«l*tr  wr  Ber'c"      g  Ordinate  des  mittlem  von 

•'  e     rei  uX  „ander  folgenden   Ecknnnkteo  de- 

'i'olvgons  mit  der  Diff.ren»  V*«,J'"A w'»! 

"beide^n  übrigen  und  «ddlr«  .»»-lliclie  Pr»d«kt«; 

„ul  ii.li.ire*d.«»  jede.  »•«  d  e..B.noch  nj.t  der 
"»»■■e  der  Akscisrcn  aller  drei  genann.en  Kekcn 
"■"Tddire  nneb  die.e  Produkte}  di.idite  endlich 


•)  Dabei  i«  «».  •  •  •  *« 


üigiiized  by  Google 


„die  erste  Produktensumnie  in  die  letitere^  so  ist 
„der  dritte  Theil  ^es  erhaiteoen  QuotienteD  die 
„Abteilte  des  Seliwerpaaktt.« 

D«r  AiMdreeii^  für  die  Ordinale  Y  dieses  Punkts  fol^t  g^Ieich 
•■i  4m  der  Abtciife  dnreb  bloase  Vertattscbuog  der     und  y,  also 


* 


Die  NcBBer  beider  Amdriicii«  ilbd  Meetiseb. 
B«iipiel.   For  eto  Secbteek  sei  gegeben: 

=  5,  yj  =  12,  10  ist  y,(jir,  —  ar,)  =  -f-12,   l  =  -f-  12; 

dr«=29,  )r«sI7  y^f^, )=.-*- 17  . 18 r=-|-«I; 

Jr,=33,  y,r=  6  y»f.r.  -  .r, )  =  -  6.16  =  —  96; 

«•  =  13,  y,=  3  y.(ar,  — ^»)  =  —  2  .  28  =  —  56; 

-§-576 

» 

12(jr,-|-Är.-f-.r,)  =  H-  12.32^=-f-  384 
285<a:,  -4.ar,-f-^,)  =  -+-  285  .  ;i9  =  -H  11115 
2 1 0(^,  +  or, « J  s=  4- 2 10 .  63  a=  4- 13330 
m(«,+a'«-f-4?,)siH-^.S2.=^+18122  . 

—  ««(^4 0a/75Ä—  7ä» 

—  5«(«i-|-^«-*-arJ=:—  56  .  51  =  —  2856 

-1-32795 


3  7  0  j 

Daber  die  Abscisse  des  Schwerpuokts  =  | . =  18,978 

im. 

ft76 


die  OrdiMte  ergiebt  sieb  eben  so  ss  \  .        ss  10,069 1 . . 


»•  WWW  •  ^ 

in.  .  X 

Bestimmung  des  Schwerpiiukts  im  sphftrischeu 

Dreieck^ 

Von  dem 
Herrn  T.  J.  Esch  weil  er 

Der  Abstand  des  Schwerpunkte  ir'^eod  einer  PUclie  von  einer 

aogenommeoen  Bbene  wird  bekanntlich  dndnrch  gefunden,  duss  mnn 
die  Summe  der  Momente  ulier  Elemente  jener  Fläcbe  in  Beziebung 
auf  diose  riiene  durcb  die  Su'mmc  dieser  Elemente  selbst«  d.  b. 
durcli  «Jen  Inhalt  <ler  (z^anzen  Flä<»lie  dividtrt. 

Nun  sei  (Tat*.  I.  Fig.  2.)  AÜC  ein  spbariscbes  Dreieck,  desseu 
Schwerpunkt  bestimmt  werden  soll^  0  der  iMittelpunkt  der  Kugel. 
Dieses  Dreieck  sei  durch  Boaren  gröseter  Kreise,  die  alle  dnrch  A 
kehen.  wie  z.  B.  in  demente  erster  Ordnung,  diese  wieder 

durch  Bogen  kleiner  Kreise,,  deren  Ebenen  alle  auf  AO  senkrecht 
stehen,  in  Kiemente  7.woiier  Ordnung  getheilf.  sei  der  Mittel- 
punkt eines  dieser-  kleinen  Kreise,  und  dieser  scbueiUc  den  Bogen 
jiD  In  so  ist  das  bei  JB  liegende  Elemeat  «weiter  Ordnung  als 
ein  nnendUoh  kleines  Rechteck  zu  betrachten,  dessen  anf  ^0  lie* 

Sende  Seite  (wenn  mnn  A0=:  1:^0 2^.  AOB=^  sett^  — lip, 
ie  andere  Seite  aber  (wenn  \.  =  w)  =: sin  ^.flw,  so  dnss 

die  Grösse  dieses  Elements  selbst  =sin  cp  .  f/cp  .  ffw.  Der  Ahstand 
des  Punktes  (oder  Elements)  von  der  auf  dem  Radius  AO  senk- 
rechten Ebene  HOK  \%t  01F=^^i&  y)/ daher  das  Moment  des  Ele- 
mente bei  M  in  Beaiehnng  anf  diese  Ebene  =a;stn  9»  etfs  9  .      .  «Av. 

Dieser  Ausdruck  ist  nun,  um  ilm  auf  die  ganze  Fläcbe  des 
Dreiecks  auszudehnen,  zweimal  zu  integriren,  indem  dabei  zuerst 
9,  dann  tu  als  veränderlich  betrachtet  wird.  Die  erste  zwischen 
den  Grenzen  0  und  Aü  ausgeführte  Integration  giebt  das  Motncnt 
des  Elements  erster  Ordnung  ADD\  die  zweite  Integration,  zwi- 
schen 0  und  ^  ausgeführt,  giebt  das  Moment  des  gansen 

Dreiecks  ABC.    Es  ist  nun ^^sin  y  .  cos  ^  ■  //y=  i^sin29) .  (/{jt^) 

==  Const — Icos  2yi;  und  d'^ses  Integral  von  y=0  bis  fpz=z  AD 

fenommpn  .  giebt  ;(1  —  cos  2AD^  oder  .^(sin  ADy  y  so  dass  also 
as  Moment  des  Elements  ^ in  Beziehung  auf  die  Ebene  ^^^A' 
=  |(8in  AOy  .du. 

Um  diesen  Ausdruck  von  Neuem  zu  integriren,  ist  es  zweck» 
mässig»  statt «0)  und  des  davon  abhängigen  Bogens  AD^  den  Bo* 
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ft^B  CD  als  veräatl  er  liebe  ^><kssp  eiuzofuhreo.  Zu  deoi  Kiid»  Hei 
»eite-  i?C=a,  AC^lÜ,  Ail:^c,  t^BAC—Q.,  AßC=ß, 
ACßsszy  mttzt;  «ach  einer  bekaBnlen  Relation  i«f  im  spbMn- 
atfcen  Dreieck  ABCt.  eoa  6  cos  fsssain  k ,  eotg         sin  ;^ .  cotg 

laber,  wenn  man  differenzürt:  &\n^sinui*,d(CD\^9\ny,%\nCD''.f/u), 
oder  da  sin  CD  :  sin  .:/Z^=:sin  Cü  :  sio  y,  aucV  sin  i  sin  y  d{CD) 
T=  (sio  AD)*  .  folglich  das  zu  integrirondf»  Moment  des  Ele- 
ments ADD  =:  Isin  h  sin  y  .  d{CD).  Das  Integral  hiervon  giebt: 
^üio  6  sio  y  .  C//-f-Const.  und  wird  dasselbe  von  0  bis  CB:=^m^ 
ih  Oraueen  llr  CD^  ausgedebnt,  ao  erglelit  atch  ele  Meneit  dea 
fBUM  DffcieelM  ABC 

\m .  ain  5  aio 

Seist  man  den  sphärischen  Winkelexcess  dieses  Dreiecks,  d.i. 
^'i-ß'^y  —  tfsse,  so  ist  für  deu  Ualbmesser  I  auch  der  Fläcbeo- 
aalÄlt  dea  Drelaeka  se»  lalglich  der  aeokreekl»  Abalaad  seioea 

>».  liwprpuükfs  von  «leraul  Oud  senkrechten  hbi  iie//OA  =  x  — > 

oder  auch,  da  sin  ^  :  sin  c  =  sio  ;  si«  y^  deraelbe.  Abstand 
_a  »ui^aiü  ^       Abataod  dea  Sekf^erpookta  von 

«Itter  durch  0  gehesdeo  nnd  anf  dem  Radina  OB  aenkreehten 

/j  sin  «  »in  y       A  «D  «  nu  e       ...  .         „  - 

bbeup  =   =  — : — —  ;  endlich  dte  Kntfernung  die- 

SU  i'aaktes  von  einer  durch  0  seukfacbt  gegen  OC  gelegten 

tiene  =  g  ss:  —  ,  Hierdurch  ist  dte  Lage  dea 

Sckwetpnnkta  vSlIig  beatimmt  nod  kann  auf  folgende  Weiae  leicht 


ABC  (Taf.  I.  Fig.  3.)  sei  das  gegebene  Dreieck,  DBF  9Mä 
te  oder  reciproke;  die  Rngelhalbmesser  OD,  OE,  OP  atehen 

also  auf  den  respectiven  Kbenen  BOC,  AOC^  AOB.  so  wie  die 
Halbmesser  OA.  OB.  OC  nuf  den  Kl.encn  EOFy  FOD,  DOE 
senkrecht.  .4uf  OD  sei  ein  Stü(  k  jö;cuuninien ,  dessen  Lauge 
neb  zu  0D{=\)  ebeu  t>o  verhält,  wie  die  vSeite  BC  (oder  a)  zum 
doppelten  üeberachnaa  der  Peripherie  eines  grüssten  Kreises  iiber 
die  Summe  der  drei  Seifen  des  Polurdreiecks  EDF,  (oder,  was 
dasselbe  ist,  dem  doppelten  Teherscbuss  der  drei  Winkel  des  Drei- 
ccka  ABC  über  zwei  Rechte,  alao^  nach  obiger  Bezeicbnuog,  su  ti«, 

«odnfck  ^s=^.,  Deagl.  aeien  auf  ^  und  an  die 

Sticke  OQ  und  ÜB  so  genommen,  dasa  2e  i  &=sOE  :  OQ^ 

te:e=OF:  O/T,  wodurch  Ofi  =  ^,  OH^^,    Wird  dann 


diesen  drei  Sfücken  OP^  OQ  und  OB.  die  sich  dcmnacb  wie 
m  :  6  '.  c  v*^rhalten,  ein  Parallele|iipeduin  con.stniirt .  so  wird  die 
den  Mittelpunkt  der  kugel  O  gegenüberliegende  Ecke  G  dieses 
Pnmllelepipedoma  der  Schwerpunkt  dea  Dreiecks  ABC  aein. 

i>euu  da  AO  auf  der  Ebene  EOF  seokrecht  steht,  diese 
Bknne  aber  der  Kbeae  PO. parallel  iat^  an  afeaht  auch  auf  die- 
ser letstero  Ebene  aenkrecbt,  und  wenn  dober  AO  diese  Ebene  im 
Fnnkte  p  trifft,  so  ist  Op  dem  senkrechten  Altstande  des  in  dieser 
Bbeae  liegenden  Punkte  G  von  der  fibene  JSOF  gleich.  Da  jitto 


8 

dM'Dreieck  OFp  b«i  p  rechtwinkelig  ist,  so  ist  Op=^OP.coiDOA\ 
Mich  obiger  ConstractioD  ist  »btr  0P=^  qimI  im  S|iliäiiMli«B 

Dreieek  ADB^  worin  i9J9s90%  ist  eo»  AB'  o4er  eos  AOD 

s             Aw^m^                           ,1       *        Ä  sin  r  sin  iJ 
=  sin  .-i/f  cos  ARD=.%\\v  c  sin  p,    daher  (ßp  =.  —  ;  , 

daher  liegt  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  PG.  Auf  gleiche  Art 
wird  bewiesen,  duss  er  in  den  fc^beoeo  .Q,G  und  JiQ  liegt;  er  iit 
lüoo  der  Durcbsohoittepuokt  O  düeoer  drei  Ebeoen. 

.  Do  Bio  0  «10  ^  die  l^ioffe  des  v^o  A  oof  die  Ebene  BOC^ 
fällt  Loibee  ausdrückt,  so  luino  nmn  auch  noch  auf  folgende  AH 
TOrfahren.  Auf  ,/0  nclimc  inon  das  Stück  Op=:  der  vierten  Propor- 
tionale zu  2e,  a  und  dem  aus  A  auf  die  Kbeue  ÄÄ^Cgefällten  I^oth, 
lege  hierauf  durch  p  eine  auf  AO  senkrechte  Ebene;  auf  gleiche 
Weise  verfahre  man  auf  den  Halbnessern  BO  und  CO\  ao  erliilt 
0100  drei  oof  dieien  HolbmeMern  oeokrecbte  Bbeoeo,  dievelbeo,  wel- 
che in  der  vorigen  Construction  die  Kcke  G  des  Parallelepidums 
bildeten  und  deren  Durchschnittspunkt  G,  also  der  Schwerpunkt  ist. 

Will  man  die  Luge  dieses  Punkts  durch  schiefwinkelige  Coor- 
dinateu  in  Bezug  auf  die  drei  Kbenen  ßOC^  AOC,  ÄOB  be- 
Btiuimen,  so  denke  man  sich  durcli  G  eine  ^zt^BOC  parallele, 
daher  oof  OD  teokreehte  Ebene  gelegt.  Ooe  too  ibr  oof  OA  von 
O  an  abgeschnittene  Stück  ist  die  mit  OA  poroliole  Coordinoto 
des  Punkts  6r;  sie  sei  durch  a:  bezeichnet;  das  von  derselben 
Ebene  auf  OD  von  O  an,  abgeschnittene  Stück  ist  .  cos  AOD. 
Projizirt  man  auf  dasselbe  drei  v(»n  O  bis  G  aufeioander  folgende 
Konten  des  Parallclepipedums,  so  erhält  man: 

.       .  coo  AOD=  OP-k-  00  €00  BOD^  OB  coo  FOD  odor 

.    as  fiio  c  sin  /?  =  ^  t —  ^  coa  ^,  dober  , 

— ^'eosy — e  to»  fl     ,  i     w • 

^=3      ^  »in  c  sin  ß      *  M^'i  wenn  man  der  Symmetrie  wegen 

doo  constante  Produkt  aus  dem  Sinus  einer  Dreieckoeite  aod  d€rf 
SioQO  der  beiden  ooiiegenden  Winkel:  . 

sin  a  sio  ß  sin  ;^  =  8in  d  sin  u  sin  /ssiio  c  sin  a  sin  ß=:K 
setzt:  * 

sin 

^^2eE  (« ~" *      y  ~*  ^       ß)i  «b«ir  00  iit     >• '  ' 

•  '  '    »  * 

sin  ß  -  sin  y  ,  *     #  * 

y=  — ^  {ö — e  coo  a— or  cos  y),  «=       (c— #  eoo      ä  cos  «). 

Die  Entfernung  d  des  Schwerpunkts  G  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel,  d.  i.  die  Diiigonale  OG  des  vorhin  zur  Construction  ange- 
wandten Parallelepipeduns,  ist  nach  einen  bekannten  Lebrsotxe 


SS  |/( Ä*/*» -h  OQ^      OJi^-h^OP  ,  OQ  cos  POQ 

^20P  .  OH  cos  P0H^20Q  .  OH  .  eou  QOH). 


Sobotiloirt  oioo  bierio  dif  vorbio  oogegebeoeo  Wortbo  voo  OP^ 
OQ,  OH,  oo  kooiml: 
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te^l/'Ä'-f-Ä'-f.tf»— CM  flj— ;SMv      ß^tmä  COM  f. 

Cii  endlich  noch  die  Winkel  zu  bestimmrn,  weiche  der  durch  den 
Sfhwerpunkt  ffebeode  Halbmesser  der  Kugel  mit  den  Halbmessern 
üA,  OB,  OC  macht,  betrachte  man  das  bei  p  rechtwinkelige 
I^reieck    OpG\    dasselbe    giebt    Op  =^  OG  .  cos  AOG  oder 

=-—5 — =.ä,coMjiOG.  wörauB  coi  A(^0:sszg.  \,  ."  i  tbea  iq 
1»  am  «  2e4  <t 

ist  CO»  ßOGz^^r-T—- — T,  COS  COG ^  .  .  .    Diese  Cosinus 

2ea  sin  ß  2ea  sin  y 

sind  also  direct  den  Seiten  «nd  umgekehrt  den  Sinus  derselben 
proportiunirt.  * 

Der  SebwcrpiiDkt  einer  tob  einen  •pkXriieliea  Dreieck  be* 

(rränzten  Ku^el|r^nide  ergiebt  sich  ans  dem  Obigen  sehr  leicht.' 
Er  liegt  auf  der  geraden  Linie,  welche  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
■it  dem  ^>chwerpunkte  jeAes  sphilrischen  Dreiecks  verbindet,  nb^r 
im  den  4ten  Theil  dieser  Linie  dem  Mktelpiuikte  Bäber  ala  der 
Sebwerpnnkt  des  Dreiecks.       <  *  '    '  > 


lieber  die  reknrriraide  Besttmmimg  der  Ber- 

Doulliscben  Zahlen.  i 

•  Herrn  O.  SohlöBiiicli 

*     '  '  SU  WlNU 


Wenn  md  die  bekannten  Formeln  ^  ^  ; 

Ug  sin  u>  =  Log  üi  -f-Log  (l-;-^)-f-Log  (1— "JJi) 


»  * 


0)*  »  . 


LogO-sr.)H- 


Ug  cos  i<ii= Log  (1  — Log  (l  — ^)-f- Log  (l  — — )+ 
wmk  m  4iAf«Bmiirt,  fo  'erbSlt  sMtt  Iciebt  diB  ItÜM  KeiktB: 


•  •  •  •  • 
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Ziehi  MD  die  erete  fileicbuiif;  ven  der  Kweiten  ab,,  oachdem  man 

diese  »U  2  midtipliitfl  liat,  aod  ]|feeieriLl,  data  ^^t'^^^Tö»' 
1  —  cos  w  •  ■ 

sin  «tf  Jte«i«V  » 

^oaec«-2^=,;pr^  -  i^rr^ji-H  (3). 

Diesen  schon  bekannten  Summirungen  lässt  sich  eine  sehr  vor- 
tlieilhafte  Seite  »bgewinnen.  Drückt  man  nämlich  dieselben  Reihen 
durch  betitiinuile  Integrale  aus,  geUn^t  man,  weil  jene  Summen 
»chon  bekannt  smd,  sw  ReaaCoiss  .einiger  bestiramteo  Integrale, 
welche  aicb  eabeitinnt  nicht  «ogeheD  laasea«  ued  die  eich  hernach 
mr  Bntwickelung  mehrerer  rekurrirenden  Sigeaflcbaften  der  Ber- 
BOullischcn  Zaiilcn  sehr  nUtzlicli  erweisen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnere  ich  un  die  bekannte  Integru^ormel: 


 .    xiajcfc     —  jfc  sin  Äf?  — A  cos  ikÖ  , 

er-»B  am  A&a&  =  ^.^   «-^ä Const. 


Nehmen  wir  0  =  oo,  0  =r  0  und  sabtrahirea  beide  Werthe»  ae  er- 
giebt  sich  das  bestimmte  lategrai 

Fär.^ssiinr,  isscuV^—  1  geht  dasselbe  in  daa  folgende  über: 

worin  dns  Imaginäre  nnr  scheinbar  ist,  und  sogleich  verschwindet, 
wenn  man  den  Sinus  durch  Exponenzialgrössen  ausdrückt.  In- 
dessen werden  wir  dock  diese  Scbreibsrt  der  Bequemlichkeit  wegen 

beibehalten  und  —  1  kurz^  mit  i  bezeichnen.  Betrachten  wir  die 
rechte  Seile  der  Gleichung,  so  findet  sich,  dass  dieselbe  nichts  An- 
derea  ist,  nia  daa  ailgeaieiDe  Glied  der  Rethen  (1),  (2),  (3).  Gieht 
OMn  also  dem  M  die  Wcrthe,  die  es  dort  hat,  und  addirt  alle  Glie^ 

der  auf  «lie  nämliche  Weise,  wie  es  in  jenen  Reihen  {geschieht,  so 
drückt  man  die  nämliche  Reibe  durch  eine  Reihe  bp^timmtcr  Inte* 

ßrale  aus^  die  sich  aber  sehr  leicht  in  eines  zunummenziehen 
tssen. 

1)  Nehmen  wir  zuerst  «=1,  2,  3,  4, . « .,  und  addiren  aftmnit» 
liebe  Gliedec  niit  [loaitivem  Zciclicn.  s»  bekommen  wir  auf  der 
rechten  Seite  die  Reihe  (1),  für  die  wir  glaich  ihre  Snainie  aetien 
wollen;  also: 

-jyj^^  8»o  jy^*e~2«ö  sin  ui*(^d0 

*         1  1 
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Da  aber  dieM  Integrale         gMieiaftclHiftliehM  Fakfttr  ^ 
gleiche  firftDiea  l»eiilieB»'ie  kduen  wir  dieMibep  lo  vereinigeD: 

iyhr-'^  -H  e-^»^tr-»ne^  j  ,|b  eit#«Ä9  s  ^ — fedt  o». 

Wca  BOB  9  eine  poeitive  Grftsie  ist,  ao  bleibt  «io  äcbter 

Bracfc,  BBd  die  eingelüannerte  ieihe  lüMt  aieh  necb  der  Ferael 

flUiaireB.   Die  Soaiee  ist  nämlich: 


liao: 

t/o  a?iö - r   ä»j — 

I  I 

MreiUB  Wir  eecb  M  für      y  fiir      ao  iit^ 

1    /  «sin  mSdS        l  . 
T/o  ^Ö^J  =  2;:'-^««^ 

2)  Ebpn  so  leicht  ist  es  die  Reihe  (3)  in  ein  bestimmtes  lote« 
gral  XU  verwandeln.  Man  nimmt  wieder  in  (4)  «=1,  2,  3,  4  .  . , 
addirt  aber  alle  Glieder  mit  wecbselodeo  Zeichen.  So  erhält  mii 
gaoz  ähnlich  wie  vorbia:  .  ' 

7   1  aiDei^i«9=i€eMeai->^. 

Die  jiiueme  der  eingeklammerten  Reihe  ist 


«  /e 


'•sin  tüi9de      .  I  «  •  . 

e«^^i  =  -  äS  -  •  • 

JS)  FBr  die  Ätihe  (Ä)  setsen  wir. in  (4)  »«sl,.3,  5..  <  ud 
•Idirea  alle  Glieder  mit  positiveo  Zeich^a^  So  wird 

7  A  l^^  +  <^P«.:t-"^^^+--'^l»™  ö'»©</0=itan  i«. 
Hieb  der  PoraMl 

Ii* 

fifidet  aich  als  die  Summe  der  Ueibe  unter  den  lategiaUeicbeJi:  * 

e-n^    1  '   

«Tie— .#-t^»  j  I  •  .  V 

foigiich 


1  r 


*  »in  ü)tHd9  ^' 


12- 

o4tr,  w«Mi  mm      Ahr      Sc»  für  M  «ehrMbl: 

1      ,  •  sin  oiiedG    '  '  • 

7  /•  -w-  if-={tM  ....(7). 

§.  II. 

MittoUt  der  eben  f^efundeneu  bestimmten  Intefifrale  ist  es  nuD 
leicht,  tür  irgend  eine  Bernoullischc  Zahl  mehrere  Intes^rale.anzu* 
geben,  indem  man  nämlich  beide  i^eiten  von  (5),  (6),  (7)  nadi  Po? 
tenxen  der  willkalirlieiien  CoDilante  ai  entwickelt^  wu  auf  der 
rechten  Seite  mittelst  der  ßernoullischen  Zahlen  bewerkitelligt 
wird,  und  dann  die  Coefficienten  gleicher  Potensen  von  f»  in  eine 
Gleichung^  stellt.  ,  ,  •* 

1)  So  haben  wir  aus  (5) 

  I  L  j_  ifJ?  i?  _j  "'1  n  . 


Vergleichen  wir  nun  die  Koefiisienten  von  oi**^^  ao  ergieht  iich 
•nf  der  Stelle 


j: 


€f^—^d9        1  ^ 


2)  Entwickeln  wir  ehenio  die  Gleichung  (6),  so  läuft  die  linke 
Seite  gam  so,  wie  im  vorigen  Falle;  reckts  fängt  die  Reihe  für 

1  1 
^cotec  0»  mit  ^  an,  welchea  sich  g«gen  —  ^  heb^  und  4io  allg^ 

meinen  Glieder  sind: 

a>2it-l  /*»ei»—^d9        ,  (2»»— l*— 

1.2.3...(a«— 1)  / 0  «"a-f-l  ™1  .2.3  {2m)^^^ 

.folglich  durch  Vergleicbung: 

'^)  Endlich  friebt  die  beiderseitige  Bntwickelnng'  von  (7)  die 
'  allgemeinen  Glieder.: 

tlso  wieder  durch  Gleiehsetsen  der  Koelfbieaten: 


f. 


« 
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Diese  bestimmteti  Integrule  für  eine  beliebiffe  Bernoulliiolie 

Za\il  bieten  drn  Vortheil  dar,  dnss  sie  den  Index  2//  —  1  als  Expo* 
nent  entbatten  und  es  dadurch  leichter  wird,  den  gegenseitigen 
Zusamraenhang  mehrerer  auf  einander  folgenden  ZAoleo  su  ent- 
decken. 

Wollte  MD  die  Nemier  jener  lotegpnle  io  Reihe«  verweodelii 

ind  die  Integration  eines  einzelnen  Gliedes  nach  heliannteo  Eiffeq« 
Kbaften  der  riummnfutikfioDcn  ausführen,  so  wUrde  ni{in  dns  sciion 
.  bekannte  Resultat  linden,  dass  die  BerDouIlischen  Zahlen  die  rezi- 
proken geraden  Polenzen  der  natürlichen  Zahlen  summiren.  Frucht« 
Wrer  ist  eS)  die  Zähler  jener  Integrale  in  eine  Recbnun|^  zu  ver- 
IccyeSy  ine  die  nacbfolgeodeo  P«r»gnpben  leigen« 

*.  III. 

Wir  beschäftigen  un^  zunächst  mit  den  Formeln  (5)  und  (8),^ 
welche  wegeo  der  Cleichbeit  det  tVeonet  suaauBcngehörett»  .  . . .  ^ 

1)  Wir  muhiplixire«  lidide  Theile  von  (5)  mit' dirr  Coosteoile 
4fie  w,  weiche  wir  neter  .das  Integraiseicben  thttn}'  «md  «erlegen 
i%s  doppelte  S^innipredolrt  Iii •  eine  Goeinnsdiffiems«.  Aer  dn«n  wir 

erhalten 

2   /"*cos  (I  T-S^h»  -  cos  Cl  -htO)«»  2sln  m  '     ^  ,  '    .  "* 

-7-  /    ^"  ^.^ — ,  ^ — — — cot  ^01  ein  o» 

=  —  (1  -I-C08  Ol). 

Entwickeln  wir  beide  Ausdrücke  in  Reihen,  welche  nach  Petennen 
tae  itf  fortscbreiteo,  so  sind  die  all^emeineo  Glieder  ^  ^  ^.^ 

7  :  1.2.1  imJ^    JLv«.  „ 

2(~l>tia*        _  (- 
1 .2.S....(2«Hhl)       1 .2.1....(aif) 

■•d  weil  die  Koeifiaienten  tob  oi^  einander  gleich^ sein  müiMn 

i  y^O  fr^'tey»»  ^      '2  '  .211  r 

BsktnW     •         ■  '  '  • 

(1  ( i     ^0)2« = _ p  (2#»),0 »  4- (2«) .0» —  


wobei  (2;»),,...  die  Binnmialkoefnzicnten  uncrerader  Stelle 

fir  den  Exponenten  2/j  bedeuten.  Substituiren  wir  diess  und  be^' 
sdcbnen  den  Nenner  des  Integrals  ^^urs^n^it  A^»,ao  ^'^f.- 


Jeden  diener  Istegmie  IKüt 'nieh  nber  nncli  (S)  alisliihrbn»  nnd  96 
«halten  wir:        ^  -»i  -  .  ■  •••,•••! 
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2)  Eioe  zweite  ganz  ähnlich  gehildete  Eigenschaft  der  Ber- 
noolliscbeo  Zahlen  ersieht  sich  so.  Wir  rnuitipliciren  (5)  mit 
Aeon  m  und  serlegen  wieder  vtiter  den  Integralteichen; 

2    /  «sin  (1  +        ~  sin  (1  — ^     2om  o        ^  , 

-r  /   ^         -  ^ — r-^  I09s=:— «^eoi  4w  COS.» 

2«>«  »        *  ,  . 

Terwandelt  man  iMule  Seiten  in  Reiheo»  eo  iiiui  die  »IlgeaeiMB 
Glieder 

T  •   1.2.3  ..  (2n-i)  Jo    AuS^i,   

1. 2. .    1.2.».,.(a«)^**-^'*~l*2.S,...^— 1) 

folglich  durch  Vergleiehoog  der  KoefEzienteo  von  cü^»— 

Ferner  iitf  • 

2#((2j»  —        —  (2j»  —         +  (2»  -   

also»  wenn  wir  dieei  in  das  Int^^l  subatituiren; 


Bestimmen  wir  den  Werth  jedes  dieser  Integrale  nach  {Hj,  so  er- 
giebt  sich  ^  . 

{9,-l),B,-^-iUB,  1).«.  -  


Dabei  heben  sich  die  mit  B^n^i  behafteten  Glieder  und  die  Reihe 

lmcht.,»lao>5i  d^  Oliede  (-r^Y^^i^—lhm^Ur^  »b/  Schrei, 
ben  wir  daher  «+1  fiir     ao  ist  nun 
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Diese  KigensclMift  der  BernouilUchen  Zitiilen  iat  dei'(ll)  gaoz  analog, 
9mA  in  so  fera,  ab  jj-~-|=  gMlat  werdan  kann. 

9#  laaaea  sieb  daliar  berat  GleitBaaffea  ao  Maaanaaa&aaaa: 


laagaa  ao 


wobei  die  obate  fteibe  fiir  cid  genules.  die  nntece  für  ein  nagera- 
daa  a»  gilt  '  ^ 

-  ■ 

f.  IV. 

Auf  gleiche  Weise  soll  anto  ancb  die  Fonael  (6)  aiit  Rüekaiebt 

aaf  (d)  behandelt  worden. 

1 )  Multiplicirt  man  (6)  mit  2  sin  lu  ond  cerlegt  iiater  dem  la- 
tegraJzeicben  da«  doppelte  Produkt«  ao  konmt: 


Die  beiderfckiffe  EntwickeiMng  nach  Foteozea  von  la  giejit.  die 
allgeaieiBea  Glieder: ' 

T  •  1.2.J....(2ii)  /o  :  ens^l     '    /  ^ 

1.2.3  i2M'hDr^  '  : 

lalglicb:  '  • 

f  «(1  —  im-"  -  ri  4-  t^y*     1.  I 

'  .    .       .  + 

Ealwiekela  wir  die  Potenzen  unter  dem  lotc^rulieicben  uod  be- 
zeirlinen  den  Neaaer  knta  mit  Jtf,  ao  ergiebt  sieb  gaas  ibalieb 

wie  in  ^.  III.  1): 

...  +  (-  D-^-Hä-K-. .  2/;  — ^  =  sHin- 

Ans  (9)  findet  aieb  aber  der  Wcrtb  jedes  etoaelaea  lategi|^s,  sad 
so  hat  maa:  ^  ~  ' 

^^2-)*-». -^a»).-»,   ^ 

...+(_  l)-4Äi^2^jÄ»^^  =  jji-j.  ...  (14) 
t^Dw*IWtirlik«lin»i«SM«««iMtw.wnMM.(«)  .  .  . 
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1    r«»iiD<l-Hte)«a-«in  a~»»>^j/rt^cot  itf 

Daraui  flleoMn  dnrcli  Verwandloog  io  Reiben  die  allgeneioeo 
Glieder: 

T*  l.«.»  (2«-i)./e  .  e^w^-i 

falgjlicbt  * 

oder,  wenn  man  die  Potenzen  wie  In  §.  III.  2)  entwickelt  und  den 
Nenner  mit  M  bezeichnet: 

Fnbrt  meo  jedes  dieser  Integrale  nach  (9)  aus,  so  ist: 
ll^^l^^XUB  ^-J'^i^^^   

NiMt  man  auf  beiden  Seilen  die  mit  B^^\  behafteten  Glieder  xn- 
«Mnea  und  sclirciht  «lanri  /#H-1  für  «,  so  sieüt  sich  diese  Äela- 
tioB  ttuter  folgender  Form  aar: 

...         ...+(-1)*h'^'~'(8«H  (») 

l       »       .     -  -  .  '      *  * 


.1 


%,  V.  -ff  ;  . 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachiung  «les  letzten  Paares  zu- 
iammenffehöwpor  Integrale,  nilmlich  (7)  und  (lO).     '  _  •  \/  '  «''^ 
1)  Durch  MultipUkfitioB  mit  %  sin  a»  entstebt  aas  (7) 

s  sec  IS  —  eos  a».  _  , 
BekaDBilicb  Jässt  sich  auo  sec  w  in  folgende  Äeihe  verwandeln  , 

waria  iff,,  Ä.,  Ä4f...  g«wi«  Kaaflfiaiaiitaa..badeulii8ii«. weiche 
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einifire  Analogie  zu  den  BernouIlisGlieB  T^lihlnn  hcwirtfilli  <£•  *mmA 
die  allgemeinen  Glieder  der  HeilieD: 

* 

<  •  l.a.«....(är)  /   — ^  und 


ArtwidLdt  man  wieder  die  Potenzen  nnter  den  Inte^ralzcicben  und 
Iwiclwat  «len  NeBBcr  Mit  X,  ao  lat  nn;.. . 

. . .  H- (- l)«+i(2.)^ .  = 1  ^  (- 

«MMW  eich  VMMdg«  4er  Fomel  (10)  Mgleieh  ttgiebt: 


(-  ^Y*^^^^r^i»\i>-\B^ = iH-  (-  i>»*«Ä.-.  (W) 


9it 

2)  Uultiplizirt  man  (7)  mit  2cos  w,  so  ist: 


-^0  e     — « 


Dirans  eaUpriBgen  die  allg^ain^n  Glieder  der  Reilienentwicke; 

iDog: 


n4  ■•  die  Gleiekong. 


0  »  — 


0."— £— =  * 

OL     "  '  ^ 


Digitized  by  Google 


18 


wmi  dmrcU  Aaifiiknuig  aller  Inlagiala  Back  (10) 

I 

Die  bisher  estwickehen  EigeMchaftea  der  BernouIIischen  Zah-> 
l6B,  welche  gar  niebt  hekaimt  sn  mid  ffchcmeD;  entbalten  die  Anf* 

ISsneg  der  Aufgabe  von  der  rekurrirenden  Bestimmung  jener  Zah- 
len; und  ziic:UMcli  führt  die  Formel  (16)  die  Berechnung  der  Se* 
kaDtenkopfliztenten  auf  die  der  Bernoulliscbeo  Zahlen  zurück. 

Die  Anzahl  der  Rekursionsfurmeln  für  diese  Zahlen  Hesse  sich 
Doch  vermehrcu ,  indem  man  die  bisher  ffcfundeoen  Formeln  durch 
AdditMD  «od  SobtraktifNi  eaaibiDirle.  Die«  wUl  ich  Uber  iker- 
geheoi  da  die  Ableitung  dieser  Relatioaeii  Mdbl  ist  md 
SU  weniger  eia&cheD  Resttltatea  fuhrt. 


Deber  den  Schwerpunkt  des  k&rperlicbqn  Seo 

•  tors  eiues  Ellipsoids  mit  drei  AckseiL 

•  •       *       •  '     .  •  ■ 

Herrn  Lieutenant  von  Seydlits. 

im  SSnig^.  FrenH.  Stan  (Leib-)  Inlinlaine  R^aieat. 


Aafgabe  W 

(Welche  ala  EiDleitnng  aar  sweitea  Aofgäbe  dient). 

Eaiat  ela  BIlipaoid  mit  drei  Achsen  b  und  wel- 
che den  rechtwinküchea  Coordiaaten  X,  1^,  Z  entapre« 

eben,  gegeben.  KS  (Taf.  I.  Fig.  4.)  sei  der  Schnitt 
durch  <lon  Mittelpunkt  winkclrecht  zur  Coordinatea. 
ebene  AiS  .  MT  sei  ein  anderer  zu  derselben  Ebene  wia* 
keircchter  Schnitt  durch  den  Punkt  in  der  Bntfer« 
nuD^  OQ^ac  ?od  0.   Es  soll  der  Schwerpunkt  des  kor- 

fcerlIchek  Sektars  MHQOLK  bestimat  werden«  deaaen 
entrt Winkel  MW^KOL^u  ist 

...  •  • 
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Die  Cüordioaten  des  zu  bestiflinieodeii  Schwerpiiiiktea  #  so  den 
reipektirea  Achseo  seien: 

M  wird  JB^  auch  dauelbe  des  ScTiwrrpnnkfcs  des  KÖifelB  MK8T 
leio,  der  zwischen  den  beiden  SciinitteUipsen  liegt»  and  iit 
äiUr  o&ch  eioer  bek&nateD  Entwickelung: 

Dir-  Klh'chr  MSQ  sei  f^Ieicii  F  und  die  Coordiflftten  dei  Schwer« 
fuktes  von  F  seien  ^*  und       so  ist: 


Ekea  so: 


ftexeicbofD  wir  io  Taf.  1.  Fig.  5..  welcbc  die  ScbniUellipse  MT 
TNsteiie,  die  halbe  grosse  Achse  MQ  durch  ^  und  die  halbe  kleine 
Achte  HQ  dareh  ferner  durch  9p  den  Bussen  für  den  Radius 
=  1,  welcher  den  Winkel  HQM  entspricht  (iiQzzzQM  und  iV/> 
derto  Verlan g-rnmo^  HQ  in  H  schneidet,  wtokekeeht  nuf  jVQ),  lO 
iit  Dach  Lehren  der  analytischen  (leometrie 

Fss  Fliehe  NPMiF,)  H-  LJ^QP(P„)* 

BttMchaen  wir  die  Godrdinaten     i  nnd      h  der  l$ehwerpnnkte 
lad     der  Fliehen  F,  und       i^it     nid  jr,^  «o  lel 

yrF=fj,F,^y,,F,,. 

Nach  den  Lehren  der  Bercchnunff  des  Schwerpunktes  ebener 
Riehen  folgt,  wenn  wir  einstweUen  jv  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
teen  heCAchten  nnd'  JHP  mit  dr,  ferner  J¥P  mit  y  beieichnen: 

y,/i^//=^  Or-*)  (5) 

ftatt  JT,  f — QP=:y^y  cos  y  gesetzt  und  statt  y,  JSf  P=:ß  sin  9  *) 
lid  diese  Werthe  in  die  GleicMog  (6)  snliatitnirt/  giebts 

agt  man  nämlich  um  ^  (Taf.  J.  Fig.  G.)  mit  der  kleinen  halben 
Achaa  RH  tineo. Kreis,  so  athneiden  sich  die  Peripherie  dieses  KreisoSi 
die  Wiiikclroclite  ^p  und  der  Radiua  iSfi^  fai  eioa«  Punkte  e  .(laut 
analj^tiaclier  GeQjnetne) 

folglich  00  =  JSP 

sin 


•  trF=-  ' —  r—, — :  ' 

IKm  gMf  BMh  j;ASriger  AuOiiWDg 

Bezeichnco  wir  niiii  ebeo  fo  die  Coordinuen  üi  niid  der 
SchwerpiiDkte  s,  und  v  "^'^  *f  *^ 

Nach  4eDs^lb«n  AnDabMeo  wie  bei  den.  GleiehiiDgeii  (4)  und  (SQ 
folgt: 

2^^;=|l'^(y    I  sin  2^)),  natb  Lebren  der  entlytifleben  GeoMtrie. 

^  (10) . ' 

Für  ^  und  y  die  Wertlie  y  —  y  cos  y  und  ß  sin  y  substiluirt, 
giebt  nacb  gebüriger  Auflösuug: 

^jf,^^i:llf}jt  (U)       ,  • 

Ans  d€r  MiUelpuaktsgleicbuDg  der  Ellipse  AKßS  (Tat  1. 
Fig.  4.)  folgt: 

«nd  Mt  der  MitlelpnoktsgleicbuDg  der  KUipse  ARBBi 

IKeM  Weribe  in  die  Gleicbnngen  (7)  and  (11)  «ibttitBirt,  giebt: 

rF^^  2—5  ^  —  . 

=j5^l-co.  y)         -  (13) 
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ad  eken  so: 


**iP=j5y  «II  yV^(a»  — (14) 
f^räof^     (i  — eoi  9P)  / v/(«»  -  »*yd» 

(Man  sehe  Mej«r  Uiracli  IntegnlUfeiii  fiag.  155.), 

j*^—^—^  — s  "^  i*"  ^  (M,  8.  Me^er  UUsch  lotegraUafelo  ^i.  141.) 

b  Ut  ■itfcia  ucfc  GMebaag  (1) 


2^1  —  cos  (f)  j(  h  -— ).rV/(«^  —  .r»)  -t-  —  arc  sin  xj 

 ^  '  (15) 

m  ist  Daeb  GlelcliuDg  (2) 

2c  sin  T^+^)^V/(«'  —      -4-^  arc  »in  «| 

«-=  -S  ?  2_   <ie) 

Wifd  in  (15)  md  (16)  j?=0,  so  MbSlt  nao»  miclide«  nso 
ZiUcr  mad  Nenner  dureb  4r  dividiit  hat: 

8«* 

>//.  ^       ,        „  ,  —  arc  sin 

^= — üi^ —  Kt-*"  T")^"^  ^T"^^''. 

—  arc  sui  .t:        ^        ^  , 
S  0        3a»  . 


0  8 


Die  GleicboDgen  (17)  und  (18)  sind  mit  (8)  und  (12)  zu  verffleicheo. 
Ks  ist  aber  wohl  an  beachten ,  dass  der  Werth  von  y>  in  fl7)  und 
(18)  ein  anderer  ist,  als  in  (8)  nad  (12),  indem  (p  eine  rnnktion 
ita  ist 

Wird  in  (16)  y  zu  tt,  nisn  der  pntsj>recliende  Winkel  =180% 
■itbia  aacb  Winkel  a=l80%,  so  wird  »'=zO.  ,Wird  9  aa 
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also  auch  Winkel  a  =  360**,  so  wird  %'  ebenfalls  =0.  Werden 
eodiich  9  apd  a  mit  jc  /gleichzeitig  =0,  go  erhält  man  aus  (18) 


Aufgabe  n.  ' 

Den  geonetrisehen  Ort  des  in  Aoffi^abe  I.  gesackten 

Schwerpunktes  9  iQ  bestimmen,  wenn  Winkel  a  iwi- 
•eben.den  Grenzen  0  und  360°  sich  stetig  ändert. 

Taf.  I.  Fig.  7.  stelle  din  zur  Kuordinatenebene  XZ  (Taf.  I. 
Fig.  4.)  rechtwinkliche  hchnittellipse  vor,  die  von  dem  Mit- 
tel|>uokte  O  des  Kllipsolds  um  (siehe  Aufgabe  I.)  entfernt 
ist,  se  wird  die  sn  bestimmende  Cnrve  in  der  Ebene  dieser  Ellipse 
liegen,  bo  lange  a:  als  constant  betrachtet  wird.  Der  geometrische 
Ort  wird  abc;r  otnc  Curve  dojiprlfrr  Krümmung  werden,  wenn 
mit  a  gleicbzcitig:  als  variabel  cin<!^efülirt  wird^  wenn  .t  z.  B.  alte 
Werthe  von  0  bis  a  durchläuft,  während  a  swischen  den  Grenzen 
0  und  960*  sich  stetig  ändert. 

Wir  betrnchteD  fier  4r  aber  nnr  nie  eonstnot.  Dum' Wird  der 
Ansdrack;- 

F — r — -h -^)r\/(a*  —  :r')  H- —  arc  tin  x 

"  —=3 


ajr(a*  ^  ~) 

(Sielte  (15)  vnd  (1^  d«r  ApSgAt  f.). 

Es  sei  nun  (Taf.  I.  Fig.  7.)  dpr  Schwerpunkt,  der  in  der  Aufgabe  I. 
bestimmt  ist  uud  der  dem  Winkel  /^^Z^/^=a  entspricht,  sC  uud  CD 
seien«  die  Goordinnten  und  a^^  Yi.  aDC  wA  =n  und  #11  s«^, 
se  Ist: 

(1)  ^  sin^=3ff=:2^Ü-^^^3  (Siebe  Atafgabe  1.  Formel  (15)) 
(2)     cos  n^9^=!^~3Lc^  ^siebe  An%abe  I.  Formel  (16)) 

cos  f 

iHl'-'Cos  er)  cos  ■ 
•  c  sin  ^ 

 ^1  — cos  y  )        —  sin  9») 

c  sin  91 

 />Hl-cos  y)'  (l-«in  n*)  « 

=  sin  y-»   • 

Hieraus  den  Werth  für  sin      bestimmt  giebt: 

•      s—  A*(l      ^'^'v  y  *  — 2cos  y)  I 

mn  9  —     «in  ff>* ^lt^{i  +  co%        2oos  y) 
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 A(i  —  cos  y)   

sin  ^  — mh^^-hAH*  — «>•  yJ'l  .  ^ 


,  1 


Pomel  (1)  folgt: 


2/^(1  —  cos 


Bnm  4m  W«rt4i  T«B  MB  9  au  Poraei  (4)  geMtal«  giabt 

(4)  lod  (5)  bestimmeo  die  Carve  ToUstindij^, .  die  nach  der  Form 
^ieier  beiden  GleiclmogeD  im  Allgemeinen  eine  Spirale  sein  wird. 
!Vehmen  wir  a:  =  0  an,  so  wird  der  constante  Faktor  ^z==l 
iiauu  ]i»estimfflen  die  Gleicbungen  (4)  und  (5)  die  Curve,  die 
SebwBiiHUikl  tinea  aUliMemieiOon  l^OK  IT«f.  I.  .Fi^.  8.) 
schreibl,  wenn  a,  also  «ich  9»,  Von  0  bis  360^  sich  stetig  ändert 
^ir  wallon  (4)  and  (5)  ßir  i;a=0  aoch  ebauf  «ebon-  «inaader 


 ^1  —-COS  y) 

'  —        sin  yl^-  *»(!  —  cos  y)*  I  ^''^ 

^_2V/-|c«  siny»^i»(i-cos 

WM^sO,  so  wird  aneb  qssO,  v^'"vrtird  daaa  srs^^aa  y 
(Togleida  Uennit  Ponael  (19)  der  ▼origan*  Aufgabe). 

Wird    =      also  <jp  =  90"  =  a,  so  wird  oucli  (6) 

•»»  fl=P?(^iqP^==  Jjijf  (Taf.  I.  Fig.  8.) 
HK .  sin    =  6,   Folglich  17  =  ffKO; 


■an  dabar  6»A^  (Taf.  I.  FiiT-.S*)*  erriclifet  in  den  flalbi- 

rnigsjiaDkte  ß  eine  Winkelreclitc,  bis  diese  die  Linie  I/K  in  G 
K^Deidet,  und  verbindet  man  G  mit  so  ist  GO  ein  geometrisclier 
Ort  fiir  den  Schwerpunkt  *  des  Ellipscnsektors  HOK. 


^  wird  für  jpss^sW  nach  Foraiel  (7) 

^JV£(£l+£)^  (xaf-  1.  Fig,  a). 


Wird  9»  =  37  =180%  sp  wird  sin  17  =  1,  folglich  17  =  90*, 


Wird  9==2iy  =  360%  so  wird 


Digitized  by  Google' 


24 

r 

1^  =  360%  -  ->  • 

V  wird  ein  ManMü  fiir  jpsO, 

Nehmen  wir  nun  an,  a,  nho  tp  wachse  über  360**  hinaus, 
^  werde  z.  B.  zu  y-4-2;r,  so  wird  die  ^Deutuog  dieser  Aoaabuie 

t'ulgentie  sein: 

Die  ganze  EllipseDfläche  K8  (Ta£.  L.fig.S.),  die  wir  Wer  ab 
eio  Kö^iierdiffereotittl  aiMelien/  und  die  dadarcb  entstanden  iat, 

dais'a  alle  Werthe  von  0  bis  360*  durchlaufen  hat,  habe  eine  ge* 
wisse  Dichtigkeit  so  wird,  wenn  a  zu  «-4-27rwird,  der  Sektor 
L0OK^  der  dem  Winkel  a  enfspriclit,  von  noch  einmal  so  grosser 
Dichtigkeit  sein,  als  der  übrige  Theit  der  Ellipse.  Hat  a  alle 
Werthe  von  2;r  bis  47r  durchlaufen,  d.  b.  ist  die  2te  ganze  Drehung 
vollendet,  so  wird  der  Sektor  i^C'A' abermals  cor  ganzen  Bllipsen- 
ilftche  geworden  sein,  die  nun  aber  die  Dichtigkeit  2/>  hat.  Wird 
a  zu  a-f-  i7r,  so  wird  der  Srktor  LOK^  der  dem  Winkel  a  ent- 
spricht, eine  Dichtigkeit  hahen ,  die  sich  zu  dem  übrigen  Theilc 
der  £lli[>se  verhält  wie  3  :  2.  Nach  \  ollcndung  der  3ten  ganzen 
Di%hnDg  wird  die  ganze  EUipsenfläcbe  nur  die  Dichtigkeit  31^ 
haben,  u.  s.  w.  - 

Wird  a  zu  a-|»3jr,'so  wird  auch  tp  SQ  jp  +  S^r,  vnd  es  bleibt 
in  Formel  (t))  sin  r\  ungeändert,  in  der  2ten  Seite  der  Gleichnng 
(7)  ändert  sich  nur  der  Nenner. 

Bezeichnen  wir  den  Vektor  {v)  während  der  2ten  Drehunff- 
(9)  -|-2;7)  mit  £>(3),  den  Vektor  während  der  3teu  Drehung  (9)+^^ 
■it  f^O)  o.  8.      so  TerbaRen  sieb: 

•    *  fK»),  tK2),  «,(3),  vW),....tK») 

nmgekebft  wie  die  QUeder  der  Reihe  ti 

SP»  SP-f-2;r,  9}  +  43r,  9p  +  ^^r, . . • . 2(if ~ l)jr,  ^ 

Z.  ü.  •  .  . 

:  i^i)  acsy  :  9)  +  2;r 

rCn         y  -f-27i  .  2« 

Wird  hiernach  .9;=  wird: 


^  =yü^  so  wirdi  .  . 

«  •  » 


Wird  y= -s- =  90°,  so  wird: 


Wird  9=9rBl80%  so  wird: 

Wird  y=:  271  =  360**,  so  würde  hiernach  =•2-«'^*) werden, 
■ack  Fonnel  (7)  werden  aber  beide  Vekteren  s=0.  Bs  koBoit  also 
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f»,  je  mehr  9  sieb  SQO*  ittbert,  dem  Werthe  von  die  Wia^ 

kel  tDcb  immer  näher,  his  auf  eine  Differenz,  die  kleiner  ist,  als  eioe 
Mcb  ao  kleine  •DsnMhmende  Grosse.  Ist  (p=0,  so  wird  der  Expo- 
•OK  des  TerbiltBiisei,  «WtfCil,  vaeDdlich  gross,  1^  mcht  deomaeh, 
libreiid  f  sich  ■tetig  iwiseheo  den  Grent eo  0  und  860*  ändert,  alle 

Werthe  swischen  den  Grenzen  Ton  — v(Oand4-'vO)  dnreh. 

Folgende  Tafel  riebt  die  Verbältnisse  von         ff),  e^W)  — 
n  fr(i}  für  gewisse  Werthe  von  qp;  sie  wird  ein  ungefähres  Bild 
inren  geben»  anf  welebe  Art  lieli  die  venebiedeBeB  Vektoien  bei 

fUfektiTCB  DiebnngeB  ? eriadeni»  ^ 

Tafel  I. 

Werthe  in  Theilen  von  fKD  ' 


V,     V            .  ,..1  . 

• 

1 

1 

SS 

1 

49 

1 

65 

1 

idfi— 15 

1 
9 

1 

17 

1 

25 

1 

33 

1 

8n  — 7 

1 

5 

1 

1 

13 

1 

17 

1 

4»  — 3 

-1 
S 

1 

5 

1 
7 

1 
9 

1 

2«  — 1 

Kommt  bei  der  Annälic- 
runa:  von  y  zu  3t'»0°  un- 
codlich  nahe  dem 
Werthe 

i 

T 

1 

1  ^ 

'  Ml.'l 
1 

1 

1 

n 

Tafel  II. 


TcfbiltBiia  der  Dichtigkeit  des  Sektors  an  dem  ttbrigen  Theile 

der  Ellipse. 


Während  der 
lilBB  Urebnng 

Während  der 
2teB  Drebnog 

Während  der 
3ten  Drebnng 

Während  der 
isten  DrebBBg 

1:0 

t  :  1 

3  :  3 

1 

m  :  M  —  1 

Nach  diesen  beiden  Tafeln  und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 
Ud  (5)  der  Aufgabe  II.  lässt  sich  der  Schwerpunkt  des  von  dea 
Widea  ScbaltteUipsen  MT  aad  KS  (Tat  I.  Pijc.  4.)  eingeeebloeaiot . 
Hl  KSrpera  beitimeB,  wenn  der  Sektor  JlfAQ  OLK  aus  einer 
ifediscb  fcbwereran  HaiM  beliebig  ids  4er  ttbrige  TbeU  dea  Kür- 


pert,  nnd  wenn  das  VerhSltniw  4nr  beiden  Dichtigkeiten  eieh  enf 
eine  der  io  Tafel  II.  anffegebenen  Verbftitiilete  zurückfÜlireD  läMt.- 
Der  Sektor  entspreche  z.  B.  dem  W.  9?= 45°  und  bestehe  ans 
Platina,  während  der  übrige  Tbeil  des  Körpers  ans  Gold.  Die 
Dichtigkeit  des  Platinu  zur  Dichtigkeit  des  Goldes  verhält  sich  wie 
235  :  193,  was  dem  Verbältniss  von  5  :  4  ziemlich  nahe  kommt. 
Dieeen  Verhälteits  entspricbt  necb  Tafel  Ii.  die  5te  Drebnnir  und 
der  Vekter  In  Tafel  1.  inelie  mtm  mm  den  Werth  vnn 
Tkeilen  wm  ciCtt  für  sp=45» 


Wir  können  bieraach  indessen  nur  den  SchwerpvnkC  des  io 
Rede  «teilenden  Körpers  bestimmen,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
iiältotsses  der  Dichtigkeit  (Z^'j  des  Sektors  zur  DickUffkeit  {D)  den 

nbrigea  TMlea  des  K9i|pers  '^■jy=  — —  ist,  webei  m  irgend 

eine  gnnxe  Zahl  bedeutet  Zur  Beatinnang  dea  Sebwerpnnktea 
ftr  jäea  beliebige  andere  Verbältniss  der  bmden  Dichtigkeiten  bb 
einander  diene  feigende  Betrachtung» 

fhX  d^r  Sektor  gleidie  Dichtigkntt  nit  de»  ÜbrigeB  TMIe  dea 
(Sipera,  ao  wird  der  Vektor  («)  wahrend  jeder  (laten)  Drehang  ssO. 

1^)50,  wenn 

fat  die  INebtigkeit  dea  ührigen  Thdia  dea  KSrpera  =sO»  a# 
verachwiDdet  eben  dieser  übrige  .Tbeil,  ea  bleibt  der  Sektor  attetn 
SU  betrnehten  ihrig,  also: 

D 

e^«)  =  vi}>,  ^renn  ^  =  0. 

Es  ist  DOB  oflenbar,  dass  f^»)  eine  FttokttoB  voa  ^  ist,  «ad  das» 

D  D 

Bwisdhen  den  Grensen  von  ^sftl  md  ^=0,  y<*d  «efc  stetig  bwip 

sehen  den  Grenzen  0  und  eKD  ändert. 

Hieroacfa  nnd  aas  der  AnschsuBBg  der  beiden  obigsB  Xaiela 

folgt: 

Für  y  =  a=iro*  isl      =  2^-1  =  ^) 

Setien  wir  statt  1,  n\  so  wird  ^  =0  uud  oCp)  iiir  alle  Wertho 

von  op==t;(i),  .         .«  . 

Setaen  wir  aUtt  l,  0$  ao  wird  pssl  nnd  tiC»)  für  alle  Weithe 

Setaen  wir  quo  statt     ap\  so  wird: 
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Bühnlten  wir  unner  obi'^es  Beispiel  mit  dem  Piatina  ond  Golde  bei, 
•«0  koDDen  wir  jetzt  dea  Schwerpunkt  des  panren  Körpers  so  ^e- 
atu  bestiBaeD,  als  das  Vcrhältoiss  der  liichtigkeit  des  PUtiM 
mm  CoMe  235 : 193  nnmi  bMtiMt  iit,  fMlMi  wir  »at»  mi 


VI. 

■ 

Berechnuiig  der  Onindzahl  der  natOrUciien  Lo- 

prithmen,  so  wie  melirerer  linderer  mit  ihr 
zusamiiieidyuigendler  Zaiilwerthe. 

Von 

*         »  .  .» 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bretsehiieifler  , 

in  Gotha.  ■ 


Die  Dumeriscben  Coustanteo  der  Arithmetik  haben  in  neuerer 
Zeit  durch  ihren  Einfluss  auf  <lic  Berecbniino^  der  begränzten  Inter 
gfale  einen  Uoherea  Werth  erhalten ,  als  luuu  ihnen  früher  zu- 
Mbrieb,  ira4  es  ist  daher  doppelt  Dothwendig  geworden ,  dfe  wielr*' 
tigitea  denelbeii  auf  eine  ffroiee  Reihe  von  Decimalstellen  mit 
volikomnenster  Sicherheit  sn  iLeMieo.  Gleichwohl  ist  diese  Forde- 
nin^  nur  bei  einer  einzigen  dieser  Zahlen ,  n'rimlich  bei  der  Zahl 
^,  10  aller  Stren((e  erfüllt.  Der  H'erth  derselben  ist  durch  wie- 
derholte Berechnung  bis  auf  150  Decimalen  sicher  gestellt  und 
jades  nSseere  Tnfelwerk  pflegt  einen  dlplomatlach  genanen  Ah* 
Iraek  deradhen  %u  oatbalten.  Nieit  eiheo  doetelbe  kann  nao  von 
^en  übrigen  arithwetiicben  CoQitooten  sagen,  und  schon  die  der 
^1  M  so  nahe  verwandte  Grandsahl  0  der  natarllchea  Logarith««i 


^   .1^  .0  Google 
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läsit  Zweifel  über  ihre  absolute  Richtigkeit  zu.  Fast  alle  unsere 
■atbeiiatiicheii  Tafelwerke  babea  die  fible  Gewohnheit,  in  eioeoi 
Anbange  die  Zahlwertbe  der  an  hanfigitea  vorkommenden  nuneri- 

scben  Constanten  aufzuftilirrn,  ohne  auch  nur  mit  einem  Worte  za 
erwc'ibucn,  ob  sie  von  den  \  ertassern  neu  berechnet  oder  aus  an- 
deren ähnlichen  Werken  cntlelint  worden  sind.  Will  man  dann 
einen  solchen  Zahlwcrth  für  irgend  eine  grössere  uumeribche  Rech» 
Bung  za  Graado  le^en,  so  fiadet  aiaa  sieh  äher  dio  Zaverläasig- 
keit  desselben  in  peiolichar  Cugewisshclt;  ja  man  ist  oft  nicht  eia- 
nal  im  Stande  zu  erkennen,  ob  die  ia  der  Tafel  »tebaadaa  Ziffern 
van  Druckfehlern  frei  sind. 

Eine  Verglcieliung-  mehrerer  Tafeln  mit  einander  kann  hier 
natürlich  nicht  zum  Zwecke  führen  ;  denn  wenn  die  uufgcuuiuiueucn 
Data  ans  «iaer  ia  die  andere  übergegangen  aiadi  eo  siad  alle  Recb- 
Bttogs-  und  Druckfehler  ebenfalls  copirt  wordea. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  eine 
Revision  der  wichtigsten  numerischen  Constanten  bcgodueu  und 
theile  hier  die  Resultate  für  dia  Zahl  e  uod  einige  verwandte 
Gru&sen  als  Probe  mit. 

El  wurdea  zavördent  dia  Somaea  der  vier  Reihea 


tn  sechs  Zablwertha  ahgaleitat: 

€=i2,nm  18284  590lft  23&36  02874  71352 
€6249  7757S  47093  09995  95749  60907 
02772  40760  30353  54759  45713  82178 
52516  64274  27460 

-^s0,30187  94ai  7144»  32159  58237  70101 
'       Aem  74458  11131  03170  783«$  07830 

.  •  80109  7461 4  95744  .S998Ü  33571  47274 

34591  90437  40027 

(So«  lssl,«4308  00348  18243  778«7  79050  99787 

06168  26015  129112  365S6  37047  37102 
21471  07690  63049  22^9  89042  64720 
43554  30355  87040: 


i 


•  •  • 


qim  1  =  1,17520  11936  43801  45088  23818  50595    .  v 
€0061  512^7  17961  33409  5870»  29505 
41301  380»  67304  32399  56071  17452 

08962  33918  40419:  ' 

€M  lss0,54030  23058  66139  71740  09366  07442 
«7660  37823  KMtO  61792  22276  70097 
25538  11003  94774  47176  45179  51856 

08718  30893  43571:  . 

« 

«■  ls=:9,84U7  06348  07806  50665  25023  21630 

29899  96225  63060  79837  10656  72751 
70999  19104  04391  23966  89486  39743 
54305  ^958  54349 

Die  FooktioDCB  (So^  aod  ^in  sind  die  von  Gaderma.nn  eingefuhr* 
ten  h}  p«rboUaeli«D  Coiiaii«  ovd  Sinui«   Vorateheode  Resnlteie  iiiid 

tif  115  Decimalttellr  ii  hcrecbnet,  die  letzten  zehn  jedoch  hier  weg« 
srel.TSsen  worden.  Uebrigens  habe  ich  die  letzte  Zilfer  stets  un'ge- 
ändert  gelassen,  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  die  uärbsttolgende 
liKite  Ziffer  eine  5.  6,  7,  8  oder  9  war,  dies  durch  ein  beigesetz- 
(ei  CoJon  angedeutet.  Das»  die  guuxe  Rechoua^  ohue  ulie  Aus» 
nfaie  doppelt  gefobrt  worden,  ist,  versteht  aicb  ron  e^lbit;  nnd 
iek  babe  Bocb  anaterdeM  die  Wiederholung  denelben  eio  gaozea 
Mr  spiler  TorgenoaiaieD ,  als  die  erste  RechnoD^,  da  ich  niiiberte 
hin  bei  einer  nnderen  Rechnung  ähnlicher  Art  die  |£rfahrUDg  ge« 
aacht  hatte,  da^  ich  bei  unmittelbarer  Wiederholung  des  Calculs 
iweinal  den  Dämlichen  zufäliigeu  Fehler  beging.  Da  übrigens 
dil  Bcndtete  beidet  Bereebanngen  Iii  farlieffenden  Falle  sar  n» 
12  BiabMtmi  der  letxteo  115ten  Decimalstelle  von  einander  ab- 
wieben,  ao  dflrfen  die  hier  gegebenea  Zifiem  wobl  ala  Tftllig  lieber 
angesehen  worden. 

In  der  hlinleitung  zu  Calict's  tahles  portatives  de  lo- 
garithmes  etc.  pg.  112  findet  sich  der  Werth  von  e  auf  61  Deci- 
«■Itteilea,  aus  dem  Modulns  der  brig^sehea  Lagaritbaen  abge- 
leitet. Die  enteo  41  Deelnalea  tiad  ncbtig.  die  letatea  20  talal 
ftbeb.  Ea  itt  ninlicb  der  W*rth  ren  riroa  d€r  40itcln  Stelle  an 

aadi  Gellet  . .  46938  08355  51550  58417  2;  dagegen 

der  wahre  Werth  47093  69995  95749  (k)967  6. 

Im  Vecca'sche D  thesaurus  findet  sieb  pg.  309  die  Zahl  e  auf  44 
Deümiiiea  berechnet,  nur  um  3  Einheiten  .der  legten  44sten  stelle 
n  gtaetx  denp  Vean  bat  . . .  77572  4712  anttait  dei.wabnia  War? 
Ikt  ..77572  4709. 

Gudermann,  in  naincr  Theorie  4«r  Potenzialfuoktio- 
oeo,  liiit  dif  Wertbe  von  1,  1,  sin  1  und  cos  1  auf  25 
pecimalen  gegeben.  Mit  Ausnuhme  der  letzten  Ziflero  jeder  dieser 
^len  sind  die  übrigen  sämmtlich  richtig*.  Nur  in  dem  Werthe 
V«  eet  1  ist  di^  I3te  Deeimale  falsch,  indem  es  statt  . .  68030 . . 
«Uwbr    68136     bebtan  nuua. 
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Ganz  eben  fo  wtt  filr  e  habe  ich  dnoD  ferner  die  SiBnen  der 
fier  Reiben  .        -  •  - 


•  •  • 


JT*         4?*  X* 

ftlr  ^11e  Wertbe  von  jr,  von  2  his  so  10,  ailf  85  peeinafen  be#ecli* 

net  und  dodurcli  die  Zahlen  tHiaUen»  welche  tinten  in  der  ersten 
Tufe)  bis  auf  20  Decimalen  zusam  mengest  eilt  sind.  Die  Probe  der 
Richtigkeit  der  einzelnen  Resultate  wurde  dadurch  erhalten,  dass 
die  Summe  der  oben  angeführten  vier  Reihen  genau  denselbeo 
Werth  für  ergeben  musste,  der  durch  succcssivc  Multiplication 
TOB  e  eefhnd'en  worden  war.  Be^  der  grosse»  LctchtlfffceU '  nrit 
der  lief  mu  den  GKederti  der  Beihe  fdr  ^  die  QHtder  der 


für  j^e^d .  (/a:)  ßudeu  lassea ,  btibe  idi  auch  die  Wertlie  der  la- 
tegralfonktionen 


dx  f.. 


In  Rechnung^  giwmeii  Im  den  Bnde  wurAan  die  Sil— an  der 
vier  Eeiheo 

^-1- j. -gr-f- ... 


für  die  Wertbe  voo  .3?=!  bis  a:=10  gesucht  und  nus  ihnen  die 
WerChe  obiger  iDtegralfanktiooen  abgeleitet  Rlae  frohe  (fer  Beek« 
Dung  erhielt  ich  dadurch,  dait  ich  den  Werth  U  onaiittenMiv  «na 
der  von  mir  früher  entwickelten  Formel  (theoriae  loffarithmi 
integrnlis  1  i n eamenta  nova  in  Crelie'a  Jonrnal  Bd«  17. 
KT-  2^  Nr.  59.) 

batf«AMto,  I«  walchar  din  folfaaan  K^K^K^  n.  a:  w.  nittilit 
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JBC,  ==2:(^-i- i)Ar,  —  y  Ii.  w. 

«Igelt Itet  werden  kSnoen.  Dft  aBer  diese  Formel  des  Werth  von 
U  e  oot^wendiir  TorMMsetit*  lo  wurde  letiterer  mm  der  Gmnd- 


•  •al~  ».11^  4741 


4iut4  cweiouiliffe  Berechnung  auf  40  Decimalstellen  entwickelt, 
vinwi  aieb,  mit  Weglassaug  der  5  letiten  Stellen,  folgpende  Re- 
«ilato  «ignkea :  ' 

Ii  e=+Mg511  78163  55936  75546  65209  34231  63426: 

B        — 0,21938  3934S  95520  27367  71637  75|60  12164: 

i3  l=-|-0,83786  69409  80208  24089  46785  79435  75630» 
es  I  s  -4- 1,05725  06753  75*98 ,51457  lftl23  54895  8779&:  , 
d  1=^0,33740  30229  00968  13466  26462  03889  15076: 

fi  1  =  +  0,94608  30703  67183  01494  13533  13823  17965: 

beaerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  ich  vor  Kuneni  einen 
f)oz  einfachen  Weg  aufgefunden  habe,  die  bisher  immer  noch  so 
■ühsame  Berechnung  der  Integrallogaritlimen  sehr  grosser  Zahlen 
ausnehmend  leicht  zu  bewerkstelligen.  Man  hat  nämlich  allgemein 
ftigeade  Formel: 

imdebv  rsl*|-^  ist  und  die  Coeffielenten  C^-^  d«reb  die 
Behang 

*/»^  JL  ^      w       ,   . 

^•itimmt  werden.   Setzt  man  nun  in  obiger  Fersel  n.  B.  is  =  10, 

•lü  €«  =  22026, i6579  .  .  so  braucht  man  nur  ^  =  —  0,16579.. 
^<  k  gleich  dem,  mit  der  Potenz  e"  verbundenen  Üecimulbruch ,  zn 
Mtzeo,  um  sofort  den  Intecrallogarithmen  der  hohen  Zahl  22026  zu 
,(Uten.  Es  erjgiebt  sich  daraus  der  Werth  von  lg  »=0,00002113.. 
«  dm  die  s«  GM«cbBen4e  Reibe  auserordeatlieb  eebnell  eonrer- 
m  Man  Juun  biui  leiebl  weiter  geben  nnd  filr  >r  yaeaere 
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»2  . 

Wertbe  nebmeo,  uod  wird  fiir  lg  v  immer  noch  sehr  kleine  VVeithe 
erhalteik   So  ist  s.  B.  fdr 

ATss—  1,4^79..  0^^^^=2Stm  und  lg  y=sO,000066M 
6,46579...  «'<»  +  «s^23030  and  lg  yssO,<N)08ll357 
36,46579..  e>»+arsBSa009  niid  Ig  v  =  0,091S08S6 

• 

n.  8.  w.  woraus  sieb  die  ungemeine  Braucbbarkeit  der  zu  Grunde 
gelegten  Formel  wohl  sattsam  ergiebt.  Selbst  bei  weit  niedrige« 
reo  Potenzen  von  e  wird  sie  noch  mit  Vortheil  angewendet  werden 
^könuen.  Denn  es  ist  z.  B.  iiir  die  dritte  Potenz  von  e  der  Werth 
e*=s80,6656S.  .  und  dies  giebt 

für  4r=  — 0,08553 . .  e*  +  apss2»  nnd  lg  v==0,0042d772 
för  ^ss— 1,0S563. .  «•4-^=sl9  uod-  Ig  »=0,95556101 
iiir  ^=^2,08553..  «*-hir=18  md  lg  r^ssO^lOMMS 

■ 

iDgleiclieD 

für  «  =  +  0  91446..  if»-h.r  =  21  und  Ig  v  =  0,0445»44 
für  «=-^  l,914i6  .  ,  tf'  +.r  =  22  und  Ig  r  =  0,09i04245 
für  JF=-i- 14,91446  . .  e*  +«=35  und  lg  »=0,55534806 

so  dass  selbst  für  or^^e"  jedes  folgende  Glied  der  Reihe  ai^ 
mehr      die  Hilfle  kieiaer  iil^  als  dai  Torliergchende.  -  .  ' 
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VII. 

Ueber  eioe  geodätische  Aiifgabe. 

Von 

< 

■  dem  Ueransgeber. 


Bei  eiper  Trianfi^ulining  kann  zuweileu  üer  foiffCDflc  Fall  vor- 
katnmn.  j|f  und  Ai^  sind  zwei  Punkte,  deren  Ittage  aom  einer 
SMmm.Ummg  k^mmtML-  Hm  kmn  ab«r         toer  M^iim 

Plipkt«  ▼cm  #DiM  m  sehen,  dagegen  aidit  mvt  8owo||t 
iff.  als  auch  von  iff,  aus,  drei  andere  iurer  l^agc  nach  unbe- 
kannte Punkte  y/,  C\  nad  nisst  in  die  ISO"  niciit  uberätei- 
geadeo  Winkel  .4Mßj  BMCy  CMA,  in  die  180"  nicht  über- 
fteigend^  Winkel  dJUnß^  BMyC^  CM^A.  Ist  ^dan^  ;iocb 
«4^i4$k,  die  jUTioM  udf,  i?,  <7  i|«s  duach  die  «Mt  ao 
mt$m  Fiwfcf»  ^JkMtMiiBAf»  Dreieck»  ^^C,  dessen  ,dc^  .Winkeln  jfp 

B»  C  gegeniakanitehaada.SeitiMi  tri«  f{eiröliiili«h:4itl^.  ^«.^ 
«eichnet  werden  solien,  ^u  lyessen,  so  kann  man  jederzeit  die 
Lage  der  drei  Panktf»  A^.ß'^  G  iies4i«IP«n»  W  Mn  Folg^deii;g|B^ 
aeigt  werden  soll. 

Blaa  iieliae  einiB  ISdte'det  ^MM^  AßC^  etw»  die  Saite 
alt  Längeneinheit  an,  so  hat  MB  für  die  drai  Seiten  a,  ^,  c  dea 
iB  Rede  atehaadm  Oraiacka  nach  einebi  bekaaDtas  fileHMslariMM 
dar  afeanen  TrigOBOttatiia  die  falgeDdaa  Aiuidiüeka:  •  •  • 

sin  ^   ,      sin  Ä  , 

md  kasB  «ho  die  df«i  S^iti^  .«^  d,  ia  Bwmr  auf  die  aniraBom- 
mene  LäagtBainbait  ava  den  gaBanenaD>  Wi'nkalii  C  leiebt 

barecbnen. 

Da  die  Lage  der  Punkte  3f,  /fcf,  als  bekannt  vorausgesetzt 
wird,  so  nehmep  wir  an,  das^  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in 
Bezug  avf  ein  fewissea  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  wetdlM 
Im  FolgeadcB  aas  priaHtire  Sv^tem  genaaat  weidan  lall,  gegeben 
md.  Niaait  san  nun  A  ala  daa  Anfang,  AB  als  den  positiren 
Tlieil  der  Axe  der  ^  eines  neuen  rechtwinkligen  CoordinatenRy- 
stems  der  ^r,^  und,  was  ofi'enbar  immer  inöglicli  ist,  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  7}  so  an,  dass  nuin  sieb,  um  von  dein  positiven. 
Theile  der  Axe  der  $  durch  den  rechten  Winkel  (^t;)  hindurch  an 
das  fon^w  iphfiie  der.4Ft  «4®'  ^  gelungen,  ganz  paah  dar* 
Mttea  .pltri^ng  l)<F4!0)^.  »  "^cb  welcher  man  sich  bewa^ 
ipp  np  .vpn  dem  posieren  Tbe'^lc  der  ersten  Axe  des  primi- 

tntfk^lU^m  i»%€h  .ian.||trin^i{aa  .Cji^ojcdinatenwinkel  hindurch  zu 
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dem  potilWftB  Tbeile  der  iweiteo  Axe  des  pmidfen  Sjiluw  s« 

gelao^eo;  so  sind  in  Bezug  auf  dieses  aDgenommene  neue  recht- 
winklige Coordinatensystem  die  Coordinaten  4er  drei  Pnekte 
ß^"  C  offenbar  respective : 

0,  0;  c,  0;  If  CM  A^dkz6  sie  ^  - 

oder  aacli  dem  VorhergehendeD : 

tx    t    n.    COS  A  sin  B     ,  sin      sin  B 
auiC*  tinl;' 

wo  io  den  Antdrneke  der  sweiteo  Coordinate  dea  Panktee  C  das 

obere  oder  untere  Zeicheo  genommen  werden  muia,  jeaackdem  der 
positive  Tbeil  der  Axe  der  17  auf  derselben  Seite  von  AB  wie  der 
l'unkt  C  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AB  liegt.  Aita 
diesen  so  eben  bestimmten  Coordinaten  der  Punkte  y/,  B^  C  und 
den  in  JU  und  JU^  ffemesseueu,  180<*  nicbt  übersteigendeu  Wiokelo 
AMB,  BMC,  CMA  uad  AM,B,  BM,C,  CMyjfkm^^  nan  na 
nack  dem  Potbenot'schen  oder  vielmehr  Snellius'scben  Problem, 
etwa  mittelst  der  Tbl.  I.  8.  446 —S.  448  entwickelten  Formeln,  die 
Coordinaten  ^,  r\  und  der  Punkte  M  und         in  dem  Sy- 

steme der  ^17,  80  wie  auch  die  Entfernungen  MA^  MB^  MC  nnil 
MiA^  MyB^  m^C  berechnen.  • 

D^kt  aan  afck  Jetit  darek  den  Pttnkt  M  ah  Airfaev  ehi  imm 
flj^eaie  der  tu  paralleles  System  der  $Y  gelegt,  und  bexeiekiiet 
die  Coordinaten  des  Punktes  Mi  in  dieien  Systeme  darek 
die  Länge  der  F/mie  MMi  durcb  (p),  und  den  von  dieser  l^inie 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^'  eiogescblossenen  Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
V  an  dorek  des  reehtea  Wiakel  (^  ^7)  kiadareh  von  0  kia  SM» 
tlklt^  dnek      ao  fiat  oAakMP  ia  Tttlliger  Allgeartlakait 

%)  coiÖ,  ig',=(^)ainÄ 

Nadi  der  Lekre  Tta  der  Verwaadlaag  der  CoenUaatM  4at  eber 
offeakar  •  • 

oder 

d.  i.  aack  dem  Okigea 

9  ...(^)  eaa#s]f|^{,  (9)  lia  eäsir,— 9; 

also 

and  * 

mittelst  welcber  Formeln  S  und  {q)  leicbt  berechnet  werden  kön. 
nen.  Oh  man  den  |»ositiven  Winkel  oder  Bogen  0,  welcher  360**' 
nicht  übersteigt,  zwischen  0  und  180®  oder  zwischen  180*  und 
360^  zu  nehmen  hat,  entscheidet  man  dadurch,  dass  man  fiir  0  im- 
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■er  denjeDigeu  der  beideo  in  Rede  stebcudeo  Wertlie  zu  setzen 
kM,  weJcker  nittelst  der  Formeln  5)  für  (q)  eineo  positiven  Werth 
liefert 

Well  ra  beacllf  lat  »in,  4«m  hh  jetzt  WMer  die  Mtc 
JB  oder  e  4w  IMeckt  jri7£7  alfe  LiogcBMabeit  angtBOBpea 

W»rdeD  ist. 

Da  die  Lage  der  Punkte  M  und  J/j  als  bekannt  aDgeoommen 
irird,  so  sind,  wie  schon  vorher  bemerkt  worden  ist,  ihre  Coordi- 
sstSB  or,  y  und  or,,  in  Bezii|(  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Cseidinatenyrtefc  dw  vinI  eine  iHWIiauite  Läiigen^iib^il!» 
welche  durch  f*  bezeichnet  werden  mag,  gegeben.  L4ig«ii  wir  nun 
isrch  den  Punkt  M  ein  dem  primitiven  Systeme  der  ary  paralleles 
faonJinatensystem  der  ar'j/j  und  bezeichnen  die  Coordinnteo  des 
Punktes  ^f^  in  diesem  Systeme  durch  ^r',,  y,,  den  Duaierischea 
'As&druck  der  Länge  der  Linie  ä/AJ^  in  Bezug  aut  die  Längen* 
iUkmk  4mrth  ^,  umi  itm  fon  4er  liaie  Jfilf,  mit  des  poaititefi 
Tkeile  der  Axe  der  jc'  eiogeschlosseBeMf  yon  dem  positiven  Theilis 
3er  Aie  der  a:'  an  durch  den  rechten  Winkel  {^y')  bindnrch  vott 
0  bis  ^60«  ^ezaklttB.  WiBkeA  d«f«ii  )p;  so  ist  uffeabw  \m  fäUif^ 
Aiigemcinlieit        •      «    .  . '  i     .  . 

wd  aaeh  der  L«ebre  yob  der  Terwaadlung  ddr  Coordumten  iat  ; 


af',  =  jf,  — or,  ^,  =  y,  — y» 
«Im  Mcb  d««  VorbergdicDdeo 

7)   ^  M  f»3Si«,— jr,  e  •»  f  3=:|f,*-|fb,  . 

Mglich  *  '  •  / 

*    *  * 

'        ^       COS  ^         sin  9> 

nittdftt  welcher  Formeln  «f>  \ind  Q  berechnet  werden  können.  Oh 
nan  den  positiven,  3<K)*  nicht  über»teigenden  Winket  oder  Bogen 

Liwiscben  0  und  180"  oder  zwischen  180"  und  300"  zu  uehmea 
t,  irird  dadnrefa  jedmdit  kMtut  «iitsobiMloa,  diwt  «m  flir  f 
mm»  denjenigea  d«r  beidtM  ia  ftade  stebeadaa  Werthe  za  setzen 
In,  «alehar  aiitlolal  der  Fanaala  9)  ftr  q  aiaan  posilifaa  .Wartb 
fcfcrt. 

Vach  dem  Vorhergehenden  sind  (q)  und  g  die  nameriscbea 
Ausdrücke  derselben  I^inie  if/ilf,  in  Bezug  auf  verschiedene  Län- 
geaeinkeiten,  nänilicb  respective  la-  Bezog  nof  die  UUigaaMabeitea 
cMd  IS  «ad  «a  iat  abo  eigendiab 

Msficb 
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ad 


woran«  sogleich 


/b)gt,  oder  audh 


—  i  . 


li\    ,  , ,  C  —  7--;» 

weim  Mdii .  d«d  AiMidr^k  M  dW^  MeMao  Mio  iaa  «iaicbhall». 
scicliaii  auf  die  iMgaiHftfinbMt  ft  htiiM^  wodurch  also  idia*  irahi« 

GHIafta  TOO  r  in  Bezug  auf  die  der  ursnrÜDglichen  MessuDg^  am 
wetebcr  did  Lage  der  Puukte  ßf  uad  Jh^^  hergeleitet  wurde,  zum 
Grunde  gelecrfc  Länafcnpinheit  s^efunden  ist.  Die  Dumerischeo 
Ausdrücke  aller  im  V  urbergehenden  in  Bezog  auf  die  Längeaeta* 
h^it  c  berechneten  Längen  ia  Bezug  aif  die  lifltt|f«BalBhiit-  Mw' 
Wt  ioaii,  wenn  «aM  die  in  Red«  oteliesdaB  Läng(  n  kl  BM(f  mmi 

die  Längeneiulieit  c  sämmtlich  mit  dem  Uruche  ^  multiplicirt,  wie 

auf  der  Steile  erhellen  wird,  su  doss  also  hiernach  auch  die  nume- 
Tischen  Ausdrücke  aller  dieser  Längen  iu  Bezug  auf  die  der  ur- 
sprünglichea  Messung,  aus  welcher  die  Lage  der  Punkte  M  und 
Jf,  hergeleitet  wurde,  siub  Groode  gelegte  Längeneiaheit  ohne 
Schwierigkeit  gefundott  werden  itaiiin.' 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  ^ei^en,  wie,  indem  wir  von  jetzt 
an  natürlich  immer  die  Längeneinheit  fjt  zum  Grunde  lesen ,  die 
Coordinaten        F;  K, ;  A\,  Kj  der  drei  Punkte  Jf,  //,  C, 

deren  Lage  zu  bestimmen  unsere  eigentliche  Aufgabe  ist,  in  Bezug 
auf  das' primitive  Syateai  der       gefnaden  werdea  kSaaen. 

Zu  dem  Ende  beinerkeo  wir  zuvörderst,  dass  aus  den  beka&n* 
ten  Winkclu  0  und  gp  imm^r  leicht  der  Winkel  ^  ubg;eleitet  wer- 
den kann,  welchen  der  positive  Theil  der  Axe  der  ^'  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  a/  einschliesst,  wobei  man  diesen  Win- 
kel wie  gewöhnlich  vuu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  or'  an 
dnrdi  den  rechten  Winkel  (or'i/)  hindoveh  Ton  0  hio  MO*  aihH. 
Bei  der  Aufstellung  der  an  sich  übrigens  sehr  einfachen  aUgemei- 
nen  Regeln  für  die  Ableitung  des  Winkels  if)  aus  den  Winkeln  0 
und  9)  wollen  wir  uns  hier  jedoch  nicht  aufitalteo,  weil  man  sich, 
wenn  nicht  auf  andere  Weise,  doch  immer  durch  eine  leicht  zu 
eatwerfeude  Figur  bei  diesem  Geschäft  wird  helfen.  kiHuieD. 

Ae  Coordrtiatpn  der  Punitie  J,       C  im  Svotone  der  or'y, 
dessen  Anfanar  Jlf  ist,  seien  X\  Y'\  A',,  r,«  X\,  F',;  und 
9'i  3£'.,  3)'.;         S)',  seien  die  Coordisaten  der  Punkte 
C  im  Systeme  der  '%'fi\  dessen  Anfang  ehcnfalU  M  ist. 
Da  das  System  der  Systeme  der  ^t;  parallel  ist,  uod 

£,  q  die  Coordinaten  des  Punktes  M  in  dem  letztem  Systeme  in 
•Bf  die  Lftngeneiahek  e  sind^  so  ist,  weil  na«b  deM-Oklgen 


die  Coordinaten  der  Punkte  C  iu  dem  Systeme  der  £17 


*)  Wegen  des  Voruicheos  ist  schon  oben  die  nöthige  Bestiounung  gege- 
ben werden. 
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(jeUt  oatiirlicli  immer  io  Bezu^r  auf  die  Längeneinheit  f»)  .siad, 
■Mfc  im  I#»hr«  tob  4er  Ytriratiilung  der  Coordtoaltti' 


(?)  (e) 


»9 


9'.! 


'  »'II 


•Im 


■iCteUt  welcher  Formeln  die  Coordhiatea  t\  9';  g'.i  S',,  9'« 
hotchnet  werden  können. 

Nach  der  l^bre  voo  der  Verwiindlang  der  Coordinateo  ist 

Min  ferner                 '  ' 

ijC'  =  3£'  cos  V  — ?!'  «n       y'  =  X'  sin  cos  (//j 

X'^sr«  «Ol    — 9s  ^  ^  HO  ilf-i-^t  cos  ^; 


■ittelst  welcher  Formeln  also  jetzt  die  gesuchten  Coordiuaten  X, 
y  Y,.  y,  ;  X,,  r,  der  Punkte  B,  Tin  Bezug  auf  das  pri- 
mitive System  der  xy  gefunden  werden  können ,  und  4tO  Loge 
bitter  Puakte  daher  heatiant  ist,  wie  ?erlangt  wurde. 

Bemeiekset  Mn  tfi«  tob  don  EJnieii  Mi^  MBy  MC  Mit  4on' 
laiiCiTep  Theile  der  Axe  dor  ^  eingeschlossenen  und  auf  gewöhn- 
iche  WeiM  TOD  0  bu         ffezShltea  Wiokel  durch  C, 
Mlil  MA^r^  MB^t^^  MC^r^s  lo  ist  offenbar 

3p8r  coa  {,  sin  %\ 

y.ssr,  co§      g',  =r,  sin  Ci ; 

X',  =  r,  cos  tj,,  g  ,  =  r,  sin  £,5 


ilao 


cos  £  =  — ,  sin  £=^,  tttog  t,=  j;; 


3^ 

15)\co»  £.=77 


sin 


~,  sin  i»  =  7^,  uuig  <.a="3f;; 
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mittelst  welcher  Formeln  die  Winkel  ^,  ^j,  berecbnet  werdMl' 
köaueo        Hat  man  aber  diese  Winkel,  so  ist  nacb  13) 

i      X'  =  r  CM  (V'H-C),  r  =  r  «in  (v-f-C); 
16)|jli:',=:r,  cot  (y-4-£,),  l'^=r,  lio  (t+C,)s 
(jlC',ssr,  cos  (^-h£s)>  F.Är,  iln  (v-*-tt)5 
und  also  ^acb  14) 

f      X  =  ^-Hr  cos  (V-H^j,  1  =y  Hr  r  sin  (v/ Cj; 
I7)|  X,  =  dr+r,  co»(^-t-£.),  F|=syH-r,  «n 

C  JlC,=ras<«hr,  cot  ^i^y-l-'*»  W'H-Cs). 

Dio  Torberffeboodo  Aoflösang  uosorer  Aufgabe,  ob^eieh  dioaelbe 

eine  doppelte  AnwendHOfC  cßs  Poibeout'scbeo  oder  vielmobr  SooU 
lios'scben  Problems  io  Anspruch  nimmt,  sclicint  uns  dessenung-e- 
acbtet  für  die  wirkliebe  Anwendung  die  meisten  Vortitrile  zu  ge- 
wäbreu,  wesbalb  wir  für  jetzt  andere  Auflösungen  derselben  nicht 
geben,  und  mit  der  Bemerkung  schliesseu  wollen,  dass  man  diese 
Aufffabe,  unter  eioem  reio-geoqietriacben  GeaicbtipuDkte  aafgcfasst, 
MCb  auf  folgeude  Art  ausdrücken  kann: 

Bs  seien  zwei  Punkte  .V  und  iV,  c^ec:«' ben;  man  soll 
durch  den  Punkt  M  drei  unter  gegebenen  Winkeln  ge- 

fen  einander  g^eneigte  gerade  Linien  (1),  (2),  (3).  durch 
en  Punkt  J^J^  drei  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln 

f;egen  oittUttder  geneigte  gerade  Linien  (I,),  (2,),  (3,)  aa 
egen,  dass  das  durch  die  Durehschnlttspunkte  der  Li* 
nien  (1)  und  (IJ,  der  Linien  (2)  und  (2,),  und  der  Linien 
(3)  und  (3,)  bestimate  Dreieck  einea  gegebenen  Drei- 
ecke ähnlich  ist.  1 

,Wir  möchten  uns  wubl  erlauben,  dieses  Problem  den  Lesern 
dea  Archive  nur  woitoren  Uatenochung  tn  empfehlen,  4n  dnaeeihe» 
■o  viel  nna  wenigateni  bekannt  iat,  aonat  noch  keioe  Behandlung 
fl[efunden  Bat 


*)  Die  Grössen  3r„      \  3r,,  ^'^  und  r,  r^^  r,  sind  aus  dem  Vor> 

heigehenden  bekannt. 
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VIII. 

Deber  die  Mhetii  IMfiDraBtlalquotlra  der 

^  sin  X  J     y+cos  x  ' 

~H-2y  cos  *'*^H-2y  cos  x-hy^ 

ia  Bemg  nf     ab  ^mtaderliehe  ClrOiW* 

Nacb  TJieoremala  nova  de  iDiegralibus  definitis,  sum- 
Mtione  serieram  earumqae  in  alias  series  trandforma^ 
tisae.,  Aaetore'C.  J.  Malmsieiiy  PbiL  Mag.  ad 
Beg  Acad.  üpsal.  Math,  infer.  Doe.  Upsaliae; 
MDCCCXLIL  p.  26— ^5  frei  bearbeitet  Toa 

.  dem  Beraasgeber. 


Ks  QBterlie^  keisMi  Zweiftl«  4m  die  Lehn  von  deo  höhern 

l^ifferentialquoticnten  zu  nocb  manclien  interessanten  neuen  ünter- 
su<-liiiD(^eD  Geleg'eiiheit  darhieten  kann,  uud  ea  ist  nach  unflerer 
UeberzeugUDg'  jedenfalls  sehr  wünschengwerth,  dass  nan  sich  nocb 
■ekr  ab  bisher  gescbebco  ist  mit  der  Eoiwickelung  allgeneioer 
Aitdrick^  für  die  liUera  Diffei?eiitialquotieetea  der  AeetioBeD  l»e* 
•cbäftige,  da  ja  dieselben  bekanntltcb  für  die  Entwickelong  der' 
Functionen  in  Reihen,  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
und  far  viele  andere  Uotersucbungen  von  sehr  grosser  Wichtigkeit 
lind.  Ein  schönes  Beispiel  einer  solchen  Unlersucbung  über  hö- 
here DifferentialqaotieDten  bat  ueuerlicbat  Herr  C.  J.  MalmsteD  . 
n  Opsala  id  der  oben  geBsnoteo,  ooeh  viefe  andere  bemerkene- 
wertbe  Reenltate  entbaltenden  Abhandlung  gefreben,  und  wir  glau- 
ben, 001  so  mehr,  weil  diese  Abbandlang  wohl  scbwerlicb  in  die 
Hände  vieler  deutschen  Mathematiker  gelang-en  wird,  den  Lesern 
des  Archivs  einen  Dienst  zu  leisten,  wenn  wir  ihnen  die  in  Rede 
stcbeode  Uoteraucbuog  des  Herrn  C.  J.  Maimsten  ibrem  woseut- 
Mm  labalte  nach  \m  Folaeadea  Bittb^lea. 
IKe  beidaa  gagebeaen  rnactlaBen  siad  < 

sin  #r 


^  y -f- cos  ar 

^•^l-l-^r  cos  or-i-y*^ 
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und  die  Aufgabe  iit,  allgemeine  Aui^riicke  ftr  die  btthtrn  DUfereno 

tialquutieoten  dieser  beiden  Fimctionen  zo  fiaden,  wenn  man  in 
ifanen  ae  als  Terindeiiiche  Gröaae,  y  dag^en  aU  coaslant  be- 
trachtet 

Wenn  das  vSymbol  e  seine  gewöhnlicbe  Bedeutung  hat  und  der 

Köne  wegen  t  für  W —  1  gesehriebeu  wird,  so  setzen  wir  im  t  ui- 
geajden 


Ana  \toB  Miea  aUgen  hm&MäkMt  .C^»  Mid  P«.  ^Aill  pan 
darch  gaai  alaataatara  BaehaaDgen 


Wall  aaa  bakaaalUcb 


SID  x  =  5j  )  cos  =: 


'  ist;  so  ist 

=  (1  +  2y  cos  or y')-^» 

•I  //    r  —  ^ 

*7  -uF    cos  g 


ader 


H-    1  -f-y  (-"^ 


S  eoiar-|.|F** 

Durch  DifferentiatioB  voa  und  naoii  eriiiilt  aMB  oiiae 
-Mwierigkeit  *  • 

alia»  wia  bwb  dBrcli  lai«M»  Bachawug  Mal, 


Googl 
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*  m 

•4er  Bach  des  Obigen 

^        "H    y(l--y»)  sin  j: 

•  ■ 

DÜmatiirt  mn  ftrner  ilie  faoctioB  ^  iwcb  .iv     f^rl^fUfc  «mhi 

'  (i-y^)  MD  ur^  ^ 
dx  (1-1- 2y  cos  jr-f-y*)**  .    ^  • 

nod  Dacli  den  Vorbergebenden  ist  foigHcb    \  '  -  « 

Deker  beben  wir  jetzt  die  beiden  folgenden  Rel&tiai|en 

aas  denen  sich  durch  furtgesetzte  Differentiation,  unter  Anwendni^^ 
der  oben  eingefahrten  Besei<^bnttli|^;Mllliittote  ^  b«l4«ll' ftlg«B. 
dfB  lUJatioMB  9^gdi«n;  ; 

4erai  ente,  wie  ans  den  Obigen  bvHrollgebty  .iiir  rasO  nicbt,  eon- 
4en  blow  Ar  f'>>^,  die  «weite  «Ingegen  für  r^O  gpilt 

Aas  diesen  Gleichnngen  ergebt  sieb,  dnss  es^  noi  und 

SB  finden,  dal«lif  ankeaiait,  Ih  »ad  Tr  zu  fndba.  Well  aber  F« 
SOS       erbnlten  wird,  wenn  siiii  in  der  lettteto  GrSsse  — «für 

JT  setat,  so  gebt  efenber  Or.^^^^^  wem  mui  dnijji  »T^^p^  für  iff 
setzt,  in  >  •;  >.     i  . 


■  •  •  • 
d»  I.  1B 


Iber,  und  es  wird  nbi6  jelit  tiloin  darauf  ankommen,  die  Grösse 
Vr  zn  finden,  aus  welcher  sirh  dann  Fr  dorcb  die  in  Rede  siebende 

Snbstitution  leicht  herleiten  Isisen' winLi 
Nack  dem  Obigen  ist  . 

lad  wegea  der  GlMcbung  ^  . 

Iii  .  »    #. :  I  -  . 
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WofiNUi  neh  leiclit 

ergiebt  W«il  du  ftberbaiipt 

Ut,  fo  erhält  man  leicht  nach  und  nach 

Beseicboet  mau  also  überhaupt  den  numerischeD  CoefBcieDten 
YttB  17«*  ib  der  BotwickeiiiBg  von  ^  naeh  dep  Potensta  yob  V. 

-diirch  daa  Symbol        eo  ist  nach  liem  Vorhergehenden  offenbar 

wj    kssa-^l  (r,  I)  ,  - 

3)...  ^  =  J^(-l)^i  a   /:,oS  '  ' 


Cilgilcli,       iogleiek  in  die  Augen  ftilleo  wird, 

Differenriirt  man  die  GleichuDg  3),  natürlich  in  Bexug  auf  ^  aU 
TCräu  derliche  Grösse,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  aus  dem  Ohigeo 
hekaonten  Gleichung 

•bae  8ekwi«rigk«it 

(r,  2)         (r,  1) 

-1«  a  -I-  a  |i7o' 

(r,  t)  (r,  2) 

-i-|3  a  +2  a  |£/o» 
-14  0  -1-3  tt  Ml^.* 

U.  Ii.  W. 

Vergleicht  Ml  di«  «It  d«r  Glckhug  4)»  BÜBUeh  pit  der  Clei' 
chttBg  ^ 
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—    a  t^;» 

(r+l,*4) 


(- 


I.  1.  w. 


ür 


M  erbäll  mb  swinlMn  den  noiacnicbett  Cotffideotea  ?ob  «od 

lie  fol^eoden  GleichnogeD; 

(r+l,  1)  (r,  1) 

a    ==    a,  ^     ,  ' 

<r*-l,J)     *    (r,2)       (r,  t) 

a    =st  «  +  a, 

(#4-1,4)  (r,  4)  (r,3)        '  .        *      .  . 

a   SB  4  a  -f  -  3  a,  •  . 

tt.  I.  w.  • 

a      =^-i-l)  a 

(•»M,  (r,  r44) 

Heriickucliügt  man,  dass  in  der  Reihe 

(••,1)       (r,2)       (r,  I)       (r,  4) 

0»       0,       a,       a,  .u.  8.  w. 

alle  mieser.  TOD  4e«  Gliede  a  m  wieiiwiadoiii  Imbb  io 
villigtr  AflgraidBheit 

5)...   a   ssil  a  +(^'— M  A 

letBen. 

MitteUt  dieser  Gleichaog  kaoo  mao  nao  mit  Uiilt'Q  der  bekann- 
Im  BcfiMndlf MhM  Schhuwri  und  «inim  «inftieliM  SSti« 
Mm  iboauI*CMfiei«iteD  sehr  toickt  seigen»  4nt  sUgeMlB 


u.  •.  w. 


Google 
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oder,  in  der  bekannten  Bexuehnnag  der  Binonial  -  Coefficienten, 
7)  .J.a=^-(^1).(^1H^*--W»  (^aK-(^J).(^)'-4-... 


iit»  welchen  weitläufiger  aue  einander  an  aetiea  hier  nnnöthig  ist» 
nnd  die'  Gröise  ^  ist  alao  Jetit  nia  mittelat  dea  Aaidraeka  3)  voll- 


Setat  man  in  der  Cileichuoff  3)  statt  Je  die  Grtee  lo 


ständig  entwickelt  zu  betrachteol 
Setat  man  in  der  Cileichuoff 
geht  dieselbe  nach  dem  Obigeq  in 

=4?^.=2-  »)^  i  f.*  • 
oder  in  die  Gleichiing 

.     8)  . . .  ^= l/M-^  ly^i  a  F.* 


Über»  wodurch  nun  also  auch  ^  getnnden  ist. 

Aus  den  Gleichnngeii -31)  »nd 'S)  ^«rglebt  sich  dnrch  Addition 
and  Snbtfaction 


Ans  diesen  Formeln  nnd  ans  2)  erhalt  man  nun  leicht  di^  folgen- 
den Ansdrttcke:  < 


10) 


^=2«-»-i        (2//,  i)  rr  i  »  yt 


Setzen  wir  jetzt  in  lf„  und  To 

1  +  y  cos  as=ik  cos  yt»  y  sin  ar=/*  sin 
so  erhalten  wir  '  , 

■ 

V^Arotang  |-:^^^^4i;il/l-|-2jr  cos  xH-y», 
wobei  muu  jeduch  zu  bemerken  haty  dssa  man  den  Bogen 
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-    ^          y  sin  X 

iBtolero  DiMlIeh  die  Grösse  fjt  miMr  pontiv  tüii  loll,  lo  Mlimen 
■DSF,  dass  er  sich,  j«D»c]ideiii  ?»n  den  Grössen  1+y  cos  nnd 

V  sin  .^^  die  erste  positiv  und  aiicli  die  zweite  positiv,  die  erste 
negativ  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  auch  die 
zweite  negativ,  die^ erste  positiv  und  die  zweite  ueg-ativ  ist,  respec- 
tite  1«  "mteDy  zweiteo,  dritten,  vierten  ^adranteo^  eudigt,  welche 
Bedingong  «eb  «nch  leicht  analytifedb  catdrookett  Imm  wM^t 
wobei  wir  j^dooh  jetst  nicht  anfhaltwii  wollen. 
Weil  mu  vach  dem  Obij^D 

f  • ...»   •  ♦ 

•i  ' 


=  —-2  ,  «B  *=^— 5 


vt;  oo  ist 


^^o*  =  1 1  H- y(cos  ^ — t'  sin  ^)|-^, 

l7;*aa(lH^|r  cos  M^t'^  aio  ^)-*,  - 
'  F«*Ä(l-4-y  CM  Of-hiy  sin  ;r)-*: 

d.  L  Boeb  den  Vooboigebendoo  - 

V^^  =  fi—^cos  (p i  sin  9p)~*, 

folglicb  aacb  don  Moivre'iekeii  l^ormoliit-. 

l:.A3-s|,r-i(cog  ily.  i  iiB 


VJi±ZA       CO«  ^ 

4.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


ll-f-ay  cos  x-|-|r*)' 

I 
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« 


Führt  muD  dies  ifi  die  Pondo  Ifl)  ein,  tfo  6rUilt  «a«: 

(2A-f-l,  X)    ^  .  u  Sin  X 

.  /— ü  eoB  k  Arcuog  —  

d^+iP       <riV!^==^!liu-i  cos  j; 

.  (l-f-2y  cog  «-f-y»)* 

.  ö%     ,    .  .  _^  f/  sin  X 

a  mn  Aicting 


y 

(-1)« 
y 

(-1)- 

* 

(1 -|-2y  cos  ar-fr-y')* 

**/  \  (2«+l»       .  .  ü  Sil 


(1+ty  cos  ar-f-y»)^ 


(2«»  *)       ,  -  -    tj  sin  :e 


dir»«  _   

(1^2y  CO« 

Aus  der  ersten  uod  vierten  der  vqrbergelienileQ  (ileichuDgen 
folgt,  wenn  man  dieselben  auf  Widen  Seiteii  nit  |^  Msltiplicirt,  od4 
i^nm  ysO  lettt,  anaittelliar: 

\  • 

Dia  DilforeBtial4|B<»tiaateB  Voa 

•in  A  Arctaag  7^77^  «»^  Jfa+V  cot  ^-hy*)* 

in  Bezug;  auf  y  als  veränderüche  Grönae  lind^  wie  man  leicht  fin- 
det, respective 

i  sin  ,  > '  y  sin 

l^-i^cosar+y*        *  ^""•■^^  1-^y  cosx 

aad 

'  4-« 

(1-1- 2y  eoa  \ap-|-y»)2  -*->tf(y-*-caa  4r)  cos  ar-*-y»)*  . 

Nimait  man  hierzu,  dass  für  y  =  0 

ifi^P  sin  j  I  Vi  .{1.  ^ 
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Mt;  «fgie^  lidi  naeh  bekaimtoB  Sitics  'te  DUbraituilmelttiDiig 
tu  der  sweiten  änd  dritteo  4er  laleickoiigeB  ll^  leidil^  d^t 

Aus  deu  üus  dem  Obigen  bekanotea  Relationen 

{r44,  1)      (r,  1)    (r-t-l,  r-»-2)  (r, 

a  =  a  und   a  =  (r+1)  a 
cigiebt  neb  deicht 

(r,  1)  (r,  r^) 

14>  ...  a  =  l  und  a  sssl  .2, J5  ...  r  =  r(r -4- 1)  •). 
Fiury=l  ist 

AbM  ist  Dacb  der  erateo  oDd  iweiten  der  Gleiebnofen  11),  wen 
MB  w  deneelben  ytss  1  letit, 

d*»^-^•  tangjx__^^    ivTTf'm.-f  cm     ArctangUng  ^ 


,   ifi«  tang  ^  ,    iw^!?'^  tM^t      ä     sin  ^  Arctangtang  jjr 


,   CHH-l,  *)  , 

imn-i  fang  ^jr  .  ^      ft    co«  ^  Arctangtang  ^jp 

trog  g     «in  ^  Arctangtang  jr. 

^      »(— ir"*  2*  cos 

70  nach  dem  Obigen,  weil  1-f-cos  jr  =  2  cos  j^r^  immer  positiv 
iit,  der  Bogen  Arctangtang  ^a:  so  genommen  werden  muss,  dass 
er  gich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenachdem  sio  jc 
fonüw  oder  ncgatir  »t  *  ^ 
Seilt  mo  2^  Üb      lo  erbilt  bad 


15) 


Wo  der  Bogeo  AretMigUDg  -     10  genonaieB  werden  mdm^  daw 


,  ,*)  ^ 

tang  .  A^-^riS+^^x.,  ,  ,ft  cos^  ArcUngtangar 
^  tan,  ^^_^y,   »i^itil)^  "^^'  ^ Vctry^  ^' 


•)  Tbl.  II.  S.  J04. 
TkdlllL 
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*  * 

er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranteii  eudigt,  )fMM»m, 
sin  2ar  positiv  oder  uegad?  irt.  , . ,  ,    ,  ^„ 

lat  der  absolute  Werth  von  at  nk^  grÖBaer  als  ^tt,  so  ist 

oflfenbar  immer  sin  2^  positiv  oder  negativ,  jenachdcm  :v  positiv 
oder  negativ  ist,  oder  sin  ;2.r  hat  mit  siu  a:  unmer  ^^f; 
zeichen,  und  in  diesem  Falle  kann  pan  *»^>J*»?  f«f]^^^^Jf  Ä? 
Augen  fiallcB  wird,  immer  Arctang  tang  ÄrtzsA,  folglich  nach  W) 

—  V- *r  •  *r^jj^  ateoaa?* 

■jg— — (-1)  ^eosÄ*  ^ 

aetzen. 

Für  ys^— i  ist 

/»Ä^^  cot  i^,  ^^  =  -^4- 
Al0«  ist  wieder  DBoh  der  erateii  und  sweiteii  der  Gleichengeo  11), 
wenn  man  y=  —  1  wtxt, 

oder 

*.nt  j.^  *=^»**-v^  .     «  COS    Arttang  j-^^k^) 

^5:^\^=-<-i)-.Ä^-i)*-'  STsrgs  

■ 

k=an-\-s.  «  sin  ife  ArcUng  (—  «'o  j>r)_ 


j»«       J.^  it=2/i4-i       ^     «  ain  «  ArcUiig 

fiHcb  doÄ  Obigen",  weil  l-cos  a:  =  2  sin  immer  positr^ 
ist,  der  Bogen  Arctan^  (-rot  \x)  so  zu  nehmen  ist,  dass  er  sich 
im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenachdcm  - am^^  ^J* 
sitiv  oder  negativ,  d.  i.  jenachdcm  sin  a:  negativ  oder  pOMtif  1» 
Ofienbar  kann  man  ahcr  auch 

1  _  it=:2«+2         ^  V*  *  eoa  k  Aretang€Ot|£  . 

-fc,  ^„^  ,  „  fc=3ii+i  i  Arerangoot4£ 

setzen,  wo  nun  der  Bo(?rn  Arctang  cot  j.r  so  genommen  werd« 
muss,  dass  er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadrante*  «tOlgi» 
nachdem  sin  x  positiv  oder  negativ  iat.  • 

Setzt  mal  %x  für  ^,  so  erhält  asan 
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f  « 


cot  ;r  ,  . 


17) 


^  /— i   ^      '  2^  Sin  OT«        •  ' 


\^  coC  X 


^  Bin  or^ 

wo  der  Bogen  Arctnns:  cot  a:  so  gonoirnncn  werden  rnnss,  dass  er 
sich  im  ersten  Diier  vierten  QiMHlnuitui  wUgt»  jeaaclukea  ain  %jb 

positiv  oder  nep^ativ  ist. 

Wenn  x  puäiüv  und  nicht  grösser  «uls  7.;r  ist,  so  ist  oilenbar 
iris  iir  fOfitiVs  «d4  md  km  als»,  wie  soj^ieich  io  die  Angea 
fällt^  Beter  dieeer  VerauieelMng  ieiner  Arctaog  cot  drs^Tr-»«, 
ibe  . 

/  ,  ,  (IM-I,  X) 

18)/  •  . 

.  (2«,  it) 


Mtzen,  weil  unter  der  f^emachtcn  Voraussetzung-  drr  Rogen  ■(9f"Jlr 
ach  im  ersten  Quadranten  endigt,  wie  es  ert'ürderli( h  ist. 

Aus  der  Uritteo  mid  vierten  lier  Uieipliiuigisp  ÜJ  erhält  buid 
für  y  =  1 

u— 4   *      '  .1»  coa*4^  7 


T    i     .  w  .     0     COS  ^  Arctangtang  |jr  _  ^ 

«e  der  Bo^en  Arcteoff  tang  \x  ao  zo  nehmeii  Ist,  deee.ar  «M^fp 
cnten  oder  Tieften  wwdrMten  endigt,  jenechdeei  lin  x  peeitiT 
.eder  negethr  jet|  edeir,  wenn  »an  2«  für  aelil, 

(t»4-l»  *) 


1«) 


(  ^*  Arctangtang   ^ 

)    M  ^  2*  €0.  ^  ^-•^ 

i  fe=^^l  ^    cos  k  ArctangUng  X     ^  > 


wo  der  Bogen  Atetaagteng  a:  so  geDonnieu  werden  rouss,  dnss 
er  sich  im  (Tüten  oder  vierten  4taadianlaB  «adigt,  jenaciidem  eio 

pogitiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  «Icr  absolute  Werth  von  x  nicht  grösser  als  \n  ist,  so 
kann  Arctangtang  arr=^  gesetzt  werden,  und  es  ist  folglich  un- 
I«  üeeer  Yarannetaung 

4* 
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■»»+3  *^ 

Für  X  =  0  giebt  die  zweite  dieser  GleichuDgen 

Aus  denselben  Gleichungen  erhält  man  für  yz=z^  | 

g    sin  k  Arctang  (^cot  ja:)  ^ 

5*"  r  ^'  Arctang  (t  cot  ^)  ^ 


WO  der  ^jlsg^'n  Arctang  ( — cot  so  cenotiMD  werden  mmm, 
dass  er  sicu  im  ersten  oder  vierten  Quadanten  endigt«  jennchdcm 
—  sin  positiv  oder  negativ,  d.  i.  jenacbdea  ein  de  n^gnthr  oder 
positiv  ist.   Offenbar  kann  man  aber  auch 

.  «in  k  Arctang  cot  jar  ^ 

li  <-*r^  St^sin^  ^  = 

*=^+i.  g     CO«  ^  Arctang  cot  « 

♦  ► 

■elitn,  wo  der  Bogen  Aretea|p  cot  so  genom^on  worden*  warn, 
dati  er  sich  im  ersten  oder  vierten  llnodmnten  endigt»  jennchlnni- 

■in     positiv  oder  negativ  ist.  ' 
Folglich  ist 


wo  der  Bogen  Arctangcot  o:  so  genommen  werden  ninaa,  dnaa  er 
sich  im  ersten  oder  vierten  Qnodniiiten  endigt,  Jenachdem  ain  %ap 

positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  x  positiv  und  nicht  grösser  als  ist,  so  kann  man 
Arctanffcot  ar=:l7r  — jr  aelnen,  nnd  es  iat  also  naek  den  vorher- 


Arccangcoi  jc^^n'--aB  aaneB,  nnn  es  lai 
gebenoen  ForaMln  unter  dieaer  Voranaaetiu 
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22)/  ™ 

i  2t  ain  jrf 


Zwbcbea  den  GröMea 


23) 


ud  den  Difiereotialquotienten  jgp  findeB  die  folgenden  nurk 
fMigea  BelniMnen  Statt: 

II  denen  Herr  AtAlnstea  nuf  folgende  Art  gelang^ 
Unn  teUe 

Weil  nun 

< 

ii 

(y  +  ^,-1  _  (y  +  = 

Obigen 


(y -1- — & + «"H  == 

u^i  M  iit  nack  dem  Vorbergiktftdm  «ffenbAr 


«) 


Kann  mao  also  Jr  iiD<i  fiodeo,  so  kann  man  auch  iir  and  Nr 
eatwiekeln.  Weil  aber  offenbar  Kr  aus  Jr  ertiaUen  i^ird,  wenn 
man  in  letztcfpr  Grösse  — x  für  .r  setzt,  sa  kommt  es  bloss  dar- 
auf an^  Jr  zu  linden,  und  mit  der  Kntwickeluug  dieaer  Gröaae 
woUea  wir  uns  daber  jetzt  zunüchüi  bcäciiäfti^en. 

ZiifSrderst  leuchtet  aogleich  die  ^Riditigkeit  der  folgenden 
Awidrttcke  ein: 

dJr 

Setzen  wir  aber 

ao  wird,  wie  nan  leicht  findet^ 


ud  dareh  Anwendnng  dieaer  Eelatioaen  erhält  üm  non  leicht: 

•^»—  «.  * 

7a-«fe  jgr^ 

'  '      ^  U.  8.  W. 

•der,  wenn  wir  dett  feineriacheB  Coeffidenten  ,Ton  — p  in  Jr 

ir,  k) 

dnrch  c  heaeichaen,  allgeaiein: 

Auf  einen  f^anz  ähnHcheo  Wege .  \tie  wir  oben  tu  der  fileicbung* 
5)  gelangten,  gelangt  man  nuu  mittelst  der  vorhergehenden  Giei- 
cbnogeu  lelcbt  zu  der  Gleicbung 

97)     .    c  c  c, 

und  scbliesst  hieraus,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen,  insbesondere 
aut  der  Glelehnog  5)  Tergleicht,  unmittelhar,  dasa  überhaupt 

...  c  =s  a 
iat  Alao  iit  nadi  M) 
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I 

Seist  «M  w  4iei«f  ^leiebai«  —  4r'  für  JCi,  ao  «rfcSU  pm 
Folglich  iüt  Dach  25) 


3#A;=(— l)«^-!  2(— l)*-i  a  l(H-y*'^)-*  — (l-M^y*"*!-. 
Ntek  dea  Obigen  iit 

2i  sin  ^ 

uDd  folirlick,  wenn  mM  fiir  9  imd  ^  ihre  aus  den  Obigeo  bekauD- 
ten  Wertbe  einführt: 

(r,  *">       ,  .  y  sin  .r 

[if,  =  (-!)-!        {--V^   > 

(1-1-^  cos  a+y^)^ 

(r, ^  -  y  sin 

•  a  sin  /t  Arctang  .  '  ^ 

A'.rzrC-l)'  (-1)^-4  '^^it  ? 

•I«  wegen  de«  Bogene 

y  sin  X  '  . 

Arotang  cos  o: 

üe  eben  gegebeiieo  B«iH»m«gen  auch  jetzt  noch  gpItcB. 

Vergleicht  man  (Hese  Formeln  mit  den  ¥arMeia  11)»  «o  WMk 

die  zo  beweisenden  Relationen  21).  .  ,      •  l 

Setzt  man  in  den  Formeln  32)  die  Gröase  y=I,  und  hejeiciu 


Bet  die  diesem  Werthc  von  y  entsprcchcHden  Herthe  VO«  Jfr 
Ar  respective  durch  H'\x)  und  AVC^),  »o  «rbilt  «an:  « 

(r,  i) 

to-hi  g  «<tt    Aretang  Ung  jo^^ 

.v'^*)=(-i)-v^  (-1)*-»  7- 


I  i=r+i      ,  ,  ^   a  iin  ^  Arctang  Ung  fr 
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W«OB  4er  ebeolnle  Werth  voo  »  aielit  grtoer  «b  4«  iet,  so  ksaa 

mn»  wie  ene  inm  Obigen  geicbloisen  wird,  immer  Arctang 
tant^  aeften,  nud  ia  diesem  Falle  iit  aUo  nack  33)  je» 

deneit 

„j^.  tat  i 

Verbindet  man  hiermit  die  Formeln  20),  so  erbäli  man 

85)  irW(-»)  =  0,  A  '*H4(*)=Ö. 


IX. 

Ueber  die  Bestimmung  des  FUkcheninhalts  einer 

«  .  Kugeizone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  folgende  Bntwickelung  der  bekannten  Formel  für  den 
FläGheninbalt  einer  Kagelzone  scheint  mir  durch  ihre  besondere 
Strenge  und  Evidenz  empfehleuswerth  zu  sein. 

Wenn  0  in  Fig.  9.  anf  Tkf.  Uer  Mittelpnokt  der  Kog«!  ist  bdiI 
AC^  BD  Ax^  Halbaesser  der  die  Zone  begränzenden  Kn^elkreise 
sind,  so  ziehe  man  AB^  fiille  ?on  0  auf  Aß  das  Perpendikel  OE^ 
Ton  auf  BD  das  Perpendikel  AG^  und  ziehe  durch  den  Mittel- 
pnokt /;  von  AB  mit  AC  und  BD  die  Parallele  EF.  Weil  nun 
die  Winkel  BAG  und  OEF  offenbar  einander  gleich  sind,  so  sind 
die  reehtwinkligen  Dreiecke  BAQ  und  OEF  einander  ähnlich» 
und  wir  haben  also  die  Proportion 

AB    AG=OE  X  EF, 

oder,  weil  nach  einem  Satse,  der  hier  fdgiicb  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden  luinn, 
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Mt,  die  Pwoftdmm 

AM  X  AO=OE  :  ^&fc^; 


von  welcher  nachher  mehrfacher  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Hm  beseiehii«  bhii  deil  BftlbaMser  der  Kugel  dateh  4ie 
Mg— annte  Höhe  der  Kugeizone  durch  hy  und  theile  letztere  in 
eioe  heliebijge  Anzahl  gleicher  Theile,  z.  B.  in  m  gleiche  Tbeile. 
Dnrch  alle  Theilpunkte  lege  man  Ebenen,  welche  mit  den  Ebenen 
der  die  Zone  bccrräozenden  Kreise  parallel  sind,  und  stelle  sich 
die  Seitenflächen  der  Kearel»  deren  Grundflächen  die  durch  die  in 
lede  ■tethesdes  BbeM  iwtiwrtwi  Kurdkieiie  aiad»  \m  die  Ka« 
gelzone  beachrieWa  vor.  Dn  Seitsa  mser  m  KageUÜUAaa  taiaii 
ueh  der  Reilie  i 

*•»  'tf        *4i  ••9m 

nd 

niea  die  aal  dme  Mtea  voa  des  Mittelpnnkte  der  Kogel  geflllU 
tcB  PerpendikeL  Die  Halbaeieer  4er  Graadflichea  der  ia  Eede 
itekeadea  Kegel  eeiea 

'  €»  €u  Cef  Cm  €«>•••  ^ 
M  eiaea  liekaaBtea  Satae  eiad  die  »eitealüchea  dianr  Kegel 


wena  wir  bbb 


a.  «.  w. 

* 

B.  8,  W. 

ea,  den  gesuchten  Flächeninhalt  der  Kugelzone  aber  durch  Z 
bezeichnen;  so  ist  offenbar  Z  di^  Gränze,  welcher  sich  2  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  //  in's  Tnendliche  wächst, 
wodurch  also  unsere  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  dieser  Gränze 
arückgefBkrt  UL 

fkük  der  iai  Oligea  Ibewieieaea  Proportiea  'üt  aaa 
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n.  s.  w« 


also 


2Ar, 
2Arn 


*Ji(^ji-l  =  i 

fblglick  nseh  ink  OUfftB 


5=s^  (ri-i-r,-»-r,-hr*-f-  4-r*|. 

Lässt  man  n  in'a  LDcndliche  wwAwa,  io  »Ihern  sjcli  die 
r    r    r    r  .  . . .  rW  dfonlMr  •»■mtlich  dem  Halbmcfiscr  r  der 
Engel'      ^  G*^*»  J^"^"»  beUebigen  Gr«4^  lUMi  wee» 

wir  Iblglkk 

r,=sr  — 
r,=r  — J., 
n.  B.  w. 


oder 

ictzen,  so  nähern  sieb,  wenn     in's  L'nendlicke  W»chit,  die 
<r,,       <J.,  . . .     sämmtlich  der  NnU  ett  ikrerGr»n«e  bis  Mjede» 

beliebigen  Grade.  «...     w  i  ir.„r«i 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  der  Mittelpunkt  der  Ku^ei 
Hiebt  in  der  Höhe  der  Zone  liege,  so  dass  also  letzter?  jcdentalis 
nicht  grösser  als  die  Halbkugel  ist,  und  wollen,  was  offenbar  ver- 
stauet ist,  annehmen,  dass  die  Halbmesser 

^»  ^1»  Q*>  •  •  •  tf» 

aacb  ibrer  Grösse  aafrteigend  geordnet  seien,  wobei  «nter  ^^'^l 
machten  Voraussctxung  xngleich  erhellet,  dass  diese  Halbmesser. 
Ibrtwäbreiid  wachsen.  Beaeicbnen  wir  nun  durch  q  die  hntiernung 
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itn  Halbmesser«  ^  vo»  4nm  Uklnteii  Pvlücte  4er  Hsl^kagel,  in 
welcher  die  Zone  liegt;  to  ist  umIi  eioer  bekmnten 
lies  üreiaes 

abi^  wto  «Mr  lei^  fiotfet, 

folgüch 

*-  es»-ii*<^i*-a* 

Weü  min  *  >  ^ 

e<«i<es> 

Ii4  folglieb,  aneh 


Mt,  80  ist  aach  dem  Vorhergebeoden 

e*^€i<«i— e* 

OiiBbMrlet 

also  und  folglieh  weh  Vs'<i't'- 

Mgleicii  erhellet, 

ift,  so  ist  ' 

iL  nacL  dem  Obiffen  <^s<r<^i  oder  da  ergiebt,  und  gans 
cbea  Bo  iet  BOB  ttbemiipt 
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><^.  •  .  .  >*r-l>*ii 

Mglich 
•der 

«^1  -H  <^>     «^«  -i- » » » -h 


WeoD  m  iu'b  ÜDeodliche  wächst,  lo  nabert  sieb  6^  bis  su  je- 
dem beliebigen  Grade  der  Null  als  seiner  Gränze,  und  dies  giU 
dftber  iiftcb  dem  Vorhergebeoden  um  lo  mehr  von  der  GröiM 

m 

Läiat  man  «lio  in  der  obeo  gefiiodeoeii  Gleichung* 

m 

die  Grösse  »  in's  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich  offenbar  ^ 
der  Grösse  'ihm  als  seiner  Gränze  bis  za  jedem  beliebiffen  Grade, 
und  da  nun  nach  dem  Obigen  dieae  Grünse  der  Inhalt  Z  der  Ka» 
gelsoM  Iii»  so  iit 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kogel 
nicht  in  der  Höhe  h  der  Kugelzone  liegt.  Liegt  aber  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  in  der  Höhe  so  wird  letztere  durch  ersteren  in 
zwei  Theile  n  und  h"  getheilt,  und  es  ist  nun  nach  dem  Vorher- 

5 eilenden,  wenn  wir  die  diesen  Hüben  eutfipreclieuden  Kugeizoueu 
■fdl  V  uid  TT  bmicknen, 

Weil  nan  Z  =  Z'  +      ist,  so  ist 

*  .  • 

und  folglich,  weil  4  =  A'-|- A^  ist,  wieder 

■o  dass  alao  diesiB  Formel  fUr  jede  Kngeliono  gilt. 

Will  man  den  Inhalt  K  der  ganzen  Kurelfläche  bsbea«  io 
mnsa  ia  ▼•rkergakendM  FmmI  AasSr  wfkmm',  wvdaioh 
•ich 

•^giebC* 
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Da88  för  dieieib«  Kn^el  Koja^lsoiieD  von  ffleicber  HSlie  ifleiche 
Fiächenräume  haben,  erc^iebt  sirb  aus  dor  F<)rmel  Z  =  2nr7t  auf 
der  Steile.  Ueberhanpt  erhält  man  den  Flächeninhalt  einer  jeden 
kugphone .  wenn  man  die  Peripherie  eines  g^roisten  Kut^eilcreises 
Bit  der  Uöhe  der  Zone  multiplicirt.    Die  j^aoze  Kugclilache  ist 

TMT  MbI  m  gto»  «Ii  4er  Ptiehenwhtit  «mm  fiiwiea  Kugel- 


X. 

V 

Deber  die  Besttaraiiag  des  Sehwerpiudtts  efam 

Ktgelzone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  folgende  elementare  Beweis  einps  beknnnten  Satzes  der 
Statik  scheint  sieb  uns  durch  seine  Strenge  und  Evideni,  iiad  da- 
her für  elementare  Vortrage  der  Statik  zu  empfehlen.  > 

Lehr»at%,    Der  Schwerpunkt  einer  kugelzooe,  wor« 
••ler  wir  wie  gewShoHeh  jeden  voa  awei  Kagelkrefeea»' 
derea  Eb^aea  einander  oarallet  eiad,  begräaiten  Theil 
der  Oberfläche  einer  Kogel   versteben,    liegt  in  der  • 
Mitte  dfT  die  Mittelpunkte  der  beiden  die  Zoae  begrfta*  ' 
xeodeD  Kreise  verbindenden  Axe  der  Znne. 

Beweis.    Man  denkf|  sich  die  Mittelpunkte  der  beiden  die 
Zeie  begrioseadea  Kreiie  darcb  A  aad  tt^  die  Aze  der  Zeae  Alto 
dorcb  AB  bezeichnet,  setie  der  Kfine  weffen  im  Folgenden  AB-=ut^  ' 
theile  die  Axe  AB  in  eine  gewisse  Anzahl  gleicher  Theile^  ■•  B.  in  ' 
•  gleiche  Theile,  und  lege  durch  jeden  Theilpunkt  eine  auf  der 
Axe  AB  senkrechte,  also  mit  den  Ebenen  der  die  Zone  begrän- 
Miden  Kreise  parallele  Ebene;  so  tbeilen  diese  Ebenen  die  gege- 
bne. Zeae  ia  I»  Zoaea  TOn  gleicher  Böhe«  die  also  nach  eineM' 
Wbttatea.Sataa  *)  UbaBtlicb  gleiebe  FlXebeaiftaaw  babaa. 


*)  M.  s.  z.  B.  den  vorhergehenden  Aufsatz  od«  BIsia»  de  Cteoai.  par  Le- 
geadr«.  Onz.  ed.  Line  Vlli,  Prop.  XL 
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Lfust  man  m  in*»  Cnendlidie  waobsen,  «o  inUieni  sicii  diese 
2tBM  sämiUieli  taaer  m«lir  and  mAr  wmd  bis  sn  jdkai  MKM- 
m  CMto  4«i  PeripbetiM  tmi  KmIm,  teM  Efcenea  alle  ttf 

itr  Axe  uiB  Benkrecbt  Bt«hctt«  «ml  da  dub  4ie  Miwci|i— fcla  dar 

Periphericen  aller  dieser  Kreise  tincli  der  Lebre  vom  Schwerpunkte 
in  ihren  MiUelpunktcn ,  also  säumtlicb  in  der  Axe  iiee^en; 
80  muss  offenbar  nacb  der  Lebre  vom  Schwerpunkte  auch  der  crc- 
guckte  Schwerpunkt  der  gegebenen  Zone  in  deren  Axe  Aß  liege a.  ^ 

ü«  noD  die  La^e  des  Schwerponkti  der  gegebenen  Zone  in 
der  Axe  AB  zu  bestinunen,  bttetcbne  man  dessen  Bntfemni^  von 
doM  Pnnkto  A  dnrcli      und  auf  ähnliebe  Art  seien 

0  , 

•^♦»  •  •  •  • 


die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  »  gleichen  Zonen,  in  w( 
die  gegebene  Zone  getheilt  worden  ist,  von  detn  Punkte  _/  nacl 


'eiche 

*h  der 

Ordnung  dieser  Zonen,  von  dem  Punkte  A  an  gerechnet.  Dann  ist, 
wenn  uir  deu  Flächeninhalt  der  gegebenen  Zone  durch  Z,  also  dcQ 
Flächeninhalt  jeder  der  n  gleichen  Z(»ncn,  in  welche  die  erstere 

getksUt  Verden  te^  dnrcä  kegeiohnes»  necli  4er  Lelice  vom 
Sehweipnnkte  ^ 

z 

{po^  +  ^»  4-  j?g  -H .  • .  H-  ^n)r^  = 


und  folglick 

ir: 


>g|  A-,  -f- . . .  -fr- JSSw 


Nun  ist  aber,  wie  aus  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  leicht  erhellet, 
wsU  oben  AB^a  gesetst  worden  ist, 

m 

n»  s.  Mi. 
^«  

riso  nncli  der  Lehre  von  den  nritkAOtisdieD  Progrestionen 
nnd  gans  eben  so  Mft 
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"ttj 


u.  s.  w. 

na 


fi 


also  ■ach  «ier  Lekra  Ton  den  writknetiB^heD  Progressionen 

■        .       ^  ^) 
'     d?, -f- J?j -fr-d?,  H*«  •  •Hr^»'^ — 2n  '  ^* 

Folglich  ist  for  j«dM  poiitiTe\gftnie  m 

-fr-aTa'-f- J?,  H  ^Xn^  fi   J^\^ 

ak»  Mcli  dem  Obigen  fdr  jedes  positive  ganse  m 

Ware  uuu  uiclit  ar3S8.|«»  so  könnte  nur 

MB.  Wäre  ■apgniiwf 

10  nehme  man,  was  offenbar  inmer  naöglicb  ist»  die  positive  ganse 
Zabl  m  80,  da^ 

ist)  dann  ist  offenbar 

d.  i  x  ^  (-^  +  ~)  da  doch  nach  dem  Obigen  für  jedes  pesi- 
(ift  ganze.« 

fmer 

■Hl  die  positive  gans6  Zahl  n  wied«  so,  dass' 


iit;  dann  ist  offenbar 
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* 

d.  i.  X  (4*  T-  ^)  «ff  «!•  doch  oach  dem  Obigen  für  jedes  posi- 
tiv« gaue  m 

ist   Also  k&DD  weder  ^  =  1«  +  ^)  noch  ^s-}«— o  mIb,  md 

es  ist  folfflich  ar  =  {£r,  wie  beliauptet  wurde. 

Der  Schwerpunkt  einer  Halbkugrelfläche  lie^t  al90  in  der  Mitte 
ihrer  Höhe,  d.  h.  in  der  Mitte  ihres  auf  der  Ebene  üeti  sie  begrän« 
■«■dm  grteton  Kugelkr^m  MBkrvclit  at^Mdei  HalInMMen. 


XI. 

ISnige  Bemerkungen  m  der  AUMmdloDg  Nr.  lY . 

in  diesem  Hefte  über  Recursionsformelu  für 
die  BerneuUificheii  Zahleo.  . 

VOD 

Herrn  A.  Göpel 

SU  Berlin*). 


Die  in  4iMer  Ahhisdliiag  entwickelten  recarrenten  Formeln 

(11  — 17)  lassen  sich  aus  derselben  Quelle  etwus  einfaciier  ablei- 
ten,, wenn  man  aus  der  dort  gebrauchten  Methode  alle  ausserwe» 
sentlicben  hllemente  ausscheidet.  So  z.  B.  gelangt  man  zn  der  For* 
mel  (11),  wenn  man  die  Gleichung  (5) 

mk  der  fileidmiig 


•  •  • 


•  =  »  —  7?  4-  TT—.**.. 


*)  Heir  65pal  in  Berlin  hat  die  Gute,  die  erste  Correctur  des  Ärehivt 
m  besorgen,  wodurch  es  erklärlich  wird,  dass  Herr  Göpel  die  Ab. 

,  htndlung  Nr.  IV.  in  diesem  U«f(«  kennen  konnte»  hevor  dasselbe  aus- 
gegeben ffurde.  ^  Ifc 
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EalWickelt  man  jetzt  auch  die  linke  Seite,  so  giebt  die  Ver-. 
gfeichnog  der  beiderseitigen  allgemeieen'  Glieder  oacb  Hinweg- 
•  Bchaffang  der  iiberfliissigen  Kactoren  neaittelber  die  F^rinel  (11). 

£iB  ähalichrs  <rilt  frir  die  übrigen. 
bexeiciiDCt  im  allgemeinen 

iiraid^eiDe  der  Gleichangen  (5) — (7)  oder  irgend  ^Biee  andere  fiiif- 
mekelanif,  deren  Coe/fieienteii  eiDfeeh  dnrcb  die  Bemonlliflcb.eD  oder 
Secanten-SKeblen  bestinint  sind,  nod  multiplieirt  man  dieaelbe  mit 
iigead  einer  andern  Entvirickeiung 

so  erhält  man  F{w),f{w)  gleich  einer  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  leicht  darstellbar  ist.  Ist  nun  die  Functiun/'(ii/)  so  beschaffen, 
daen  eich  det  Frednet  F(u}).f{iii)  verniltefsl  trlfj^onometri* 
telier  Eelatiooen  in  ein  Aggreget  eiafaeber  trigonenie* 
triaeber  Functionen  ttttfermen  Iftast  die  sich  mit  »der 
ohne  Hülfe  der  Beruuullischen  und  Secnnten-Zahlen 
ent wickeln  lassen,  so  ergielit  sich  durch  \er^leichung  der  all- 
ffemeineD  Glieder  immer  eine  Rfctiräiüuaformel  tiir  die  genai^ntea 
Zahlen;  nutermiftcbt  oder  gesondert^  je  naehdea  man  die  Functio- 
nen F  nnd  /  wählt.  Enthält  die  IBntwickelung  von  f(u))  die  Ber-  " 
■onllischen  Zahlen  nicht,  so  wird  die  Formel  in  Besng  auf  sie  ^ 
fiaear;    dergleichen  s>in«J  sin       sin  2w,  .  .  .  cos  w,  cos  2ai, 

.  .  .  sin  cti*,  0.  8.  w.  Läi»ät  sich  f[ifj)  nicht  ohne  diese  Zahlen  ent- 
wickeln, so  wird  die  Formel  in  Bezug  auf  sie  von  der  2ten  Dimen- 
sion. Man  erhält  z.  B.  die  bekannten  Relationen  ,  wenn  die  Glei- 
chnag  (5)  nit  aieh  aelhet  multiplicirt  nnd  dabei  die  Forael 

•angewandt  wird. 

Hiehei  veriteht  ea  aich  von^ielbet,  dass  man  aneh,^  anatmet 
mit  f(ta)  nnmittelhar'itt  mnltipticiren,  Törher  die  euie  Ent- 

wielteinng,  wie  in  der  citirten  Abhandlung  geschehen  ist,  oder 
wenn  man  will  beide  Entwickelungen  in  hesttmoite  Integrale  zu- 
^ammenfasseo  und  darauf  deren  Froduct  wieder  entwickeiu  kann, 
und  auf  diese  Art  mit  etwas  o).ebr  Reebouag  dasselbe  Resultat  er- 
reichen wird. 

Da  man  sich  dem  Obigen  zufolge  Recarsionsformeln  in  belie- 
biger Menge  verschaffen  kann,  so  möchte  es  nicht  von  grosser 
Brhehliehfceit  leio,  dere^i  neue  aufzasncben;  .es  gelänge  denn  eine 
lelefce  anfivfinden,  die  einen  tieferen  Blick  in  den  Baa  dieaer  Zah- 
len verstattete.  Indessen  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dnia  die 
Fermeln  (11)  and  (1^)  durch  die  eiaiige  Formel 

l+<ei^i+e*s^«  +  . ' .  «i>l 

aosgedficlKt. werden  kdaneo,  welche  unter  andern  TonEttinga- 
"MOL  5 
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hausen  in  seioeu  o  r  I  c  s  u  n  pre  n  über  höhere  Matliematik 
p.  282  nultülirt  und  aus  welclipr  jene  für  m  uti|iaür  und  paar  ber- 
Viirg^ben.  In  derselben  bedeuten  A^^  A^y  . .  .  die  Bi*rnoulli- 
•clieo  Zahlen  mit  abwechselndeD  Zeieheo  ud4  es  wird  j^,  =s  — 

==  y|f»s5 .  • .  s:0.  Die  in  Graoerts  Mathematischen  Ab* 
baod4iiDgeB.  . Altona  182^  4.  |».  &7  ff.  Mwiekelte  Farn«! 

(2«)«  (2»  — 2)ril  2!  (211^1)!  (2it-f.l)'."^ 

oder  *  '  ' 

■ 

nebst  ihrer  Supplementarfürnel 


erofiebt  die  Formoln  (14)  und  (15),  nachdem  man  letztere  durch 
Addition  von  betichlicb  (12)  und  (13)  etwas  vereiolacht  bat  wo- 
aacli  die  Ditferenzea  in  den  einxelnen  Gliedern  herautifalleB.  Sie 
laasMi  neb  b«ide  in  die  eine  Gleichung 

.  l^^M^At-i-  %*m^A^  -I-  .  •  • .  s= — (»• — %)4m 

zusammenfassen.  Die  Formel  (17)  endlich  hat  unter  andern  Bar- 
tels in  seinen  Vorlesungen  Uber  matbematSsebe  Aoaly- 
sIs  Dorpat.  1837.  p. 203  gegeben.  Nach  gehörisfer  VereiliftiebvU|^ 
lässt  sie  sieb  mit  der  (16)  in  die  folgende  tereinigen: 

l-+-2»JWj^j-i-2*iw,^,+2»iw.^,4-....=— «CU-i— (2"— 2)^«, 

^  wo  C,,  r,,...  =  Oiind  Co,       C«,...  dio  Seeaa^BOocIiciniltna 

Bit  abwechselnden  Zciohcn  sind. 

Am  leichtesten  erhalt  man  alle  droi,  wenn  man  in  die  Grund- 
formel  (5)  imagioäre  Argumente  einfuhrt,  woraus 

entsteht,  und  diese  der  Reihe  nach  mit 

1 -f.  Y STTsf^  *  *  * 


*)  Wodurch  sbe^  der  "Werth  dsr  Abhsndlang  Nr.  IV,  kebtaWogs  geiebai. 
Ifrtwird.  6w 


Google 
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■okiplicirt.  wobei  die  Relation  ^-.  —  (J^t  ^-(Jot  io»  so  be- 
rncksiclifjgen  Jst.    Dass  die  ohiffeo  Formelo  auch  n.it  abweeluela. 
den  ZeicLen  dargestellt  werdeD  köimeo,  bedarf  biemcb  kmm  einer  * 
besondereD  Erwäbeuog. 


XII. 

Gleichung  der  ^aden  Linie  nnd  der  Ebene, 
auf  sclii^wuiklige  Coardinaten*  bezogeit 


Voa 


Herr»  Ol-.  Ha<*d 

Oberlehrtr  der  Machern.  unA  der  Naturwissenseh«  aei  d^mnom  tn  W^nm. 


Rristollegraiaiiaehe  Detennebaimi,  «die  mkA  aeit  eUirer  Zeit 
bescitaftifren.  macliieu  es  DotLwcndig,  die  GleicbuDir  der  Graden' 

und  der  hl»ene  aof  schiefwinklige  .Cr>onlinaten  zu  beziehen  wo- 
darcb  tu  gewi^en  FäHen  die  KristüilÜatl.cn  tu  den  Axen  des  Kri- 
«alla  eiotachere  Bczuhunj^en.  erhaiten.  Da  die  Ijieber  ffel.iirijren 
25I?V"*^^  ""^^^  Wobl  anderwdirtBv.  lotercase  Labeu.  ao  rbnh>  ich 
lier  Ainigea,  4te  grade  Li«e  aadfibene  befrefend,  im  Zusamoiea. 
baage  mit. 

Die  drei  Coordiniiteo  -  Axen  bilde  n  bei  einein  scbiefwiokliireD 
Aien - iiyatein  eine  dreiseilige  Raumecke,  deren  Spitze  wir  mit  O 
die  drei  Seiten  durch  ^  C  und  die  des  Polardreiecks  durch 
-  *«  •  »««»«"««a.  Dtesfct  BAU  eich  nun  durch  «»ineD  Funkt  P 
m  Räume  mit  deo  Coerdioatea-Eheaen  paraUele  Eheaen  ircleirt, 
so  schneiden  diese  yea  den  Axen  Längen  ab,. die  die  CoerdiDa- 
ten  des  Punktes  /»  ffcnannt  werden,  ai>d  die  wir  durch  ät,  v  « 
bezeichnen  wollen;  die  Cosinus  der  Winkel,  die  OP  mit  den  ^rei 
Axea  bildet,  suJleu  durch  a,  /?.  /  hezeichoet  werden;  eben  so  wol- 
lea  wir,  wann  die  Gatfemuag  OP  gleich  der  Einheit  iit,  jr,  v.  a 
darcb  <r,  6,  c  beaaicbaea,        '  /  ^  .  ^* 

1)  Der  Zsaavamohang:  der  Grossen  «r,     e  Bad  «,  A  r  nna 
••dar,  via  «la  aM^b  leicbl  4aatlic^  mmäkt  .  .  ° 

a=is#-|.^  caa  eat 

/*  =  ^-*-r  cos  Zf-har  cos  C; 
^cae-l-«  coa  J9^d  col  ' 
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'  dder  «ach: 

an*  =  (a  nn  A'\-ß  sin  B  cos  C"-f-y  sin  C  m  A 

1,11'' =i(ß  sin  B-\-y  sin  C  cos  A' a  sin      co»  C)  tili  Ä 

.    en*=(r  »in  C'H-a.sin      cos  -ß'-h/*  ßip  ^  cos       sin  C; 

wo  . 

/r*=sl-^cot  «^^cos         «4M  *C<4-8eos  ^  cos  ü  oot  C 

2)  Die  Entfernung  des  Punktes  P  von  0^  die  wir  durch  r  be- 
zeichnen, wird  so  ausgedrückt: 

— ^»^y» -|-a»4-2^y  cos  C-\-2xx  cos  co»  ^» 

flutet  UM  r=l,  so  wird  miMrer  BezeicbnuDg  zufolge: 

ls^«^^s^.i;«-|.3«r^  cos  C'-^W  cos  cos 
oder  oucb,  fdr  «,      «  die  Werthe  evs  (1)  gescist: 
ija—a»  8in*^+/S»  8in sin  »C-+-2a/?  sin  utf  sin  Ä  cos 

-4- 2a/  sin  4  sin  C  cos  ß'-^^ßy  sin  /?  sin  C  cos  A\ 
Biemi  erbäll  wm  auch  aOeh  leicht  folgende  ftelatiun: 

Z)  Die  Eutfernaa«  sweier  PaakCe  (ory»)  und  (^y'»')  ^•■^ 
wir  dieselbe  darch  ^bcieiebaea: 

^«s=(*— Ä')*-f-(y-sf')»H-(»7-*:)'-+-2{a:-^)  (y-y')  cos  C 
+         ^  («  —  «0  CO!  Ä-|-3(y— (»  — »0  cos^ 
— ^[(.ry'+^y)  cos  C?-|-(^+«'a)  cos  Ä 

.H-(y«'-#-«'y)cosufl 

s=(y*'— y*)»  sin  (or'a — ;r*')»  sin  «Ä-h  (.r'^  —       '  sin  » 

^2(y»'  — y»)  (^'ä  — araO  sin  ^  sin  B  cos 

— y'«)  («'y— yar)  sio      sia  C  com  J9' 
^Sf^r's^^)  («'y— y'*)  sin  Ä  sia  C  co»  --T, 

wenn  r  und  r'  die  Entiernungen  der  Punkte  (^a)  und  (o/y^') 
von  0  sind. 

4)  Die  Gleichung  einer  Gilden,  die  durch  den  Mittelpankl  der 
Coofdiaatea  gebt,  ist  folgeade: 


wo  a,  b,  c  die  Coordinateo  des  Punktes  der  Linie  sind,  dessen 
.  Entfernung  von  O  der  Biabeit  gteieb  ist,  aad  die  DeteriilaaBtea 
der  Linie  genaaat  werden;  eben  so  nennen  wir  auch  die  Cosinva 
der  Winkel,  die  die  Grade  ml  den  Axen  bildet,  die  Determinanten 

der  Ij'nie,  und  bezeichnen  sie  durch  die  respectivpn  griechischen 
Buciisiahcn  a,  /J,  y,  wodurch  man  also  für  eine  Grade  ein  Determi- 
nanten-Paar  erhält.    Bei  rechtwinkligen  Coordiuaten- Axen  ist 

Die  Gleichungen  aw^icr  Ltajea»  die  pamUel  ebd»  werden: 
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Gebt  eine  Linie  derdi  swei  Punkte  («y«J,  (^y«''J,  se  ist  de- 
res  Gleichung:  ^  '  ^ 

5)  Sind  die  DetermiDaDten  -  Paare  zweier  Linien  <»,  h,  r,  a, 
ß,  Y  uod  c\  a\  ß',  y'\  so  findet  man  den  Neigungswinkel  v 

dieser  Linien  mit  Hülfe  der  Formeln  (3),  wenn  man  für  die  dorü- 
geo  r  und  r'  die  Kinheit  setzt: 

COS  v^tu^ -^U/ -\'Cc' -^-dbd -^-l/c)       J'\'(ad  -\-ca')  coi  B 

47(«^  +  «'^)  COS  C, 

oder  Bit  HfilfSB  der  EelatioDen  io  (t): 

cos  y=«cif+^/9'+^  =  «'a  +  ^/?  +  cy. 

Nennt  mau  die  IVojectionen  des  Dreiecks  auf  die  drei  Coordrnaten- 
Skeaen,  dessen  Seiten  1,  1,  q  sind:  ^»  ^\  wo  dann  v  der 
Icr  Seite  ^  gegeoSberstebeode  Winkel  ist,  so  wird  ancb  nscfa  (^): 

sie  *r=l»*  +  i'^-l-i^+2ili»'  cos  C^^^DßT  cos 

Bs  ist  nemlich : 

/>=s(Äj'— /^r)  sin  ^,  /yrrzCr*»'  — •c')  sin 

seilt  MB  MB  Bocb: 

[^z=.ßY'-yß',  A'=/«'-«r',  A''=«#'-«'ft 

M  erhält  man  noch  iolfiremde  Relationen: 

^»(1^+/''  cos  C'-^-EP  eos  ^)  ein  ^ 
A'  =  (/^+/^  cos  jtJ^B  cos       sin  17 

A"  =  (/>"-|-/>  cos  Ii  -\-D  cos  .^')  sin 
/>/7»  =  (A-4-A'  COS  C+A"  coa  ff)  sin  ^ 
'  /ri7'=s(A'+A  COS  C-hA"  COS  .4  sin  /r 
iriPs(A*H-A       B^H'  ees  ^)  sin  C 
m  mn  »yss 4-      +  A'"  +  -AA'  cos  r+  2AA''  coe  if  • 

H-2A'A"  cos  ^• 

Die  Bedingung,  dass  zwei  Linien  auf  einander  seukrecbt  sind,  ist: 
•  =SMi'-|-^  +  M^-4-(«^  +  «'^)  COS  w4  +  (4M!'  +  «'c)  COS  B 

^(ai^^M)  cos  C, 

•der  ' 

lÄi>«-*-i^»-i-/r*-|.2Z>/y  cos  C'^'iJJD'  cos 

'^%D"Df  cos 


6)  Die  I^ne^o  einer  KUeoe  gegen  die  l'oordtoateo  •  Axeo  ist  b«- 
Ktimint  durch  die  Luge  und  Läoge ,  des  uul'  die  lübeDe  getailteo 
Perpeadikeli.  Whr  werden  aoeh  das  Determinanten  •  Paar^  dieaes 
Loibes  das  DetenninaDteo  -  Paar  der  Kbene  naonen.  Wird  den 
Determioanten  -  Paar  einer  Ebene  durrh  ^,  r,  a,  ß,  y  begeinlnnt» 
das  Perpendikel  durcb,/»,  «o  ist  die  GleictMiag  der  Kbene: 

die  Gleidinng  des  l^otbet: 

die  Coordioatea  jB'g'n'  des  Fu^iunktes  <les  [^othes  sind 

Jc'  =         t/'  =  bp^  %'  =  cp. 

Bezeichnet  man  die  I^üngen  der  IJuieul  Tvelche  die  Gbeae  von  den , 
Cunrdinaten- Axen  abscbneidet,  durcb         dann  ist  aucb  die  tilei» 
cbuog  der  Ebene: 

7)  Die  Determinanten- Paare  einer  Khene  zu  finden  >  die  durch 
zwci^  iiu  Milteljiunkt  des  Cuordinateu  -  Svst<  ms  sich  sclincidende 
Grade  gelegt  ist.  Seien  die  Determinanten- Panre  der  gegebenen 
Linien  a^,  //,  c\  a',  8\  /  und  a\  ö",  c'\  a'\  ß'\  und  die  der 
gesuchten  .Ebene  «,  ti,  y\  so  findet  aan  naeh  einigen  Re- 
-dnelionen: 

'      na=i^J:^,  m^y'".-^"',  /?c=°'^.-''"^; 

Sin  y    <  sin  r    »  «in  r  ' 

sin  ¥    '  *  sin  r  sin  •»      '  , 

.  wo  V  die  Neigung  der  beiden  Linien  iüt  uud  U  die  oben  angege- 
beoe  Bedeuiung  hat.  Die  hier  gefundenen  Determinanten  sind  zu- 
gleieb  die  Daterannaoten  der  Dnrebsdinittslinia  nweter  Ebenen,  de- 
ren Deirrmioanten  die  der  gegebenen  IJaien  sind. 

8)  Der  Ncic^nn^swinkd  zwrirr  Ebenen  ist  das  Sirpplcinpiit  des 
Winkels,  den  die  auf  die  Lbenen  ^ofälllen  Lotbe  ttit  einander  bil- 
den, und  wird  also  nach  (5)  bestimmt. 

9)  Will  man  die  Determiuanten  -  Paare  einer  Ebene  linden,  die 
den  Neigungswinkel  nweier  Ebenen  balbiit,  an  dienen  dam  naeh 
(5)  (olgende  Gleichungen,  wenn  v  der  Neigllttgswiakei  fit,  af',  ^i*€^f 

'  a^,  ß\  y'  und   a\  f/\  c'\  a\  ß\  f   die   gegebenen  Und 
ß,  y  die  gesachten  DeternHnanten  •  Paare  sind: 

siu  ^=za'a'hß'6-i'y'c  =  aa''^  ßlß'-hyc'i 

»iü      —       4-      -\-  y'^c  =  ua'  -H  ßO"  -h  /r"; 
/denen  noch  nach  (7)  dieaa  kinangefügt  werden  können: 

» 

0  =  a{ßY  —  ß"Y')  -i-  b{y'tC'  —  y"a')  -\-  c{u'ß"  —  a''ßf) 


Google 


71 

Am  4ieMo  Gleiclniogeo  erkält  nutn  oacü^  eaaigea  Reductioneo:' 

.«  =  ß  =  y  =   7; 

•in  —         2  sm  2  sin  j 

,  Ä  =  -^  c 


'  2  sin  y  2  sin  2  »in 

10)  Um  die  Determinanten  -  Paare  der  Kbene  zu  erhalten,  wel- 
el«  den  Nebenwinkel  von  v  balbirt,  braucht  man  nur  in  den  vor« 
kergehenden  Forsel^  — —i^^  —  ^  statt  «»^  wid  »r— # 

statt  k  «n  seffxeB,  oad  «an  edkftlt  dfo  D«tirttioMiteft*FMre  «1, 

«1=  7»P»=  jj-^Z-jSS:  r;-; 

/         2  CO*  —  2  cos  ~  2  cos  — 

2,  2  ■  S 


2  COS  2  cos  2  cos 


11)  Eben  SU  leicht  kann  u)uu  auch  noch  das  Determinanten- 
fwu  Atr  Btae  fimta«  A'a  vit  d«D  ge^ebca»  Bbcaeit  4lte  Winkel 
y  Bad  9  bildet,  so  dan  fi'-f-^ssi^  ist*  Man  findet  auf  gleicba 
Weise,  wenn  dieselben  Bezeiolwaiigaii  wie  die  Vorigea  beibehalten 
werden,  feigende  Formeln: 


«n  w  '  •  mm  •»  ' 


^  ^  ^  CO»  y        coe  y* 


■in  1»  '  am 

^  CO»  ^ 

^  sin  r 

»^  CO»  9'-^tf  OOS  #^    .       /f  cos  q  COS  o' 

 ^^SnP  ''    ^to  y  * 

.  '    ^  ✓  <H»  yrl-y*  CO»  y*. 

 ^S5T  » 

1^  sin  y  —  g**  sin  y'   ^  sin  y  —  i6"  sin  y' 

"  Sin  V  ^  rt  g^u 


d  sin  y  —  c"  si»  y* 
sio  K  * 

g  sin  y  —  «"  sin  ly*    .  »in  y  —  /S^  sin  y' 

sin  '      "~  sin  y  ' 

y'  sin  y  —  y"  sin  y' 

C,  SB«  >  ■         ■  ^  b 

*  cm  1/ 


Sin  y 


Der  Fall,  wo  jp  —  jp'==F>  kann  hieraus  auch  leicht  abgeleitet 
werden.  . 

12)  Die  Deteminanteo -Paare  einer  Ebene  xn  finden,' die  dnreh 
«eS  Punkte  (ar,^*»»),  (ar,j^,s»),  (^lysSa)  gelegt  wird.  Üinddin 
fesQchten  Determinanten  -  Paare  a,  c,  a,  so  erhält  nwn  sa 
tbier  BeataMong  folgende  drei  Glekbangnn  Mdh 
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ABS  deoeo  «ao  dansli  KliMtoation  sweier  UnbeksDoteo,  s.  B.  ß,  r* 
erhält:  ' 

Multiplizirt  man  den  Zähler  mit  sin  ^4,  so  wird  derselbe  der  dop- 
pelte Flaclienraum  der  l'rujectiou  des  durch  die  drei  Puokte  geleg- 
ten Dreieckt  auf.  die  Coordineten-Rbfne  (y^);  neoot  nett' liabar 
diese  ^  und  deu  \enner  A',  so  erbält  man,  wenn  noch  A'^  die 
Prujcctionon  desselben  Dreiecks  auf  die  beideo  eodero  Bbe06D  ge» 
oaent  werden,  diese  drei/  Gleicbuogen: 

«  sin^rs^,  ß  Bio  Ä=i=^,  r  «n  ^=^. 

Setzt  man  diese  Warthe  in  die  Cüewbnog  (1):  ^ 

27*  SS  u*  sin      +  ß*  ein  *^ + ain  *  C-^  Sor  ain  ^  ain  C  coa  ^ 

+  2a^  ain  j4  ain  ^  eoa  O-h-lßy  sin  ^  sin  f  sas 

and  bemerkt,  dass  weun  durch  D  der  Fläcbenrauui  des  durch  die 
drei  Punkte  gelegten  Dreiecks  beseicbnat  wird, 

=  ^»  -I-  A'"  CO»  ^'  -4-  2^"  cas  if'    .  . 

ist,  and  daher 

oder  KR^pDs 

mUD^t^-^S:  cos  C'H-Ä*  eoa  Ä', 

^///>  =  A'-f-A"  cos  .y'H-A' cos  C',  ' 
ciLO  =  A'-f-A  CO*  Ä'-i-A'  cos 

13)  Wir  wollen  jetzt  noch  die  Coordinaten       y,  «  «inen 

Punktes  /'  auf  ein  anderes  Coordinaten  -  System  von  dCMaalban 
Mittelpunkte  übertragen.  Wir  bezeichnen  die  (oDrJinaten  eines 
Punktes,  auf  die  neueu  Axen  hexogeu,  durch  a:\  // ,  %' ;  die  Winkel, 
die  die 'oeuen  Axeo  mit  einander  bililen,  seien  A^^  B^^  C^-  die 
Winkel  des  dofcb  ^o»  jegcbeoen  Polardreiecks  A\,  B\, 
C  oj  ferner  die  Determioaoten- Paare  der  Axe  der  auf  das  nr- 
sprünglirhe  Axen  -  System  bezogen:  a,  Ä,  c,  a,  /9,  die  der  \xo 
der  y':  //,  c\  ^,  /  uud  eudlicb  die  der  Axe  der  «\  Ä". 
r",  «",  ß'\        uud  ,     •  '  » 

^o*  =  1  —  COS  •utf.^eos  »Ä«  —cos  »e;4-tcoa     coa cos  C.. 

U>lt  mau  diese  Uezeicbuugeo  fest^  so  tiudet  man: 
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mfekehrt: 

=        —  c'6")a:      {cb  '  —  cb)y  -h  (^c'  —  Ä'c)»' 
ky  =  (c'a"  —  c'a)x'  -f-  (ac  *  —  -f-  (ca  —  ac  )«' 


Dtr  Zusaaneolwiig  der  Grössen  5»  «  Md  «,  /  ib^i.  w.  ist 
Nck  dcB  Gleielioogea  io  (1)  dieier: 

•rss«'H-«'''€ot  Ap"^^  cot  C,, 

.  :  a=^a"-\-ä  cos  -^«-f-a  cos  Zf^, 

=  Ä  -f-  ^'  cos  Co  H-  cos 

fsS'^h*  eoi  cos 

=zc"  -yc  co»  JSo  cos 

Es  fiodeD  Doch  eine  Menge  anderer  Relationen  zwischen  den  Con- 
»taoten  der  beiden  Axcn •  Systeme  statt,  wovon  noch  folg^cnde  hier 
ibrcB  Platz  haben  mögen.    Nennt  mau  die  Determinanten  -  Paare 
kf  int  Bcoen  G»»raiiMteo- Ebenen  necli  elMbder:  m,  »,  p, 
ffMtuM.  w.»  ■#  erliilt  ninn  nach  (7): 

jj--^i^y'-yy  u^^iisziL  u^^-r-^f 

sin  A.  »  sin  J,  »  -"^-^   sin  i<; 

ün^^    »'^y   sfa^,  sfai^    ^  : 

.        —  V«o  ^«  '       ""-^  sin       »  -"^  —  sin  ß. 
Sin  Mp   *  «m  '  sin 

=  sin  Co  •        —  sin  17.  »        —  sin  €?• 


sin  *  sm  Cp 

cos       =  «  «"  -H  Ä'/J"  +  ry  =  a'V     Ä"/?  +  c"/, 
i».  Ä  •"«H- 4- «>  ===  4sa'' 4- +  c/*, 


T*  ■ 

I 

cos  /To  ==       4-  iw"  -i- =^       -h  »"»'  -h  f  "^1 

StD  *  .»10  .rf^.    *  .  KID 

IIa  =  110  ^dC-:^,  iic  =  ^C^'  ■  ■ 

Mii  IT«  '  na  iT,  *  sin  Jt^  , 

 np'  —  lip  „  ff.  ytn  -^pm  „   mn'  —  m'n  „ 

«        »in  6'^.  ^»  ^  TliTCV     '  «n  t'V 

Die  letzteren  Formeln  b^sUmmeD  noch  die  Determinanten  der  neoeii 
Axen  durch  die  0eteraiinaDtea  der  neuen  Coordinnten-Bbeneo. 
Dnreli  die  im  Vojrstekentkn  gegebenen  Kornteln  lassen  sich  alle, 
die  gegenseitige  Abliannrigiieit  der  üristallfliciieo  betrelEeadeo  Aul* 
'gaben  der  K.ri8talIo|;ra|»bie  lösen. 


V  • 


•  i 
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XIU. 

Neue  Ceostruktion  ^ner  Lambert'scben  Auf* 
gäbe  aus  der  praktiscl^a  Geometrie. 

Herrn  G.  D.  E.  Weyer 
Asiiistenteii  an  4er  i>ienrwsrte  su  Hamburg. 


Lambert  glebt  im  ersten  Theil  seiner  Beiträge»  Seite 
72  die  folgende  Aufc^fibr,  wekhe  er  eirw  der  »chöusten  uad^  zu- 
gleicb  eine  der. Kd>wmrBtee  nüBs^def  puJ&fisviieA  Get»meti-ie  nennt: 


Googl 


.  ■  » 

Die  relative  Lage  tod  secht  Punkten  zu  beitimmen, 

wenn  mun  in  dreien  derselben  die  Abweichung  der  drei 
uitfi^en  von  der  xVlittagstinie  beobachtet  haL 


lelgende  Avlinaig  gr%mM  aicli  Mf  der  elegaitteD  Cm« 
•tnelMB  4%t  PoAeMtMhM  Aufgabe  von  Hessel  nd  Kuleo«* 

ktnp,  aufweiche  Claussen  in  Nr.  430.  der  Astronomischeo 
iNachrichten  aufmerksam  machte  und  welclie  aicJi  in  Gmo^iUl 
Geodäsie  Seite  224  vorgetragen  findet. 

BezelchneD  die  Bachstaben  A,  S,  C  (Taf.l.  Fig.  10.)  die  drei 
taieien.  ib4  D,      F  iS^r  drai  •kMrtiftMr  Paakle^  m  liid  stt- 


DBE,  EBF*  -  1 

D€E,  ECF  ■ 

wodurch  in  Verbioduog  mit  der  Atittagalioie  «udi  folgende  Winkel 

bekaiuu  sind :  ' 

ABB,  BDC 
AEB^  BEC  ^ 
.    AFB,  BFC  .1 
Betraclktet  am  jeftt  die  Pnokte  A^ '  B^  C;  B  als  eloe  l^^flie« 

Mlieke  Aafgabe  nnd  construirt  z.  B.  über  der  wtllkübriich  ahsre- 
ioraenen  Linie  .4C  die  Winkel  CJG=:BDCmU  JCa=:ADB, 
so  liefert  dies  einen  Durcbschniitspunkt  welcher  mit  O  und  ß 
io  gerader  Linie  liegt,  bben  bo  ffeben  die  Punkte  Ay  B^  E 
aaen  iweiteii  Darehscbeittipnokt  weleber  'm\t  B  oiid  B  in  MMr 
geraden  Linie  liegt,  und  so  auch  die  Punkte  B.  Cy  einen 
•ritten  Durchschnittspunkt  welcher  mit  F  und  B  in  gerader 
Linie  fiejrt.  Die  drei  Punkte  C,  J  werden  »Iso  bekannt.,  und 
da  man  auch  die  Winkel  kennt,  welche  sie  von  dem  Punkte  B 
aus  gesellen  bilden,  so  ist  dieser  Punkt  B  und  folglich  alle  übrigen 
hiebt  bestiMt 


•   •  • « 


Zusats  de«  Heraaag^hers» 

Die  vorhergehende  schöne  Construction  des  obigen  Lambert- 
sehen  Problems,  welches  jedenfalls  bei  geodätischen  Autoahmen 
häufig  mit  grosi^em  VortheU  angewandt  werden  kann,  veranlasst 
■icb  sn  dtr  Mittbeilun^  der  felgenden  enalf  tiacben  AnAösang  die* 
ses  Problem,  weil  mir  die  ?on  Lambert  aelbft  «.  %.  0.  8.  81 

Siebene  analytische  AuflöfSOgi  insbesondere  wenn  man  sich  der 
ordioatenmethode  zu  bedienen  beabsichtigt ,  nicht  so  einfach  za 
sein,  und  namentlich  nicht  ohne  alle  wpitere  Berücksichtigung  der 
Figur  oder  vielmehr  des  durch  üic^eihe  dii^rgeslcUtea  speciellen  - 
Palln  IM  Zw«€k  sa  fubrao  iebeim»,wi«  w«bl  i«  wünsob«» 
«ire,  wobtt  ibri^BM  mek  aicbl  npwvlUwt  Uubt«  -Mt  di)M  d«c 
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von  Ijambert  a.  n.  O.  sfeßfehene  analytische  Ausdruck  falsch  ist, 
iDilem  suwotil  im  Zähler,  als  auch  im  Nenner  deaseihen,  aus  Ver- 
seheB  eio  Paet«ff  «usffelaiseo  worden  iat.  Der-  Fehler  wtttde 

er«t  von  Good  enldedit  (Ljunbert's  ffeiehrter  Briefwechsel. 

Bd.  2.  S.  232),  und  von  Larabert  (Kbeodas.  S.  256)  anerkannt. 
Die  richtiire  Formel  liodet  man  u.  \.  in  Meier  tiirsch's  Samm- 

iu  ^  -     .   -  -. 

S. 


lui^  geomelriicber  Aufgaben.  ErBterTbeil.  Berlin.  1805. 


Die  ledis  Pookte  wolleo  wir  jetzt  doreh  ,       nd  A'^ 

A\  bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dass  in  jedem  der  4rei 
ersten  Punkte  A,-        -4^   die  Winkel  gemessen  worden  seien, 

.  welche  die  von  jedem  dieser  l'unktc  nach  den  drei  letztern  Punk- 
ten A\  A\y  A'j  gezogenen  geraden  Linien  mit  gewissen  von  deo 
drei  erttelm  Punkten  eng  neck  deofelben  Seiten  bin  gezogenen 
einander  parallelen  geraden  Linien  eioicfaliesseo«  wobei  diese  Win- 
kel von  den  in  Rede  stehenden  einander  parallolon  T^inien  an  im« 
ner  nach  denselben  Seiten  hin  von  0  bis  300°  gezahlt  werden  8ol- 
len.    Die  von  Ay A^  aus  nach  denselben  Seiten  bin  gezogenen 

'  Pnrellellinien  Itfonen  die  -nnek  Horden  oder  Süden  gerichteten - 
Tkeiio  dee  estronomischeu  iMeridtant  oder  auch  die  gleichnamigen 
Tkeile  des  magnetischen  Meridians  sein.  Näheruogsweise  kann 
man  aber  auch  die  von  A  Ai,  A^  nach  einem  und  demselben 
sehr  weit  entfernten  Punkte  E  trezog^eneu  Linien  anwenden.  Sind 
die  Entfernungen  des  Punktes  El  von  deo  Puoktcu  A^,  A^y 
und  die  Entfernungen  der  drei  lotsten  Punkte  von  eionnder  nSbe> 
rungsweise  bekannt,  so  ist  es  in  dem  letsteo  der  drei  obiffen  Pällo 
leicht,  die  Parallaxe  zu  berücksichtigen  und  gehörig  in  Kerliriung 
zu  nehmen,  wozu  eine  besondere  Anleitung  hier  nicht  erforderlich 
ist..  Die  drei  von  den  Punkten  A^  A^^  A^  aus  nach  denselben 
Seiten  hin  gezogenen  einander  parallelen  geraden  Linien  ^vollen 
wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  schlechthin  die  Axen  Bcnnen« 
nod  wollen  nun  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen. 

Die  \on  den  I^inien  AA\  AA\^  AA\  mit  der  von  A  aus  ge- 
zogenen Axe  eingeschlossenen,  von  dieser  Axe  an  nach  derselbeu 
Seite  hin  von  0  bis  360**  gezählten  Winkel  sollen  respectivc  durch 
o,     /  bezeichnet  werden. 

Die  ?on  den  Linien  A^A*^  ^i-^tf  -^f^t       der-Ton  ^,  aan 

fezogenen  Axe  eingeschlossenen^  von  dieser  Axe  an  nach  dersel- 
en  Seite  wie  vorher  hin  von  0  bis  360'*  gezählten  Winkel  sollen 
respective  durch  y.  bezeichnet  werden. 

Die  Ton  den  Linien  J,'^',  A^At',  A^A'^  wAt  der  Ton  A^  nun 
gezogenen  Axe  eingeschlossenen,  von  dieier  Axe  an  nach  derseU 
bcn  Seite  wie  vorher  hin  von  0  bis  360<*  gezählten  Winkel  soUea 
respective  durch  a,,        y    bezeichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  ^A^,  AAj  mit  der  von  A  aus  gezogenen 
Aie  eingeschlosseneu,  von  dieser  Axe  an  immer  nach  derselben 
Seite  hin  wie  rorber  ton  O  'bis  360*  gezählten  Winker  wollen  wir 
endlich  respectiTe  durch  9,  t/>  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun'  iti  jedem  der  Punkte  A^  ,/,,  A^  die  von 
diesem  Punkte  aus  ge7.oc:<»np  Axe  als  den  positiven  Theil  der 
Abscisseoaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems  an,  in  welcbeot 
der  poiitivo  Theil  der  Ordinnteoaze  eine  soleb«  Lage  hat,  dnao 
Dan  sich,  um  von  dem  poeitiren  Tfc^ln  der  Abscisseoaxe  durch 
de»  Coordinntenwinkel  ktnd«reii  nn  dum  poiitivuii  Theüe  der  Or* 
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iisatenax«  %u  gelaDgen,  nach  derselben  Richtaag  hio  bewegen 
Mss,  Dach  wdcher  von  den  Jf,  v^/,,  aus  gezogeoeo  Axeo 
m      Wtikd  o,  ft  ;  a,.  0  Iii  iMIO*f^ 

'liUt  ww^ea;  so  nö4  ili^  CoonKuMeo  der  Piukto  . 

b  den  Syatame,  deaieo  Aiifaog  J  iit: 

/  AA*  ,tnn  «,         .  iin  «; 
1)  \aA\  .  cos  ^,  ^-i',  .  sin  ßi 

n  das  SjateB«,  deuM  Ating  A^  iit: 

f      i# .  eot  o, ,         •  nn  a, ; 

2)  IA^A\  .  cos       AiA\  .  sin  /?, ; 
\AxA\  ,  cos  y,,  ^,^'^.sio  ^ 
ii  daa  SjwUmtf  dessen  Anfang  A^  ist: 

iA^^ .  cot      ^t'^  •  iio  $ 
•  eoa      '^•^1  •  «B  $ 
A^A\  ,  eoa  y,,  A^A\  .  sin 

Endlich  aiiid  die  Coordinateo  der  Punkte  -  • 

ia  dm  Sjateae,  dtnen  AafaBg  A  iat^ 

AA^  .  cos  9,         .sin  ^\  . 


u£(df^  •C4MI  iff^  AA^  « aio  ^. 


AIm  Iwt  ms  Dseh  dir  iAkn  ?ob  der  VermiBAaBg  der  CBOrdiaB- 
rilf  felgeadea  Gleiekoegea: 


AA' ,  cos  a  =  ^v#,  .  cos  ^      A ^A' ,  cos  o, 
a=        .  cos  ^  -f- .  cos 
.  iie  azssAAi  •  eia  9  •^A^A' .  ahi 

SS        .  aie  ^  «4- -^s«^  •      i»t  s 

iA\' ,  cos  ßzzzAA^  .  cos  9)4-y^,^^'i  .  cos 

z=zAA^  .  Oda  fp'i-A^A^  .  cos  /t,, 
•  ais  ßssAAi  .  aia  f-^A^A'^  •  aia  /7| 
ssAA^  .  aia  ^'^A^A'^  .aia 

I 

1^^,  .  coa  f^AAg  .  coa  fp-\'  A^  A\  .  coa  /| 

^AA^  ,  cot  fr+^fl'^^t.*  «*«  rsi 
.idl^s  •  Bia  fssAA^  .  aia  9^A\A^  r« 
=AA%  •  ein  ^  +  -^^-^t  •      /'s  i 

wakha  die  dieiseha  aabckeaatea  Gröaaea 
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eotbalten,  die  sicli  uUo  atts  den  obiges  swölf  Gleichungeo  nicht 

Hao  kftDD  diese  swiSIf  Gleiebsegen  evf  folgeadePorn  briegeo: 
AA^  ,tsom  ^^Ajf  .Cosa — A^A  .coaa, 

^AAj  .cos  ß  —  A^A\  .cos 
V  ':=sAA\  .  cos  Y  —  AiA\  ,  cos  y,, 

[AAi .  lio  ^ssAA'  .  sin  a  —  .  am■a^ 

■  . 

is^AA^  .  i!o  y — -^1^«  .  Ä^n  ^i» 

\AA^  .  cos  ^  =s  AA  .  cos  a  —  A-^A  .  cos 
SR  AAi  i  •  cos  ß^.A%At .  eos 
s=        .  cos  y  —  -^t-^t  *  cos 
^^^-Z,  .  sin  fpssiAA  .  sis  a  —  ,  sio 

ssAA^  ,  810  /?  —  A^A\  .  sio 
^AA\  .  sio  7'  —  A^A^  ,  sio  /'»j 

und  erhält  aus  diesen  letztern  Gleicboogen  ferner  ebne  ell^  Scbwie- 
rigkeit  die  vier  felgeeden  GleiebllDgeBt  , 

)     .  sie  («— y,)— — r  I )         •  »i«  (r— r  I K 

\AA  .  •■»(a-«/?,)  —A^A  .  8io(u,— /J,)ä-<#^,  .  sin  {ß  —  ßth 
AA  .  sio  («— P'a) — ^-l,^  .  8in(a,— y,)  =  .i^,  .  sin  (y — /',); 
ans  denen  sidi  durch  Dirisien  sogleich  die  beiden  Gleichungen 

Ad'  ,9\n     —      —  Jj^t .  sin  («r,  — ^i)       sin  (ß  —  ß^) 
j^iT .sin  (e  — .sin  sin  <#--M'  - 

^^il*»  sin  (ff  —  y^)  —  («i — y,)        sin  (y  —  y,) 

^  •  sin  («-—  y»)  —  -^«-Jf  •  sin  (a,  ^  y,)      sin  (y  — y«) 


7) 


•der 


sin  («"•/'t)—* »™  («i— ^i) 


l^iin  (o 

4i£ 

V»  («t 

sin 

« 

jsin  (a 

-yi) 

AA 

sin  (ffi 

-yi) 

sin  (y 

•in  (a 

AtA 
A£ 

sin  (a. 

sin(|r 

-r.) 

« 
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Mifcaltefe,  die  sich  also  iiitifelst  derftelben  begtiaMD  Uhcd. 
Fora 

um  (m-ß,)  sin  («-^.)  mu  (ß^ß,) 

=  sin  (a,  —  iJ.)  aio  {/?  — ^,).^^  ' 

'  —  iin  (a,  —  /?,)  sin  (ß  —  ßt)  -  J^t 


10) 


•ler,  wed,  wie  bm  U»eht  fisdet, 

•SB  («  — /i)  «B  (y— «B  (a— y,)  mb  r,) 

iit»  BBf  die  Pm  '      .  T 

siii  (a—ß)  Min  [ß,  —ß%)^,, 


II) 


—  iiB  (tt.— W  M»  (P^^t)'^Z' 

siu  (a  — sin      — />) 

|=«in  («,— r,)     (r— rJ  -^Lj; 

—  MB  (a,  — y.)  MB  (^^-i-y,).^''*^ 


Bid  CtUh  BBS  dICBBB  €ll«iellBBg«B,  WBM-  BBB  der  KttfB»  WBgM 

ifssMO  (a  — sifl  sin  (a,— sin  (/  —  /,), 

(a  — /?)  sin       — sin  (a,  — r.)  sio  (jr~/t), 

'l£,l=iiB  iIb  (f.  -y.)  litt  (Ä,-^,)  ei«  (jt-W. 

JTsBiB  K^^,)  sin  «in  (a,-/,)  sin  (y-y,), 

iV=MD  (a,  — sin  (/—/;,)  sin  mb  iß  —  ß^) 

Müt,  «Im  alle  SehwierigMt 


Digitized  by  Google 


15) 


AAT       M  — 


AA-  M^J¥' 
Hat  MD  4ie  VerhäkaiM 

^* 

■ittelit  dieser  Poraiele  geA»4en,  so  ergebea  aieli  die  VerliSItiiiM 

AAT^  Ajfn 
AAT^  IT 

»Üteltt  der  folgenden  nonittelbar  mm  den  Gleiclinogcü  7)  fliesseo- 
den  Forsein:  , 


'  AA^i  »in  («— jli) 

I  AA^  ~*  sin  ifi^ßi) 


14) 


sin  (g,  — /g,) 
sin  iß-ß,)  '  IT 

—  («  — ^i)  ^  fin  («a  — 

—  sin  iß^ßt)       sin  05 "32^ 

jv^^        sin  (g  —  y,)       sin  (g.  —  y,)  /^i^^T 

.^-4"       »in  (y  — y,)       sin  ly— y,)  *  'Ä-f 


Die  Verkältniiee 


»in  (tt  —  y«) 
sin  (y  — y,) 


sin  («,  ~y,)  iltiT 
»in  (y  — y,)  *  AA' 


AÄ 


I 

erhült  man  hieHttf  mittelst  der  fblgeoden  ms  den  Gleichangen  6) 
oid^  nnsiittelliBr  ergebenden  itoraieln: 


15) 


1  ^H^V 

COS  a 

cos  g, 

cos  ß 

Jaa: 

CM  ßt 

•0»  * 

A4 

t^ßx" 

sin  « 

4- 

sin  ff, 

A,A' 

4- 

sin  ß 

""•in  ^1 

•in  ^1  * 

A4 

Sin  ^, 

A4' 

\a^a^ 

cos  a 

> 

cns  «, 

./../ 

tiis  y 

AA^ 

1  AA^ 

CM  y, 

COS  y, 

COS  ' 

A4 

sin  a 

sin  g, 

sin  y 

A4^ 

""•in  y, 

sin  y,  • 

u 

sin  y, 

IT* 

cos  o 

cos  g. 

cns  ß 

plA 

cos 

cos  /9, 

AA 

cos  ^, 

AA 

'  :  i 

sin  g 

sin  ff. 

A^A' 

H- 

sin  /} 

AA\ 

"~*  sin 

sin  ^3 

AA 

sin  ß^  ' 

aa:* 

cos  g 

Cos  g. 

a^a: 

cos  y 

AA^ 

44 

cos  y. 

-h 

cos  y. 

AAT 

COS  ' 

AA 

sin  ff 

H- 

sin  g. 

A^A 

sin  y 

AA^ 

»in  y» 

»in  y. 

A4 

»in  y. 

AA' 

Znr  Bereclinaog  der  Winkel  y  und  ^  hnt  m%m 
ckiBgoa  6)  die  folgeadea  Aoidricke; 


Glei- 


Googl 


«n  «  —  siD  «I 



■i    cos  a  —  twk  tti  •  -yy 

sin  a  —  sin  o,  , 

"•»8  ♦  =  5;:^! 

COS  «  —  cos  «,  •  "^jT 


16*) 


2  AxÄ 
'  ^  sin  «  '  ^J*« 

■  COS  a  4^ 
*■  j  sin 

, ,       .         ,  sin  er  * 

lt«iig»  =  Ung«.  ; 

OOS«  4if 


■b4  ur  BerjBdmiuig  der  VerbSIteieae 

hat  Biao  endlich  die  folgeotleo  aus  den  Gleichungen  Gj  sich  erge« 
leite  Fonneln:  ' 

 A^Ä 


A£ 


eoe  g 

cot  a, 

eos  ^ 

40S 

ein  « 

•in«, 

•in  9 

.tot  • 

eee 

ein  g 

/ 1  x  -      ^^J. 


•ia  ^ 


Man  muss  fSr  9  nnd  i/>  diejenigen  der  beiden  zwisclien  0  und  360** 
lietrenden  Werthe  nclimcn,  welche  nach  den  Formeln  16)  jeder  die- 
ser beiden  Winkel  haben  kann,  die  mittelst  der  Formeln  17)  für 
die  VeiWtBiise 

AJT  ÄJt 

positive  Werthe  liefern,  so  dass^  also  Uber  die  Art,  wie  man  die 
Wuikel  und  ^  zu  neheieii  bat,  nie  eine  üiibestiamtbeit  bleiben 
bann. 

•      Bcieichnen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  und  A\ 

Jt^f  A' in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  A  ist,  resnective  durch 
X,,  ;  X,.  Ii  und  X',  y'i  A',,  r,5  X'„  F.;  so  ist  nach 
4)  nnd  1) 

X,  =-^^/,  .  C08  9,  y,  z=AAy  .  sin  rp;  \ 

z=aAui^  .  cos  V'»  ^  »  ^  «4^»  •  ün  i/; 
TWüllL  '      6  ' 


# 
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X  =.JA' ,  cos  a,  Y's=:uiA' ,  siu  «; 

X',        .  cot  r,  y',=^^v-  «i«  r? 


18) 


,2^=: cos  9 . 3J==*^  • 


und 


mittelst  welcberj  Furmelo  man  also  jetzt  auch  die  VwllittiiliW  dw 
CöordiDateo  der  Punkte       ^,  nni  J',  A\,  A\  in  de«  Syote«e, . 
dessen  Aofang  ^  ist,  zu  der  Uoie         berechnoD  kann. 

Wir  wulkii  jetzt  bloss  noch  zeigen«  wie  sMn  die  Forsiieio  lo}, 
durch  welche  die  Verhältnisse 

auf  denen  die  ganze  übrige  Recbnung  bernbof,  trefunden  wcrdeu, 
nun  durch  Klnfübrung  von  Hultswinkelo  zur  logarithmischen  Kech- 
uuug  benueni  einrichten  kann.       *  «.  «.     v  i  * 

Berechnen  wir  näinlich  die  dret  -flülfswlnkel  S,  |,,  U  Bitteist 
der  Forsieln  .  «  ^ 

!^     sin  («  — «n  (y,— 3r,) 
v     sin  («,— n)  (y-y») 
k       sin  »in  tf— /I,). 

so  ibt,  wie  mau  leicht  findet, 

A^A         sin  {(t  —  ß)  sin       — 1  —  tang  g  tsny  {,  ^ 

—  kin  («,—/».)  »in  iß  —  ßi)  '  1— t»ng      «sog  |/ 


  sin  (fc  —  y)  sin  (y,  —  y,)      1  —  cot  g  tang  _ 

.i.r  —     sin  («,  — ya)  !*in     — yj  '  1  — lang  {,  idog 
und  folglich 

/  di£  —        sin  («  — /ij  sin  iß,—ß^)  cns  (l-f-^^)  ros  g, 
I  .  /  /  —       sin  («,  —       sin  (/?  -^,)  cuü       -H^a)  cos  { 

("ZST         «in  («,— flu  (y— y*)  co«  Uj^il,)  a»n  {* 
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ieiMhaet  fum  die  HülCswinkel  0,  0,  mittelst  der  Foroieln 

sinfo  — j')  sin  (y,— y^)  sin  («,  —  ^j)  H\n^ß~ß^) 


sin  sin       -/^J  sin  («,—}',)  sin  (y-XiV 
 sin  («i—y,)  sin  (y  —  y.)  sin  («,  —  z?,)  sin  (ß  —  fti) , 


o      '       hin  (a,  —ß^)  sin  (ß—ß»)  iux  («».—  /,)  «»U  (/— 7»)' 

SO  ist,  wie  uiaa  leicht  findef, 

Ji/t         sin  («  — ^)  sin  (ß^ — ß^)      1  —  tang  Q 

~~  sin  (o^  — Sil»  OS --ils) '  J  ~  taug  e, ' 

1  —  tang  0  =  tang  45*  —  taug  G  =  '^^^^^m^? 

2Xi  -^»^          sin  jit ß)  sin        — xin  (45°—^)  cos 

~"  «D  (^r,  — MB  (^:-^,)  aiD  «M 

Weil  BOB  Aaeh  11) 

^  ^      shiC«.^^,)  ein  C9-^,).^-mn  («-^)  sin  (/»^  * 

'JUr  sin  (ßj  —  Z?,)  sin  iß  —  ß^) 

ist,  so  ist  nach  23),  wie  man  leicht  findet: 

Ij.r         sin («—/?)  sin  (ß^-ß^)    jip (45o— cos  9,— sin  (45°— O,) cot  (» 

sin(c,— /J,)sin(/I— *  » 

lad  folglich»  weil 

«iB  (45» cos  9,  —  lin  (45*  —0,)  cot  S 

=  — coH  45»  ain  (0- =  — ^SSiS^A} 

ist, 

^ZF'^'^siii  r«,-^>,)  lih  sin  (45«  — ej'cos  i.i/f 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse 

IT*  ~IZ 

bloss  mittelst  der  beiden  Hülfswinkel  0  und  S^  berechnen,  da  im 
Gegenthfül  die  zuerst  g^elehrte  Methode  .die  üercciiuung  der  drei 
HifiiiwidLel     l,,  ^,  erfordert 

Bemerken  wollen  wir  nun  endlich  noch,  dass,  wenn  an  den 
Punkten  ji^  die  sechs  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

J'JA'.,',  JA, .4*,,  A'A,A\',  A'A^A\,  ui'A^^A'y,  und 
etwa  noch  in  dem  Punkte  A'  die  zwei  180^  nicht  übersteigenden 
Wiakel  AA'A^,  AA'A^  gemessen  worden  sind,  damit  onenliBr 
UMier  Ua^kt  mit  Winkel  hergeleitet  werden  können,  welche  in  A" 
die  Linien  AA',  AA\,  AJf^  «it  der  Vom  AA!,  in  ^,  die  Linien 
^i^,  ^.^'«,  A^A:^  «it  eiw  TM  A^  «u  («#r  Unie  AA  ^alie) 

6* 


84 


od  Dach  denellMii  Mtü  hia  gezogrenas  Liniay'iii  ji'^  die  Lnriaa 
fjy^',  A^A\^  mit  eiuer  von        ana  der  Linie  AA*  paral* 


nad 

.  ..... 

lel  und  Ducb  derselben  Seite  hin  gezogenen  Linid  einschliessen^ 

wobei  alle  diese  Winkel  von  der  Linie  AA\  und  den  derselben 
von  A^  und  A^  aus  parallel  gezogenen  Linien  ao  immer  nach  der- 
selban  Seite  bin  tob  0  liia  ^10*  fi^&lilt  werdaa.  Hat  maa  aber 
diese  letztem  Winkel,  so  kann  mau  die  gegenseitige  Lage  der 
sechs  Punkte  A,  >/,.  A .,  und  A\  A\,  A\  ganz  nach  den  im  Vor- 
hergehenden cntwickclf eil  Formeln  bestimmen.  Die  Linie  AA'  ist 
danu  der  positive  Theil  der  Ahscissenaxe  des  zum  Grunde  iicgeu- 
den  rechtwinkligen  CoordiaateasTstems,  nad  der  positive  Theil  dar 
Ordirfateaaxe  wird  iniaer  aach  der  iai  Obigen  in  dieser  Beiiehuag 
gegebenen  Bestimmung  genommen. 

Die  vorherj;»'liende  analvlisrliP  Auflösung  des  wichtigen  und  in- 
(ercssauteu  Lnmbert'schen  Problems  scbeiut  mir  vor  der  gewöhn- 
liehen,  z.,B.  bei  Meier  Hirsch  a.  a.  O«  steh  fiadeaden  aaalyti« 
sehen  Auflösung  vorzütrlich  deshalb  wesentliche  Vonüge  la  habea» 
weil  letztere  eine  sfrt<»  Berücksichtigung  der  Figur,  oder  vielmehr 
des  durch  di»»sclbc  il.ir^nstellfcn  specii'llen  Falls  erfordert,  welches 
bei  der  ersteren  gar  uiciit  nothwendig  ist^  indem  dieselbe  mittelst 
der  in  Obigen  entwiekeltea  Fonaela  ohae  alle  weitere  BerQcksich- 
tigUDg  <lcr  Figur,  allein  auf  dem  Wege  der  Rechaang,  ganz  sicher 
zUm  /weck  fuhrt,  ins«»fprn  nur  erst,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
die  sämmtlichen  (irösseu.  welche  als  gctrpbcn  betrachtet  werden^ 
gehörig  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  sind. 


XIV. 

Heber  die^  abgeleiteten  Vierecke,  weleke  tod 
je  vier  nierltwttrdigen  Punkten  des  gerajälini- 

"  gen  Viereckes  gebildet  werden. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  lir^lsclmeide]: 

in  Gotha. 


So  wie  das  geradlinige  Dreieck  in  den  Mittelpvnkten  des  tio* 
lind  nin^PM  liricbcnen  Kreises  und  in  den  Dur<;hschnitt8punkten  der 
drei  tiicbwerÜDien  nad  der  drei  JdöbeoperpeodUiel  oiackwürdiga 
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Punkte  darbietet,  8o  lassen  sich  solche  ancb  bei  dem  freradlinigen 
Vierecke  auffinden;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dasa  das  letztere 
immer  vier  Punkte  einer  und  derselben  Goituug  darbietet,  welche 
xusanuMB  ein  abgeleitete»  Viereck  bilden,  das  dem  iTvicireck 
•■f  bcstimite  Weite  verwandt  ht.  In  den  Folgeodeo  Bellen  einige 
dieser- abgeleiteten  TIereeke  oSber  UDtersacht  werden,  woljei  ich 
■ich  genau  derselben  Bezeichnung'  bedienen  will ,  welche  ich  iu 
meiner  Abtinndlun&r  .,über  die  trigonometrischen  Relationen  des  ge- 
radiiui^cn  \  icreckes'*  (Arcb.  Tbl.  II.  Heft  3.  S.  2*25)  gebraucht  habe. 
De  wo  ick  Formeln  au  dieaer  Abbandlong;  oitir^n  ■nn,  soll  diea 
der  Kirso  balber  ianm:  dnrcb  das  Wort  „Kelatlonen^  geacheben. 

I. 

leb  betrachte  zuerst  dns  Viereck,  welcbea  von  4en  51it- 
telpunkteo  der  den  Ua  u  p  t  d  r  e  i  ec  ke  n  T^T^T^T^  omge- 
■ckriebenen  Kreise  gebildet  wird(Taf.  I.  Fig.  1 1.),  und  nenne  diese 
Ifittelponkte  mit  den  Zägera  der  zngeböriffen  Dreiecke  1,  2,  3,  4. 
8i  lenehtet  aofort  ein,  data  im  Vierecke  WA  der  Winkel 

X  314  =  180»  —  (ad)       L  253  =  ^ 
^324=180'»  — («,^,)  ^264  =  180«  —  /^ 

L  148= ISO»  —  (a,6)  m  a.  w* 

tein  muss.  Hiernach  verwandeln  sich  die  Winkeigrössen,  welche 
im  Unierecke  durch  ipip'tp"  bezeichnet  worden  sind,  für  das  abge» 
leitete  Viereck  in  die  Werth e  360«  —  v/,  —yi'  und  —tlt"i  d.  b. 
wf  an  »  dem  Ur? ^erecke  die  Haapteeke  'C  antierbalb  des  nm  ABD 
brnduMeooB  Kraiaea  liegt,  was  immer  als  Normalfall  angcnom- 
iBPn  worden  ist;  so  liegt  im  abgeleiteten  \  iereckc  VX^\  die,  C 
eDt5|irec[iende  Hauptecke  1  innerhalb  dea  um  die  drei  anderen 
Hauptecken  234  beschriebenen  Kreises.         •  • 

Natt  orbSlt  ferner  Ar  die  8elto»  daa  abgeleilotaB  Viartckaa 
gm  lefobl  die  Wettbet 

(13)  =  a,=ia  (cot  (/5,c)  — cot  (^rj  ) 
(24)  =  a  =i<i,(cot  (^c)  — cot(Ä,<T,)) 

(14)  =b,ssi^  (cot  (a»c>— cot  (ä^,)  ) 
(SS)sb  =4*. (cot  (me)  -cot 
CM)ac,  ä4o  (cot  («&,)4-cbt  <a,^)  ) 
(12)  =c  z=  ^c,(cot  (a^)  H-cot(aiÄJ) 

Nan  iat  nacb  „Relat  Nr.  50.«  . 

/,    *  i,    \        sin  (Äc. — b,c) 

cot  («.c)  -  cot  (ic. )  == 

ain  (^J  si^  (4ttf>  '  Mxecx 
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Macbt  man  ähnliche  Vcrwnndtnnc^pn  fiir  die  übrigen  AaiMftke  in 
Nr.  2.  nDji  täktt  zni  Abkürzung  die  Constaote 

etn,  10  erhilt  oim  tSit  die  Seiten  dei  abgelei^ten  Tiereekei: 

'-^''-V^  '=*''1/SS, 
b.=-w|/^  «.^^'Vgg' 

und  hieraus  sui^Ieich: 

bb,  =:ife»  .  ÄÄ,     T,  T,  :  T,  r,  =     :  b,Ä, }  5. 

Man  bezeichne  ferner  die  Plftchenräume,  welche  im  ürvierecke  durch 
die  Bncliitaben  /^F'/^  TtT^T,T^j\  B  angedeelet  Worden  atod 
(Relat.  Nr.  14.,  18.,  50.  und  69.),  für  <das  abgeleitete  Viereck  durch 
die  entsiireckendeo  deatscheo  Blieliataben  gf|^  SD  and 

so  iat: 

Demnach  stehen  sämmtliche  Flacticnräume  des  Ur-  und 
abgeleiteten  Viereckes  in  couhtuiiteui  \  erhältDis8e  und 
der  Exponent  des  letzteren  ist  die  Grösse  Xr'.  Es  bleibt 
nvn  noen  Qbrig  diejenigen  Grütaen  lu -  onteMeelen ,  welelie  den 
d^d^Sf  ußy  des  Urviereckes  entsprechen  und  die  wir  für  das  abge- 
leitete durch  b,b,b,  ttißiYi  bezeichnen  wollen.  Ich  hemerlMy 
nach  „Relat.  Nr.  8^/*  ifelgeude  Gleichungen  l^eatfhen: 

^»a»=sÄ»r,«T,»+a,«T,» —  W*.  T,  2\T, 7;  coa B\ 

F*  F'^ß^  =sm*  y,  >        •  r, » r, » T,    r,    cos  ^| 

=  ^»  r, « r.        •    •  r*»  -f-  2*^,  Tj  T,  T,     eoa  s] 
Werden  dnber  in  die  Gleichnngen 

6.'ssc*-i-c,^— 2cC|  ces  C 
*  sis  a*     a  a  * l«a ,  coa 

die  erforderlichen  Werth«  aOa  Nr.  4.  gesetzt,  und  aus  Nr.  7.  ge« 
börig  stifceCitnirt,  be  findet  mn: 


7. 
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Kben  so  findet  man  aus  den  Gleicbungeo: 

o.  ft.  w.  die  den  forigen  ^anz  entsprechenden  Wertbe: 

Es  gehen  daher  die  zugeordneten  Seiten  des  Crvier- 
•«kes  im  die  doppelten  VerbindiiiigtliDleD  der  Mittel» 
^■Bkte  Je  iweier  Gegeeteiten  des  abgeleiteten  Vier- 
eckes über,  und  eben  so  g-ehon  die  doppelten  Verbin- 
dungslinien fler  Mittelpunkte  je  zweier  (»'ecfenseiton  des 
Urviereckes  iu  die  zuffeordoeten  Seiten  deti  ab^^eleite« 
tea  fiereekee  Über.  Die  ?erbiediiog  tob  Nr.  8.  und  9.  giebt: 

D^fi,  ==    .  d^ß,      .  (y,b, = 2F  F'  .ßß,  10, 

wodareh  die  in  Nr.  6.  gelaodenen  Relationen  eine  neue  Crweite« 
mng  erhalten.    Die  eben  crwabnte  Beziehung  zwischen  den  zug'e» 
ordneten  Seiten  und  den  Mittelliuien  heider  Vierecke  gilt  unmittel- 
bar aucb  von  den  Winkeln,  die  diese  Linien  unter  &'ich  bilden.' 
Hieb  „.Reltft.  Nr.  83/*  bet  nao  die  Gleiehnngeiis 

aß  ea,.((,f)="^'  ^.f-^'/'  * 
oy  eee  («y)«  '  ^  \ 

fiy  CO»  ißryss —  lerr-t  '  ' 

und  nach  „Relat.  Nr,  8."  a —^m* ss6^S,  cos  (t^a,)  u.  s.  w.  Be* 
icicbBeii  ono  (a.ß,)  oed  (t,,)  (fc.,)  (t,,)  dieeelben 

WiBkeljprtoeD  im  abgeleiteten  Viereck,  welche  (o^)  (d|,)  n»  ■.  w. 
vm  ünnereek  eBdeuten«  eo,  findet  bibb  «labald: 

CM  (b|,)=sH-coe  (o/J),  cos  («,/},) SS -hcof 

eos  (b,,)=r^cot  (ar),  cos  {a,r\)=i  —  cos  (<J,,)>  i% 

cos  (ba,)=  —  cos  (ßy),  cos  =  —  cos 

woraus,  da  keine  dieser  WinkelgrösseB  180°  übersteigen  luuio,  die 
Gleichongen 

(b,,)  =  (a/J),  (a,^J  =  (d.,) 

(b.,)=180o-(ar),  («.y,)=180o-((J,.)}  U. 

.(ii,,)=:;l80*-«r),  tf.n)  =  l80*-(d,.) 
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folgen,  so  dass  liieraach  die  zugeordneten  Winkel  des  einen 
yierecktot  4ie  Winkel  der  Mittellinien  des  anderen  Vier- 
e'ckes  geben. 

So  wie  MS  dem  Urvierecke  das  Viereck  1234  abgeleitet  wurde; 
so  kann  man  aus  leUtcrem  wieder  ein  zweites  Viereck  erhalten, 
aus  diesem  ein  drittes,  und  sofort,  indem  man  immerfort  di'e  Mittel- 
punkte der  je  drei  iluupteck.eu  uui^escliriebenen  Kreise  uimmt.  Be- 
seicbnet  man  in  dem  Vierecke  zweiten  Ranges  die  einseinen  Linien 
und  Flächen  mit  denselben  deutschen  Buchstaben,  welche  für  das 
Viereck  V2-]\  n;^oI)rauclit  worden  sind,  setzt  ihnen  jedoch  sor  Unter* 
scheidupg  eine  {i)  über,  so  ist,  da  die  Cuustanle 

 —ßl   ^  , 

wird,  ulsu  für  alle  abgeleiteten  Vierecke  unveränderlich  ist, 

» 

d.  h.  die  Seiten  des  ebgeleltetenf  xweiten  Viereckes  sind  denen  dee 

Urviereckes  gleich  proportiouirt.  Da  nun  zugleich  auch  die  Win« 
kel  der  ersteren  den  Winkeln  des  letzteren  wieder  gleich  sind,  so 
folgt:  dass  alle  abgeleiteten  Vierecke  von  geradem  In- 
dex einander  und  dem  Crvierecke  ähnlich  sind,  und  dass 
die  homologen  Seiten  uud  Flächen  je  zweier  unmittel- 
bar enf  einender  folgender  lick  beniehnngsweite  wie 
-die  Constanten  Jb*  und       verhalten.  * 

Geht  man  vom  zweiten  abgeleiteten  Viereck  zum  dritten  über, 
so  ßndet  man  t^unz  auf  gleiche  Weise,  dass  die  Seiten  des  letzte- 
ren denen  des  ersten  Vierecks  gleich  proportionirt  siud;  und  da 
flberdiesB  beide  Figuren  dieselben  Winkel  beben»  eo  sind  avcli 
alle  abgeleiteten  Vierecke  von  umgerader  Indeziahl 
einander  ähnlich  und  die  homologen  Seiten  und  FlächoD 
je  zweier  iin  mittelbar  auf  einander  folgenden  verbal  teil 
sich  reäpective  wie  die  Constunten  A:"*  und  A:*. 

Was  endlieh  die  Halbmesser  der  den  Dreiecken  T^T, T, 
umgeschriebenen  Kreise  anlangt ^  die  in  entspreebender  Weise  mit 
R^H^H^Jft^  bezeichnet  werden  niiigen,  so  ist  es  leicht  allerband 
Belationeu  zwischen  ihnen  und  den  Beatandtbeilen  des  DrfiereckM 
berauleiten.   Man  erhält  z.  B. 

R,R,  -R^R^  _  sin^    RJl^-R,R^  _  sin  C 
H^H^  ~  Ä,Ä,       sin  Ä '  -  Ä,Ä^  ~"  siu  ^  •  •  *  *^ 

oder  ,  * 

^^^^=^<^oil^''zoi{{ii--C),^^^=^cotlxt,''  cot  \(B-\-C))  15. 

=  cot  jv;'  cot  >-(  C-.:/),  =  cüt      cli  i(€-^Ay 

indessen  bieten  sie  keinen  Ausdruck  dar,  der  sich  besondeit  Mtt» 
zeichnete^  und  so  mögen  sie  für  jetzt  übergangen  werden.  ^ 
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Ich  bctrnchte  zweitens  das  Viereck,  welches  yon  den  Durch- 
sch D i t ts[)ii n k ten  der  Perpendikel  gebildet  wird,  die  ma» 
•  US  deu  Mittelpunkten  der  Vie^ecksseiten  auf  ihre  Ge- 
ff«flieiteil  fVlIt  BfiniBt  mtm  zii«rit  4fe  yier  Perpendikel  ip  deoi 
Sofoehai  Vierecke  AB  CDA  erster  Form  (Taf.i.  Fig.  12.)  und  neiiot 
deren  Durchschnittspnnkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  lo  bilden  die  letzteren 
ein  vollständiges  V  iereck ,  dessen  Winkel  genau  dieselben  Werthc 
haben,  welche  iu  Nr.  1.  für  die  Winkel  des  in  I.  betrachteten  Vier- 
eckes gefunden  wurden.  , 

PwMt  tot,  weDB  'BMi  di^IttifrliBto&  #!ffs=BMrsi<r,  und 
FG^MEzsiip  lielit: 

M%zsz\a^  cot  iPI=:|a,  cot  (bc) 

'    I^l=z\bi  cot  {a,c^),  F^z=z\ö,   cot  {ac)         /  V'  '. 

€71=  ja  cot  (<5r,),     GZ=z\a  cpt  {ö.c) 

H\-={b  cot  (flr^r,),  li\  =  \6  cot  (<»,c) 

IKw  giebC  für  die  Seiten  des  Abgeleiteten  Vierecken: 

(2^  =s|4r,(eot  (^,tf,)^eot        )  / 

(13)  =.Xcot  (^c,)  -'ce^(^.c)) 
(23)  =  {Ä,(cüt  (a.c,)  — cot  («c)  > 

(14)  =  1^  (cot  (äc,)  —  cet(«|C)) 
nnd  fkt  deijMn  Diegennlen  die  Wertbet 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  xeigen,  dass  die  von  den  Mittel- 
punkte jeder  Diegennle  dei  einfiwben  Viereckes^  pnf  die 

nndere  Diagonale  gefällte  Senkrechte  dnreb  nwei^Gegenecken  des 
Tierrckes  1234  hindurchgehen  und  daher  eine  Diagonale  des  Letz- 
tf-rcn  bilden  inuss.  Es  bilden  daher  die  sechs  Perpendikel, 
weiche  von  den  Mittelpunkten  der  sechs  Seiten  des  voli- 
sftindigen  Urviereekee  nuf  d.ie  Gegejifeiten  gefällt  w^tr 
den,  wiederna  ein  einsigen  nbgeleitetM  Viereck 'f&it 
eecbs  Seiten. 

Zweitens  aber  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  der  vorstehen- 
den Ausdrücke  mit  denen  in  Nr.  2.  gefundenen,  dass  die  Seiten 
des  bier  betrachteten  abgeleiteten  Viereckes  den  Seiten  des  in  f.  I. 
nntersuchten  TolisCiln<Kg  nnd  in  gieiclier  Anfeinnnderfolge  gleich 
sind.  Deannek  ist  das  bier  betrachtete  Viereck  dem  des 
4'  1.  congruent,  nnd  je  zwei  homologe  Seiten  beider  Fi- 
guren sind  einander  parallel;  ein  Satz  der  sich  auch  sehr 
leicht  üut  sjnthetischem  Wege  beweisen  l^sst.  Auch  ist  aut  der 
Stelle  kinr,  dnss.  die  Gerede,  welche  ir|^end  swei  bonio- 
le||e  Ecken  beider  Vierecke  verbindet,  durch  den  ge- 
netnschaftlichen  Dnrchschnittspnnkt  der  drei  Mittel- 
linien d^d^d^  des  Urviereckes  hindurchgehen,  nnd  von 
demselben  halhirt  werden  mnss. 

Ist  das  Urviereck  ein  Sehoenviereck,  so  verwnndelt  ucb  des 
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abgeleitete  Viereck  des  §.  I.  in  einen  Punkt,  nämlich  den  Mittel- 

Sunkt  des  umgeschriebenen  Kreises.  Daraas  folgt  dann  sogleich 
er  iiitertiSftD^  SSatx:  «»ilasB  in  jedem  SehneJi Vierecke  die 
secbe  Perpeedikel  eee  den  Mittelyaiikleii  der  aechs  Sei» 
ten  auf  ihre  Geg-enseiten  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden,  wciclier  mit  dem  (Zentrum  des  uin^e- 
achriebeueu  Kreises  uud  dem  Durcbacbuittäuuukte  der 
drei  Mittellittien  des  Viereokes  ie  einer  nndf  dcrielbeBv 
Geraden  li^gt»  die  von  dtm  letsleren  Punkte  gennu  hal- 
bijrt  wixd« 

III. 

Ein  drittes  Viereck,  welches  mit  den  bereits  untersuchten  eng 
susammeuhängt,  entsteht  durch  die  Dur chscbni ttspnakte  der 
Höhenperpendikel    in  jedem    der   vier  Hauptdreiecke' 
T|7,T,T«,  (Tat.  I.  Pia.  13.)  Zieht  man  die  Gerade  JTl  ||  JD, 
•O  mti  1^3=:  C^  — sin  y/  =  Ä(cot  —  cot  (^,)) 

+  sin  ^.  Dies  sri^bt  durch  Substitution  aus  Nr.  2.  die  Glei- 
chung A'3  =  2a,  H-  «,  sin  .4,  mithin  (13)»  =  (A'3)» »  cos  ^J. 
Macht  man  für  die  übrigen  Seiten  des  neuen  Viereckes  ähnliche 
Entwickelungen,  ie  ergiekl  ileks 

(24)»je=s*»  -|-4a»  —4a  a   sin  ^ 

(13)  ' H-4a,» -h4a,ff,  sin  Jti 
(23)»  =  Ä»  -|-4b»  —4b       sin  b[ 

(14)  »=sÄ,»  +  4b,»-|-4b,Ä|  ein 

(12)*ss0>  ^dic*  —de  e  na  C'l 

(34)«csf,*n|.i4c,«-|-4€,i7i  eis  C/. 

Diese  Ansdnieke  Isi^aep  eb^  neeh  eine  besMfkenswertke  Cnfer- 
wuig  la. ,  Es  ist  nenlich  necb  ,^elat  Nr.  95/' 

ar,   — « , » T,  y,  =5  jr^s^  \ 

und  mit  Hülfe  dieser  (iloicbnugen  und  der  AusdrUcke  IVr.  4.  ver- 
wandeln sich  die  in  ^r.  Ii),  zusummengestellten  Werthe  der  einael- 
tten  Tieretksseifen  In  neebfolgende; 


(28)« »b*  .ai±r^— d> 

(14)»  =;b.>,2i^ 
(12)»  =s«» 

(34)»  =  c.».2i^-r, 


Digitized  by  Googl 


Ilittefat  4i«Mr,  in  der  That  lehr  einfacheli ,  Ansdrücke  kann  num 

jeder  andere  zu  dem  neuen  Vierecke  g-ehörige  Werth  leicht  c^efun- 
deo  werden.  Nennt  man  z.  B.  die  doppelteo  Vcrbindnogslioien  der 
Mittelpunkte  der  Seiten  (24)  nnd  (13),  ferner  (23)  und  (14)  aod 
mttifh  (1%)  BDd  (34)  besiehnngsw^ise  tat,  weil  Hets 

(MP— a,«|)  alB  ^=r(b^— b|^i)  «in  ir=a(<0— CiC.)  lis  C=^ 
leiu  musay 

*..=4(H.M«)  -  if!j 

=4(1+»*.)  ^^r. V  +  f^;- - 

Bezeichnet  man  ferner  die  zu  t^t^r,  gehörigen  charakteristischen 
Winket  des  neuen  Viereckes  beziehungsweise  mit  A*B'C\  so  ist: 

— /,»=4(24)  (13)  C08  ^'=-:4(l-H.U»)  aa^  cos  A\ 

/,»  =  4(23)  (14)  coi  Ä'  =  4(l-+-4>t»)        coa  ^|  20. 

^="4(12)  (34)  eaa  Cr'=:4(l-^4^>)  ctf.  coa  C) 

Fir  die  von  ie  zwei  Satten  des  abgeleitelall  Viereckea  eingeachltfa- 
aeaeii  Wi»kei  ergeben  älch  die  Wefdie: 

2(24) (23)  eos  (324)  =--.47,  |cot  (a^)  -|-2(l+2>&«)  cot  {a^b,)\ 
1(14)  OS)  eea  (sU)  =5—47,  |eet  (ar.^|>f^80H-S**)  eet 
2(24)  (14)  cot  (241)  =s^4  7,  (cot  (o^,)  +^(l+2^')  cot  («,^)  | 

(13)  coa  (2^1)       i47«toat \a\h)  -HHl+^<)  cot («^,) j 

Anf  eineai  «nderen  aÜ^rdiai^  liolnlteb  yeitlftnfigen  Wege  findet 
aMB  ancb: 
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woraus  sich  ziemlich  eiofache  Formeln  für  die  Flacheoinlinlte  der 
vier  Hauptdreiecke  des  Viereckes  I23-i  ableitcu  lusaen.  hat  in- 
deisen  kein  growM  lotereise,  diese  UntennicboDg  weiter  fortsn- 
letseiii  Oed  ich  beschränke  mich  daher  darauf,  Doch  zu  erwähne», 
daaa  wenn  das  ürviereck  ein  SeJinenviereck  wird»  eladenB  nneh 
Nr.  16.  Qod  21.  auch 

(24)3=«    (S3)r=3  {i%)=e 

(13}=ir.   (14)=*,   (34)  =  c,  ^ 
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werden  muss.  Construirt  man  daher  in  einem  Sehnenvicr- 
ccke  die  Durcbächoittspunkte  der  Höhenperpendikel  in 
4l«B  vier  Ilauptdr«i6t€keii,  lo  bi14eii  diet«  die  Bcken 
•iaeH  dem  Urvierecke  co ngruentea  l^iereckcs.  Wollte  man 
noch  weiter  srehen  und  auch  noch  die  gep^^ensoitig'e  l^age  der  glei- 
chen SeitoD  erörtern,  so  miisste  tn;in  in  dem  allgemeinen  Vierecke 
l'M  die  \  erbinduBgsUuieo  jedes  fc^ckpunktes  des  letzteren  mit  der 
caisprecbeDdeo  Ecke  des  Urrier^ckes  tocben.  Man  erhält  für  dieae. 
tSendeli  Mkr  elegante  Wertlie,  wie  s.  B. 

nd  Bsdet  dedweh,  data  ini  Sehneavlereeke  und  deii  aiia 

Ihm  abgeleiteten  Vierecke  die  lionioloffen  Seiten  aneh 
aech  paralle l  sind;  so  dass  also  die  Ecken  des  einen 
Ton   beiden   Vierecken  immer  auch  die  Durch sch ni tts- 
punkte  der  Höhenperpendikel  to  den  vier  Hauptdrei-> 
ecken  des  anderen  sind*). 


•  * 


■  XV. 

Ceber  die  perspectiyischen  Lagen  eines  Strah- 
ImMschels  auf  einer  projectivischeii  CieredeiL 

Von      ,  , 

Herrn.  A.  Göpel 
;  •  V.  •    •    •  IV  Berlin»     ,  • 


1.  Wenn  ein  Strahleubüscbel  ^  d  von  einer  beliebisren 
Geraden  geacbmcten  wird,  a«  l|pidet  jbekanntlicb  swiaehen  den  Ab- 

*)  Von  den  hier  erörterten  .  SaUen,  inaofem  sie  sich  aiif  ein  Viereck  he- 

liehen,  da.s  kein  Sehnenviereck  ist,  möchte  wohl  kein  einziger  bekannt 
sein.  Die  durch  specieile  Anwendung  auf  das  Sehnenviereck  daraus 
abgeleiteten  Theoreme  sind  bereits  befannt,  and  finden  steh  snm  Tb^- 
bei  Piiissatit  und  in  Crelle'.s  Journal,  von  "\vo  aus  sin  in  die  Anhänge 
zur  (Icut.schon  L  ebersctzung  der  \aii  Swinden'schen  Geometrie  überge- 
gdugen  sind.  Kine  vollständige  Zusammenstellung  aller  dieser  Sätxe 
aber  dea  Sebnenviereck,  mit  eleganten  ajntbeÜBeben  Beweiaen,  enibftlt 
Saniea  Lefarbocb  der  GaMietnat' 


% 
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ständen  der  bczieblicheu ,  DurclischoUtpDUDkie  a,  b,  c,  t>  dasselbe 
.Doppclferbiltoin  statt,  wie  swiiclien  aeo  Simfe  der  entnireeheB- 
den  Winkel  dei  StnUMblHkels,  nftnllBb 

a\>    ab       .sin  alt    sin  aä 

üfligekeliit,  fiedet  switcben  den  vier  ^MAft*  0«  ^  c,  t  einer  ^ 
Geraden  und  zwischen  vier  Strahlen  eines  Strahlen  hü  s«bels  «r,  S^'" 

c,  #/ eine  Gleichheit  der  ohig-pn  Onp^elverhältnisse  statt .  so  kann 
man  das  Strahleobüschel  und  die  (lerade  so  l^f^en,  dass  die  Punkte 
0,  b,  C,  b  aof  den  ents|irechenüen  {«»trahien  liegen,  d.  h.  das«  beide 
Gebilde  sieb  üi  perspeellffMier  Lege  befinden« 
De  enn 

'    "^^ .  £5  .   ^ .  i5  bc  ^  ba 

bc  *  >c  —  «b '  €•     ba '  ba        *  ob  * 

•iit«  in  knnd  fedte  dieidr  llo|iffllT«diftitaHlne  des  obiff<;o  VerbSlt- 
nisse  zwischen  den  Sinus  gleich  gesettt  werden «  und  ei  ergiebt 
eieb  dm»  dniii  4i»  PmU^te. 


Hiebt  nnr  den  S^ble» 

londern  auch  denen 


d,  b,  e,  b 

i)         c,  ä 


3)  e,  d 

4)  4/,     ^  «  , 

entspi^hend  gedaebt  nnd  mitbin.  wMfih  beide  Gebilde  auf  dieae  vier- 
^Mdie  Art  in  perspectivische  I^gpp  jf^hracht  werden  können. 

Sind  überdies  die  Stc^blen  des  Büschels  und  daher  auch  die 

sb  sb 

Pnnlite  der  Geraden  barineniscb,  d.  b.  Ist  tt  :  r;  ac=  ,1 : 
SO  liat  man  auch  noch  ' 

öb^ob  -  

bc  •  bc  —  *  — 

ob. ob  bo.bc  i^.fb   ^.bo» 

bc  *  bc     ab  '  «b      ba '  ba      cb  *  ab* 

Vergleicht  man  diese  vier  DoppelverbSltnisse  wieder  Mit  de«  der 
Sines,  aa  findet  sieb,  ddsa  di«  JPnnlOe 

«•     c,  b 

aneb  dee  Stmblsn 

•  5)  «,      c,  ^ 

'        4;  flfj  .^,  c 

^)  4  A  4  # 

entsprechend  genommen  werden  iiiiinAM  .und  dw.^U/io  in  d/?p  be- 


« 
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•onderD  Fülle  von  karinoni&cbeD  Gebilden  eine  achtfache  pergj>ecti> 
titele  Laf^  aSglivb  wird. 

losofern  aber  bei  einer  jeden  der  angfefübrten  Combi natioBCa 
der  Mittelpunkt  des  StrablenbUscIiols  sowohl  diesseits  als  (symme* 
triscb)  jenseits  der  Geraden  liegen  kann,  so  wird  sich  die  Änzithl  ' 
der  möglichen  La^ea  verdoppeln  und  im  Allgemeinen  8,  aber  im 
Falle  von  barmoniscbeii  GebudieB  16  mid.  Beseicbnet  man  die  ver« 
iebiedeneD  Oerter  dei  Mittelpunkts  des  perspectiviMben  i$tr»Uen* 
bäscbelä,  die  obwli«llb  der  Geraden  befindlich  sind,  dem  aufgesteU- 
teo  Schema  gemäss,  mit  1,  2,  3,  4,  (5,  ö,,  7,  8),  und  die  entspre- 
cfaenden  unterhalb  der  Geraden  mit  l',  Ü',  3',  4',  (5',  6',  7',  8  ),  so 
iebrt  der  Anblick  Jenes  Schemas  sogleich,  welcher  Winkel  des 
Strablenliaicheli  auf  irfrevd  AhMbnilta  der  gegebene!  Gera- 

den bei  irgend  einer  der  perspectiviscben  Lagen  steht.  So  z.  B. 
steht  niif  cic  hei  der  l^as^e  1)  d«>r  Winkel  flrc,,  aber  hei  der  Lage  3) 
,  der  Winkel  ac\  d.  h.  der  Ne|)cnwinkel  jenes  Winkels  ac^  weil  in 
diesem  Falle  zwischen  den  Strahlen  a  und  c  der  Strahl  //  liegt, 
wibrend  im  ersteo  ^alle  der  Strahl  6  daswisehen  liegt.  Dasselbe 
filt  für  die  Lage  S'),  nor  dass  bler  der  Winkel  ai/  unterhalb  def 
Geraden  «od  desshalh  der  Winkel  mc  oberhalb  der  Geradeo  »of  ac 
«ebt. 

2.  Denkt  man  sich  nun  die  Gerade  in  der  Ebene  festliegend, 
80  darf  olfeubar  nur  einer  jener  Mittelpunkte  \,  2,  u.  s.  w.  ge^^c* 
bei  ieio,  ood  es  wird  dadurch  auch  dai  Strahleobfischel  lud  deni* 
lachst  auch  alle  übrigen  Mittelpunkte  bestimmt  sein.  Es  kann  als6 
gefragt  werden,  in  welcher  Beziehung  diese  8  (oder  16)  Mittel- 
punkte zu  einander  stehen,  und  wie  aus  einem  von  ihnen  aIlc,Übri- 

gea  durch  eine  cinfacbe  Coustruction  zu  finden  sind.  (S.  Steiner'& 
atwiekelunff  der  Akhtngigkirl't  n.  i.  w.  liiihaB{g)l.  Dlii 
gcgeawärtig^ei  Abhnndtuog  soll  diese  Frage  beantworten.  ' 

3.  Es  werde  fürs  erste  ein  helietiiges  StrahlenbUschel  be« 
tnicbtet.  Der  Anblick  des  Schemas  zeigt  ohne  weiteres,  dass  In 
den  Mittelpunkten  1  und  2  der  Winkel  alt  auf  ab  steht.  Folglich 
liegeu  die  Punkte  a,  b,  1,  2  in  einem  Kreise.  Dasselbe  gilt  von 
fca  Puakfeb  c,  t,  1,  2,  weil  den  Schema  lufol^e  in  den  Mittel«* 
^okteo  1  und  2  der  Winkel  cd  auf  cb  steht.  Zieht  man  die  ge-  . 
«einsfhaftliche  Sehne  12  dieser  beiden  Kreise  (Taf.  II.  Fig.  1.)  bis 
ZD  ihrem  Durcliscliiiittspunkte  f  mit  der  Geraden  0^,  so  ist  die 
Potenz  des  ersten  Kreises  in  Bezug  auf  f:  - 

fl.ftsnfa.lhi^ 
«d  die  des  sweümi  BrilBess 

4 

fl.fiasfe.p»;' 

Der  Funkt  f  also,  in  welchem  die  Gerade  12  die  Gerade  ab  schnei« 

iet,  ist  nur  durch  die  Punkte  a,  b,  c,  b  bestimmt  und  unabhängig  '  >' 

VW  den  Winkela  des  StraMeahiMdbtla. 

Bhea  so  liegen  die  Punkt  b,  3,  4  und  c,  b,  3,  4  in  Kreisen, 
^ren  gemeinscbaftliche  Sehne  34  die  Gerade  05  io  einMi  f  oakle 
f  schaeidtB  wird»  lor  welehen  .  ' 
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f3:f4  =  fc..ft5 

MgUch 

fa.fb  =  fc.f«> 

igt,  und  der  daher  mit  dem  FvBkte  f  susMineiifllllt,  da  beide  iflser^ 
kalb  h  «od  C  liegen. 

f^anz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  (weg-en  der  Kreise 
abH,  bcl4;  ab23,  bc23)  die  Geraden  14  und  23  sich  aaf  der  Ger»* 
den  ab  in  «inem  l'unkte  q  trettcn,  für  welcheo 

öl.  04  =  02.  g3=: 

ist,  und  der  ebeaao  wie  f  mir  dnreb  die  Paukte  i»,  ^,     d  be* 

itiyvint  ist. 

Aus  dem  Obigen  folgt  nun  unmittelbar,   dass  die  Bütte  I  - 

6 unkte  1,  2,  3,  4  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Püteuz  io 
esuff  auf  f  gleich  fa  .  fb  =■  fc .  fb.  und  in  Bezug  anf  0  gleiek 
0a*'^  =  db.dC  ist,  und  desseo  Mittelpunkt  deshalb  senkrecht  über 
einem  hestimuitea  Punkte  e  der  <ieraden  ab  liegt.  Dieser  Puakt  e 
erhält  seine  Bestimmung  dadurch,  dass  die  Putenz  des  Kreises  in 
^ezusr  auf  f  gleich  fe .  f0,  folglich  in  Bezug  auf  0  gleich  0e  • 
und  111  Bezug  auf  e  gleich  ef .  €0  ist. 

4.  Oie  angeführten  Besiebnngen  der  Punkte  c,  f,  9  ergeben 
auch  noch  andere  Bestimmungen  denelben.  Beschreibt  man  nämlich 
über  ac  und  I  b  als  Durchmessern  zwei  Kreise,  die  sich  in  0  schnei- 
den, so  i!^t  oÜenbar  wegen  ga  .  0b  =  0b  .  0C  der  Punkt  0  ihr  äusse- 
rer Aebniichkeitsnunkt,  und  der  Punkt  f  wegen  fa.fb  =  fc.fb  ihr 
innerer  Aehnlichkeitspunkt  Folglich  geht  der  Kreia  llber  fg  als 
Durcbmeaaer  ebenfalls  durch  0  (er  hat  mit  den  KreuWB  Über  ac  ond 
\fb  eine  geneinacbafItUcbe  Poteaslinia);  «nd  ea  iat 

*  fa.fbsf».fo« 

0fl  .  0b  =  00  .  00. 

Da  Quu  die  Potenz  des  Kreises  1234  fa  .  fb  =  fe .  f0  ist,  so  folgt 

•  fc.f0  =  fo.fo, 

mithin  ist  ce  senkrerlit  auf  ab  oder  c  liegt  auf  der  gemoinsrhaftlichen 
Sehne  der  kreise  über  ac  und  bb.  Deahalb  hat  man  endlich  noch 

ca .  €€= eb .  cb  (=sce . C08«r - 

welebe  Beatimmang  des  Pnnklea  e  den  obigen  für  die  Pnnkte  f  nnd 

0  ähnlich  ist.  Audi  hat  sich  ergaben,  dass  die  Potens  des  Krei- 
aes  1234  in  Bezup:  auf  dir  Punkte  e,  f,  0  beziehlirh  co  .  CO,  fc  .  fc, 
00  .  00  ist,  so  wie  sie  überhaupt  fnc  irgend  einen  i:*unkt  p  der 
Geraden  ab  gleich  po  .  po  sein  wird. 

'S«  Heber  die  in  3.  entwickelten  Lagenheziehungee  lieaae  aicb 
noch  viel  Binaelnen  bemerken..  Zieht  man  s.  B.  irgend  einen  Breia 
1234,  den  angegebenen  BedingiingeB  etttmeckena,  und  legt  nwa 
Ten  0  aus  die  beiden  Tangenten  an  denselben,  so  füllen  uÄTenbar 
die  Punkte  1  und  4  in  den  einen  Berührungspunkt  (14)  und  die 
^uukte  2  uud  3  in  den  andern  (23)  zuAaaunen,  wo  0(l4)=:0(23)=0o. 
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Dieser  Fall  findet  statt,  wenn  io  dem  (übri|j^eus  immer  projectivi- 
scbeo)  Strahle  ob  iiscbel  adcd  der  Winkel  aö=^cd  ist,  wie  daa 
M«u  zeigt.  l)w  PtaDkte  (14)  und  (23),  für  welche  die  vier  Mit« 
telpBDkte  in  zwei  suaammentallen,  liegen  daher  aof  zwei  Kreiien» 
deren  Mittelpunkte  C|  und  f,  und  deren  Halbmesser  beziehiich  gi> 
■nd  fo  sind.  Für  den  Durchschnitt  o  dieser  beiden  kreise  fallen 
alle  vier  Hittelpunkte  in  diesen  einen  zuaammeu.  U.  s.  w.  Ich  will 
•ich  aber  bei  dergleichen  Betrachtungen,  die  aus  dem  Gesagte v 
vea  eelbaft  folgeo,  Bidit  enfkallttiu         .i'i.i  r^t  .  •  -rah> 

6l  Aw  der  Geitaltung  der  Pigir  erkellet  noo  Mch^  dais  die 

Pnkte  1»  %  4*$  1,  2\  X  4  ebenfalls  in  Kreisen  liegen.  Wen- 
det mnn  das  oben  befolgte  \<'rf;iliren  z  B.  auf  die  Punkte  1,  2. 
3*,  4'  an,  so  findet  sich,  dusä  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  auf 
einer  im  l'iuilvtf  Senkrechten  lie^t^  und  dass  di^  Geraden  12^  3'4' 
nck  io  f,'  dnETf'R'en  dte  IQeraden  13',  24'  sich  in  e  schneiden.  U.  s.  w. 

•7.  Wenn  daa  Gebilde  ä,  b,  c,  t  nicht  m^Ut  gegeben  ist,  so 
Mea  anch  alle  unter  3*  aafgestelltea  Bedingungen  für  deo  Kreis 
1234  weg»  nnd  es  bleibt  unter"  den  Punkten  1,  2,  3,  4  Dar  die  Be*' 
ziehQD£r  nbriff,  dass  sie  auf  rinrm  Kreise  Üfp^en.  Ks  können  dem* 
nach  umgekehrt  vier  beliebige  im  krct8('  liegendr  Punkte  1,2,3,4 
liie  Tier  verschiedenen  Lügen  des  Mittelpunkts  eines  8trablen- 
bieeliele  Toralelleii  und  Ine«  k«in  ans  ibnen  eiri  sugehSriges  Ge- 
bilde     b,  c,  b  folgendermanea  ableiten. 

Der  Ditfcbsclinittspuiikt  von  14  ond  23  faeisse  g,  der  von  W 
nnd  34  heisi^e  f.    Die  Nenkrccbte  aus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
123i  auf  fc)  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt  e  uiifl  riut  dprii  über  fg| 
aid  Durcbmei>ser  be:i«:briebenen  Kreise  den  Punkt  d.    iNuo  wähle 
■aa  »af  %  Mm  Msten  Pnnet  •  beiiebtg;  fiestiue  dann  mittelst 
des  recl^eB  Winkels  aDC  den  Punkt  c  und  mittelst  der  Beziehung 
j}b  .  i^c  =  «.TO    HP  d(  u  Punkt  b;  der  rerlitc  Winkel  bf>b  bestimmt  dann 
den  vierten  Punkt  t.    Da      .  Qi  —  vio  .  vio  ist,  su  wird  auch  fja  .  gb 
=  go.0O;  mitbin  ist  ii|  der  äussere  Aehnlicbkeitspuokt  der  Kreise 
iber  at  nnd  b{^;  i  Da  eadKch  gof  ein  rechter  Winkel  ist^  so  ist 
4^  innere  Aehnliekkeitnfiünkt  nod  folglich  fa  .  fb  =:fc .  fb=»fe  .  fi».< 
Die  Paakte  a,  b,  c,  ^  buben  also  die  zufolge  3.  erforderliche  Lage 
in  Bezog  auf  g,         und  folglich  werden  diV  StrablcobUsebel 
Ib,  Ic,  fb:  2b,  2n.  26,  2c',  u.  s.  w.  identisch  sein. 

8,  So  viel  liier  das  allgemeine  Stralilenbiischel.  Ich  komme 
nun  zu  dem  Fall,  in  welchem  die  t'eliilde  harmonisch  sind,  und 
neck  vier  andiere  Mittelpunkte  5,  6,  7,  8  existiren.  - 

Fürs  Erste  ist  ans  der  zweiten  Hüfte  des  Schemas  klaf dass 
diese  Mittelpunkte  dieselbe  Beziehung  zu  einander  haben,  als  die 
Mittelpunkte  1,  2,  3,  4.  Sie  vrerden  daher  in  eineni  Kreise  liegen, 
der  mit  dem  kreise  1234  die  Gei'ode  nfc  ^nr  Linie  der  gleichen 
Potenzen  hutj  und  es  wird  58  und  67  mit  Vi  und  23  in  a  xusam- 
■cfttreiba  n.  «tW.  Dass  jaber- die  Kr  eis«.  ^vd  $678  sä* 
lABaen/vIlea,  soll  im  Folgeoden  bewieaeo  werde rj. 

Das  Scbcmn  zeigt,  dass  die  Punkte  a,  C,  1,  3',  ,  7  und  fl,  (, 
r,  3,  5,  7'  in  Kreisen  liegen.  (Tuf  II.  Fig.  2.)  Üese  Kreise  sind 
einander  gleich  und  iaabeo  nur  eine  symmetrische  Lage  tu  ac.  Fer- 
ner geht  durch  dir  Punkte  bMS'tiT  ein  Kreis,  der  also  oberhalb  ac 
den  ersten  in  1  und'  d^n  zweiten  in,  5  scbnieldet.  «Man  terbinde 
den  Fluid  l  .jnll.fleni  dankte.  Pi  Mitte  toa  ac*  dnrck  eine  Gerade 


pl,  di>  dm  Krtife  üctlST  obtitttlb  ac  i«  Pmkt«  m  md  deb  Kff«l«  . 
bM8'9T  sniB  sweitronale  Im  Punkte  it  sehnddet  Dmh  tat 

als  PoteoB  des  Kreises  bbl3'57'  in  Bezug  auf  uod 

pl .  pm  =  pa  .  pa, 

weil  p  offeDbar  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beides  Kiaiw 
Uber  ac  ist.   Nun  ist  aber,  weil  a,  h,     b  barmoDisck  sind, 

pa .  pa=3pb .  pd, 

falg;li€|i  aneb 

Bi  flUlt  daher  m  mit  II  ia  den  eiaan  ftaltt  5  aaaäamaa ,  in 

dam  sich  die  beiden  Kraiae  acl'357'  uod  bblS'ST  scbDeidaa;  die 
Pankta  p«  1,  5  lia|pen  auf  ainai^  Geradan  mid  ea  iit 

pl .  p5     IM  •  pa  =s  90  ..pp. 

DIaa  latate.  Prodakt  tat  aber  dia  Pataas  daa  Kraiaaa        in  Baan|r 

auf  p;  folglich  liegt  der  Punkt  5  anf  dieaaia  Kraiae  mmd 
daher  auch  die  Punkte  6,  7,  S. 

Auf  dieselbe  Art  überzeugt  man  sieb  (nm  kürzeiten  durch  f^- 
liörige  VertttuscbuDg  der  BucJustaben  des  Sclicmas),  daas  auch  die 
Punkte  p,  4,  6;  p,  2,  8;  p,  3,  7;  ferner,  wenn  die  Mitte  von  bb 
aiit  f  - baieiabaat  wird,  (y,  1,  7;  %  6;  <),  3,  5;  q,  4,  8  anf  G^'» 
raden  li^aren. 

0.  \'ln  ist  nun  noch  das  Verfaalteu  der  Punkte  i).  f,  p,  q  zd 
einander  zu  ermitteln,  in  denen  sich  die  \'erbinduDgslinien  der  auf 
dem  Kreise  vertbeilteu  Mittelpunkte  1,  2,  3  ...  8  zu  viereo  sckoat« 
dei^,  nai  die  Baaiebunv  deraelbeD  noabhängig  Tan  .dem  barmanU 
aaben  Gebilde  a,  b,  C,  b  vollstäadiff  festzustellen. 

Einerseits  ist  das  StrablenbiiscTiel  lg,  Ip,  If,  Iq  mit  tlen  Strab* 
lenliiischel  8q,  8(),  8p,  8f  identisch  und  ifolglich  auch  projertivisch, 
weil  sich  die  entsprechenden  Strahlen  beziehlich  in  den  Punkten 
4,  5,  2,  7  des  iüreisuaifaoges  schoeideo  und  deshalb  die  Winkel 
zwischen  je  swai  Paaren  entspreebendar  lilrablen'  daander  glaicb 
sind.  Andrerseits  ist  dasselbe  Straklaabiiiehal  lg,  Ip,  If,  1^  mit 
dem  Strahlenbüschel  8i),  8p,  Sf,  8q  projectivisch,  weil  ^ich  die  ent.  ' 
sprechenden  Strahlen  in  den  Punkten  der  Geraden  0,  p,  f,  q  schnei- 
den. Folfflich  ")  sind  beide  StrehieDbüscbel  harmonisch,  fulglicb 
ancb'die  Paafcte  g,  p,  f,  q. 

Diesem  zufolge  ergiebt  sich  eine  neue  Baitimaiuug  der  Punkte 
Q  und  f  aus  den  gegebenen  harmonischen  b,  c  t.  Dk  nänlicb 
pa «  pa     pQ  •  pD  =  pb  .  pb  ist,  so  berührt  die  Gerade  po  den  JLreia 


•}  In  ^er  A}>hiindlung  des  Herrn  Dr.  RHdell  (Th.  1.  Nr.  XXIIT.)  ist  ge. 
zeiffc  worden,  dass  wenn  zwei  Gebilde  (iStrableubdschsl  oder  Funkten* 
leibe)  a,  6,  c,  d;  tt,  b\  e\  d  projectiTUeb  sind  aad  es  iiutb  ia  'der 

.    Beziehung  m,  it,  c,  d  und  a,  0,      A'  (oder  c',  b\       d)  bleiben,  in 
welcher  ein  zugeordnetes  Paar  It,  d  (oder       c')  vertauscht  worden  : 
ist,  dann  beide  Gebilde  harmonisch  sind.   Der  Anblick  der  zweiten 
HSIfce  unsers  Scheraas  lehrt,  dass  dies  auch  dann,  der  Fall  ist.  wenn 

ni'luTi  (Irr  PrnjoctiTitär  von  «r,  />,  r,  //  und  H^,  A',  c',  d  nocb.die  TO© 

0,  it,  Cy  d  und  ^,  d,         (oder  d,         d)  SUttdndet. 
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iiier  is  nod  Bteht  mitliin  senkrecht  anf  dem  Halbmesser  der* 
selben  c^o.  Daher  liegt  der  iMittelpunkt  r  des  Kretse;^  poc\  in  der 
Mitte  von  pq.  Aus  o|ew*^'^"'"  ^^runde  Wegrt  wessen  des  barmoDi- 
scbeo  Ivebildes  p,  f,  q,  weuu  die  Mitte  vua  >uit  ^  bezeicboet 
wird ,  der  Mittel|niiikt  des  Kreiaea  f^t  In  der  nitte'  ron  (r.  Hao 
darf  also  nur  durch  den  Punkt  f  «nd  die  Mitte  t  von  p9  einen 
Kffis  ziehen,  dessen  .Mittel|rtinkf  «uf  ab  liegt;  dann  bestimmt  der 
andere  Endpunkt  des  Durcbtnessers  den  Punkt  \).  Uer  Krei.^  um  t) 
Bit  dem  Uaibme^er  t)»  schneidet  dean  in  deil  Pankten  q  und  f  ein. 

10,  Aua  dem  Geaagteo  eraieht  mao  leicht^  dass  auf  irgend 
einem  Kieiae  nnr  vier  von  den  Mittelpnnkten  beliebig  angenoamen ' 
werden  därfen ,  daaa  aber  dann  jedeamal  die  vier  sugehörigen  be* 
stimmt  werden  können.  Hat  man  z.  B.  aus  den  vier  x^iilkünrlicben 
Punkten  1,  2.  3,  4,  wie  unter  7.,  die  Punkte  e,  f,  o  abgeleitet, 
iu  iejge  muu  vuo,  ^  (Milte  von  (jf)  aus  den  reciiteu  Winkel  Qor,  der 

den  Pnnkt  t  beatimmt '  An»  f  Ueaebreibe  mH  de«  Holbaeaaer 
O  einen  Kreis«  der  die  Punkte  p  nnd  .<|  ergeben  wird.    Zieht  man 

nun  die  Gcmden  pl,  r2,  f^,  so  schneiden  diese  den  Kreis 
1234  noch  eioDi.il  in  dm  cresuchten  Punkten  5,  6,  7,  8;  und  dann 
lies:en  auch  nocii  auf  i^eruden  die  Punkte  0,  5,  8j  0,  6,  7;  f.  5^  6, 
f,  7«  8;  q,  1,  7,  2,  6;  q,  3,  5;  4,  8.  —  Die  harmoni&chen 
Pnnkfte  a,  c,  b,  in  Betug  auf  welche  die  eben  gefundenen  Plinkie 
die  reracbiedeoeB  Lage»  dos  Nitlelpunkts  eines  harmüniscben  l^trmh- 
lenbnschels  bezeichnen,  werd(>n  e.ndlich  mittelst  der  Kreise,  UM  P 
■ad  q  mit  den  liezUs^üche rt  Halbmessern  fo  und  qo  bestimmt. 

.'11,  Da  zvfischeu  den  i^uukten  1  biti  8  uiebr  Beziehungen 
rtattfiodeiii  nia  xor  Beatiium^Q^  Jhrer  gegeoaeitigen^  Abhängigkeit 
atforderlieh  aind,  so  bilden  die  überzähligen  Bedingungen  Lehr- 
satze» die  sich  iirrahhrinfri'JT  von  (inm  harmon isdien  Ge^II(^  (I,  b,  C,  b 
aussprechen  lassen,  tin  Hrispiel  hievitn  bietet  die  vorig-e  \ummer, 
in  der  von  beliebigen  vier  Punkleu  im  Kreise  ausgegangen  wurde. 
Jiaa  knoo  aber  auch  von  den  beliebigen  vier  barmoniscben  Punk- 
ten ^,  Pj  fy  .q.  ausgehep.  Beschreibt  man  nänlicb  ir^nd  einen 
KreU  von  der  äfften  erwÜbuton  Beschaffenheit «  so  bestimmen  sich, 
ron  einem  beliebigen  Puakte  1  desselben  ausgehend,  z.  B.  durch 
die  Züge  gM;  q4S;  pS2;  qiC);  f(>!3:  q^Sj  p37  der  Reilie  nach  die 
Punkte  4,  8,  %  ^,  5,  'i,  1,  deren  Lüge  so  beschutteu  ist,  dass  die 
2ijge  ql7;  gfSSi  ^26;  u.  a.  w.  ebenfalls  geradlinig  sind. 

^nsaerdeq  laasen  sich  in  der  Ptgnr  noch  viele  geradlinige 
Penk tep reiben,  so  wie  Zusauimentre^en  von  Strahlen  aad  sonstige 
Eigeobeiten  nachweisen,  wenn  man  gewisse  Theile  der  Fi^ur  ver- 
änderlicfa  sein  läsat.  leb  führe  sie  nicht  an»  weil  sie  nicht  von 
Wichtigkeit  zu  sein  scheinen.        '       '  ' 
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XVL 

üdbungsaufgab^n  fikr  Scbttler« 


Man  soll  die  folgenden  goniometrischen  ForiBela  4>eweiieo. 

1)  sin  aH-M»  r""»**  («-l-/^H-r) 

2)  cof  fi'-^co»  ß-Y-cos  {a-\-ß-\-y) 

=  4co8  l{(t-\~ß)  cos  Ui^-t-^)  cos  Ky-*-a) 
3}  sin  o-f-sio  ß  —  sin  y-f-sio  (a-h/J-hy) 

s4nn  4(a-^/S)  cm  Hß-i-r)  + 
'  4)  cos  a  +  coi  ß-^tM  /«»cos  {(st^ß'^^y) 

=4cos  *(i»-f-«  sin  sin  «r-l-«) 

StD  ^ >f- sin  y  —  sin  (g  -f- -f- y) 
'  CM  tf-l-cos  y  +  cos  .' 

==tang  4(a  +  /?)  taog       +     Ung  i(y  +  a) 

ain  g  -4-  sin    -f-  sin  y  —  sin  («  -|-  /9  -j-  y)  ' 
'  sin  o -4- sin  ^  —  sin  y sin  (o -f- -4- y) 

=  tuDg  i(/SH-y)  taug  i(y  +  a) 

— .   CO«  tt  -f-  cos  /g  —  TOS  y  —  cos  («  -f-  /?  -f.  y) 
'  COS  c  -f-  COS  p  -f-  COS  y  -f-  cos  (a  -|-    -f.  y)  .  * 

=  t»»g  itf-*-/)  Ung  i(y-H«) 

8)  --^in  «-f-sin  /?-f..sin  y-sin  ^  4(aH-iJ) 

'  cos  «  -f-  cos  /?  —  cos  y  —  cus  ja  -f-z^-^y)  o  •  r/ 

.       sin  ff -4- sin     —  sin  y-hsin  (rr-4-^-f-y>  W«^/?) 

cos  ne-f-cos  ^•?-j_cos  y-f-cos  (a -f- -4- y)  ^  "^Pf 

10)  sin  a-l-sin  Z^  +  sin  (aH-/^)=4cos  ^  cos      sin  + 

1.1)  sin  a+sin  /}+>iD  (a  — ^)=4siB  |a  cos  i/?  cos  Ka — 

12)  sin  a4-BiD  (aH-iQ=4sin  |a  sin  ^  sim 

13)  sin  o  +  sin  /?— sin  («  —  /f)=:4co8  |a  sin      cos  4(a  —  /?) 

14)  cos  a  +  cos  ^-f- cos  (azt/?)  =     4co8  ^«  cos  ^/J  cos  ^(adzj*?)  —  1 

15)  cos  a4-cos  ß  — cos  («d=/?)  =db4ain  \a  sin  ^ß  cos  ^adb/?jH-i 

16)  sin  (a~/})-|-siB  0*  — y)-4-sin  (y  — «) 

==-4siBi  4(a-«  si.  Itf-y)  sie  l(y-a> 
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17)  CO!  (a  — /9)-4-coi  (/?  — y)4-cos  a) 

=     4co8  iia  —  ß)  cos  iiß  —  r)  cos       —  a)  —  1  * 

18)  sio  (o  +  /J)'-*-sin  (a-  /«?)'  =  1  -  cos  2«  cos  Ji^  ' 
i«)  sia  (a-h/^j*  —  sin  =      2a  «■  2^ 

10)  CM  («-l-n'-^eM  (a-^A*=sl4.«MSa  eos  9^ 
ü)  CM  (a+A*  — eoi        jS)«as=~ii»  S«  tln  2/? 

rio  a*  +  8io  /?»-f-8in  (arb/S)»  =  2|1  — cos  a  cos/?  cos  fadb/?)f  ' 

23)  co8a»-4-co8/J>-hsiD(adb/J)»  =  2|l±8iDa  sin  ^  co»  (arfc/5)} 

24)  «0  0»+  sio  /J»  -i-  cos  (a  zfc  /?)»  =^  1  =p  2siii  a  f in  /?  cos  (a  db  /J) 
15)  eo«o*+eM^*-^eos(ii:±:/S)*s=sl+l€Ota  eos/9  9M{adhfi) 
M)  ra«*+sin^— «siii  (ttdbA*s:fil«in  ci  sio  ß  eos  (äd=A 
17)  eM  a*-f>eos  ß*^»n  («rfc/J)»  =leos  a  cos  /?  cos  (w=*^/?) 
28)  siu      -f-sio  ß*  — cos  («db/S)'  =  1  — 2co8  a  cos  ß  cos  («  =b/S) 
2»)  casa»+cos.^»  — cos(a=l=/J)»s=l=fc2»ina  sio  ^  cos  (adzft. 


Biso  soll  deo  folgenden  geometrischen  Lelirüntz  beweiseo,  m 
welchem  cm  Jeder  sieb  die  Figor  leicht  selbst  wird' conslraim 

kÖDDPn: 

Es  seien  ß,  C  drei  beliebige  Punkte  in  dem  Um- 
fiBg'e  «ioes  Kreiies.  Zieht  moo  onn  dareb*  diese  drei' 
Punlcte  Tengentev  an  den  Kreis,  bezeicliuet  dfee  Dareb- 
scfanittspunkt  der  beiden  durch  A  und  B  gezo^i^encn 
Teogenten  durch  J9,  verbindet  die  Punkte  C  und  O 
dorch  die  Linie  CD  mit  einander,  und  zieht  mit  der 
darcb  den  Ponkt  C  an  deo  Kreis  tcezogenen  Tangente 
eine  beliebige  Parallele,  welche  die  too  A  nnd  B  naeb 
Cgenogenen  Linien  und  i9C  in  «nd' schneidet) 
an  wird,  wie  auch  diese  Purullclc  p^fzns'en  werden  mag, 
die  Linie  EF  immer  von  der  Linie  CD  hulbirt.  Dieser 
TOD  Chasles  in  dem  Jourtiul  de  Mathematiq ues  publid  par 
LioQTille.  Jniriet  1842.  p.  272  mitgetbeUte  Satn  tcann  ¥enB^-  f 
UsssBp  an  Terschiedenen  interessanten  IfolgerUDgen  ^ebeo,  Wbik 
ist  oameotlicb  lllr  die  Theorie  der  sleMograp&iseben'Pro|eetiaa  tn«  • 
Wicbtiglteit.  > 


Aufgaben  vpo  Herrn  Dr.  Haedenkamp  zu  Hamm. 

1.  Wel<!bes  ist  der  Ausdruck  für  das  Produkt  der 
Differenzen  je  zweier  Wurzeln  einer  Oleicbnng  von  ir» 
gead  einem  wrnde  durch  die  Coefficienten? 
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dem  Wuraelo       jr,,  a?^  bIikI,  bat  bmb  baluHialllcii 

2.  Welches  ist  ferner  das  Produkt  der  DUferaBSe» 
je  zweier  Wurzeln  dieger  Gleiciiaag: 

bei  weleber  aoeb  *■ 


'  '  lieber  Aufgaben  für  Glaicbun^en  tobi  sweiten  Grada» 
Von  dem  Herrn  Conrector  Beyer  nm  Gymnasium  zu  Neusteltin. 

Die  Bemerkung,  dass  die  Auflösung  so  vieler  zur  Einübung  der 
Theorie  von  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  gegebenen 
Aafgabea,  eo  bald  die  Glcicbangeo  fiBnairt  eladt  ein  niio  aeebani<-> 
aebea  aad  geUttadtende«  Geschäft  wird,  erteilte  la  mir  den  Wunsdi» 
solche  Aufgaben  aufzufinden,  deren  Auflösung  wo  möglich  ein  fürt* 

Sehendes  Nachdenken  und  eine  stets  gespnnnte.  Aufmerksamkeit  in 
nsprucb  naliuie.  Beim  Suchen  nach  Aufgaben  der  Art  bot  sich 
eine  griia;»«  Zahl  vuu  trigpuoiiietrischeu  dar,  welche  wenig^tteDa 
tbaUweiya  dea  beabaiebtigtett  Zweeke  eatapre^beii.  Als  beweiiaa* 
des  Beiepiel  möse  folgende  dieaen: 

Von  welchen  hohlen  und  erhabenen  Winkeln  ist  die 
Cotang-ente  so  gross  als  das  Doppelte  ihres  Sinus? 

Autli^sung.  Dei;  aligeiucine  Auadruck  für  die  möglichen 
Wiakel  eei      ta  aivu  safolge  der  Aaffpbe  cotg  ^r=2eia  4?  aein. 

cos  cos  tiS 

Nun  ist  aber  cofg  jr  =  -  ,  folglich  hat  man  auch  -r^ — =13sio  jf 

und  daher  cos  ^  =  2sin  a:^.  Vm  mit  Hülfe  dieser  f^«leichuDg  den 
oder  <Ue  Werthe  tou  a:  zu  linden,  s<»  muss  sie  iu  eine  solche  ver- 
i^aadeli  werden,  in  welcher  nur  eine  irigonometrische  Function 

vatkoMat;  Zu  dem  Bade  kann  V^i  —  sin  a:^  für  cos  ^,  oder 
1— caa«*  für  aia^*  substitairt  werden.   Das  erste  Verfabfen  yiebt 

die  Gleiebung  sin  ar«+«<iD  0?»=;,  also  sin  ar=  J=V^— ^db^l^ 


•)  Ich  glaube  in  Betreff  dieser  Aufgabe  auf  tlie  Allhandlung  Nr.  XXXI  im 
2t6n  Theile  des  Archivs,  6.  14  — §.  16.,  verweisen  zu  dürfen.  Die  Ent- 
nvicfcehmg  eines  völlig  independenten  Ausdrucks,  auf  welchen  Herr  Dr. 
Haedenkamp  seias  Absicht  TOn&glich  gerichtet  zu  haben  sobeinii,  iet 
allerdings  .sehr  zu  wünschen,  nml  dieselbe  daher  der  Aufiuetkssiakeii 
der  Leser  t\cs  Archiv«  angclegeutiich  zu  empfehlen.   *  ' 


r 
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Oi  aber  mm  m  JieiM  haagipaire  Grösse  aad  «m  ^  nichl 

iit,  M  kaon'oor  sitt  jfs^ddk'^^^+iplf  nn«!  eoi^s^ss-I+^V^ 
MIO«  Nacb  der  entaa  tob  diesen  beiden  Gleichnngeo  ergaben  sich 

für  Warthe  van  m  oad  avar  1)  ^^^qp,  2)       jgQ«,  3)  ^^270»» 

^  270*  *        t       "  ' 

4)4P^3^«I  die  sweita»  aoa  «^--i+iKi7,  giebt  aber  nur 

iwei,  Dämlich  U<^<^90o        ^)'^^360°*  beiden  letzte- 

reo  sind  diejenigeo,  welche  hier  allein  gebraucht  werden  können, 
lU  ja  cotg  ar  =  2sin  oc  sein  soU«  and  dieae  Gleichoog  nar  fdr 

jr^gQ*  aad  ^^3^«  etattfiadea  IcaaD, 

Äabalicbe  Aalj^abaii  laMea  aicb  bilden  nach  den 
1.  ein  «stM  m 

^  %   tg  ar=3,ce8  x  ' 

3.  sec  ar  =  cotg  x 

4.  coa  ^rz^ain      — coi  or* 
5k  ^caa  «si^  4r*  — 


Man  soll  den  folp^enden  aus  dem  fjondon,  H)dinburgli  and 
Dublin  P  hilusojihiCBl  Magazine.  September  1842.  p.  179 
üllabateB  Sat«  bewaiaea: 

Wann  wie  gewöbnlich  «r,  ^,  r  die  dea  Spitseo  A^'B,  C 
tioei  flpliäriscoeD  Dreiecks  ABC  gegenüberstellenden 
Seiten  dieses  siihärischen  Dreiecks  sind,  von  den  Spit- 
ttnA,B,  6*  durcn  einen  und  denselben  beliebigen  Punkt 
^auf  der  Oberfläche  der  Kugel  bis  zu  den  gegenüber- 
ttebeadan  Seiften  e  dia  Bogen  grSaitar  Rngelkreiae 
a,  ß,  y  gesogen,  und  die  siviacben  dem  Pankte  8  und 
den  Seiten  a,  If,  c  liegenden  Stücke  dieser  Bogen  durcb 
a,  ^,  /  bezeicbnet  Kerdea,  so  i«t  imaier 

*      «io^f       sAjx  ß       sin  y* 
*  «  -  »ain  «'  sin  ff  sin  /  .sin  «  ^' 

I  f  t     .  , 


,   sin  /S  ... 

I  .  r  .1 

-   sin  y  . 
— 7  (I  — -caa  c) 

sin  /  ^  ' 

Die  Seiten  «r,  ^,  c  eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  sich  als 
Verhältniss  zum  Radius  unendlich  kleine  Kreisbos^^en  denken, 
wie  fUi^  d^^^  vuu  seioe|Di  Spitzeu       li^  C  durch  ciueu  beliebi* 
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gm  iPunkt  S  im  ttüm^r  Rbeoe  bis  zu  den  gegeolUiantdiMirfco  Sei* 
n  6t  e  ji^ezogenen  gcrnden  Linien  u.  pl  und  deren  zwiscbea 
dem  Punkte  S  und  den  Seiten  «,  c  liegende  Stücke  o',  /f,  /. 
Unter  dieser  \  oruusüetzuug  iiut  muu  in  der  vorhergehenden  Glei- 
cbuuff  cos  «r  =  cos  ^  =  cos  1;  sin  tt=a,  b\ü  ß=iß^  aiay=:jr^ 
tin  asstiC,  sia  ß^ß^  tio  fss^r  BeteeD,  und  erliill  mm  4«rw 
lelboD.  drao  to^eicli  die  bekannte  Gleiebung 


XVII. 

Miscellen. 

.1    ...  %t»'  . 


In  dem  Cambridj^e  matbematical  Jouniel.  Februery.  1842.  y.  96 
wird  folgende  Ableitung  der  Nopcr'scben  Analogieen  mitgetneiitf 
die,  wenn  sie  sieb  auch  schon  anderswo  ßnden  sollte  °),  doch  je- 
denfalls  nicht  so  allffemein  bekannt  sein  scbeint ,  wie  sie  ver- 
dient, wobei  ich  inmi  nfebt  ibnbeiÜerfct  laiaen  will,  dass  mt  Im* 
mer  deir  Weg,  wo  man  zuerst  die  Gaussischen  Gleicbungen  bewei- 
set, und  aus  denselben  dann  die  Neper'scbe  ableitet,,  welches  selllr 
leicht  geschehen  kann,  wesentliche  Vorzüge  zu  bähen  scheint. 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  2sz=za^  ö-^-c  gesetzt  wird,  so  ist 
bekanntlich,  wie  man  in  jedem  Lebrbucbe  der  apbaritcben  Trigone* 
•Metrie  findet» 

._      .  ^_      sin  it  —  9^  sin  (s  —  A) 

• .  •         •  . 

'•  ,    1  ein  ( M  /»^  I  » 

.   trag       tMg       a=  I 


sin 

sin  (g 

.siii 

sin  (s 

sia 

* 

9 


*)  lu  den  mir  zu  Gebote  stehenden  Scbriften  finde  itb  dieselbe  nirgendi» 
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Weil  ODO  ferner  beksDotlieb 

*     '         siD  6  Sin  c  \ 
■  Sin  a  siQ  c  * 

'  Sin  a  sin  b 

Mt»  und  die  Grössen  sin  a,  sio       sin  c  unter  der  Voraussetzunt^, 
WM  •ile  Seiten  und  Winltel  des  sphärischen  Dreiecks  kleiner  als 
ptod,  ilMitidi  pMitfv  wM\  eo  liabea  die  Grös^eu  sio  #, 

^'°/^~2K".'"  C*--^)»  «la(^— e)'iilfciili«r  «UeglMebe  roneielieo, 
uod  die  Brüche 

»>■>(# -r^)  riir(#««^)   sin  {ß^  m) 
«B  #    '  <    '  •    atn  #  - 

md  ddher  tlauitlieh  positiv.  Also  ist  nach  dem  Obigen,  weil  die 
«ritaM  teig  tan^  iÄ,  tang  ontcr  dto  ift  Rede  alüfrefiafP 
FofMWietiDog  saaeitlieb  potitir  «od, 

taog       tang  ^Ä==— 

tang       tang  •  C^^jg^Ä, 

*        1  o  ^        •  ^     sin  (#  —  a) 
tang        tang  ^  Cz=  — 

F^li^ch  iaii  wie  mn  biereu  leicbt  fiode^ 

(tsny  ^^=fctang  ■/?)  tang  ^6'  (s-~^)Asin  (s^a) 

l^tang       tang  |Ä       ^      sin  V^psin  (#— c)  * 

(ung  ^.rfAtang  j6')  tang  iß  ain  — c)db8in  g) 
l^Ung  iA  tong  ^  «in  «qpain     — » 

(Ung  liTdbtang  jC)  tang  M  »h  f»— c)dbsin  (i  — ^) 
l^FUng  liT  tsng  je       ^     AtSFsin  (s  —  ay  * 

4.  i.  nach  einige^  J)ek«90ten  goniomelriacheo  formelo: 


.   tang  iiJdbBi  tang 


(»•ff  M^dbO-tnff  ii^B 


•        ..    I  •# 


welcbei  die  enCe  KIMm.  ^er  Nepef'iebea  teeiegieeii  iit. 
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8rt.t  «an  fower  wie  gewölittlkfc  UfjsTA^  B^^V^  ^ 
bekavBtlleh 

cos  S  cos  —  ^ 
cos  8  «08  (Ä  — C) 


und  folglich 

l  cos  5  J* 
l      cosÄ'  1» 


WeH  non 

cos  lg  cot  (g— ^ 

Mb  4#n«s — — isxarE^' 

.     ,  cos  lg  cot  (g  —  ^ 

litt     8= — T-sj-y^STT" 

ist,  und  die  Grössen  sin  ^,  sin  Bio  C  joter  der  gomacl.te» 
Voraussetxung  sämmtlich  positit  iW;  tJJ  katren  (* J  >' 
«w  (Ä-Äjrcos  (i^-  C)  offcnlw  ailMtüek  mit  cot  Ä  cntgegea- 
g«ieltlta'  TutMiclieB,  üe  »rficte 

cos  >y        cos  s        cos  s 

Bind  dah^r  ulle  negauv,  nnd  "«V  d^jM»««  ^Ää*  "^^^ 
GroBMD  lang  i«,  taug  i^.  taiif  ^  ttontlich  pontiv  «od, 

tMg  l^.tMg  i*^  — cot  {S'-Cf 

•  iang     toog  ic  =  -^'^^_^j5 
woraus  sich  .«aflHitel^r 

»  ,  *  o»l^i#  cot  i«a=— — SSTS  * 

c#t;Vt  «Ol   ^TT^» 

_       •  cat 
rflvti^coties  eot  9 

ergiebt   FolgUek  itt  Auf  äbnlicbe  Art  wie  ob«» 
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(<ot  j/arAcot  ^)  cot  ^c^     90»  (S  —  B):^co%  (S-^A) 
1  =F  cot  4a  cot  cos  SzhcoH  {S  —  6')  ' 


(cot  4<»=*=cot  'g)  cot  ^ 
1 T  cot  cot 


cos  (lg  —  C)  rh.  cos  (S  —  .4) 
**"     cos  .5  ±  cos  {S  —  Ü)  » 
C<ot  4^=bcot  4f)  cot   ^      — C)dbcos  {S—B) 

wonuft  leicht 

cos, 


t«Dg  ^a=b^j  cot  |c=s 


nn 


-  taug  i(0^c)  e«t  ;4=j: 


CM 


X 


sin 

cos 
sin 


erbalten  wird,  weiches  die  xweite  Klasse  der  Neper'sclieo  Anal«^ 


1 1 


ÜBter  deo  verscbiedeoto  Metbddeo  der  PolhÖbeobestimmimg 
Wtidet  der  Seemaon  bei  Weitem  am  Häufigsten  die  Beobachtung 
4er  Sonne  im  Mittag^e  an.  Zu  dem  Knde  findet  er  sich  feden  Tag, 
Wo  ihm  der  Zuatand  der  Atmosphäre  eine  gute  Beobacutung  ver- 
spricht^ mit  aeioem  Sexlanteo  auf  dem  Verdecke  ein,  und  verfolgt 
ueSoDoe»  Ut  sie  in  Ibrer  Mibe  itatidiilf  gewtfraeii;' m  dnaea 
lhi>te-  sMllt  er  acbarf  eia^  lässiToo  nun  an  die  Alhidade  unbe- 
rührt, überzeugt  sicL  allenfalls  durch  d'>s  bald  darauf  erfolgende 
Sinken  der  hionn(%  oder  Fünschneiden  ihres  Bildes  in  die  I^iuie  des 
Meereshorizontes  von  dem  V  oriibersein.  des  Attttagps,  und  waa  sein 
lutroment  dann  angiebt^  gilt  ihm ,  für  di^  Meridianhöbe  der*  Senne. 

Dieses  fast  zn  prekiiscfte  Veifabren  e^rifert  ein  aebr  bäu6ges, 
in  der  Nähe  der  Culminatioli  wegen  dei'  gcriigen  Höbenändernng 
fdr  das  Auge  äusserst  anstrengendes  Einstellen,  und  lässt,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  stets  eine  Ungewissheit  von  einigen 
Uinnlen  über  die  Zeit  des  Mittags  oder  desjenigen  Moments,  in 
velebeM  die'Beobtebtnng  eigentlieb  bitte  angeitelß  wei4m  «iaaiUK 
in  der  Tbat  wird  jeder  Astronom ,  der  im  vereine  flüt  anderen  an 
Bord  beobachtete,  sich  der  kleinen  Streitigkeiten  erinnern,  die  sich 
immer  darüber  erheben,  ob  die  Noane  noch  im  Steigen^  .odec  atn- 
tionär,  oder  wohl  gar  schon  im  Sinken  bee^riffen  sei. 

In  den  ersten  Baude  der  neuen  Folge' d^r-- Alitonlett 
4er  k.  k.  8t«rBW»rte  in  Wieo.  Wies,  1841.  &  lOJX  Ivft 
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Herr  Adjunct  Dr.  C.  I>.  v.  Littrotv  ein  Verfahren  atig^e^eben, 
welches  bei  hinreicheuder  ^Einfachheit  üoU  Leichtigkeit  uoi  iVobl 
geeignet  scbfint,  4ie  obige  llletbode  der  BretteDbteitiiwmDff  snr 
See  so  grösserer  GenMigkeit  tn  erheben,  und  daher  JedeDfalls  all- 
«  gemeiner  bekannt  zu  werflen  verdient,  weshalb  wir  im  Folgenden 
unsern  Lesern  das  Wesentliche  desselben  mittheiten  wollen,  wozu 
wir  auch  darin  eine  besondere  Veranlassung  finden,  dass,  wie  wir 
slaaben , ,  wobl  aueb  Mencber  evf  dem  L«Bde^  4ieeee  einfiicbe  Tei^ 
nbren  cur  näberungsweisen  BestiMeiabg  leiner  Breite  geeignet 
&den  und  in  Anwendung  bringen  wird. 

Zwei  auf  den  Mittelpunkt  der  Krde  bezogene  Höhen  des  Mit- 
telpunkts der  Sonne  seien  ft' \  die  entsprechenden  Stundenwin* 
kel  und  Declioationeu  der  Suuue  &ciea  a,  g'  und  if\  so  bat  man, 
wenn  ^  die  Polbdbe  bexeiebset,  die  beiden  folgenden  in  völliger 
Allgemeinbeit  geltenden  Gleicbnngeii: 

■in  h  sain  9  sin  ^p-f-ctMi  9  ooi  ^  eoe  n 

sin  >i'  =  sin  9  sin  9  + cos      cos  9  cos  0^J 
Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man 
■in  ^-^810^' =  (810       ein  d*)  sin 

•  -H(coe  9  «OS  <r— cos     eos  o')-  cos  fk. 

Esisk'nbor 

sin  4-^sin  JI'ssSstD  \ih  —  h')  cos  ^h^k); 
sin  <f  — sin  d'  =  2sin  i(<y— cos 
und  -  .\ 

cos  6  cos  e — cos  9  cos  if 
'  =eas  d  cos  <r — cos  \9^(9 — 9)\  cos  0' 
'==cos  \9'k'^'^9)\  cos  c — cos  ^'cos  & 
.  .sc cos  4  cos  tf«— |cos  9  cos  {f^9)  —  sin  d  sin         Jjj  cos  & 

•  =  {cos  9  cos  (<J  —  9)  —  sin  9  sin  {ß  —  6')\  cos  C —  cos  9  cos  ö' 
=  cos  6  cos  c —  {cos  8  —  2äin       —  d)  sin  %{fi'\'9)\  cos  ff* 
s9!|cos  <r--2sin  ^<l  —  d')  sin  ^(4 -1-4^)1  cos  0^  cos  ^  cos  o' 
SS  cos  ^  (cos       cos  0)+2sin  i(d^— 4      K^H-^  cos  o* 
-acOB  #  (cos       cos  0')  — 9sin       —     sin  U^  +  <^)  ^ 
=  —  2cos  <f  sin  {{(S — ö')  sin  ^{o'-l-ö') 

--2sin  ^(<J— <r)  sin  4(<^-f-a')  cos  o'  . 
=  — 2co8  if*  sin       —  <tO  sin  Ka-f-O  '  ' 

•  •  —  3sin         ^)  sin  cos  .  . 

Also  Ist  nncb  den  Obigen  - 

sin  \[h^k)  cos  {{h-^fe)  .  . 

saS— cos  (f  sin  ^(<r— er')  sin  ^^(X-f-tf')  cos  ^ 
;    rt-  sUi  i(<f»  d')  |cos  i(d-hd)  sin  jp^sio  4(d-|-<rji  cos  0'  ^s  9) 
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Ä  —  C08  &  sin  i(a — &)  bIu  cos  9 

^  mm        &)  jcM  idT-l-i)  an  9»— sia  ^il-f-if )  eot    eM  91t } 


«■¥(<^+ö'J  «in  j<««^)  -  «Ol /IST 

V 


«■  *  cot      OM  ^  . 

M       8mm  ii«  Bm      BbrnlBto  WMCb  dti  BraehB"  ^ 

•in  K<r-<0 

iaaer  «foe  lebr  kMiie  Grotte,  wovod  matx  sich  leicht  aus  den 
MbeaeriilM  überzeugen  kana,  «od  Mmn  Ilud  «fio  iXlitrungsweise, 
aSer  okM  BetkliebeB  Fehler, 

•    '         sm  Ktf^tf'jl    cot  ^  001  ^ 

eder  Boch 

i(<r+a')  =  -^^-j^  •  coty  col/  •  •  •  • 

cDd,  weun  die  absoluten  Werthe  ?oo  Ä  —  und  tf  — o'  lehr  kleb 
sind,  auch  näberungsweise 

'  ff*    00«  <f  cot  9.  '     ».  .« 

•der  Buel) 

«a  «cr-f-o-^  •  000  iT  cot  t  •  •  •  *  7 

Bezeichnet  jetzt  9'  einen  genäherten  Werth  der  Polböhe  9,  uad 
•etzen  wir  y  =  gp' -f- ^9' i  so  ist    ,       ,  :  • 

coa  s^sscoa  9^  «BB  ^<7*aiB  y  aia 

=eoi  ^^(1  —  2aiB  |A9>") — «tia  9'  lin  ^^f  cos  ^^y'  ' 

acBB  9^— Mb  iAy'  tin  (9'-4-iAy').  • 
und  folglich  '  x        '  '  '  * 

'iif  t  jrt    ■  ^""^  i(Ä-+-A') 

oder 
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•Im,  weil  di«  tlMohrtta  Wartk«  ip*i» 

3(^—0')  eot  d  Bin        sio  (s^+iAf^ 


Oder 


als  Grössen  der  xweiteo  Urdniug  offeokic  aeiir  klein  Mod,  nähe* 
ruogaweise 


oder 


•     '        ^  a  —  ff     cwt  0  cos  9  ' 


810  4(tf-|-o)=S  — — — .   ^i:  — ;  ....  7) 

^  <r  —  ff     cos  o  cos  9>  ' 


Von  diesen  Formeln  iä^st  sich  uuu  die  toip^eude  Anwendunä^  mnrheft. 

Man  nehme  etwa  eine  halbe  Stiiude  vor  Mittag  zwei  Höhen 
der  Sonne,  und  bemerke  natürlich  die  eotsprecheuden  Uhrzeiteo,  so 
hat  man  dnn  Bnieli 


ond  kann  nun  mittelst  der  aus  dea  lüphemeriden  zu  entnehmendeo 
DecIioatiMi  i.  der  Honne  en  den  Tage,  w*  die  Beebncbtmg  enge* 
■teilt  wird,  Qod  der  gen&herten  PolEdbe  ^  noch  der  Fomä 

die  Gröne  \{c-\-<f)  bereebnen,  welebe  in  Verbindnng  mit  der  be- 
luMinten  GrS^ase  -Htf^^)  su  der  Kenntnisn  von  ff  und  <f  fübr^ 
woraos  man  dann  ferner  die  Zeit  des  Mittags»  d.  h.  das  Zeitno» 

nient,  wo  man  die  Höhe  der  JSoone  messen  muss,  um  ihre  Mcridian- 
^5he  zu  erhullen,  im  Voraus  berechnen  kann,  lie^timmt  man  nun 
zu  dieser  Zeit  die  Höhe  //  des  Mittelpunkts  der  Sonne,  su  ist 

9  =  d  —  //     ^M)**  oder  y  =  <5        —  90»  . . . ,  ,  9) 

Jenachdem  ^  grösser  oder  kleiner  als  d  ist. 

Alle  gemessene  Höhen  müssen  natürlich,  bevor  sie  in  die  Rechnung^ 
eingeführt  werden,  wegen  Collimationsfehler,  Refractioo,  Ualhme»-* 
ür  der  Senne  und  Parallnse  gebiirig  eorrigirt  werden»  ns^  wie  en 
erforderlich  ist,  die  auf  den  Mittel|Wnkt  der  Erde  hezogenea 
Höhen  des  Mittelpunkts  der  Sonne   zu   erhalten,   da   auf  diese 
beiden  Punkte  sich  auch  die  in  den  l^phemeriden  ungegebeneo 
DecUnationen .  der  Sonne   bexiehen,   was    aus   den   ersten  Eie-. 
iieDfen-  der  pmkti^eben  AsfronoMie  bler  als  bekennt  Yorausgesetit 
werden  kenn.    Beieiebneft  p  die  sogenannte  Nferisontsbarallaxe 
der  Sonne  unter  deai  Aecfnator  und  h  die  gemessene.  Höhe  des 
Mittelpunkts  der  Sonne,  so  findet  man  die  Höhenparallaxc,  welche 
bekanntlich  zu  der  cremessenen  Höhe  h  addirt  werden  muss,  mit- 
telst des  bekannten  Ausdrucks  p  cos  h  für  den  vorliegenden  Zweck 
kini'^iebend  gennn. 

Gestattet  man  sieb  eocb  einige  kleine  Vetnechlässiffongen,  eo 
kann  man  die  Formel  S)  noch  etwas  bequemer  zur  Rechnung  auclt 
ttuf  feigende  Art  ensdriicken.  Weil  näniicli  h  und  h'  immer  nur 
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sehr  wenig  tod  einander  verscliieden  sein  werden,  so  kann  man 
DäheruDgsweise  h  für  +  motzen,  wodurck  die  Formel  8)  UA* 
geode  Gtitelt  «HMUt? 

Endlich  ilt  «her  aiacb,  wenn  man  im  Folgeoden  immer  die  obera 
•der  ■atero  Zveheii  nint,  jeaaehdim  jp^  gcdiMr  «d«  JUeioer  «to  . 
d  iiC^  ttihevMgmmiM 

■ad  folglich  CM  Ass={=tiB  (^«—sp'),  also  ttadi  der  Gletchiuig  10)  ^ 

•   Ii-  .  ^  L.AnA'  y)  x\\ 

«0  i(*H-öO==fc^  .  CO«  if  CO.     •  •  •  • 

#  r 

«i«  i(»-^<i'>Ädb^;5^  (toog  d-.twig  jrt,, 12). 

So  einfach  diese  Formeln  auch  sind,  so  kann  man  sich  die 
SeehasAg  naeh  denselhco  doch  noch  beCrttebtUeh  doreh  Tafeiii  er- 
liiebteni.  Nimmt  man  nämlich,  was  immer  iu  der  Macht  des  Beoh- 
acbters  steht,  die  Zvrisclx  nz(  it  zwischen  den  beiden  vor  Mittage 
anzustellenden  BeobacbtuDa^en  Cüustuut,  etwa  5  Minuten,  und  drückt 
den  uhünluteo  Werth  der  Diil'ereoz  der  beiden  Uübea>  weichen  wir 
darch  dk  bexeichoea  wolleB,  iouaer  in  Bogensecuoden  aus«  so  iat 

«.  j(>+y)==F4« .  ^^J^  tt) 


oder 

*  > 

Briagt  mm  mn  de»  togarilhBaa  i|er  ^rihi«e 

wthci  wir  jctBl  y'  gitaar  eie  ^  Hontbaen -walllM«  in  eiM  Tai». 
fei,  deren  Arganeote  die  Polhttha  Und  die  Deelwati«»  aiad« 

and  besitzt  eine  zweite  Tafel,  welche  aaa  dem  Logarithmus  dee 
!)inus  <Moes  Bogens  unrnittclbor  diesen  Bog'en  in  Zeit  ausp^edrückt 
gicbt,  so  kommt  die  K^iuze  Berechnung  der  Formel  13)  oder  14) 
aaf  das  Aofachlageo  des  Logarithmaf  vee  dk  ud  leiBe  Addi- 
tion zu  dem  aaa  der  ersten  Tafel  su  nehmendea  leg^  hinaus.  Auf 
S.  LVII  —  LIX  a.  a.  ().  hat  Herr  von  Littrow  «wei  solche  Tafeln 
beispielsweise  mit^etheilt,  die  erste  für  die  Gränzen  des  mittellän- 
diacben  Meeres,  die  zweite  für  Stundenwinkel,  die  eine  halbe  Stunde 
eieht  aberiteis^en ,  und  sagt,  dasa  die  dbea  ihrea  Graadzügen  aaeb 
catwickelte  Methode  der  PoUiöhenheetimaDg  eiob  ia  .der  Prazb 
•chon  bewährt  habe,  bei  Beobachtungen,  die  ein  ausgezeichneter 
OfEzier  der  österreichischen  Marine,  Herr  Linienschiffs- Fähnrich 
Bocchia  angestellt  und  nach  dieser  Methode  berechnet,  sich  auch 
didarch  bewogen  gefaadea  bat,  diiaelbe  N  Mlnea  aiceaaB  6a» 
Branche  fiir  iuer  aaxBaebaaa.   Barr  vaa  Litftraw  llgt  aacb 


« 
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binsu,  dass  die  nach  der  obigeo  Methode  näherDDgBweise  ffefuo- 
dene  Ubrxeit  det  Mittags,  verglicbeo  mit  der  bckaDoteD  übrzeit 
des  Mittoga  IHr  den  lettten  Ort,  wo  aan  ein«  geoaua  Lingenbe» 
'•liMMDg  vornahm,  zu  einer  heiläufigen  Länge  des  Beohachtungs- 
orts,  und  dadurch  auch  zu  der  Kenntnis»  der  Epoche,  für  welche  4 
man  aus  den  Kphemeriden  die  Decliuation  der  Sonne  zu  nehmen 
hat,  führe,  hierüber,  so  wie  über  die  weitere  Entwickeluug  der 
•bigvn  M€tho4«-dbtrliaupt,  Mnaa^mn  nbnr  den  leaenswnitlMii  A«f* 
aati  des  Herrn  von  Lit^row  n.  «•  0.  aelbit  ntehMben^ 


II  y  n  aujourdMiui  a  l^lnstitut  Polyteclmiqne  de  Londres  une 
macbine  electrique  qui  est  probablement  la  plus  puissante  quc  l'on 
coonaisse.  Le  diam^tre  du  piateau  de  verrc  est  üe  7  pteüs,  celui 
in  cottductear  de  4  pieda.  1^  reiiitence  du  plateen  contre  len 
frotteurs  est  teile  qu'une  machine  b  vapeur  est  employde  h  !e  faire 
tourner.  Quand  la  macbine  est  furteroent  rharg^e,  une  ettncelle 
traverse  facilement  un  livrc  ^pais.  La  puissance  d'une  teile  macbine 
offre  un  vaste  cban^  aux  cxperiencea  de  physiqoe,  et  Toii  doit  en. 
attendre  d^Di  Pressantes  d^couvertes.  ' 

pn  connaft  nombre  d'exemples  de  pluies  jannAtrM,  dont  «ii 
sait  que'  la  matiere  colorante  n'est  autre  cbose  que  le  pallen  den 
arbres,  principniement  des  Pins.  Ces  pluies  ont  lieu  le  plus  fr^- 
quemment  dans  les  mois  de  mai  et  juin,  mais  elles  arriveot  ordi. 
nairemeot  apres  des  orages.  Nous  appreoons  qu^au  mois  de  niai 
1841  il  en  est  tombd  nne  b  Pieton  (Ktats-Cnis)  pendant  nne  nnit 
sereine  que^D'avatt  ptdcddde  aucun  omge.  |£l.le  consistait  en  une 
poussiere  jaune  qui  tut  recucillie,  en  grande  quantitP,  H  bord  d^un 
vaisseau  dans  le  porf.  Kxamin^e  ä  l'aide  de  puissants  mirroscopes, 
par  M.  J.  W.  Baiiey,  eile  a  ^tP  recoonue  pour  dtre  entierement 
comoosde  de  pollan  de  Pin.  Une  nntre  nonasi^re .  egalemeot  tom- 
bde  n  Treyt  en.mai,  et  qu'oii  avait  cm  Are  det  sporules  de  Lyco* 
podes,  a  ^t<  reconnue  anssi  pour  da  pollen  de  Pin.  L^analyae 
cfaimiqae  en  a  iU  faire  par  M.  Blake,  qui  en  a  retire,  par  la  «lisso- 
lution,  du  ijitrogr  rii'  et  de  l'ammoniaque  ,*  l'ocide  hydrochlorique  et 
riocin^ration  ont  dooDe  pour  r^du  une  grande  quautit^  de  phos- 
nlinte  de  eben«.' 

(HBititfi*-  Nr-  Mni  1842.x 


Berichtigung. 

In  der  vierten  der  Jburmeln  10)  auf  Seite  46  und  in  der  vierten  der 
Formeln  11)  auf  Seite  4S  isc  (~1)<*-1  &utt  (r-.l)'*  zu  seuen. 
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XVUI. 

Verschllige  zur  Venoeidinig  einiger  fehlerhaf- 
te AnsMcke  in  den  mathematischen  Lehr- 

büdiem« 

Herrn  Conrector  Beyer 
/     Ml  ^rmoatiiiBi  ni  Neuttettbu 


WfthrscLeiolicll  aSchte  wohl  acbon  von  allen  Lefanini  der  Ma- 
thematik bei  nicht  wenigm  Schülern  die  Hrraliriinc;  ircmncht  sfiii, 
<i%ss  sie  Producte  vou  zwei  gleich,  oder  uu^leicli  benannten  Znhteo 
lüden,  wenn  ümen  auch  bei  der  MuUipiicatioo  gründlich  aoseinao- 
öergeselftt  wontoa  ist,  der  Malti|ilic«tor  «!■  Sumflum^w^ltr 
>ie  benannt  sein  könne.  Worin  liegt  nuo  d«r  Gntnd  Ueroilf 
Oboe  Zweifel  in  dem  fehlerhaften  Ausdruck  so  oinnrlipr  mathemifti- 
(eben  Regeln  und  durin,  dass  mau  sich  hei  vielen  c^eomctrischeu 
Beweisen  die  ÜHUiulication  von  zwei  Linien,  von  Linien  und  ehe* 
^  FigoTM  «ad  /Mrgitichen  evtiiiibt  Mdg«  bkr  die  Brioiiertfiigf 
M  die  ell^Aieine'AnweDdaBfp  dct  nur  von  der  geometrischen  Zeb« 
Ipnprooortion  geltenden  Satzes,  nach  welrlicm  das  Froduct  der  in- 
Dera  Ulieder  gleich  dem  der  äusseren  ist,  und  nn  die  Inbaltsbe- 
itinmao^  der  geoaetriaehen  Figuren  genügen,  bei  welcher  nur  zu 
ttifig  voB  flm  Preivete  der  GmMihiie  eäer  GrnnMiebe  und  der 
HSbe  die  Aed'e  ist.  Entbelten  bbb  die  I^brbUch  er  in  ihren  Lehr- 
^Izen  solche  unrichtige  Angaben,  so  können  die  in  Anmerkungen 
Hwi  gegebenen  Regeln,  dass  statt  der  honAnnten  Zahlen  und  ste« 
'^gea  Grössen  eigentlich  blosse  Zahlen  zu  denkefl  seien,  nnch 
■■fem  ErfabruDgeo  vor  irrigen  Auffasaungen  nicht  g^iigend 
x^Vützen,  da  ibr  Inbalt  von  den  Schülern  (^wohnlich  als  weniger 
^clitig  betrachtet  wird.  Jene  Fehler  laseea  lich  aber  ietcbt  Bad 
•hne  grosse  Wcitläuftifrkeit  vermeiden. 

Far  die  auf  einfache  Proportionen  sich  gründenden  Rcchoun- 
nicbt  die  Regel  aus^  dass  vor  der  wirklichen  Berechnung  des 
?■  W^HMeadea  Gliedea  daa  Verbiltaiia  aiit  dea  bekanataa  Oliedera 
m  ein  VerbiUniii  labeaBBiiiBr  Zahlen  venraadelt,  alaa  i.  B.  atatt 
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m  Pfd. !  ^.Pfd.  =  eSgr.  s  ^Sgr.  die  Proportion  « :  ^  s  eSgr :  a:  Sgr. 

gebildet  werden  müsse,  aus  welcher  ^ Sgr.  =: Sgr.  als  der 

Werth  von  h  Pfd.  sofort  hervorgebt. " 

Bei  deo  luit  Hülfe  der  ZusaaiineDsetzuDg  von  VerliäUnissen 
•nmifiihreadeii  ReicliDUDgea  nässen  aber  xnaftcbst  alle  Verfciltoiisa 
laaler  mibenaoBte  Zahlen  enthalten,  und  es  ist  erst  in  der  durch 
die  Zusammensetzung  entstandenen  Proportion  in  dem  Verhältnisse^ 
welches  die  unbekannte  Zahl  enthält,  die  erforderliche  Benennung 
hinzuzu  fügen. 

Für  die  Auflösung  vua  Gleichungen  i&t,  wenn  anders  Aufga- 
ben mit  benannten  Zahlen  gegeben  sind,  nach  dei'  Bildung  der 

Gleichungen  die  Weglussung  der  Benennungen  zu  empfehlen,  wel- 
sche so  lange  fehlen  können,  bis  die  I  nbokuuDten  berechnet  sind. 
In  der  Geometrie  ist  es  bei  der  InhuUsbrstininiung,  so  wie  bei 
der  Berechnung  unbekannter  Grössen  aus  gegebenen  zu  tadeio, 
wenn  Ibr  die  rannlieben  Grdnsen  allgeneine  äeichen,  wie  tf*,  ^,  r, 
p,  k  u.  ^  w.  eingeführt,  und  solche  bald  als  benannte,  bald  ala 


unbenanDte  Zahlen,  wie  «•  Bi  In  der  Formel  fz:sr*n  gebraucht 
werden.  Um  diesen  Fehler  zu  vermeiden,  ist  es  anp;-einessen^  hier 
eine  bestimmte  Benennung  z.  B.  Fuss  als  allgemein  Gleitendes  Maass 
anzunehmen,-  und  mithin  die  Grösse  der  Linien  (Turch  g'^  /i',  r\ 
die  der  Fläehen  durch  f^'  und  die  der  Körper  durch  p<^, 
oder  auf  eine  andere  noeh  ^weckaftssigere  Art  .anstudrücken ,  und 
heim  Rechnen  die  Bcnennungszcichcn  da,  wo  es  erforderlich  ist, 
stets  wcgzuhtssen.  Wird  die  angegebene  Bezeichnungsart  |?e- 
wähit,  80  können  auch  in  der  Trigonometrie  bei  der  Berechouug^ 
der  Dreiecke'  nickt  mehr  adehe .  unrichtige  ÖklthnDgeo ,  wie 
log  ^i?ralog  .^C+Iog  sin  C*— log  sin  ß  und  ihniieke  v«rw 
kommen,  wo  für  log  Aß  und  log  AC  geschrieben  werden  MUn* 
log  c  und  log  ^,  vürnusgesetzt,  dass  c  und  ö  Mossc  Zahlen  sind. 
Kiu  ähnlicher  Fehler,  wie  der  zuletzt  g-ertiurte,  kouimt  auch  in  der 
zusammengesetzten  Zinsrechnung  vor,  indem  muu  hier  gewühniick 
das  Kapital  s«,  oder  =^  eetat,  lo  daai  «  und  e  bennnnte  Zak* 

Icn  vorstellen,  und  dann  den  Ausdruck  «  •  ( I  H- ttttJ",  in  welcheoa 

tiberdiess  noch  der  Multiplicator  benannt  ist,  durch  Logarithmen 
berechnet,  woraus  mau  consequent  schliessea  könnte,  dass  es  auch 
Logarithmea  benanntar  Zahlen  gäbe. 

Bei  den  geometrischen  Beweisen  können  die  ZunMinieneetxun- 

gen  der  Prupurtioncn  umgangen  werden,  sobald  nur  in  den  Lehr- 
sätzen die  Ausdrücke  zusammengesetztes  Verhältniss,  oder  Prodoct 
stetiger  Grössen  vermieden  sind,  wenn  zuvor  folgende  zwei  Satze, 
welche  mit  ihren  Beweisen  hier  eine  i*>t«iic  Ündeu  mägen,  erwiesen 
ain4,  und»  wo  es  irgend  tbunlick  ist,  fein  geoaetnaebe  Beweiafe 
gegeben  werden. 

1.  Bind  A,  B,  so  wi«  C,  H  gleichartige  Gröt- 

sen,  und  ist  zugleich  A  :  Btss.C  i  D  und  E  \         <7  :  ül  ao 

: ,      .  A    H       C  D 
Mt  auch  ^  :  ^,  =  ^  •  ^• 

Beweis.   Es  s.-i  M  für  A^  B.       F,  uod  A'  für  C,-B,  O,  ¥§' 
gemeiuschafliicbes  Maass  und  zwar  Az=:a.  V.  ßz=.6,M; 
C=zi,,  A,  D=:r:i,.A\  Essit.M,  F=s/.JUi  G^e.jX^ 
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~f  'i  **oer  CS  »st  —  :      =  ~  :       fulglicb  «ucli  ^  :  ^ 
CD 

/r 

2.  Siod  By  C,  D  gleichartige  Gröaaeo,  ood  ist  A  \  ß 
r=r  io  ist  auch  ^  :  r=  B  .  ' 

Beweis.         A  i  It=C  x  ü  und  auch  C\  D—  C-.  D,  so  ist 
aacii  1.  »lieh     :  ^s=l:l,  also^  =      oder  .^:C=si7: /I. 

Zar  Recbtftrtiguog  der  liier  MfocsCeUteo  Behauptnog  follen 
ia  •Polgeodeo ,  die  in  der  sechsten  Aaagabe  des  Grundrisses  von 

L.orenz  vorkommendeD  unrichtig-on  gennirtrischen  Säfzp  und  Be- 
"weise  8o  c^rt'asst  werden,  wie  man  es  von  der  Mathematik  mit 
Recht  fordern  darf.    Zunächst  muss  f.  195.  so  lanten: 

Zwei  lehiefwinklige  ParnllelograAinie  verhliltOB 
sieb.  Wie  die  Eecbteeke  ane  ibren>  Grundlinien  und 
Höben. 

Her  Beweis  für  ilir-sco  Satz  erhellet  sogleicti,  da  die  Rechteclce 
deo  Purailelugrammen  gleich  sind. 

Vor  desselben  kSnnte  aber  noeb  folgender  eingescbbltet 
werde  n: 

Zwei  Rechtecke  verhalten  sich,  wie  die  Prodnetll 
ans  deo  Maasszahlen  °^  ihrer  Grundlinien  und  Höhen. 

Chi  letzteren  zu  beweisen,  muss  freilich  schon  die  Ausmessung 
•ims  Recbtecks  gelebrt  sein,  allein  diese  Lehre  mScble  auch  nn» 
vittelbar  hinter  den  Abschnitten^  welche  von  der  Verwandlung  ehe* 
ner  Figuren  in  Rechtecke  und  Unadratc  und  von  dem  Maasse  der 
atetisen  Grössen  handeln^  die  passendste  Stellung  finden. 

bie  Sätze  in  %,  196.  und  198.  können  auf  folgende  Art  ans- 
gedriekt  werden: 

f.  196.  Zwei  Quadrate  verli alten  sieh  wie  dia'nwei* 
ton  Potenzen  der  !\1  ;iriS8zablcn  ihrer  Seiten. 

§.  198.  Zwei  Pariilklügranuuc ,  wie  auch  zwei  Dreiecke,  in 
denen  ein  Wiukcl  gegenseitig  gleich  ist,  verhalfen  sich  wie  die 
Rechtecke  ans  den  niesen  Winkel  einschliesseoden  Seiten. 

,Bew,C'*«    Dft  <ii<^  Paral!elo£jramme  einen  Winkel  gleich  haben, 
>    '  '  SO  kann  muu  sie  su  unciuuader  legen,  dass  die  gleicheu  Win- 
'  Iii  Scheitetwinkel  werden.  £&  seien  also  (Tat  II.  Fig.  3.) 
•   4ia  hei4ett  ParallelograBiBe  AC  wk\AF^%  gegebenen.   I  m 
■Oll  den  Rats  sn  erweiseoi  eonstraito  «an  ans  Aß  uo4  Aü^ 


*}-Wie  ■vreckmlssig  ee  sei,  nicht  nur  die  Grösse,  mit  welsbsr  sn  messen 
Ist,  sondern  auch  diejenige  Zahl  besonders  lu  hcnonnen,  uelrbe  arij^iebt, 
wie  oft  jene  in  der  zu  messenden  Grösse  enthalten  ist,  wird  wühl  voi| 
Nienuuid  in  Zweifel  gestellt,  und  dsber  gebranebt  Obm  dss  Wort  Ge- 
mäss für  die  erstere  Grösse,  und  das  Wort  Maass  für  die  Zahl,  welche 
bf.sfiiniiif,  wie  oft  das  Gemäss  zw  nehmen  soi.  Dieser  Gebrauch  dürft«' 
aber  sitiwerlirh  zu  billigen  sein,  da  das  Wort  Maass  sprachlich  nicht 
'  Jipe  Zahl,  wetcb«  tiblt,  bedeuten  kann.  Uda  scheint  hieffir  das  Worc 
.BB— Hill  du  sagsmessenste-tu  sein. 
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■o  wi«  aiM  JE  mnA  AO  lüe  Rechfeeke  AHw^A  Alf  m4 

'  verlänflter^  FO  und  ItC.  bis  sie  sich  In ' und  FN  und 
Bli,  bis  sie  sich  in  Ij  treften.  Jetzt  ist  AC:  AK=zAO :  AG 
und  AF.AK^AE  i  AB,  ebense  ist  .^l/^:  ALzzzAD  .AGy 
weil  An— AM  und  AG=AA  ist,  und  wi/":  AL=AE:ABy 
folglich  ist  ./C :  AK=A// :  AL  und  ^Z' :  AK=AI :  ^/., 

und  hieraus  fol^t   durch  OivisioD         :  1  =       :  1,  also 
mcb       :  AF=AU  r,  AJ^         e.  w. 

'        '  ^  * 

l)er  Beweis  ffi'r  die  Dreiecke .  ist  de«  TerateliendeB  fthnlidi. 
INe  Beweise  sa  deo'  Sätsen  in*  f.  t20.  'nnd  288.  laaaea  sich 

richtig-er  so  fiflircn:  • 

§  22*2.    Achnliche  Dreiecke  verhalten  sich  wie. die 
Quadrate  ihrer  ähnlich  liegenden  Seiten. 

.Beweis.  Ist  (Tat.  II.  Fipf.4.)  ^A/iCc?ü  ^a//c,  und  sind  AD  und 
«r</ Quadrate  über  deo  äboiich  liegenden  iSeiteu  AU  und 
le  teil  j\ASC:  ^a6e=  AD :  ad  sein.  Mee  aeche  AJ^^  A  C 
mmii  .trfzsz-ac^  und  ziehe  FG  parallel  AR,  so  wie^^  pafiMlel 
ab,  so  ist  AG  ;  AD  =  AF  All—  A(  .  AB,  und  ag.ad 
.  :  ah.     Nach   der  Voraussetzunu;    ist   aber  : 

zstac  :  a^,  folglich  bat  mau  AG  :  Ai)z=.ag  :  «r«/  uod  da- 
'  her  adck  AG  -,  ags^  AD  i^ad,"^    De  piua   neck  ^  19^ 
^ABC  :  ^mbez=,  AQ  :  4r^«  so  ist  «neh  ^ABG  \  t^ß(ße 
szAD  i  adt  «  .-'r»^  • 

§.  22flL  Vdii  drei  stetig  proportiouirteni  Liaien  wie  (Tef.  II. 
Fig.  5.)  AD^  CD,  BD  in  dem  rechtwinkH^en  Dreiecke  ^if^^ ver- 
hält sich  die  er^te  zur  dritten,  wie  das  Quadrat  der  ersten  stt  d«M 
der  »weiten,  aUo  AD  :  BD=AD/  :  CD^. 

Beweis.    Es  ist  t^ACD  :  ^BCn=^Ap^  BD^  wegen  ihrer 

femeiijischHftlichen  Höhe  VD^  ferner  ist  wegen  Aehnlirlikeit 
er  Dreiecke  ^ACD  :  i^BCn=.AD^  l  CDl^  folglich  ist  - 
auch  AI)  :  BD  =  ADf  :  CDf.  • 

V  ermittelst  des  %,  222.  kauo  leicht  folgender  Satz  bewiesen 

werden. 

Sind  vier  Linien  proportionirt,  so  sind  puch  ihre 
HaadrnCe  proportionirt. 

Beweis.   Es  senni  die  vier  Linien  durch  A^  B^  C,  D  l^reicl^- 
net  und  A  :  B-=.  C :  D.   Man  constrolre  ans ^^ijp  nidl' 
\'    •  einem  beliebigen  Winkel,  und  ebenso  aus  B  und MM^fi^>^^ 

'*  seÜH'M  Winkel  zwei  Dnierke,  welche  ähnlich  sein  werde,'«, 
«nd  daher  si<li  sowohl  wie  Al  :  //'/,  als  aurh  wie  :  Dl 
Terhalteu,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt. 

Nach  dem  Gesagten  ist  leicht  einzusehen,  wie  die  stereometri- 
schen Sätze  in  den  %f  320.  .*^21.  323.  333.  341.  351.  und  375.  rieh- 
Hger  auszudrücken  und  zu  beweisen  sind.  Daher  soll  hier  bloss 
de^  Saft  iu  f.  823.  besonders  betrachtet  werden.  Er  ninss  lauten: 

Zwei  äh  n  liehe  Frism  en  verhalten  4iich  wIe  die  Wflr« 
f^l  i h rc r  a  h nl  i c h  I liegenden  vSeiten. 

T  ni  ihn  gehörig  beweisen  zu  können,  is(  es  aötbig; Jfi@ 
zwei  Satze  vorauf^cheu  zu  lassOD. 
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■  • 

]:'A«k*|Mb  Pafftllelepiped«  ¥4iibft|UB  aldfc  wl«  «1« 

Wirfei  ihrer.  ftliBlUh  liegenden  Seiten.  Ist  (Taf.  III. 
ri^.  l.)  uiG  coag-  und  sind  und  aä  äbnlUh  HesgeBiA» 

Seiten,  so  soll  j4G  :  ag=i  AD^  i  md^  sein. 

.  Jl^weis.    1.  Sind  AG  und  ag  rechtwinklige  Parallelcpipeda, 
^  ^'älso  ihre  Grundflächen  AC  und  ac  Hccbtecke,  so  construire 


»jMH  fiber  AD  und  ad  die  Quadrate  AJ  und  «r«  und  über 
J;/UtBtei^  dfo  Wfiffel  udTüf  iiiid  m,  dtren  o¥ere  Seitenflächeo 
^]  Jlt*M  Diid  /«,  dnrcb  die  Pftrallelepipeda  erireitert,  die  Rpcbt* 

ecke  jlf/ir  und  «r«  ffeben.   Bezeichnet  man  nun  die  ähDlIcheo 
•     Parallelepipeda  A^,  as  mit  die  Würfel  AM,  ttm  mit 

•linoi 

^ad'.ah,  und  wegen  gemeinsamer  Gmndflfielie  J*:  (>F-f^-^] 
'  ''^■••'.■=^  AE  :  ALz=z  AE  :  A/J  und  p  :  (tc-\-a)r=ae  :  ad.  Da 
.<i  Ttun  aber  ivegen  der  Aeimiichkeit  von      und  p  sich  AD :  Aß 
^zad  '.ab  und  AE  :  AD-=.ae  :  ad  verhält,   so  ist  auch 
:(fF-+-^)  =  sR:(«r-h«)  nnd  P:  f  »^+^1=;/ : 
,  folglich  durch  Verwecbselnliir  der  nittlern  Glieder  Wiw 
\^^y^A)  ^{w^a^i  und  /':>  =  (rr+^>:ff9+«), 
und  daher       p  =  W  x  w=ijtlh  j         '  . 


•  Sillte  bewiesen  werdftpi^  dass  P  :  p'ss.AB'^  x  .at^  sei,  so  wBrde 
,  «V^er  Beweis  dem  ^  »ufgchenden  ganz  ahnlich  sein,  nur  mösste 
■  — A  und  fg^  ^  statt  W-jr  A  Qud  w-i-a  geschrieben 
.  .  werden. 

•t.,iSind  aber  die  Parallclepineda  u^6r  und  ag  nicht  rechtwinklig, 
^l/b  verwandle  man  sie  In  .recbtwinkKge  und  xwär  so^  dass 

•  :  ^ääQr  «od'  mä  m  di«ieB  atoDfllls  ein  P^r  Uwli«^  li^endie 

Sliten  werden.  Dann  Yerbalten  sich  diese»  weil  sje  ebenfalls 
Shnlich  sind,  nach  1.  wi«S  AD'^  :  ad<^,  da  sie  aber  beziehlich 
mit  AGi  und  gleich  sind»  so  nuiss  auch  AiG  i  mgf^stAD^.  imä^ 
sein.  •  '  ■ 

•  '*    *•  ■  .  . 

2.  Sijid  vier  Linien  Ci  •l'  propor  tionirt,  bö  sind 

auch  ihre  Würfel  proportionirt,  ist  also  A  :  J?.=  'C:  /^y 
«0  ist  auch  -4«  :  i5«==C«  : 

•   

eis.    Man  construire  aus  den  Linien  Ay        C\  D  zwei 
nlicbe  Rechtecke,  so  dass  A^  Ii,  und       D  ühnlich  lie- 
^ei^e  JSeiten  jrerdep,  und  beschreibe  ühei^  den  Recjbtecken 
'ot!^  VhplMl»  F^M«Helepipeda      py  aa/iat  na^  deaL.cufiteB 
SüM  F  l  pmsui'^  :  Bo  mmi  tmA  P  i-p»  C«  :  üf,  .warMi 
'  r^  An  %  JB^aC^^x  J^  MgU».  •  .   .1  ......1  .1.  • 

Nun  lässt  sich  der  vorhin  über  das  Verhältniss  ähnlicher  Pris* 
■ea  aufgestellte  Lebnate  folgendermaaseii  beweisen^'» 

1.  Die  ähnlichen  Prismen  seien  0,  vnd  •■  «oll  bewiesen 
Verden,  dass  sie  sieb  vei^iaUeb  wü»  dle'WttrfisrToii  'einen  Vwu 

j^lich  liegender  Seiten  der  GrundBächen       s,  also  wie  Äf*  : 
sich  Jedes  Prisma  in  ein  rechtwinkliges  Parullelepipcdum  mit 
g-ecrehcnen  Sciionlinic  verwandeln  lässt,  so  kann  man  statt 
Jrisiueu  J\  p  zwei  ihnen  gliuche  Paralielepipeda  (r,  g  setzen, 
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vralclie  reehtwiiiklig  und  einander  ahnlich  *)  sind,  und  die  Kanten 
S,  9  ebenfalia  zu  ähnlich  liegenden  Seiten  haben.    Dann  ist  nach 
dem  ersten  bewiesenen  Satze  G    ff:=S<'  :       dft  aber  &  = 
und  g-=.p^  so  muBS  aach  P  \  p^zS^  \  9^  sein. 

%,  Wird  aber  behauptet,  data  die  Prismea  sich  verhalten  wie 
die  Wiirfel  von  solchen  ähnlich  liegenden  Seitenlinien  //,  weiche 
nur  zu  den  Seitenflächen  gehören,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung aus  dem  unmittelbar  vorher  bewiesenen  Satze.  Denn 
oacn  1.  ist  P :  =  jSTc  :  «<^,  aber  S^^  :  ^'szzA'^  :  weil  nach 
der  VorensactzttOfi^  819-=.  A\m  iat,  folglich  auch  P:  p-ssA* : ««. 

Noch  möge  liier  der  Beweis  eines  stei^ometriscben  Satzes  eine 
Stelle  finden,  um  die  weitere  AawendiingL  des  oben  bewiesenen 
^tzefi  1.  zu  zeigen. 

Zwei  Frismen  von  gleicher  Höbe  verhalten  sich  wie  ihre  Grund« 
Ilaeben.  (Vergl.  Hatthias  Leitfaden  f.  812.). 

Beweis.  1.  Sind  die  Prisnen  dreiseitig,  so  folgt  de»  Bäte  teiebt 
aai  dem,  .daas  zwei  Parallelepipeda  von  glmcher  Bohe  aieh 
wie  ihre  Crnndflidien  Torhaltan« 

%  Iii  aber  das  eine  Prisma,  P,  über  der  Grundfläche  G  dreisei- 
tig, und  das  andere,  ühor  der  (iruodflache  F  viel  -  z.  B. 
fünfseitig,  so  lässt  sich  letzteres  in  drei  dreiseitige  C 
Über  den  Grundflächen  K  zerlegen,  und  es  ist  dann 

aaeh  1.  A  t  ^ssJIT: /,  'daber     + i^)  >  i?ss(iir+/) :  /, 

auch  ist  C  \  Bz=.K  X      folglich  durcU  Division  — —  :  1 

=  .*  1,  also  M-t-^l  :  r=:(/r-|-/)  :  Ky  und  daher 
wieder  {A-^B-^-C)  :  Css(ir+/+iSr)  :  JT.    Aneh  ist 

P  .  C=G  iK,  folglich  ±t^£,  1, 

,  und  daher  Q  •  P=  F  :  G,  vr.  z.  e.  w. 

%i.  Sind  beider  Prismen  P  und  Q  Grundflächen  F  und  G  vielsei- 
tige Figuren,  so  sei  II  ein  dreiseitiges  Prisma  üher  der  Grund- 
fläche //  und  von  fficichcr  Höhe  mit  den  beiden  ersten.  Dann 
ist  nach  S.  P\  jt=sF  t  Jff  Wki  0  :  Bsat  O  i  M,  folglich 

j  ?  1=^  :  1,  und  daher  P  :  Q=F  :  O. 


•)  Bezeichnet  man  von  den  Parallelepipeden  die  Rechtecke,  vreIcLo  den 
Grundflächen  der  Prismen  gleich  sind,  mit  R  und  r,  so  ist,  da  diese 
'^randllichen  sieh  wie  S9  :  t9  verhalten.  R  :  rtsS9  :  »9,  und  druckt 
man  noch  die  andern  Scitan  jener  JUcwetha  .dusch  0  und  i  aus,  so 

äst  il  •  SfmmS  :  «  und  r  :  9fmmi  :      folglich  ^  :  7> 

It  Sf 

aber  — = — ,  mithin  ist  auch  B  :  b  =  S  :  s  und  daher  IC  cor,  Di 
■  r  99 

nun  auch  die  Höhen  der  Parallelepipeden  wie  S  :  1,  also  narh  dem  so 
.eben  Bewieseuen  auch  wie  B  :  &  aich  verhalten»  so  sind  die  Paralle* 
lejnpeda  ibnlicb; 
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« 

ikufgaben  zur  Anwendung  des  VariatioDs- 

kalkuls. 

V(^ll  den 

^-  Herrn  Dr.  G.  Strauch 
Lahrer  der  Matfaen«  an  d*  Eniabuugcaiutait  tu  Leiuburg  im  Kaotoo  su  Aargau.  ' 


(jUh  lege  hier  dem  Poblikoni  einige  Probleme,  ans  eineA  grösseren  Werk^ 
Tor.  Jede  Bemeiiduig,  jeder  gej^rundete  Tadel,  a.  s.  w.  wird,  je  eher  - 
wum  ilaaiit  lUNHnt^  nm  ««iCD  gtoweroiii  Daoka  aigenaaurai  waraan^ 

Bs  iüt  bekannt,  dasa  acbon^  ehe  T^agrange  den  ^'ariations-  * 
kalkui  ertuDden  hatte,  eioige  datiiDgehörige  ProbleMe  autgestellt, 
mmi  Mt  wie  ea  Ibei  den  danalineii  IlMgtl  eioe^  Melbede  geraebeD 
konote,  d.  b.  «af  eine  höchst  unvolIständi<re  Webe,  gelöst  warM» 
Kuler  fiigte  den  bereits  vorhandeneo  Prublemen  noch  viele  hinxo, 
und  versuchte  es,  eine  Methode  zu  deren  Auflösung  zu  ^eben. 
Dieaes  geacbab  in  seineoi  berübaiteii  Werke;  Methudus  inve* 
siendi  lite«e  evrr»«  mlflinive^proprieUte  i^aa« 

dentes.    Lausannae  et  Geoe?Be  an no  1744.  4. 

Später  erfand  Laf]^rangc  den  VariatioDskalkul,  und  so  zeigte 
sich  nicht  nur,  das««  die  in  dem  besagten  Euler'scben  Werke  ange-  ^ 
wendete  Uethode  gar  keine  Methode  sei,  sondern  auch,  dass  in 
dinselb^li  «99  .'den  fiele«  Gattwigen  ton  PrebleoMn  ii«r  eine  eiii> 
«ige  GMlMng  repriaentirt,  die  Probleme  seibat  tikv  iaimer  noch 
böchst  unvollständig^  gelöst  seien.  (!Vlun  denko  tiammtlirb  daran, 
dasH  bei  allen  «lieseo  Auflösungen  die  Gränzgleichungen  fehlen, 
■od  da»ti  das  Militel  nangieU,  wodurch  man  entscheiden  kann,  ob 
eiii  Grösatea  oder  Kleineten,  oder  Ibfinea  tob  heidea  itstlilBde,  , 

IL  f.  W.)* 

Ettler  ergriff  nun  die  Lagrangc'sche  KrCndung,  und  bear- 
beitete sie  auf  eigene  Weise;  und  seine  neueste  darüber  gescliric- 
beue  Abhandlung  ist  als  Muster  anerkaunt  (Novi  Comm.  Acad. 
Polrop.  Ton.  XVI.  pag.  35->7ll). 

Neben  den  BeMMlaagen  den  VanntioMknlkubi ,  welche  wir 
fsn  £uler  und  Lagrange  besitzen,  müssen  vorzüf^lich  diejenigen 
beachtet  werden,  welche  wir  von  Martin  Ohm  besitzen.  Sie  sind 
«ioe  erfreuliche  Zugabe  zu  dem,  was  seine  \orgänger  geleisteit 
beben  (Man  sebe;  jUebre  dea  Grössten  und  Kleinsten«  Ber* 
lia  im^  iAmih^m^t'ik  in  «w«i  Bänden.  Leipsig 

-VMT.  Sjeten  der  llatbe«i»tik.  llerU»  im^imh 
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Ungeachtet  dieser  vortrefflichen  theoretischen  Bearbeitangea 
ist  aber  die  kenntniss  des  Variutionskalkurs  noch  so  wenig  ver- 
breitet, daüs  die  crüssere  Anzahl  der  Mathematiker  denseilien  nur 
&tm  Namen  Dach  kennt.  Worin  aagf  dieae  Tbataacbe  ibren  Crrnndl 
laben?  Etwa  darin,  dass  solche  Männer,  wenn  sie  bei  den  Stufea 
der  höclisfrn  Höhe  ihrer  Wisseusrhaft  angelang^t  sind,  die  Kruft 
nicht  mehr  hüben,  auch  diese  zu  besteigend    Letztere  Frage  muss 

i'edenfalls  verneinend  beantwortet,  und  der  wahre  Grund,  dass  difi 
ünntniss  des  Variationskalkuls  noch  sc  wenig  verbreitet  ist,  dar-» 
in  gesaeht  werden,  dass  es  den  abstrakten  natbeaatiaeben  Theo- 
rien, wenn  man  ibnto  nicht  mit  praktiacben  Anwendangen  zur  Seite 
steht,  eben  so  ergeht,  wie  es  etwa  einer  in  wissenscfKiftlicher 
Strenge  nhc^efasslcn  Aesthetik  ergeben  würde^  wenn  keine  Kunat* 
werke  auf  der  Welt  wären. 

Ich  bebe  ea  unternommen,  fBr  die  Anwendung  dea  YariatioMN  ^ 
lialkuls  Probleme  zn  bilden  und  aufzulösen,  und  dadurch  dem  tm» 
gehenden  Analytiker  (irlet^eolicit  zu  bieten,  sich  in  allen  Operatio- 
nen der  höheren  Analysis  zu  üben.  Diese  Probleme,  wenn  ich 
gleich  selten  mehr  als  drei  von  einerlei  Art  gebildet  habe,  sind  sa 
einer  lebr  bedeutenden  Anzahl  angewachsen ,  und  sie  machen  m- 
aanmeB  ein  ausg*edebntes  .Weric  ana.  Ich  lege  dem  mathematischen 
.  PablUtum  eini^  dieaer  Probleme  als  Probe  vor;  ob  ich  grade  die 
interessantesten  vorlege,  will  ich  nicht  entscheiden,  da  das,  waa 
man  interessant  nennt,  nur  (■oschmnckssachc  ist.  Zunächst  möafen 
Probleme  über  das  Grösste  uuU  Kleinste  folgen.  Diese  habe  ich  in 
drei  AbtheUnngen  gebnebt. 

Die  erste  Abtheilung  enthält  Probleme,  die  nnrniltMbak* 
tionen  führen.  Diese  rousste  ich  alle  selbst  zusammen* 
setzen  und  ausführen.  Ich  will,  wenn  gleich  diese  höchst  in- 
struktiv sind,  und  wegen  ihrer  Neuheit  auch  Interesse  tinden  wer* 
den,  hier  in  diesem  Archive  doeb  nur  einige  der  einfachttenr  mltl 
tbeiUn,  weil  man  einmal  ^pefwobnt  iae  beim  VvrialSmiikilIrtil  wticä 
jedes  miil  zu  integriren. 

Die   zweite   Abtheilung  enthält  Probleme,   welche  auf 
Ausdrucke  führen,  in  denen  noch  Dit!crpntiale  eingehen.    Die  hier-  « 
'  her  gehörige  Theorie  hat  Lagrange  (m.  s.  z.  B.  die  Crelle'sche 
Uelreraettiiog  der' Lagrange^ieben  Werke.  Bd  I.  S.  405i 
498)  nur  angedeutet ,  und  ihre  Ausbildung  verdanken  wir  Martin 
0)im  (tnnn  sehe  z.  B.  dessen  Tvohre  dea  Grössten  und  Klein-  • 
flten.  Seite  208  —  244).    Probleme,   welche  in  diese  zweite  Ab- 
,  theiiung  gehören,  gibt  es  bis  jetzt  nur  fünf.   Das  eine  davon 
iat  von  Lagrange,  *nttd  findet  eich  z.  B.  in  der  CiPelle'scben 
Ueberaetzung.  Bd.  1.  Seite  495.   'Bin  sweitea  findet  eleb  Ii 
Froncoeur*a   Coora   complet   de  math^m atiq ues  pures; 
Bd.  II.    Drei  andere  finden  sich  in  Dhm*s  System,  ild.  Vit. 
Aultatig  II.  Aufgabe  1,  5  und  ff,  die  Aufgaben  %  3,  und  4  eben- 
daselbst äiud  weiter  nichts,  als  drei  verschiedene  Fälle  des  so  eben 
erwähnten  von  Lagr»age  gegebienett  PteblemPk^  Von  derglei« 
eben  Problemen  will  icn  viele  mitthellen,  da  ile  wegen 
ihrer  Neuheit  gewiss  Interesse  finden  werden,  und  da 
eie  höchst  instruktiv  sind,  in  welcher  Hinsicht  ich  hier 
nur  auf  den  einzigen  ümatand  aufmerksam  mache,  dass 
dabei  faat  jniier  mehr  Gleichungen  zu  erfülUn  sind,  aiü 
nnbekaiiBte  Sticke  Verkomme». 
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Die  dritte  Al>th«llttng  enthalt  Probleme,  welche  auf  Ana- 
drücke  fiihren,  in  denen  noch  Integrale  eingclirn.  In  diese  Abthei- 
luDc^  £(eljört  die  Gattung*  der  in  Kulcr's  oben  genanntem  Werke 
(MetLodus  inveniendi  n.  s.  w.)  enthaltenen  Probleme.  Alier- 
iHmfa  haben  Lsgraag'e  Mi  Qhm  einig«  in  dieae  Altthaiinng  ge* 
Irifoig«  und  sehr  schätzeatwerthn  Baitrig«  geliefert;  nUein  daa  hier 
TU  bearbeitende  Feld  ist  so  ungeheuer,  dass  die  von  mir  f^cmncb- 
ten  Zugaben  allein  soviel  betragen,  als  die  beiden  ersten  Abthei- 
Inngen  ausammen.  Diese  Zuffabeo  brauche  ich  aber  hier  nicht  auf- 
sstililen,  ^  idb  jt  in  Bcgrlfc  Un,  Ün  PkttN  daa  Pnblilm  var« 
zulegen.  Ich  werde  bei  fiim  einzeina*  Probleme  der  dritten  Ab- 
tLeilung  (>eleQ:cnbeit  nabpen  luf  ilaa,  wia  Mein  fiigantbna iat^  Mi^ 
■larksain  zu  machen. 

Obgleich  ich  aber  hier  in  diesem  Archive  nur  Pro^ 
biente  »ittlielleB  »willvcn  nmaa  ich  4oeh  #egen  der  miw 
an^eliftrigen  Kigenthümlieh keiten  noch  einige  ßemcr- 
kun£;-en  vorausschicken,  sowohl  über  den  V'ariationskal- 
kul  überhaupt,  als  auch  Uber  das  Grösste  und  Kleinste; 
und  ich  will  mit  einer,  wie  nir  scheint,  erschöpfenden 
Definitiea  den  Vnrintieveltalitiila  beginnen.  Der  iSneli« 
keaner  wiril  d*bei  eraehen,  anf  #«lek«  ClrnB4lnge  ick 
knve. 

Der  Variationgknlkul  ist  derjenige  Zweig  der  höheren  Analysis,  « 
welcher,  wenn  man  Funktinnen  in  andere  Funktionen  übergehen 
Ünat,  die  aia  ileaeia  Vtifihffen  - folgenden  Krgeboiaae  untersucht, 
muä  nawewlen  lebrlk- 

Der  Variatioskalkul  unterscheidet  sich  also  Wesentlich  Toni  Dtfibren- 

zenkalkul;  denn  dieser  ist  bekanntlich  derjonipre  Zvreig  der  höheren 
~  Analysis,  welcher,  während  daa  eigentliche  Wesen  der  Funktionen 
ungestört  bleibe  nur  die  Werthe  der  in  den  Funktionen  befindlichen 
absolut  unabhängigen 'l^eHlnderUchen  in  andere  Werdie  übergeben 
Usst,  und  die  aus  diesem  VerCiiumi.Jo^eDden  Efgidmlwa  onlenueht 
und  anwenden  lehrt.  '  '  •  , 

Cater  die  Aufgaben.,  daa  Vaiii^tiouskalkurs  gehört  z,  B.  die  Behand- 
lung der  F&Me,  wo  die  Fnnktlenenj  welebe  gewiiaett  Bedingungen  < 
genngen  aolleny'daa  iGeanchte  sind,  we  mno  die  UnterailclMing 
nelhat  yob  gaan  onhekannten  Fnnktieaea.  nnsgebt. 

Die  der  eben  besagten  Aufgabe  des  Variationskalkul's  analoge  Aufgabe 

des  DifTerenzenkalkurs  ist  die  Behandlung  der  Fälle,  wo  die  den  in  * 
bestimmt  gegebenen  Funktiunen  betindlichen  ab^iolut  unabhiiqgigen 
Vstinderlielien  beizulegenden  Werthe,  welche  gewissen  Bedingungen  ' 
genüpfii  sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  die  Untersurhun^  von 
noch  unbekannten  Wertheu  der  in  bestimmt  gegebenen  Fnuktionen 
befindlichen  Veiladeilicben  ausgeht*  .  ' 

Wenn  eine^Fonktion  in  eine*  ändere  übergebt,  so  "sagt  vian:  „sie 
wird  vnriirt;'*  die  l^noktioo  aelhat,  welche  variirl'  wibd>  wifi 

Tariablc  Funktion,  und  der  Unterschied  zwischen  der  neuen  und 
ursprünglichen  Funktion  wird  Variation  genannt.  Wenn  eine 
variable  Funktion  als  einaiges  Element  betrachtet  wird,  so  nennt 
man  aie  einen  rariablen  Verüaderlicken.  Unn.  koaml  mm-  «l  fei» 
gendan  Dnterscheidnngen : 

A.  Eine  Funktion  erleidet  eine  einfache  Variation,  wenn 
dabei  die  nichtvariablen  Veränderlichen  keine  Werthänderung  ec^ 
lc»den.  Hie  einlachen  Variationen  aind  aber  von  sweieriei  Art: 
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1)  Eine  Fanktion  wird  ^radezu  für  sich  allein  ond  nnabliäng:ig 
von  andern  Funktionen  variirt;  und  eine  sokkt  eao^MJift  VariatioB 
■epnt  man  eine  unmittelbare  einfache. 

2)  l^ine  Funktion  wird  dadorcli  «infacb  variirt,  daaa.euie  mar 
den,  fOB  irololMt  m«  dbliängt,  anftili^ T«rüii  wird»  «der  4«m 
«ebrere  wtee«  von  welchen  sie  wMmgjt^  «laMi  mürt  werdMif 
und  eine  soIcIm  eiafaeli«  VWialioA  mmmt  mm  «im  MUlelbav« 
einfache. 

B.  Eine  Funktion  erleidet  eine  zusamBieogeaetzte  Varia- 
Üm^i  wtnn  die  BlebtvafMIeB  VefiaderlidMii  «mli  M^db  WeHk* 
lüideconf^en  erleiden.  Die  zusaniiMageeelrte«  VcnatfeiiM  And 
•Imt  gleichfalls  von  zweierlei  Art: 

1)  Eine  Funktion  wird  gradezu  für  sirli  alloin  lind  UDabbänf(ig 
von  undern  variablen  FunJ^tiooee  zusaisuieDgesetzt  variirt;  und  eine 
solche  zusanmengeaetste  VerifttioB  nennt  biui  eine  nnmitteibar^ 
nnnnnini  e  n  g:  e  ■  e  t  s  t  e. 

2)  Eine  Fnnktioo  wird  dndnrcli  xnen— tngieelit  Tarürt,  dass 
eine  andere,  von  welcher  sie  ahhHngt,  snaammengesetzt  variirt 
wird,  oder  dass  mehrere  andere,  von  welchen  sie  alihäogt,  zusaoi* 
mesgesetst  variirt  werden;  uud  eine  solche  zusamoiengeaetAte  Va- 
lintioB  wMMt  mMm  «Im  mitte llinre  naenninienireeelnlee 

Hiermit  ist  die  Idee  des  Varietionsltarkul's  vollkent» 
mtn  ansgesproclio n.  Uei  der  flemeatarcn  Klarheit  die- 
ser Idee  sind  wir  uns  jedeaual  bewusst,  wann  wir  unbe- 
dingte Freiheit  in  den  OperaUenen  haben,  und  letztere 
uacb  einem  zn  erreichenden  Zwecke  einrichten  können» 
vnd  wenn  wir  gezwungen  sind,  die  Operntionen  den  je* 
desnal  obwnitenden  Ümntftnden  so  nnterwnrfen  nnd  nn 
ükerlnnsea. 

A.   Eimfmek0  Vmrimtünem. 

1)  Unmittelbare  einfache  Variationen.  Wenn  eine 
Funktion  yz=z^jff  ia  eine  nndere  y-i-^=tpjf  fibergeht,  so  fuhrt 
mnn  ein  weiteres  Bbment  x,  welebes  von  alleo  andern  in  entlknl« 
tenen  Elementen  unabhängig  ist,  und  von  welfekem  wiedemm  alle 

in  t/'.T  enthaltenen  Elemente  unabhängig  sind,  in  die  neue  Funk- 
tion ^'.r  KG  ein,  dass  sie  sich  mittelst  des  Maclaurin'echeD  Satzes 
in  folgende  Reihe  eutwickeln  lässt: 

f)  ir+Ay«9Wf*4-«.^*4-r^.d»fwr-t-  

cder 

U)  y-f-Ay=y-f-«.^yH-r-^  .«J'y-f-  

Die  Ausdrücke  ^7/,  (f'y,  n.B,w»  sind»  wie  man  sieht,  als  Fn&ktinncB 
von  JC  zu  betrachten. 

Woza  aber  dieses  fremdartige  Element  xf  —  Warum  grade 
die  nach  latnter  p*ailiv«n  ^nzea  Patinnen  den  n  aiifirtmgendn 

Reihe)  —   Was  hat  man  bhI  diesem  fremdartigen  Elemente  x  am 

Ende  niler  Operationen  anzufangen?  —  Wenn  bei  jedem  beliebi- 
gen Werthe  dos  der  Werth  des  neuen  Ausdruckes  ipa:  dem 
Wertbe  des  nrsprüDglicken  Ausdruckes  ^a:  unmittelbar  anliegt;  so 
mnss  4m  «  in  fup  an  niagefikit  «rin,  dnas  die  speeieUe  Sedeutung, 
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Hilles,  «in  im  Mcaieote  des  VerscbwiiitoB  befindlieher  Werth  ist. 

Warum  moss  grade  das  x  diese  Bedeutung  babeof  —  Ist  es  im. 
ner  möglicli,  das  x  so  in  die  neue  Fonktioo  einzuführen?  —  I\1it 
der  Beantwortung  dieser  Fragen  steht  und  fällt  die  ganze  Theorie 
der  unmittelbareo  eiiffacben  Variationen. 

Wen»  eise  PoBfction  f^ssf>(a:,  w)  in  eioe  andere  y+Ay 
ss^jF^  ür)  übergeht,  fl«  Mt  Bau  auch  hier  in  ^(^,  tp)  das  Ele- 
ment X  8o  einzurühren,  dam  sich  mittelst  des  Maclaarui^ackeB. 
Salxes  folgeode  Beibe 

Hl)  y -f-  Ay  =  sp(^>     +  X .  cJyC'*'»        j-^ .  <J'gp(ar,  w)  -f-  

•dar  ^  . 

IV)  y-*-Ay=y-H«.<^y-HY75.^jr-l-  

ergiebt.  Hier  wiedarbalan  neb  die  baraito  gestellten  Fragen.  Bia 
Ausdrücke  Jy,  ^'y.  u.  s.  w.  sind,  wie  san  liebtj  als  Fanktionan 

faa  JP  und  w  zugleich  zu  betrachten. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  bat  man  zu  Ferfahren,  wenn  f/s=zf{jitf  r) 

Äeipbt  in  3^^-Ay  =  V(•2^,  f). 

Und  so  fort.  •    •  . 

In  dar  Aaiba  U)^  1?)  i.  a.  w.  wiH  Ay  ^  Gesamo|lTMrin- 

lian,  dagegen  «Ka  cbxalnea  Gliader  «  .  ^— ^  .  <f'y,  «.  a.  w. 

werden  bezüglich  erster,  zweiter,  u.  s.  w.  \  ariati enstbeil,  und 
^  Kacffieienten  n.  a.  w.  werden  besüglicb.  antar,  nwaU 

lir,  Q.  s.  w.  Variation skoefficient  genannt. 

2)  Mittelbare  einfache  Variationen.  Sobald  die  Theorie 
der  unmittelbaren  einfachen  \  ariutioDen  begründet  ist^  hat  die  der 
mittelbaren  keinen  Anstand*.  Das  KntwickeiUBgsn^ittel  ist  der  Ma- 
diwin'aeba  Lalinals«  • 

1)  tJnmittalbara  anianimeDgeaetzta  Vnriatianen.  VTeMi 

eine  Funktion  y—tpa:  überlebt ^in  y  +  (^^jy  =       H- ^•^) > 
Dx  eine  blosse  Werth änderung  dea  nicbttariablan  VaränderUcben 
«  ist;  ao  gebt  die  Reihe  1)  über  in 

Cb  aber  die  znsaainicn gesetzten  Variationen  gleichfalls  durch  den. 
Maclauri naschen  Satz  entwickeln  an  könneni  setze  man  statt  der 
Werthäüderung  Dx  die  Reihe 

Warum  aber  diese  Reihe?  —  Wäre  es  nicht  hinreichend,  statt  dar 
Werthänderung  Dx  blus  das  Produkt  x  .  d^x  zu  setzen?  —  In 
«Man  PXHen  geniigt  diasaa  Flfa4afct,  in  "wSaSum  FUlan  ist 
£e  Reihe  VI)  nöthig?  —  Mit  dar  Beantwartnng  diasar  Fragen 
steht  und  fällt  die  Theorie  der  unmittelbaren  zusammenge» 
satatea  Variatianea.  Setzt  man  nun  die  Reibe  VI.  an  dia  Stelle 


4tB  Da:  in  der  Reihe  V.  Überall  «lir,  und  eDtwickelt  man  miUelsi 
4m  Maclftunn'sclieii  Saties;  so  bekommt  man  folgende  R^he: 

VII)  y  -f-  (A)y = y + *  •  c^jy + ni  •     ^"  rrri  • 

IX)  A'y=^9-  +  2.^^.^^+^-?..^*«4-^^^^^ 
=  <^'y+».^.^*+^.-^*^+^-W 

«.  t.  w.  n.  ■.  w.  Die  zuBammeDgetetste  Gestiiintf «riation 

wird  bicr  mit  (Äiy»  ""^^  ^p*"  erste,  zweite  u.  8.  w.  znsnmmcnee- 
Bctzte  Variatiirnskoelficient  wird  hier  he/iic:lich  mit  (d)y, 
(J)'y,  u.  8.  w.  bezeichnet.  Ich  habe  die  Klamiucru  dcsshalb 
gewählt,  weil  sie  ülierbaapt  an  «nsamweDgeiettte  Avv- 
arlltka'eriDDerB.  Die.  mit  T/^r  bezeichnete  Werthanderüng  mag 
€6e«flimtdiff«rens,  die  in  4er  Beibe  VI.  befiD4licbeii  Glieder 

jf  .^^Ti  «.     w.  »ög[en  DiifercnstJbeiU,  aad  4i0 

Koefficienten  ^:r,  ^*ar,  u.  i.  w.  «Sgeä  bezüglich  erster,  zweiter, 
.«^     im  piffereuzkoefficieot  geoannt  werden. 

Weoa  y=(f  {:Vy  tr)  iibernreht  in  y-|-(^)y=V'(-^~*--^-^»  tr+Dtt\ 
WO  Da:  und  blosse  WerthHiideningen  der  nichtvariableu  Ver- 
laderlicheii  ^  und  w  aind;  so  geht  die  Reibe  III.  über  iu 


Um  ober  auch  diese  zusammengesetzte  Variation  mittelst  des  Mac- 
laurin'scbeo  Satzes  eotwickelii  an  können,  setaa  man  statt  Bob 
Wtt4  Dm  beaftglich.dib'fieUittn  . 


X» 


•••••• 


Setzt  man  diese  Reiben  wirklich  statt  D^  und  Dw  in  die  Reibe 
X  überall  ein,  und  entwickelt  man  ■fcttalst  dni  llaolanrin'ndien 
Satses)  sa  bekommt  nun 
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•.  •      .  .     .   .  • ' 

2)  Mittelbare  zusammeDgesetzite  Variationen.  Sobald 
Tbeorie  der  mmittelbarep  zusammeoffesettteo  Variationeb  be« 

gitodM  iit,  bat  4ie  der  nktelbma  kieinttt'  Aatlmid»  Dm  Bat» 

widteliiogsiaittel  ist  dor  MiclIivMM^  Site.'. 

Das  GrSsste  uod  Kleinste.   Dieae  Aufgab«' ift  eine  dop« 
ftkt.    Ich  will  den  eiofticbiteB  Fall  bier  vornehoieo,  « 

^  Es  sei  f/),  wo  y  eis  variabler,  dage^n  ^  eio  nicbt- 

rariabicr  Veränderlicher  ist;  und  man  sucht  für  y  eine  solche  Funk- 
liou  (pjc,  dass  dann  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  u:  der  Werth 
des  Ausdruckes  6  =y(^,  y^o.)  grösser  oder  kleiner  wird,  ul.s  es 
kü  Fall  s^n  kaoD,  wenn  nap  an  dia  Stelle  des  y  alle  diejenigen 
FaaldioDaD  setzt,  deren  W^rÜi«  Üei  jedem  beliebigen  Werthe  des 
jr  dem  W'ertJjc  der  Funktion  (f.v  unmittelbar  anliegen.  Ein  soU 
ciiej»  Grösstes  oder  kleinstes,  welches  durcli  den  einfachen  Varia- 
tioofkaikul  aufgesucht  wird,  und  dessen  Werth  wegeu  der  noch 
«CattfiadendeB  AUgeoieialieiJt  des  l^ia  baatiMitar  Ist,  mag  eip 
prmares  Grosstes  ode>  priiaäres  Kleiaatefl  geaaant  werden/ 

Hat  mnn  nun  fÜr  ^  die  Sanktion  9>^  ^fundeo,  bei  welcher 
V=/{aff  fDje)  ein  prüiirei  Grfisstes  oder  pnmäres  Kleinstes  wird; 
fo  kann  man  noch  iiir  einen  solclicn  bestimniten  Werth  a  auf- 
sachen,  bei  weicliem  dann  der  Ausdruck  V^=f(a,  <fa)  einen 
grosseren  oder  kleineren  Werth  bekommt,  als  wenn  man  die  dem 
m  «aaiiiteliiar  aaliegeadea  NaehbarwerCbe  eiasetst  Kia  aolehea 
Griistcä.eder  Kleinstes,  welches  durch  den  Differeatti|kal|fial  auf- 
gpsncht  wird,  und  bereits  einen  speciellea  Werth  bat»  aiag  eia  se« 
kaodares  genannt  werden. 

'Trifit  CS  sich  dann,  dass  der  Ausdruck  U=/(a;,  y)  gleich«* 
tcitig  aowebl  ta  primärer  alt  aueb  ia  ttikaadHrer  Besiebuog  eili' 
Cfosstet  pder Kleiaates'firird;  ao  kat  «an  eva  susammeageaeta« 
•  tea  Grösstes  oder  ein  zusammeagesetztes  Kleinstes. 

Es  ist  nicht  grnde  nütliip^,  zuerst  den  primären  Zustand  für 
lieh  allein,  und  hierauf  den  sekundären  Zustand  für  sich  allein, 
aafzosuchen;  sondern  map  kann  den  zusammengesetzten  Zustand 
MMtt  anf  etamal  aaffindea.  'Oft  iit  aiaa  sogar  gezwungea,  daa  aa- 
saminengcsetziea  i&ustand  auf  einmal  aitfzimucben  (man  denke  %.  B. 
an  die  Probleme,  welche  auf  brsfimmte  Intpjrralc  mit  vcränderlirfien 
(vräasea  AUireo).    Das  »vsammeogeictate  GrüMte  oder  Kieiuste. 
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auf  elmiat  «ttfiiiiliii^eH  iit  aber  9wkt  4oi  tWMiBeDgesetsteii  Va« 

riationskalkurs. 

Da  es  nicht  meine  Abaicht-ist,  eine  Theorie  des  Va- 
riationskalkul's  hier  mitzutheilen,  so  will  ich  die  be* 
reits  gemachten  Bemerkungen  nicht  noch  vermehren; 
denn  jetzt  wird  jeder  Leser  die  von  mir  berrühreodea 
EigaathOaiUehkeiteD,  welelie  ia  dea  aaebfolfcaadca  Pro- 

"  bleaien  vorkommen,  o^ae  weiteres  sa  würdigen  verste* 
ben.    Für  einen  Theil  mpiner  l.pser  ist  es  vielleicht  nicht  über- 

#  flüssig,  wenn  ich  zu  jedem  Probleme  einen  I'nragrafbea  aus  Ohn'a 
Lebre  des  Grössteu  uad  ikleiosten  citire. 


Erste  Abtheilung. 

AiifgabfD»  walcbe  auf  Ausdrücke  führaa»  die  wirklieke 

Crfanktioaen  sind. 

AafgalM  1. 

(Zu  OliBi's  Lehre  des  GrSsstea  und  Kleinsten.  Seite  160»  §,  17.). 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinntensy- 
stem  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Eigenschaft,  dass  sie  das  Produkt  der  zu  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewäbltea  Abidiie  gehörigen  Ordiaate  and  dieaer  an  die  Or- 
dinate Teraiiadciiea  Abscisse  {grösser  oder  kleiaer  maclit.  als  es 
bei  der  nemlichcn  Abscisse  alle  andern  der  cr^^^nchten  Rur^'C  ia 
jedem  Punkte  nächstanlie^cndcn  Naclil)arkurven  machen  können? 

Die  hier  gestellte  Autgabe,  welche  ein  primäres  Grösstes  oder 
primäres  Kleinstes  sacht,  nkrt  anf  den  allgenmnaa  Aasdrack 

I)  V=  y  .  (^  — y), 

wo  .T  jede  beiicbif;e  Abscisse  und  y  die  jedesmalige  Ordinate  der 
gesuchten  Kurve  ist.  Die  Ordiouteo  aller  der  kurven,  welche  der 
gesaehtea  Karra  ia  jedem  Paakte  aäokstaaiiegen,  werdea  darg^ 
stellt  darek 

U)y4-a.ay-+-^.iy'jf-*-n^.^'y  • 

wa  a  der  Nall  aSekstaaliegead ,  y  die  gesaebte  Faakliea  ve«  * 
aad  Jy,  <T'y,  ^^y  a.  s.  w.  gaaa  willküriiaie  reelle  Fnaktlaaea  voo 
m  siad.  Aas  I.  Mgt  aaa 

III) 

IV)  #»£7=(ar— 2y)J'y-2.  Jy». 
Aus  J6  =0  folgt  X  —  2y  =  0,  d.  h.  es  ist 

V)  y  =  | .  ^. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  diejenige  Gerade,  wel- 
che im  Anfangspunkte  der  l'oordinnten  die  Abscisseo- 
axe-uuter  einem  Wiukui  scUueidet^  dessen  gonioaietri* 
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sciie  Tangente  =±=  l  ist;  und  da  iich  ^tzt  Gleichung'  IV.  anf 
-2 .       xaiiickziehr,  also         bei  ieder  reellen  Funktion 
wel^e  Min  für      ^etit  und  bei  jeilem  beliebigen  WertI 


fen  Off  wel^e  »nn  für      ^etit  nn4  bei  jedem  beliebigen  

Im    Mgntlr  Meüt;  «o  tat  V'±si .  jr»  ein  prlaftren  Mieten. 

Aufgabe  2. 

(Ze  OWa  Lehn  de«  Grössten  nnd  Kkinsien.  Seite  M.  f  17.)* 

Weleb«  unter  aHen*  nnf  dae  nemlicbe  reebtwinklige  Ceerdinn» 
tensysteni  belogenen  ebenen  Kurven  bat  in  sich  einen  bestinaiten 

Punkt,  der  so  fi^eleg-en  ist,  dasa  das  Produkt  spiner  Ordinate  und 
seiner  um  die  Ordinate  verminderten  Abscisse  nebst  dem  Produkt  seiner 
Abscisse  uud  einer  uro  diese  Abscisse  verminderten  konstanten  Li- 
nie grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  nächstgelcgeneo 
NscbbarpnnkteB.  mögen  sie  sieb  B<ln  In  der  gesochten  Knnre  oder 
in  den  ibr  in  jedem  Pankte  nidiitnnlUgenden  Nnebbnrknnren  be« 
ilden,  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufg-ahc,  weldie  ein  zusammeng-esetztes  Grösstes  oder 
ein  zu^amniengesetztes  Kleinstes  sucht,  tubrt  auf  den  ajlgemeiaen 


wn  X  jede  beliebige  Abscisse  und  y  die  jedesmalige  Ordinate  der 
sr«such(en  Kurve  ist.  Die  irgend  einem  beliebigen  Punkte  nächst- 
gelegcnen  nnd  sowobl  in  der  gesncbten .  als  io  -allen  nächstanlie- 
fcsm  Nachbarkurven  befindlichen  Naebbarpaokle  haben  die  Ab* 
idise  {ae~%'JDix)f  velebe  niAn  nncb  deentfllM  kasn  dnreb 


mk  die  Ordinate 
ve  bekanntlich 


I.  1.  w.  ist.  Da  aber  die  Wertbänderung  des  a:  ganz  unabhängig 
Md  willkttfflleb  ist,  ao  wllre  es  ccbov  .binteidhend,  «laft  der  Reibe 

II.  den  einfarheim  Anadfoek  W'^x  .  Ojt  m.aetsen»  wobei  also. 
^*.r:=0,  ^*^  =  0,  u.  s.  w.  ii0t.   Niflunt  nan  .abe^  dennocb  die 
iUtke  iL,  so  bekeannt  man 

V)  (dj«  |7ss     —  2y)  .  d*fj         —  2y) .  ^.  -H  y  H-  a  —  M  . 

-2  .  iJy'  4-  21(1  -a        .  ßlf-^ia:  ^  2y)  .^1 .  ^o: 
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Setzt  maQ  fß)U=0,  d.  b.  sowobl  ^^  =  0  ^  >imic|i  ^qpO,  so 
bekoMMt  mnn  innichit  die  identuiclie  Gleicbnog 

VI)  ^-^8y=:0. 

Dmns  ergibt  aieh 

VII)  y=i  . 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  diejenige  Gern  de,  wriclic 
im  Autttng^spuokte  der  Cuordiuuten  die  A bäcisseiiaxe 
UDter  eine»  Winkel  «clineldet^  denen  goniooietHicLe 
Tangeotc  3} ist..  Man  BekoBflit  «ber  «neb  nocb  die nicbtiden» 
tiicbe  Gleicbnng 

Velebe  lieb  Jedoeb  in  Folge  d^  Gleiebnog  Tl.  inrfiekiiebt  abf 

WH)  y-f.«  — SdrssO 

Mm'  ' 

Fiibrt  ann  fttr  y  den  Anadnick  ein,  ,10  bekosaU  nan  0—-^:;^ 

wpraus  0;=:-^  ^i>Ig^  und  ei»  iit      •  .  . 

IX)  1^"=^' 

Unter  dieaen  Umtönden  redneirt  aieb  tileiebatog  V.  eof 

X)  •  V  T-i  • 

Dieter  Aoadmek  bleibt  anter  allen  üaisf&nden  negativ  and  soniil 
findet  ein  xnaanmengeaetatea  Grdsstea  itatt 

Aufgabe  17. 

(Zu  Obm't  Lehr«  dM  Grössten  und  Kleinsten*  Seite  177.  26.). 

—  • 

Welcbe  voter  allen  nuf  daaMlbe'  reebtwinklige  CoordiBateat]r* 
•ten  bezogenen  Flächen  iint  in  aieh  einen  liestiminten  Pnnkt,  der 
80  gelegen  ist,  dasi  folgender  von  den  Goerdinaten  diesen  Pank« 
tes  nhhängige  Ausdruck 

D  C^S5:6flMn  +  ««-|-i»*  +  6y*^4i&y.(^-Hitr) 

EBsser  eder  kleiner  ist,  nts  bei  allen  andern  nücbsfgolcgenen  Nacb- 
rpnnkten,  mögen  sie  nun  sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in 
den  ihr  ijberaU  nächstliegenden  Nacbbarflächen  befinden ^  der  Fall 

sein  knnn^ 

Diese  Aulgube  verlangt,  wie  man  sieht,  ein  zusam- 
men gesetztes  Grösstes  oder  Kleinstes.     Zn  den  irgend 

einen,  beliebigen  Punkte  nächstgelegenen  und  sowohl  in  der  ge* 
snebten  als  in  allen  niichstanliegend<>n  Nnchbarflächen  hi-ilndlicneo 
Nachbarputikten  gehören  die  Ahscissen  {^•^  J^jp)  und  {fO^  Dw^^ 
veiche  inao  ouch  darstelieu  ,kaoo  durch 


Digitized  by  CoogU 


129 


III)  fP-t-x  .,J>«;-hj-^.^>fr-»-j-^^.^^V-»-. 
mmd.  die  OrdiDato 


«  * 

a.  s.  w«  iat  Da  »ber  die  WerthHndeniDgen  des  nnd  des  to  hier 
ganz  nnabfiäniriQ^  und  ivillkürlich  gind,  so  wäre  es  schon  hinreicheod 
statt  der  Keiben  II.  und  III.  nur  (a:-f-x.^ar)  and  {w-\-%.^w\ 
za  seuen,  wohei  also  ^'ar  =  0,  ^*t£;  =  0,  ^»a:  =  0,  ^^i«;==0 
w.  kt  Ottreli  Variiran  beka«iBt  aaa 

(d)  6^'=  4(3y  —      —  ^np)  ,  dy 
H-  [4 .  (3y— Ar-^ii^) .  ^H-a«4-8«-4iyl  •  ^« 

+  [4 .  (3y — ii«y) .  ^+2i9— 4iy]  • 

Aua  ^d)U=zO  folgt  zuerst  die  identische  Gleichung 

VI)  3y  — -Ä^  — ^fr  =  0 
nad  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 

TU)  4«(8y»ibr  — +     +  4ilys0, 

■ 

VIII)  4(3y— — iJ«.)  .^-h«»— 4ily=a, 

waldM  aick  aber  wegen  Gleichung  VI*  surückaieben  auf 

IX)  «0+2«— 44y=s6, 

and 

X)  2w  — 4/iy  =  0. 
Aas  VI.  folgt  annäcbst 


XI)  y  =  y.(^-f-«»>. 


Die  gesuchte  Fläche  ist  niso  eine  Ebene,  welche  durch 
den  AnfaDgapunkt  der  Coordinaten  geht,  und  bei  wei- 
cber  die  io  )leo  CoordiDatenebeB«D  XY  nnd  IFlTliegeo* 
TMlUIi  9 
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den  Spuren  mit  der  Coordinatenaxe  Y  solche  Winkel 

•    •  •    '  Ä 

bildeBf  deren  gonlometrisc^ie  TaBg€nte  =-j-  ist 

Ftthrt  man  add  in  IX.  und  JL  Ar  tr  den  Ansdmok  «in»  so  be- 

kommt  man  a:=: — j^/^a  _  ^  *  nad  tpas^,  |,*^»  Unter  Oll- 
sen Umständen,  bleibt  nur  . 

XII)  (J)»  17=:  12 .  dif»  H-  «8  -        .  . 

(3  -  2A«j«  •  ^ 

Der  Thcilsatz  mit  dem  Variationskocfficienten  ist  unter  allen  Um- 


allen von  (— ^  .  1/3)  bis  zu  (H-i.  V^)  lle||^nden  Werthen  des 
//.  Dab.ei  fin.dajt  aber  ein  snsnsimengesetstas  Kleinsten 
statt.  _ 

Bei  allen  zwischen  ( — oc)  und  ( — \  .  \^  3),  so  wie  bei  allen 
zwischen  (+ i  •  V^^l)  und  (-Hoc)  liegenden  Werthen  des  h  kann 
Ton  einem  biciicrn  Zeicben«tande  des  mit  DiffercnzkoefücieutcD  ver- 
sehenen Aggregates  keine  Rede  sein,  und  in  diesem  Falle  findet 
wobl  ein  primäres  Kleinstes»  aber-in  sekondäner  Bnntebung  ündet 
weder  ein  GrSsstes  nocb  ein  Kleinstes  statt. 


Aufgabe  31. 

KZu  Ohm's  Lehre  dM  Grösstsn  und  Kleinsten.  Seit«  l&l.  f.  27.). 

Man  sucht  ff  nnd  %  als  so|ebe  Fnnktiniien.  foji  4r  nnd  0lr 
selbst  einen  solchen  Werth,  dass  der  Ansdr'nek' 

^=ar*-Hy--+-*' —  ^y  — o?«— yn-l-ift^?— t^»  .log  nat  — r 

ein  snsammengeset^tes  Grdsstes  oder  Kleinstes  wird. 
Man  bekommt  hier' 

H-K2y-».-«)-^+(2»-y-«f>.S-<-a*-»-« 

Daraus  folgen'  snnSc^hst  die  beiden  identischen  Gleichungen 

I)  2y — «  — 4?==:0, 

und 

und  die  nicbtideniiscbe  Gleichung 

III).2ar-y-*4-*^-^=:0. 
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Aus  I.  «od  II.  ergibt  sich  ^  =  ^  ood  »zssap$  and  aus.  IIL  .  ergibt 

IT* 

och  SFsss^»  Em  igt  «bo  jefctt  ' 

(1- log  MtjSij).  , 

Uoter  dieieD  Uinstäodcu  bleibt  nur 

Das  Aggregat  der  VariatlonskoefiicieDten  zeigt  an^  dass  ein  primä* 
les  kleio&tes^  und  der  Theiisatz  mit  dem  Differenikoefilcienten  zeigt 
d«Mi  aadi  «in  letoiidiKs  KMBitds  sta^  ind^t)  .es  IMMt  sUo 
zusaMMCD ^es^txtes  Kleinstes  stntt» 
(Mm  ▼«rglcidie  dM  fölgaade  Aufgabe), 


Aufgabe  32. 

(^D  Qlnn^fl  Lehn  de»  Griteteen  «oA  XkiMieB.  ^eitfi  172.  ^  96.>-  - 

Man  «iucht  x  als  solche  Funktion  von  ^  und  ^  und  zugleich 
flr     und  y  solche  Werthc^  doss  der  Ausdruck  * 

üTrs  4P* -4- -I*  4r« -*  ^ + id? ^*  .  I«ig  nat  — - 

ein  zosammengesetztes  Grösates  oder  ^ei^istes  wird. 
Alan  bekommt  hier 

Daraas  folf^  aaoächst  die  identisch^  Gleichung 

'     1)2»  — a:--y  =  0 
nd  die  baidaa  nicbtidentitcben  Gleicbnogen 

tl)        4P— »=sO 

ttd 

Iii)  24?-.y-r»-^=^=0. 

Au  1.  «rgibt  sieb  xs^^.  Fuhrt. man  diesen  Ansdrack'  in  f.. 

Bod  11.  ein,  so  bekommt  man  yz=^  und  or^"^.  Es  ist  also 
ktit  wieder 

V^sg'  :  (1  -  log  nat  *  •  . 

I'iter  dieieB  CsMtänden  bleibt  nar  ' 
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Der  Tbeilials  wk  den.  VariailoMkoefficieiitiBB  Mkt  an,  dats  eiil 
priaiftres  Klebitei»  und  das  Aggregat  mit  den  Dinereazlcoefficien» 

teo  zeigt  as,  dass  aoch  eio  sekundäres  Kleinstes  statt  findet;  ee 
tindet  also  ein  zusammengesetztes  Kleinstes  statt« 

(Alan  vergleicUe  die  vorbergebenae  Aufjgabe).  * 


Aufgabe  51. 

(Zu^  Obm'a  Lebre  des  Grüssten  und  Kleinsten.  Seil»  197.  ^.  35.;  und  zu 

Seite  203.  Anmerkung.). 

Welclifr  abcr*'^<^'5rzte  senkrechte  Kegel  hat  hei  federn  heliehigeri 
zwischen  dem  Halbmesser  der  oberen  und  unteren  Grunülläclic  statt* 
findenden  Verbältnisse  die  Kiffenscbaft,  dasa  er  unter  allen  denen, 
die  denselben  (gcgcbeDen  oder  Dtchtgeffebeaeo)  Kfirperiabalt  ein- 
seUieisen,  von  der  kleinsten  OberiUiebe  begränat  wird? 

Es  sei  y  der  Halbmesser  der  untern,  x  der  Halbmesser  der 
obern  Grundfläche  und  v  sei  die  senkrechte  Entfernunsr  dieser  bei- 
den Grundflächen;  so  ist  bekanntlich  des  abgekürzten  Kegelmantels 
Flächeninhalt  =  tt  .  (y -4- ;s)  .  1/ f ' -|- (y  —  s)^,  das  z  mag  o^rösser 
oder  kleiner  als  v  sein,  d.  b.  des  abgekürzten  Kegels  Spitze  wag 
abwärt«  oder  aunrärta  liegen.  Hier  liat  man;  eben  weil  kein  Gran« 
vorhanden  ist,  warum  des  Kegelniantels  Fläcbeninliatt  negativ  aeiii 
sollte,  das  Radikal  nur  nach  seiner  positiven  Bedeutung  zu  neh- 
men; und  diese  Bedeutung  muss  ihm  durch  die  ganze  Aufgabe  blei. 
ben.  Der  Fläcbeninbalt  der  untern  Grundfläche  ist  tt  .  y',  und  der 
Flächeninhalt  der  obern  Gmndfliehe  ist  n .  »*,  Addtrt  man  dieae 
drei  Aoadröcke,  so  ergibt  sieb  für  die  ganze  Oberfläche  det  ahge* 
kttnten  aen  kr  echten  Kegels  folgender  Anedmck: 

Der  Kdrperinhalt  demeihen  hrt 

Weil  ferner  der  Halhneaser  der  ohem  Grundfläche  irgend  ein  be- 
liebiges Vielfaches  oder  irgend  ein  beliebiger  Theil  des  Halbaea- 
aara  der  nnteren  Grundfläche  ist,  ao  hat  oun  noch  die  Glelchnnff 

III)  y  =  ar.». 

Man  erkennt  sogleich,  daia  die  Anflösung  am  leichleaten  durchgeführt 
wird,  wenn  man  y  eliminirt;  man  bat  dann  »  und  P  ala  Bolche 
Funktionen  von  jc  zu  bestimmen,  dasa 

IV)  r=  jr  .  I*«  .  (1  -|.4r')-H«  .  (1         .  i^r*4-«».(^— i)»J 

ein  primäres  Kleinstes  wird,  während  noch  der  Ausdruck  - 

V)  y  .o.»».(l4.ar-»-ar') 

beständig  denselben  (gegebeneu  oder  nicbtgegebeuen)  Werth  he- 
bält.   Aus  IV.  folgt  uun 
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AwB  T«  ate  folgt    ^  . 

Elinioirt  man  nun  dv,  so  geht  Gieichnng  \\.  über  io 

vui)  n-  ''•(*-*-')-ta«'-f-"'-''')-«-»»<*'-*-')-^'"-H>M^t)' 

S«tmft       dU=Ot  M  folgt  Olli  Gleidiniig  VIII. 

IX)  (or+l).  12«».  -fr«!  Z  

-f-  2»  .  (or»  + 1)  .  1/         a »  .     —  1) '  =  0. 

Dareoa  folgt 

+ (** + 1)» + «» .  («•  —  »)*|. 

Das  Radikal  kann  abor  liier  nur  leiBO  poaitive  BedentUDg  habeo» 
weil  widrigenfalls  negativ,  also  z  selbst  imaginär  wäre.  Hier- 
durch ist  das  V  erhäitoiss  der  Höhe  zum  Halbmesser  der 
obereo  GrundCläche  gegeben.  Würde  nan  dem  nicbtvaria* 
M«  EloBOBto  4t  don  Werth  1  beilegen,  ao  wBrdo  ooa  Glolehiiog 
III.  folgen  d.  b.  der  flalbmesser  der  obern  Groodllieho 

nräre  dem  der  unteni  Grundfläche  gleich,  und  der  abgekürzte 
Kegel  ginge  io  deo  Cy linder  übei^  ond  Gleicbuog  X.  ginge 
über  in  '  s  * 


XI)  = 


Wono  warn  ober  Gleichung X.  genonor  botrodtet,  so  erkennt  aon, 
]cu  wahren  Werth  der  obbettini 


man  dcu  wahren  Werth  der  obbettinrnten  Form  §  jetzt  am 
loicbtesten  dadurch  ermittelt,  dass  mnA  das  Radikal  nach  dem  bi- 
nomiscben  Lehrsatze  in  eine  Reihe  verwandelt.  Nun  darf  das  Ra- 
dikal, wie  bereits  aus  einandergesetat  ist,  nur  seine  positive  Be- 
dontnog  beben;  mni^  dobol  gebt  Gloicbnng  X.  ober  in 

^  ,  '       fr*  ■        „    3:>.(j?»^iy      1.1  af*.fa*-l)* 
.  1>1.»  iir».{ay*»l)»  - 


 aon  In  Zäbkr  nnd  Nenner  dos  geneinieboftllisbo  Prodokt 

.  (jT —  1)*  wog;  00  gebt  loixtore  Gletobnng  Aber  in 

.  1*1.1  -  , 

Dieoe  CleicbuDg  ist  mit  Gleichung  X.  ganz  gleichbedeutend  bei  je« 
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ilen  Wertke  des  ^,  also  aiicli  bei  dpssl;  «oü  Mtxt  niB  wiiidick 
'jpr=sl,  80  bekomml;  mao 

■o  daSB  die  hier  io  Frage  atehende  uubestimmte  Form  %  den  Werth 
bat.  Aus  Xli.  folgt  v  =  2x,  d.  h.  die  Hohe  dieses  Cylindcrs  ist 
dem  Durchmesser  der  beiden  Grundflächen  gleich,  und  man  hat  den 
bekannten  Satz:  unter  allen  Cylindern  von  einerlei  Kür- 
perinhalt  wird  derjenige  von  der  kleinsten  Oberfläche 
eiDgeaehloaaen ,  deaaea  Höhe  deai  Djurehmeaaer  der 
Grundflächen  gleich  ist. 

Erstens.    Ist  der  Körpcrluhult  des  gesuchten  Kcc^els  ein  ge- 

S ebener,  dargestellt  durch  m^^^so  geht;  der  Ausdruck  V.  über  in 
ie  Gleichung 

XIII)  Y .  9 .  «* .  (iHh  « + d?*)  =sM* 

nnd  die  Gleichungen  X.  und  XIH.  reichen  bin,  zu  bestiauaen»  was 
tf  und  »  für  Fuulctionen  von  ^  t»iud. 

Zweiteos.  Ist  der  KiifperiDbalt  dea  gesocbteo  Ke^^ls  sieht 

gegeiien,  so  hat  man  nur  dir  einzige  Gleichung  X.,  und  jetxt  kann  > 
man  für  das  uiittclbarvari.ihlo  Klcmrnt  r  jode  beliebige  Funktion 
von  a;  wählen^  die  zugehörige  Funktion  js  ergiebt  sieb  dann  jedea> 
mal  ans  Gleichunja^  IX.  oder  X. 

Das  Prüfungsmittel,  ob  ein  Grdsstcs  oder  Kleinstes 
atftttfjttdeV  Ist  noch  h^rftvatellen« 

•    '  *  *  «* 


Zweite  Abtheilang; 

Aufgaben,  welche  auf  Ansdrüeke  föhrea»  wo  Differea« 

tiale  Torkomaea. 

...  Aalgabe  6d« 
•  (Zn  Obm's  Lahrs  dss  Grilssten  nnd  lOeinsten  Seite  tOB.-  9.  M—M.) 

Welche  udter  alten  auf  daüaelbe  rechtwinkelige  Ceordiaatea- 

s^^stem  bezogenen  ebenen  KurVen  hat  in' jedem  ihrer  Punkte  dia 
Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  voa  dea.Coordinaten  abbängigea 
Ausdruck 

I)  17=:*»  .  *»  +  |cS  +  i .  >!» .  y*  -  («• .  «•  +*» .  ^y) '  ^ 

hf]  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  grosser  oder 
kleiner  nuteht,  aU  ilin  bei  der  nemlichcu  Abscisse  alle  andern  der 
gesuchten  kurve  in  jedem  Punkte  nächst  unliegenden  Nachharkur- 
f  aa  nachea  kSaaea? 
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mmUtjp  j«l«'Mltobige  AÜMim^iNid  f  die  jeitiiMlige  Or- 
<iMle  d«r  gesuchten  Kurve.-  Die  Ordinaten  aller  Knrveni  w«lcU' 
ler  gesuchteii  Kwe  iu  j«lep  Punkte  fiStlMtMiUegiPy  werdra  d«i^ 
gnteUl  dBrck 


wo  s  der  Null  nSekttaDliegend,  y  die  gesacbte  Punktion  von 
■od       <>*y,  ^'y,  u.  s.w.  ganz  willkürliche  reelle  Funktionen  von  a: 
Md.    Per  erste  Differentialquotient  der  der  gesuchten  Funktion  y 
Ifi  jedem  Werthe  des  jc  näcWanliegeoden  Nachbariunktionen  wird 
Also  dargestellt  durch 

Durch  Voriiren  bekommt  man 

Erster  Fall.  Soll  die  pjcsachte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einaader  in  jedem  Punkte  näclistuniiegcnden  herausgewählt  wer- 

4eo;  so  aind  dir       ^  don  Wortbe  nach  gönn  naabhängig  von 

einander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  Sy  auch  die  des  ^  mit- 

(re;rf.|,en  ist.  Et  mäsoeo  alflo  Jetzt  die  zwei  ideottschen  Glei- 
chuogen  .  . 

statt  finden.   Man  hat  Dan  iwei  Wogo»  .die  goanchto  Funktion  y 

TOB  jc  aufzufinden.  - 
Erstens.  Gleichung  1)  gebt  geradezu  über  in  i/.da? — :c,ay=n 

•der  ^'^Z^'^  =  0.  Darado  folgt  durch  lutegriren 

'9)  yss  IKjP.  .  '  • 
Dn^  diooe  FonkUoii  man  aber  auch  jGleicboDg  1^)  identiscii  wer- 
den. Zu  diMM  Ende  fiUu«  mm  Bsp  statt  yiiad  if  statt  ^  in 


IM 

Gleielinog  %)  ttbenll  mm,  wimtift  90  tM  alt  Bttglicli»  mmI 

DaiBBfl        Asl,  und.  Gleiehaeg  3)  gekt  fiber  in 

welches  die  gesuchte  Fuoktion  y  voo  jc  ist  Dabei  redacirt  sich 
Gleicbnng  ^')  anf 

woran  man  erkennt}  data  ü'ssii  *A* ,  '^t^i»^"^  ^'"^  piisätea 
Kleinstes  ist. 

ZweUent.  Man  kann  aber  ancb  ana  1)  nnd  2)  den  Aoadrack 
^  elimioiren,  nad  ao  okne  Integratien  an  der  getnchten  Punktion 

y  von  jp  gelaogeo.  Zu  diesem  Ende  wird  man  ans  6Ieic|iaDg  1) 
nekoannen 

Dieaen  Anidnick  führe  Man  in  %)  ein,  nnd 'ea  ergibt  sieb 
— ^)=0y  ao  daia  nun 

bat«.  Diese  Funktion  soll  nan  die  Gleicbungen  1)  and  2)  zugleich 
ideatiseh  maiibeD,  was  noek  besondere  nntersum  werden  srasa. 
Man  hat  also  jetzt  genau  daaaelbo  Reanltat«  wie  vorher« 

Zweiter  Fall,  aoll  man  aber  nur  unter  deoen  in  jeden 
Punkte  einander  nächstanliegenden  Kurven,  welche  alle  den  zu 
der  gernde  gewählten  Absfisse  a:  jBfehöripren  Punkt  mit  einander 
gemeinschaftlich  haben,  diejenige  heruusiucben,  wobei  das  L  ffrüs- 
aer  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigensckamten 
Kurven;  so  haben  alle  hier  in  Betracht  zu  zieheudeo  Kurven  hei 
der  gerade  g-o wählten  Abscisse  a:  auch  einerlei  Ordinate.  Deshalb 
he5!teht  hei  der  gerade  gewählten  Abscisse  a:  zwischen  der  Ordi- 
uute  der  gesuchten  und  den  Ordinateu  aller  in  Betracht  zu  ziehen- 
den Knnren  folgende  Glelcbnng: 


VI)  9=9+'.  ff+rk  •  ^»-*-T^Ts  •  ^9+  

luubs  uiso  bei  dem  gerade  gewählten  VYerthe  des  or  einaeii 

ae|n 

dy  =  0,  J'y  =  0,  d'y  =  Ü,  u.  s.  W. 

Hiw  ndaeiit  web  «Im  fileidMag  I?.  anf 
Mnn  bat  daher  jetat  nnr  die  einaige  Gleiebni^ 
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GleiehuDg  redurirt  sich  geradezu  auf 

^)  2a:  ,  dy  —  a:  .  daß  —  ff»dsc=zQ, 
Dm  Gleickung  wind  ibtegnbel»  wem  bmi  lio  mit  4ea  FaMor 
o  ^  ^1  mltipUeirt  IMoreli  bekont  «t« 

Ol  ^'dy  —  §f,da!.  ttx 
Daraas  fol^  durch  Integratiun 

•dar  Bit  Aandmog  dar  KanitantoB 

11)  ^-«»1/7:7  ' 

o«iar 

12)  (y  — ^)»  =  £.ar. 

Die  willkülirllcbe  Konstante  E  macht,  data  aian  die  Aufgabe  nock 
eioer  NeheafaieduigaBg  unterwerfen  kann.  Da  eick  Jetst  Giekhnag 
V.  auf 


zurückziehet^  lo  erkennt  nan,  dass  ein  prinlres  Kleiaitee  statt- 
findet. 

Dritter  Fall.  Soll  man  mir  unter  denen  in  jedem  Punkte 
aiaander  nächstanliegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
meneu  Abscissc  lauter  pnrallcle  Berübrende  haben,  während  die 
zu  dieser  Abscisse  a:  ffehörigen  Berührungspunkte  der  hier  in  Be- 
tracht zu  ziehenden  Kurven  in  verschiedenen  (Jedoch  einander 
Dacbetanllegenden)  EntfBmungen  von  der  Abseiiseoaze  eich  belin-' 
den  können,  diejenij^eu  heraussuchen,  wobei  das  U  grösser  oder 
kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  gecigenscbafteten  Kurven; 
so  scbliesst  die  Abscissenaxe  mit  den  zu  der  gerade  gewählten 
Abscisse  a:  gehörigen  Berührenden  aller  in  Betracht  zu  ziehenden 

Ennen  jedesmal  einen  gleichgroeaen  Winkel  ein.  Nun  bt  ^  die 

ffoniumetrisebe  Tangente  drs  von  der  Abscissenaxc  und  von  der 
(an  den  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  a:  gehörigen  Funkt  der 

fesuchten  ^urve  gezogenen)  Berührenden  eingeschlossenen  Win- 
els;  nnd  dakalb  beefekl  bei  der  gerade  gowXklten  Abedew  » 
xwisehen  der  goniometrischen  Tangente  der  gesuchten  Kurve  und 
zwischen  den  goniometrischen  TangentÖD  alier  in  Betracht  in* 
heoden  Kurven  folgende  taleichungr 


Em  maat  alio  bei  dem  gerade  gewählten  Werthe  den  «Bidn  Mte 
Bierhei  ledneirt  lich  Gleichnig  4)  aaf 
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dt/  '  * 


.Daraus  folgt  die  ideotisclie  Gleichung 

Diese  Gleichiinnp  formt  sieh  zuaächit  um  in  je»dy — 3f.ii[a?  =  0y 
oder  ^''^■^r^^  '^  =  0;  und  dmot  folgt  durch  Integration 

<     14)  y=  Qa;. 

IHe  willkürliche  Konstante  €l  nacbl,  daee  man  die  Aufgabe  noch 
einer  weitern  Bedibgong  untenmÜMi  JiMinb  Da  aich  Uarhoi  Gloi- 
cbuog  V.  auf 

fodneift,  to  erkennt  man,  4aii  oin*priBllr«a  Klainttet  atati  findet 


♦  > 


-  Anfgahe  07. 

ajfyk  Ohm's  Lehre  des  Grossten  und  Kleinsten.  Seite  208.      M — 16.).  ' 

Man  soll  uotor  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordioaten- 
systeui  bezogenen  ebenen  Kurven  diejenige  heraussuchen,  welche 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eiffenschaft  hat,  dass,  wenn  man  an  den 
SD  ifgend  einer  nach  Belieben  ffewftblten  AbteiMe  a:  gchnrigea 
Pnnkt  die  Berührende  zieht,  und  dann  von  zwei  andern  in  der 
Ebene  irgendwo  festliegenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  Be- 
röhrende fällt,  das  Produkt  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  hei  den  zu  der  neinlicheu  Ahscisse  a:  gehörigen  Punkten 
aller  uudcru  der  gesuchten  Kurve  iu  jedem  Punkte  uachstanlie^en- 
den  NachbarkurTen  der  Fall  sein  kann.  , 

Dia  Auflösung  wird  (Taf.  III.  Fi^.2.)  vereinfaclit.  wenn  man  die 
Abscisscnaxe  durch  die  beiden  Lcsiimmtcu  Punkte  //  und  K  legt; 
und  wenn  mau  zugleich  Uli  und  KT  senkreclit  auf  0\  errichtet, 
so  bekommt  man  UMz=zHR.i\ii  URM,  und  K^=:^KT,m  KTX, 

Mun  ist  tg  i9jP€?=^=0»  ako  coi  SFG^.j  '     ,  and 

iMut  hat  aoMit 

I)  sin  MRM^m  £TAsseim  8FOszxy=^=^ 

berner  ist  schon  in  der  O^ten  Aufgabe  dargetban,  dass,  wenn  man 
4ta  festen  AhaeiiadB  ÜH  und  W  h«ii|^  wat  m  maA  a  ha- 
.xaichnet, 

alaoüt 
■nd 
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Für  das  gesuchte  Prolnkl  JffM.  KU  bait  mm  also,  da  die  beMtn 
Radikale  entweder  durchwej]^  ihre  posifive  oder  dnfcliweg  ilira  ne« 
gative  Bedeutaog  repräsentircD,  * 

Dardi  Variiren  beJ^omoit  laan 


IV)  fü^  j~-5  . 12y  H-  (a  -ha-ar);;J .  dy 


^^P  Ay-\-{a  —  a:);>]  .  [,'/ -\- {et  — a:)p]l  . 

Erster  Fall.  Soll  die  ffesnchte  Kurve  aus  allen  mög-lichen 
einander  in  jedem  Punkte  näcnstanliegenden  heraus  gewähU  wer- 
den, ao  aind      nnd  ^  dem  Werthe  nach  gaaa  unabhängig  von 

einaoder,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  auch  die  des  mit- 
gegeben ist.  Ea  BÜsaen  jetxt  die  awei  identischen  Gleichungen 
ataUfinden 

U«  +  a  — 2ar).y-*-2(a  — ^)  (a  —  a:)  .     .  {\ -i- p^) 

Bliwaift  man  p  ana  den  beiden  Gleiehnngen,  la  bekommt  man 

d.  b.  y  w2r^  eine  Ideatiaebe  Fanktion  von  of^  und  die  gdTandena 
Korva  wäre  die  in  die  Abaeiaienaze  IGUIende  Gmda^  lOabei  iit 
aber  nur 

Da  aber 

beständig  negativ  bleibe  so  kann  von  keinem  Grnssten  oder  Klein» 
atsn  die  Beda  sein. 

Zweiter  Fall«  Bfacbt  man  dieselbe  Einschränkung  wie  beim 
sweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe»  aa  redacirt  sich  Gleichung 
lV..ant 

.  Iy+(ap-r .  |yH-(«-4fW| .  ^ 
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Damit  <^6^=0  werde,  muäs  sciu  . 
4)  ((«-*-a  — 2a?).y4-2(a  — ^)  (a  — ^) (1 


üin  diese  GleiclinBg  w  integriraa,  nnltipUcire  awn  lie  Torent  mit 

i[(«-4-a  — 2*),y4-^i(flr  — X)  (a  — .  (1 

«  V 

Iis  4^sp  •  dSsr,  10  ift  der  Ansdnick 

jede&fallB  eine  ideDtiscbe  Gleichung.  Mau  kauo  ilio  ulso  zu  deoi 
•aWler  dw  Ictole«  Brach«  adOiniB,  oIim  ,4aM  dM»elbft  Moreli 
gOiideit  wirdf  «ad  amüit  bekoMt  mu 
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Ufte  61etck««g  kwm  mnm  geradem  integriren»  ira4'  ee  wii 

Diraus  folgt  Iy-f-(Ä  — ^r);?]  .  [^H-fa  — ^)  .  .  (l-4-;i«); 

«od  fuhrt  Ben  diesen  Ansilrack  io  Gleicbuog  4.  eioi  fo  bekoumt 

K«+ .  y    2(« — (« — ät)  .    •  (1  +  ) 
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DBims  folgt 

Also  ist 

Älog^  nat  7/=rH-loflr  iiut       —  ««4- -f- cwr  — 
oder  aiit  Veränderuug  der  KoDstauten^ 

5)  y*  =  il.(^^«a-Hi»;r-|-«a?  — ar»). 

Dieae  Gleichung  enthält  aber  zwei  wiilkührliclie  Konstanten,  wäli- 
rend  doch  die  liipr  vorgegebene  Diffrrpntial'rlcichung  ^.  nur  von 
der  ersten  Ordnuncr  ist.  Aber  der  Ilmstand,  duäs  Gleichung  4. 
durch  5.  identisch  "werden  uiuss,  dient  dum,  die  eine  der  Koa* 

btauteu  durch  die  andere  stt  begtlawn.   ^ 

Aus  5.  folgt  DUD  y^VB .     —  «a-4-<Rr-|-«*— a?»)  imd 

  (g  -t- «  -  M .  V^if  Vereitttacht  man  nocb  Glcichuiig 

4),  so  bleibt  Dur 

6)  (a  +  a  — 2a:).y4-2.(a--a;).(a  — ^).;/— 2//' 

Tnd  führt  man  hierin  die  so  eben  für  y  und  p  gefundenen  Aus- 
drücke ein,  so  bleibt  nach  ausgeführten  Ueduktionen  aar  MCb 
übrig 

kA       —  (a  — «)«  =0/ 

Daraus  iolgt 

GleiebiiBg  S.  gebt  also  Jiber  in 

weldie  ticb  aber  auf  folgende  Weise  dareteUea  IMsBt 

8)     =  Älj^ .  (ILZ£).  _     _  =±f!)M 
oder  ^ 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  entweder  eine  Ellipse  oder  Bjper- 
bel.  Sie  ist  eine  Ellipse,  wenn  ^^/t  ""^  gleichzeitig  po- 

sitiv sind{  and  daza  iet  nötbig,  dase  iKl  nnd  positiv  ist.  Die 
gespiebte  Karve  aber  ist  eine  Hyperbel,  wenn  ^ aad 

entgegengesetite  Vorzeichen  haben;  und  dieses  ist  der  Fall,  wenn 
B  negati?  iiT.  B  kaan  aitttals  grSaaer  als  +1  wfmi  deaa  dabei 
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kiae  ^aa  (Gleidumg  .  auf  Ue»  Widerc^nck  >  <I«8«  negativ, 
•Im  y  mIM  ia«|riaSr  wir«. 

Da  Jy  =  0,  u.  s.  w.j  sq  bi^kapvfc  «Ml  für  4ui  Va* 

riitii— kaafficiaptaa  4«r  swei(«ii  Ordaaag  .aach  and  aadi 

ate 


oder 


Die  Ellipse,  bei  \rclcfaer  JS  positiv  ist,  liefert  also  eio  primäres 
Grösstes:  und  die  Uj;perbel,  bei  welcher  If  negativ  ist>  liefert  ein 
primäres  kleinstes. 

Wie  die  Konstante  ß  bestimmt  wird,  ist  aus  frübe-  * 
raa  Aufeaben  sar  Geaiig«  bekannt' 

DritteT  Fall.  Macht  man  dieselbe  fiinsehrSnkunpf  wia  beiaif 

dritten  Falte  dar  rorij^en  Aufgabe,  sa  Ist  '^  =  0,  ^^«»0,  u.».w.k  - 
and  Gleichung  IV.  reüucirt  sich  auf 

0 na  Iwt  alaa  dia  fdenüselie  GMeliuag 

10)  2yH- 
Daraai  argibt  al^  ' 

INa  presochte  Knrva  iat  al8a<(Taf.  III.  Fir.  3.  und  Fig^.  4.)  dna 
€fade  JtTj  welcbe  genau  mitten  swischen  7/  und  A"  die  Abacia* 
senaxe  durcbscbneidet,  und  insofern  die  Aa%aba  lüat,  als  Jada 

Grade  aucb  ibre  oicfoe  Berührende  ist. 

Wie  man  die  konstante  E  bestimmt,  ist  aus  frühe* 
raa  Aafgaban  inr  Genüge  bakanat. 

Weil  ^^  =  0,  ^^  =  0,  u.  s.  w.  ist;  so  bekommt  man  für  den 

da:        '  fix 

VariatiaBakoeflicienteQ  der  zweiten  Ordnung 
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wonm  ■u  arkmittt»  dati  Je^enMt  dn  prinftrcs  Kleinstes  statt- 
findet. 

Sehant  MM  auf  Taf.  III.  Fig.  3.  und  Taf.  III.  Fir.  A.,  so  sieht 
man,  das»  das  hier  ffefundene  Produkt  ///V.  ÄW  eigentlich 

negativ  ist,  weil  die  Faktoren  /IM  und  A'A  entgegeogesetzt  sind. 
Ein  negativer  Ausdruck  gilt  aber  in  der  Aoaljsis  fiic  desto  kleiner, 
je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht.  Jade  mit  HT  parallala 
Berührende,  z.B.  TIF,  aller  andern  nächstanliegendcn  Nacbbarkur- 
ven  erzeugt  ein  Produkt  U -\- f^(J  =^  HV .  AW^  welches  natur- 
lich auch  jedesmal  negativ  ist,  aber  doch  näher  bei  Null  liegt,  «is 
das  Produkt  6^=  J/ü/.ä-A:  ^ 

Beweis.  Weil  ßil—IK,  siad  die  beiden  rechtwinkeli- 
gen Dreiecke  HIM  und  AVA'  kongruent,  also  sind  die  I^othe  HM 
nnd  KN  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt.  Dessbnlb  ist 
r  =  im .  K^  =  um  .  (—  NM)  =  —  Tim,  Weil  nun  V  W  pa- 
rallel  i^t  mit  MS,  so  ist  VM=iWA\  Man  setze  VM—WN=^D, 
so  ist  V-\-t^Ur=zHY  .  KW^(fiM^TM)  .(KN-\-NW) 
z=z{JiM^D).\'^(HM-\'D)\^'^'BS^^D\  wie  u  hewei. 
sen  war. 


Aofgahe  68. 

*(Zn  Ohm's  Lehre  des  Grös&ten  und  Kleinsten.  Seite  20$.  §.  44— -46.) 

Han  zieht  in  einem  beliebigen  Puitte  einer  ebenen  Kur?e  die 
Berührende.  Ans  iwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Gradea  tSt» 
liebtet  man  Perpendikel,  welche  bis  zur  Berührenden  verlängert 
werden;  dudurrh  entsteht  ein  Trapez.  Hiernuf  fällt  man  von  den- 
selben zwei  festen  Punkten  Perpendikel  aui  die  Berührende;  da- 
durch entsteht  wieder  ein  Trapea.  Welohe  Kurve  ist  es  nun,  wenn 
der  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze  ein  primäres  Grttsstes  oder 
Kleinstes  ist,  und  alle  in  Rctnirht  zu  ziehenden  Knrfen  4**  aeai* 
liehe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  haben? 

Die  gegebene  gerade  IJnie  (IW.  III.  Fig.  2.)  sei  ^X;  /T  und . 
K  seien  die  in  dieser  Graden  gelegenen  bestimmlen  Pttnitte.  Die 
beiden  in  Rede  stehenden  Trapeze  sind  also  HHTK  und  JiMNK. 
Bs  schadet  der  Allgemeinheit  der  Autgabe  nicht,  wenn  man  die  ge-  • 
gebene  Grade  OX  als  Abscissenaxe  nimmt;  in  ihr  nehme  man  dann 
nach  Belieben  einen  Punkt  O  als  Antang  der  Coordinaten.  Rs  ist 
des  Trapezes  J/RTK\nMi=i^  .  HK  .{HH-^- KT)-,  und  ebenso 
ist  den Trapeaes  NMJÜK  lahalft  ^\,MM,  {HM-^ KN),  Ist  nun 
OBssm  nnd  OK^ii^  ao  ist  nach  Kinleitnng  der  vorigea  Aiif> 
gäbe 

^y-M^^x)  p  KN=z^'\^l—l'A  BsUtalsoTra. 
pez  ÄÄTA^  ^^^.I2y-h(a4-a  — 2a?)./>Jj  und  weil  die  lU- 
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4tluJe  «ihvfder  darehwcg  ilire  pau^ire  o4er  «Uuxliweg  Mgs- 
tnrc  Baltatng  repritoralireD,  so  ift  Tnpes 

Oer  Cnterachied  dieser  beiden  Trapete  ist  aUo 

IHrcii  Variiren  bekoBBt  mii 


2(1 


Erster  Fall.  Soll  die  gesachte  Korre  aus  allen  aöfflieheii 
iiaM4«r  in  Jeden  Paiijkte  BXelntapliegfiid«B  fctrMuigeiffUi  wer- 
ben j  so  siod  bekanntlich  <fy  nnd        dem  Wertbe  nach  ganz  unab« 

hlngig-  von  Rinander,  und.  ei  müssea  folgende  zwei  ideotische 
CsleicliUDgen  sUtttfiodea:      '  '  * 

*)  ;>I4y-*-(«-4-a^2a:)  (3  ./»l  =0. 

Erstens.  Diesen  beiden  GieickMg«ii  wir4.  lugleidl  geoägt» 
WCBD  ^5=0^  und  daraus  folgt 

3)  y=zA. 

Man  bat  also  die  mit  der  Abscisgenaxe  parallele  Gerade,  und  die 
beiden  Trapeze  HHTK  nnd  HM  AK  fallen  in  ein  einziges  zu- 
wmmmu  Wkvk  kt  .l/'^O  gana  nm^ängig  tmi  W^ith«  4m  at^ 
imm  ¥00  einer  secandären  J^eziehmig  keine  Rede  sein  kaan. 
Da  nun  beiafirte  Gerade  mit  der  Abscissenaxe  parallel  ist,  so  liegen 
alle  ihre  OrcTinaten  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Abscissenaxe* 
Man  setze  also  fest,  dass  die  Ordinaten,  welche  zu  be- 
sagter Graden  gekdraa,  die  potitlvea  aeiea;  dabei  tat 

auch  J  positiv.  Femer  ist  jetst  nur  <f*  6=2 . (a—a) .  ^  .  (^)*» 

und  es  findety  eben  weil  A  als  positiv  gilt»  ein  priniarea  Klein- 
stes statt.  '  ' 

Zwaitattf.  Den  €Iaieknngen  1  nnd  %  wird  anck,  genügt. 


4)  y=Ot 

d.  b.  eine  ideDtiache  Fanktion  von  ist.  Dadurch  ist  die  in  die 
Akadssenaxe  hineinfallende  Gerade  gegeben  nad  aa  iat  .wieder 
&^8=sO.    I$s.  ist  aber  auch  .  ^*£/,=sp,  und 

woran  man  erkennt,  dass  jetxt  von  keinem.  Gröasten  oder  Klein- 
sten die  Rede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.  Sali  die  gesnekta  Kam  aar  unter  atten  da* 
na»  in  jadea  Pnakta  einandar  nidiitkntiegenden  herau^eeockt 
wtfdan»  walcka  dan  in  der  gerade  gawikitan  Abscisse  m  gaklil- 

Ul.  10 
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gen  Betübrung^spankt  mit  ehiaiiiler  gerne»  hsbdtt;  i*  rediieirt  Mek 

die  Gl  *  "        '  * 


Gleichung  I.  auf 

_  I  « 

£a  muss  also  jetzt  die  ideutitehe  Gleichung 
■tattfiodeo. 

Er  st  eng.  Dieier  Gleieliang  wird^l^ntlgt,  wenn  /rssO;  wmit 
ist  wieder  .      ^  • 


d;  h.-  di%B  <feit-Vi«dtr^  (lS«-iÜt^d«r'  ÜbttlflitBRC  pmtt«lr  Grade ,  so 

das»  wieder  ^'==0,  und  J^6'r=2(a  —  «) .  ^  .  (^)'  ist,  also  ein 

firimäres  Kleinstes  stattfindet,  und  von  einer  sekundären  Beziehung 
LejineRede  «eei^n,  kauo.   AUu  gauz  wie  im  ersten  Falle.  , 
,  'Zw.eitens.   Der  GleichuDg^  5)  wird  aber  auch  genügt,  wenn 

7)  ^^-Cflr  +  a  — 2^).(3+;;')./>  =  0  .. 

Ist.   Bringt  man  die  Klammern  weg,  so  bekommt  man 

Da  aber  (Ii/-=:p  .  d.v,  so  reducirt  sieb  diese  Gleichung  auf 
-•i:  .    .1.  p..  •   8.  '  «HH«— ■*•  <*  •        I.  . 


r     V    niglirt>  rillt  (4i»»H-l^--2d;)===C', 


'  log  nat/i-f-Iognat  i/^«+a-— 2aps=sC7 

oder  -  t 

•  :      •     •  \       '■  r  ^ 

r .  .    .  log  nat  0»W^a-h«*-  2a;)=(7. 

Mit  Veränderung  der  Konstanten  kann  nuin  auch  setzen 

Idg  nat  {pVa  4-  a  ~  i^)  =  log  nat  ßy 
woraus                               •  /    . . 
. .  ^  s  

folgL  Also  ist  .  . 


■  ■  • 
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B 

1  — » 


bekoflint  doreli  «beraaligcs  Intogriren 


3/?  » 


Dieses  Intej^ral  liat  aber  zwei  willkührlichc  Konstanton,  während 
docU  die  vocgeiegte  iUffereotialgleiciiuog  7)  oder  b»)  nur  eioe  der 
•nten  Ordoviiff  ist  Allein  geraoe  der  Unstand,  dats  doreh  Glei- 
dbug-9)  die  Gleichung  7)  oder  8)  identisch  werdmi'.aiuss ,  dient 

ffaxn .  die  eine  der  konstanten  durch  die  andere  zu  lipstimmen. 
Führt  man  nun  die  ans  ?))  tlir  y  und  p  sich  crffehenden  Aii.sdriicke 
in  S)  ein«  so  bleibt  (nach  ausgeführten  Reduktiuneo)  pur  IZ^jtficsO; 

4w«u  folgt  üss^l/i^,  nnd  flleickmg  !l)  gdit  libwi« 

« 

U)  (]fi^£)«:^n.i?.(«rlrO-^M'. 

Die  dadorch  darp^estellte  Knrfe  ist  die  Neil'aclie  Para» 
bei.    Hierbei  ist  ferner 

aad 

nnd  somit  bäog^.^  ^QP  ob       primäres  Cifäs«^s  oder  lUeia» 

stes  stattfindet. 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  dcncQ  oinapder  in  jedcu 
P»akta  »iiclMtatollef^aBdtn  Kurven,  welche  bei*  der  g^'de  geoon- 
■eoeo  Absciise  4r  Unter  parallele  Berührende  b«|bep.  wiUirend  di^ 

zu  dieser  Abscisse  a:  g^ehörif^en  BerUhrung-spunkte  der  hier  in  llc- 
trarht  zu  ziehenden  Kurven  in  verschiedenen  (jedoch  einander 
uachstaulicgeudcn)  KntfernungeD  voo  der  Abscisseoaxc  sich  bciiu- 
deo  können,  diejenige  heranssuchen,  wobei  das  U  grosser  oder 
kleiner  wird  ala  bei  allen  andern  M  geeigenschafteten  Knrveo,  so 

ist  jetzt  ^  =  0,        =  0,  n.  1.  w.j  ;npd  Gieicbnng  L  redncirt 

sieb  auf 

Daiaai  folgt  /i=Oy  und  aonit  ist  ys^,  d.  b,  ndii  bat  die  mit 
der  Abaeisfean^n  paralleU  Grade»  Abar  abe*  .weil  ^=0, 

'  10* 
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mao  erkennt,  daai  Ton  cisMi  ffialnn  Gfftatea  oder  KleimtoB 
keiM  R«de  leia  kann«  /  . 


Aufgabe  70l 

(Zu  Oba*a  Lehre  d«e  GrneeUn  und  Kleioeteii.  Seite  21«.  ^.  4S.). 

Hau  mU         allen  aaf  daaaelb«^  reehtwiakelige  Caetdiaatea  • 

syetem  bezogenen  eheacti  Kurven  diejenige  berauseuchen,  wel- 
che in  jedem  ihrer  Puokte  die  Eigenschaft  bat,  Aass  für  den 
zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  ^  gcbörigen 
Puni(.t  das  von  der  Normale  und  den  beiden  Coordinatenaxen  ein- 

feteblosMBe  Dreieck  grSiaer  eder  klelaer  wird«  als  bei  dlea  ao* 
era  der  gesuchten  Kurve  in  jeden  Puakte  nächstaaliegendea  Nach« 
harkurven  der  Fall  sein  kann,  wäfaread  die  gesuchte  Kurve  nur 
BUS  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  das 
um  das  Uuadrut  dieser  Abscisse  verminderte  Produkt  der  Abscisse 
und  Subtangente  den  bestimmt  gegebeneu  (pusitiveu  oder  nega* 
tivea)  WeKb  ^  bat 

Ks  sei  (Taf.  III.  Fig.  5.)  S  ein  beliebicr  gewählter  Poakt,  .durch 
welchen  die  Normale  gelegt  ist;  dann  f  Ol)  das  auf  vorgeschrie- 
bene Weise  begränzte  Dreieck,  wenn  O  als  Anfangspuokt  der 
Coordinaten  gilt.   Nun  ist  die  Gleichung  der  Normale 

wo  :r"  und  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normale,  und 
a:  und  y  die  J^Ubrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Cuordiuateo  des 
Pnnktes  der  Knrre  sind,  dorch  dea  mb  gerade  die  Bfonaale  legt; 

ferner  ist,  wie  gewöhnlich,  p  statt  ^  gesetzt.    Für  den  Punkt 

Ut  y=0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleirliung  O D:=iaf':=My-^a:  \ 
fdr  den  Punkt  C  ist  a:"  =  0,  und  somit  fulgt  aus  obiger  Gleichung* 

ör=  y"=2y^.  Des  Dreieck«  OCO  lahalt  iit       . OC.OD 
aad  soBack  hat  aiaa 

Ferner  bat  man  fiir  die  hier  vorgeschriebe ae  Bedingungsgleickung 

« 

in  l^.ar  — a:»  =  ^. 
P 

Brate  Aifldinag^ 

Variirt  maa  Gleichung  I.«  so  bekommt  man 
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Slimioirt  ma  ^  aus  III.,  so  bekommt  man 

VII)      =^ .  Ö»y-f-ar)  .  {?py-a)  .  6y. 

wtm  4ü^^  werden,  lo  warn  entweder  S/yy— jfsO  oder 
I  jraaO  reiD. 

Erstens.  Aus  3/?y— ^  =  0  folgt  3y*  —  .t*  =  B.  Diosps 
ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Coordioaten  in  (ß 
anfaBjgen.  Man  bat  aber  vor  Allem  zu  untersuchen,  ob  durch  diese 
GleiclHing  aneli  Gleichung  II.  identlaeh  wird.    Man  führe  also 

k'i.  statt  y,  und  y/^^^J!  _^  jf^  ■^»"  P  *°  Gleichung  II. 

ein,  und  berücksichti^r,  dass  die  Radikaie  cntwndor  durchweg-  ihr^ 
yaitive  oder  durchweg  ihre  negative  Bedeuinng  haben.   Ka  ergibt 

.1^  L^^(-^'-^4f) .  «r^««         oder  B^A.  Soait  kt  die  toI!^ 

komven  fcoetbinite  md  keiner  weifem  Nebenkedingnng  aelir  na» 

tcriiegende  Gleichung  der  gesuchten  Hyperbel  Sy^-^^P^s-^«  Hb« 
tor  dieeen  UBatindep  gekt  Gleieknng  IV.  über  in 

.    VIII)  d»  1/=,.    *^  = . V. 


8x 


Ferner  lal  Vss^-^  .\/^^»*^J)\  and  man  krkennt»  doae  die  für 

£7'  und  hergestellten  AnedrHeke  nweldentig  aind,  weil  sie  daa 
Radikal  als  gemeinscliaftliöben  Faktor  enthalten.  In  solchen  Fäl- 
len pflegt  man  sich  dabin  zu  entscheiden:  Ks  findet  ein  Kleinstes 
statt,  wenn  U'  und  6"*  U  einerlei  Zeichen  haben,  und  es  findet  ein 
Grösstes  statt,  wena  U'  und  d*  U  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Demnack  findet  kier  ein  primirea  Kleinstes  statt;  denn  V  nnd 
d[*47  kaken  nnter  allen  Umatlnden  einerlei  Zoicken.  / 


Zweitena.  Ana  ^y+4r=0  folgt  y*+ar*=sr*,  d.  k.  die 

Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  In  li^ff^)  bo  dasa 
die  Normale  durch  0  geht,  und  das  auf  vorgeschriebene  Weise 
begränzte  Dreieck  Null  wäre.  Man  untersuche  nun  vor  Allem,  ob 
durch  die  hiesige  Gleichung  auch. Gleichling  II.  identisch  wird,  nnd 

Okvi  wä  di«mi  Bnda  l/r«— itatt  y,  «nd  lyZ^^  atatt  p  H 
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oder  —  fr'— a:»)-a:»=^  «4er  --r»=-rf,  lo  dt»  der  Krei« 
nur  cxistiren  kann,  weiio  der  Werth  ^  der. gegfbM«  ummm 
negatiT  iat.   Unter  diesen  UmtindjBn.  iat 


Dieser  Ausdruck  ist  wegen  des  Radikals  X,T  T  ^  J^^^^^  '^ 
und  da  jetzt  £/  =0  nichte  mit  dietem  Radikal  M  tbun  k^,  a© 
nnaa  man  aick  dahin  «ntsckeidta,  dws  Iiier  weder  ^"^'f 
noch  Kleinstea  itattfinde.  Dieses  wird  aber  auch  noch  durch  tol- 
irende  Betrachtung  hestäftigt:  Die  Autgabe  fuhrt  aof  einen  be- 
stimmten Kreis  d.  h.  auf  einen  Kreis  mit  dem  bestimmten  Halb- 
messer V^^.  Aber  aicbt  allein  bei  diese»  Kreis«,  sondern  auch 
bei  allen  andern  Kreisen  wird  6  '  =  0,  so  data  aun  «nter  nlloa 
möfflidien  IjMson  keiMo  heraoamohen  kann,,  hei  .«alakm  Mf 
grcäaar  «der  kkinar  min  Mnoto»      M  «Uen  ^Uum. 

Da  die  gesuchte  Funktion  y  von  x  aneh  der  Gleichungll.  ge- 
«üffcn  musa^  so  wird  die  gesuchte  Funktion  ivseiid  am  ^te^nl 
4er  Gleichung  II.  tain.    Man  «ntegrira  tAm  GleiokMg  IL» 

forme  sie  deshalb  vorher  u»  in  ^=  ^^jf^-   I>araiÄ  folgt  dntah 

Integration     .  ,  ^ 

log  nat  nnl  ^H-i .  lag  nat  (a?»  -fr-  -i)» 

log  nat  ysi  .  log  nai  \E* 

oder 

log  nat  y=:log  nat 
■nd  soiMnh  iat  .       -  • 

Dos  moss  also  so  besch^ktfen  »ein,  d»s8  das  Produkt  ^.(u?*-*--^') 
positiv  wird.  .  . 

Führt  man  nun  VJE .{as^-k-A)  »tatt y,  und  v/Jt(^^^^  ^^^^^ 

9  in  Gleichung  i.  tin,'8o  b^omnit  iton 

Man  erkennt  nun  uu  der  für  y  gefundenen  Fiipktiott,  dniStini  fltetlf^ 
neben  einander  lieffenden  WertlMU  des  E  aiich  atettg  nelm  HF^- 

der  liegende  Werthe  des  y  gehören;  ebenso  erkennt  man  an  dem 
ftr  I/^bepgestellten  Ausdrucke  ^  dass  zu  stetig  neben  einander  lie- 
ganileB  W)Männ  dea  ^  mich  stetig  neben  einander  liegende  Werthe 
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ü'  gebdran.  Ua  ran  ra  wIhini,  wenn  ü'  ein  priaarei  Gruss- 
Mut  SlelMlIeM  kt,  Mbmltfira  m      Mb  J9  «id  b». 

.  ^  =  i|l  •  <3£.-  1)  .  1)  .  -dh  -^j;  '  ;  . 

•  •_..*.•.•  •  ••  -  \ 

(IXT 

Es  kann  also  ^=0  werden  CDtwcdfir  w^n  3,^7-:i=^P  {<{|lf|f 
weoD  E-\-\-=.^.  ■  I 

F'rstens.    Weno  3^ — 1=:0,   go  igt  ^=1,  und  BBtt  hat 

y  =  i  .  -H  )  oder  3y»  —  ar»  ps  ^.  Diffeniitiirt  roao  noct 
ein   mal  and  führt  man  daon  für  E  den  Werth  \  eini  \u^,  jf^ 

^=z2l4f.y^.  ( +  A),  9mm  ^  l/'=:^.l/i.(«>+^ 

4Md  4»  die  ifiU  £7  «iBd.  .^f  iberrestellken  Radikal 
als  g-emciDschnfthchen  Faktor  cntralten,  so  erkennt  niaq^  .dusä  6^ 
und  f  '  unter  allen  rmstäuden  einerlei  Zeichen  iiaben,  und  kann 
sich  dahin  entscheiden,  dasg  ein  primäres  Kleinstes  stattfinde. 
Also  Alles  wie  beim  e.rstsn  JP^Li  de-t  Torigen  Auflösung. 

Z  w  e  i  t  e  n  g.     Wenn   /7  -f-  1  r=  0  ,    so   ist   K  =  —  1  und 
y  r=  V^—       — ~Ä   oder  y' -f- ^*  =  — woraus  hervorgeht, 

4ms  A  jedenfaUs  -negstiir  sei«  \sins4^  - ,  Fesscr  ist  ^  j«t^  ^'WP 

^=  —  ae  ,  V^"— J?*—  Diesrr  Ausdruck  4st  wege|i  des  Radikals 
zweideutig;  und  da  jetzt  ^''  =  0  nichts  mit  diesem  Radikal  zu  thun 
Iiat ,  so  rouss  man  sich  dahiu  entäciiniden ,  dass  hier  weder  ein 
Cvrösstes  noch  ein  Kleinstes  stattünde.  Dieses  kann  muu  auch 
4ir«b  die  %m  Scblnsse  der  Torbreii  Aoflösune  gesMcbte  Betrneb- 
tnog  Docb  «taittr  bestüttigefl. '   '  '  ' 

•  .  •  • 

Aufgabe  71.  *  .      j    .  - 

(Zu  Ohm's  Lahre  dc^i  GrÖK.sten  und  Kleiiiiiten.  Seit^  216.  48.)« 

Man  zieht  durch  einen  beliehii^en  Punkt  einer  ebenen  Kurve 
die  Berührende.  Hierauf  fallt  man  aus  zwei  in  der  Kbonc  irp;rnd- 
.wp.feätliegjeudcn  Punkten  Perpendikel  aut  diese  Berührende.  Wel- 
cbe  Knnre  iat  ei  aber,  weiio  die  Summe  dieser  beiden  t'erjx  ndilDd 
ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  ist,  während  Hie  c^esucht^ 
kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  heransirowälilt  werden  darf,  bei" 
welchen  allen  die  BeriUirendeu  immer  durch  den  nemlichen  gege- 
benen Punkt  gehen  i  >  / 

D  sei  (Taf.  III.  Fi^.  2.)  derjenige  feirte  Paukt»  darcb  welebea 
.düe  ftgsübtenden  aller  hier  zu  hetramtead«o  Kurvap  fgtbfsfe ^oUea^; 
UMTjlBd  A  seien  diejenigen  Punkte,  von  welchen  aus  nit%ii  Perpeil|r  • 
dik«l  auf  die  Berührende  der  gcäuchtc.u  kurve  zielit;ii  .soll.  Man 
Jege  ^ae  X^niß  duirch.die  beiden  i'^^ipkt^  -^.uufl  4^p  und  ueluue 
.MW  itiBie  abi  Ajbscwim»  u«be  doccb  gegebenen 

JtWMjfX  D  ein  BarpodllM  auf  dX.  Dieses  Perpendikel  16^  nehme 
man  als  Ordioatenaxe,  «s  ist  der  Punkt  O  der  Anfang  der  C'oordt- 
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ist 

GndlM\F7.  Pttr  deo  Pankl />  ist  ar'  =  0,  also  ist  ODz=zf 
sjf— Ferner  b»!  m«  B«cli  den  Torh ergehende»  Anigebei 

jetot  die  Angabe:  Et  soll 

n  F  .  ^+<^-^«-^>-^ 

•in  primäres  Grösstcs  «der  fileimtea  werden»  wihrend  »«eb  die 
Bedingnogsgieichoofi^ 

11)  y— |ijrs=^    •  . 

■titdhidee,  wo  eiMB  beetenlmi  koulMln  (^MÜifMi  «te  m- 
gidm)  Wertb  tat. 

Erste  AnflSsung. 
Hu  «Miiit  Gleiekaag  Li.M  Muaat  am. 

Am  GMckoag  B.  fei|t .  ' '  ., 

FULrt  man  diesen  fUr  iy  gefundenen  Auidmck  in  Gleicbnng  III. 
ein;  Bu  bekommt  man 

El  iat  ftlao 

VI)  #H-a— 2,|iyH-2/i«  .ar=0. 

aber  dieee  Gleiebnng  sn  integriren,  differentäre  man  t!e  laver 

noch  einmal,  und  man  bekommt  — 2/i .  dy  —  2y  .  dp^hpx  .  dp 
-^2p*  .  da:T=0.  Weil  ober  dy=:p,dary  so  reducirt  sich  diese 
GleichoDg  auf  2 .  (2/?^  —  y),dpz=0,  und  dieser  Gleichung  ge- 
schieht Genüge,  entweder  wenn  ifp^O,  oder  wenn  "ipjc  —  y=sO. 
Britena.  Wmib  aSf'sO«  so  Ist 

VII)  yss^Aof-^B^ 

d.  b.  man  hat  die  gerade  Uni«,  welche  insofeme  die  Anf^fabe  list, 
als  jede  Gerade  zugleich  ibre  eigebe  Berührende  ist.  Diese  Glei- 
chung enthält  aber  zwei  willkührlicbe  Konstanten ,  während  doch 
die  vorgegebene  nifierentialgleichung'  Vi.  nur  von  der  ersten  Ord- 
nung ist.  Aber  eben  der  Instand,  dass  Vi.  durch  Vit.  identisch 
werden  Bosa,  dieal  dam,  nm  «lae  der  Komltaten  dwreli  die  an- 
dere xu  bestimmen.  Man  führe  also  Aa:'\-B  statt  y,  und  A 
wMp  in  Gleidiug  YL  übaiaU  oi%  nd  ndMoire  Im»  Ti4  ala  «ig- 
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deidiiiiig  VU.  geht  über  in 

ihnrck  di«M  GleicliMg  mnss  iUff  ' Mdi  GteielNUig  IL  ideotitch 

«eo{  mn  «Iii«  abo  ^^.^-t-^  «telA  V»^^ 

im  Cleicbooff  IL  «id,  u«  t»  mibl  lick.  iffsseg;  fileietang  VUL 
gebtaiMifiwiB 

dass  die  Gletchuog  der  gesuchteo  Graden  TollkoBBieii  beati«at 
ist,  und  lieiiier  WebeabediDgung  lacfcr  natenMrfea  werdra  kaai* 

AuA  'uk  .e^'sl/(a-f-a)*  +4g^*»  uil  nuter  Baiücksic^ktigaag 
lAca  forbargaheadeii  iat 


:  •' 


Das  Radikal  (a -*-«)• -#-4»^»  i«t  bei  den  für  «7'  und  <M/ 
berg-fstellten  Ausdrücken  gemeinsctiaftlicher  Faktor;  und  lomit  er- 
keoot  mao,  dass  U'  und  6' unter  allen  l^mstäoden  entgegenge- 
•etate  Vorzeichen  haben.  Deaahaib  entacüeidet  man  sich  dahin,  dasa 
•ia  priaUlrat  Grttaatea  alatliad«!.  'WeU  ftranr  der  Warth  des  C/ 
Taa  JF  ganz  unabhängig  bt,  aa  kwü  faa  aioar  «akaadHraa  IIa* 
■i^aag  Mae  Rade  liaia. 


Zweitens.    Setzt  man  2;^^  — y  =  0,  sa  bekamait  tum 
ssCXx^  d.  h.  die  Gleicbung  einer  Apolloniscben  ParabeL 
aliar  diavaa  latagral  aacli  dia  Glaidiaag  _VL  idaatiicli  Machaa 

 ;  C 

BUS«,  80  führe  muu      Cjc  statt  y,  und  »t»^ 
fL  flia«  redadra  aa.  viel  «U  «8jrlich»  aaiaa  bleibt  #H;.a^<j=0$ 


alao  ist  Css^a^a)y  aad  dia  MebuDg  der  gemehlaB  Jkpoliaai- 
^aaiwB  Parabel  iat  ' 

X)  y»=2(a-Ha). jf. 

Da  aber  Gfeicbong  X.  als  IntegrnI  von  Gleichung  VI.  gehen  muss, 
während  diese  Gleicbung  X.  keine  willköhrliche  Konstante  mehr 
enthält,  auch  kein  besonderer  Fall  von  Gleichadg  VUL  isl,'ee  iit 
Glekbnng  X  eia  aingnllrei  Integral  raa  Oieiebang  VL  Nun 
aall  aber  dorcb  X.  aacb  aaeb  IL  identisch  werdea;  naa  föbra  alaa 

!/2<a-»-a).a:  statt  y,  und  i  .  jA^^^^        ^  Ölelehaaff 

II.  überall  ein;  nnd  man  bekommt  | .  l/2(« -+-a)  .  ^  ==  ^.  Diese 
Gleichung  ist  aber  keine  identische,  und  somit  kann  dieser  zweite 
Fall,  welcher  auf  ein  siogulares  Integral  fuhrt,  aicht  weiter  baiftek*  , 
ächtigt  werdaa.  *  '  ' 
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Da  die  gesuchte  Funktion  y  von  a:  auch  der  Glcicliung  II.  ge-  ; 
nüiren  muss;  so  wirt  die  geaacüte  Funkiipji  irffend  ein  Integral 
von  (wleichuDjr  II.  sein.'    Man  fategrire  »wo  Gieiehiing  11^  ob« 

ibme  M  M  iipmm  Ende   um   ka  •jj-rz=^  Daraus  tolg^ 

«asiMN^^:  :ltaLXulifß^i»l»o  ^rt-Ä^  »tat^  y,  «jd  c  statt /;  i^i 

An  der  Gleichung  y=car  +  5-  erkennt  n«n,  dass'sii  stetig  nehen 
cinnnder  liegenden  Werthen  des  d  auch  stetig  neben  einander  lic- 
.gender  Werthe  des  ?/  p:clioreDi  «benao  ^kennt  nwn  an  der  Glei- 

^^.Vf:m^-^==^i.^  w  atotfff  «ebMi«iMdtr.Ji«glMite 

Wcrtljcn  dc9  c  auch  stetig  neheu  ciaander  liegende  Wertbe  d^s  '£7* 
gehören.   Um  tran*  «tt  ntMeni  WWk  t/*  dhi  «rirtlfei  od»  Kle^o- 

ites  ist,  differentürc  man  ü'  nach  c,  und  es  ergibt  sich 
■um  hat  wieder 

wie  schon  in  Gleichnng  X.  gefMMl  ift' 'MAnMAilft '»ui  mtA 
eV»  mal',  so  MomM^iiM  im  AlIgMMiM  ' 

V^(l 

und  wenn  man  den  für  c  gefundenen  Werth  einführt,  so  ist 

de*  [{m  H-  «)'  -f-  As-'l  .  V^(«         -f-  ^g* 

dmn  erkennt  man  wieder,  dass  ein  primäres  Grösstes  stattfindet» 
•wi«  hei  der  ersten  Auflösuag.      v     .     .   *i  • 

1^  ist  bemerken  «♦«•rtb,  a»«i  dliee«  t#elte  Aafl«inng 
«irr  a«f  #ett^«ll  dAkt*,  welcker:  «t'Jeim  .ia  der  erste« 
Aaflttenng  erhaltenen  allgemeinen  Integral  übercin. 
stimmt.  Der  Grund  davon  ist  aber  der,  dass  dos  in  der 
ersten  Auflösung  erhaltene  singulare  integral  gar  kein 
lotegr-aMer  GUVhup,g  II.  ist,  lu^d  ajisHt  die  xvei^,«  A«f- 
-itoag^  w«lilk9«S»>DS  allein  vom,  InUgrßJ  «der  GUivckaar 
«usgeki^y  Mea  nicHt  auf  besagtes  singulare  Integral 
ftIhrcTi  kann.  Die  zweiU Aafloaun^  ist  also  eiteaM  mqH- 
«aiändig»  wiiB/iia  ^rste. 


.4?-f-yi  . 

I', 


(Zu  Ohm's  Jiahre':iw  MMt4n.md  Klebutta.  fieiie  31«.  ^  md* 
Mao  aoU  rater  allen  auf  daHdbe  jrechtwioVeii|p»  Co^rfUn^Ua»- 
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srst^m  B«)ro^eii  ebenen  KitrV^B  didonge  herMitteWn,  bei 
weicher  fUr  den  lu  irsrend  einer  nach  BeUebeo  gewibltcn  Abacisse 
jc  gehörigen  Punkt  das  von  der  Normale  und  nan  beiden  Coordi- 
nateuaxen  eingeachlossene  Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird,  ala 
M  »UeA  nndem  der  gtsoebtos  Xonre  fin  jedf^m  Pookte  ■Icbsten-i. 
Hegenden  Nachbarkun  en  der  ral  a^m.knsi»  *währe^d  die  gesacbte 
Ktirvp  nwr  nus  der  ZaItI  derjenigen  hpraus  gewählt  werden  dar^ 
b^'t  welchen  die  Diffel'cuz,  dife  zwischen  deii  Quadrate  der  jNonnale 
und  dem  doppelten  Uuadrate  der  Abscisse  stattfindet^  dep  btr 
^tlMItcni  f  egel«M»  fMelflfHi  ^ode^  negativen)  ^mfäkmd  bvt. 

Es  ist  (Tirf;  M.  Fig.  I^.)>  Vie  in  An%dk  70;»  das  Dreieck 
V0D  im  fflrf  iwrgefcteetenft  Weise  liegtinkfe;  mmk  sein'Ualt  ist 

-  •  -  i  .       *  I 

Die  Normale  ist  tuid  die  Te^gesiducfob^s^^Bedii^ungs* 

gleichling  ist 

Ii)  y».(H-i»*)  — 2^»=X 

Teiürt  man  Gteichoi)^ ,  I.  und  U«,  and  eU|ninirt  ipum 
konuBt  man 

fiicr  ii4rd  dtfsss%  4Miin.BUie  iren  den  lolgeodeo  dnei Gietckangwi 
atettCndet: 

—    =  0  oder  /w+ J7  =  0  oder     —  1  • 

Brit^ai.  SiMt  «im  f*y-^»sa^;^  Ho  «rgibt  sidh  ^«^^«tHtttf; 
0.  Ii.  'dje'ißfehÜliltti^  «intt  gfeiekseitfgea  Byperbel.  Man  bot  aber 
ver  'AIIni  <Q  mrtemielneir,  «b  dedotcS  «ueh-Weiciaog  Ii.  identisch 

irird;.<iui4  fiftse  diesep  Bode  .47* H-:^  >M  ^>  «nl  ^,v^iy 
^itatt  jv^  ife  üleidbMgf  II.  ^iv.  DliAmch  b#kwiMHt 


Somit  ist  die  vonkomtaen  bestimmte  Cileichnag  dcrvesnohten  gleich- 
seitigen  Hyperbel  -^V0*iati^)  -wellAe  Maas  JielwMSig»ag 
iMhr  mNamwrfeii  iMrdea  kurni.  <  CBia»  ümtm  €autta«fen  to- 
koMBt  man 

d»  ersss  (~)*  .       .  (k'ipNM).  V»  und  .  k'.^HMT 

Da  die  fSr  17',  und  ^17  -  hergestellten '  AnaMeke  das  Radikal 

V^Ä»-|- JJ  als  gcmeiBsekalllidnn  l'VhLtor  enthaltett,  so  bibss  Biaii, 

wie  in  den  beiden  vori||en  Aufgaben,  beachten,  ob  dieselben  mit 
rincrlei  oder  mit  entgi^gengesetzteT]  Torzcicbnn  Tersefion  ^ind.  Sie 
sind  mit  dtoe^iei  Viomeich'en  vcrsebtiu,  w^n  a:  und  gleichzei- 
tig positiv  oder  gleichzeitig  negativ  sind;  in  diesem  Falle  entschei- 
det man  sich  für  ein  KleinsUs.  Widrigenfalls  entscheidet  man  sich 
ftr  ete  OfSsatto. 
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Zweitens.   Setie  nan /i>y4^a;=K),  so  ergibt  sich 
d.  b.  die  Oleiebiing  einet  Kreites.    Pttrt  mmn  aber  r*^M* 

atatt  y\  and  ^prZZ^  ^  Gieicbung  U.  ein,  so  bekonimt 

MO  (r*  — *») .  (l  -Hzi^^zi)  — =s^,  worana  r»  —  t««=s-df 

r      ••••  •» 

folgt  Letstere  Gleicbuog  ist  aber  keine  identische  und  somit  iifc 
dieaer  •« weite  Fett,  weleber  M  Kreia  ela  Remltal  Vudm^  omb- 
Mssig. 

Drittens.  Setzt  man  — 1=0,  so  bekommt  man  y  i  .  '  1, 
woraus  y  =  db  ^ C  folgt.  Führt  man  jetzt  statt 
y*,  und  1  statt  p*  in  Gleichung  11.  ein,  &o  Itekommt  man 
(±ar+C)»  .  (1-4-1)— wortin«  dk:^C»+%C*ssA 

letztere  Gieicbung  ist  aber  wieder  ke'iDe  identiiche,  nnd  somit 
darf  dieser  dritte  Fall,  welcher  die  grade  Linie  eis  Reaiiltat  liefert» 
gleichfalls  nicht  berücksichtigt  wenlen«  ' 


An%al>e  . 
itn  Obn's  Lehre  des  Gf8ss|en'  und  Kleinsi^.<t(*lte  320.  f. 

Man  hat  zwei  mit  einander  parallele  Graden,  nnd'man  sucht 
eine  auf  ein  rechtwinkliges  CoordiDatensystem  bezogene  ebene 
Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse 
äf  gekdrigee  Punkte  die  EigenselMll  hat^  deü^  wetta'mn  deo-dle- 
sem  Paukte  der  Kurve  ent^sprecheedeB  KrÜMmangsmittelpnnkt  auf- 
sucht, und  die  senkrechten  Entfernungen  dieses  KrUmmuogsmittel- 

Eunktes  bis  zu  den  zwei  parullelen  Graden  nimmt,  dns  Produkt 
eider  Entfernung^en  eio  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes,  d.  h. 
grösser  oder  kleiner  wird,  aIs  bei  den  zu  der  uemlichen  Abscisae 
gehörigen  Penkten  eller  endero  enf 'deaaelbe  reehtwiekelige 
Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kur^e  ie  jedc^n 
Punkte  nächstanliegenden  Nacbbarkurven  der  Fall  sein  kann. 

Die  beiden  (gegebenen  parallelen  Geraden  (Taf.  III.  Fig.  7.) 
seien  AiA  und  J^U.  Die  Durcbfübrung  der  Aufgabe  wird  verein- 
foebt,  weee  aien'  eaek  die  Afcaciawneie  mit  den  vwtü  gegebenen 
Gereden  parallel  nimmt. 

F  sei  der  zu  der  grade  genommenen  Abscisae  OG  =  .t  gehö- 
rige Krümmune^smittelpunkt.  VT  und  V/t  sind  also  die  beiden  in 
Rede  stehenden  senkrechten  Entternung^n»  Die  Gleichung  der  Li- 
nie JUA  lel  f 

nnd  die  Gleichnng  der  Linie  aei 


i:' 


■  »      4  •  « 


BmM  «Im  WRism  nnd  IF7==«..  Die  Ordinefte  di»  Krfia- 

nunjg^smittelpunktes  ist  IFF=y4-^  "^^^ ,  und  Uessbalb  ist 

FÄ5=ei-(jr4-^^)  und  FT=i.-(y-l-i^), 

T  f 
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WO  wie  gewöhnlicji  inr  AbkOnnog  ^  Btatt  ^  und  |r  tttlt  g#- 
selst  waHft.  Das  kier  ia  R«de  it«litiid«  Piodakt  iift 

III)  £^=(«-y-l±£!>.(«^y«i:h£:j, 
Fsnut  MB»  ao  MoMHt  mn  in  AMgieMDM 

Erster  Fall.   Soll  man  die  geaucbte  Knnr^iVM  sllep  inög- 
liclien  einander  in  jedem  Punkte  DäcIiBtaoliagt^dan  * 
M  kaaa  aiir  folgeade  Glekliii&g  stattündcn: 


IHcae  CileicluiBg  fomt  aich  gendeaa  ui  k 


4  WMiB  aan  diaie '£fef^iuig  nit^=:^  miilftiplicirt,  «a  bekofliail 


I     ^  0 

Dnreh  lotegradmi  bekoBoil  mb 

log  Bat  (2y— — ji)-hIog  bbI  VTh^ssC? 

oder  mit  AenderuDg  der  Konstanten 

log  BBt  l(2y  —  « — .  Kl  -+-/»*J  =  log .  BBt  -df 

oder 


Aaraoa  folgt 

P  ^=       o.. '  ji"  z      t  Oder  «fer  =  -  -    .  —     ■ » 

■Bd  wtBB  BiBB  BochaiBlB  »togriit,  80  OTgtbt  ikb 

jp-t-i?=?-^.V^^»-(2y  — — 

odor 

VI)  («r-+-/^)»  =  i.^»  — i.(2y  — oi  — I.)* 

oder 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kc^ises^  dessen 
Dorchaiesser  ist  nnd  dessen  MUtelpankt  geBOU  mit* 
ten  xwischen  den  beiden  gegebenen  Fa^jillellinien  liegt. 
Kr  löst  in  sofern  die  Aufgabe,  als  er  in  jedem  seiner 
Paaktc  aacli  augleUh  aoia  oigeoar  ürÜBBttagakreia  iat. 
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Die  ^^^n  willkürlichaa  KoDstonten  ji  Qod  B  nmcUeo,  dais  man 
diom  Kreil  noeb  *kw«i  Nebenlkdibgrangea  iiiit«rw«ff€in  kam.  'Her* 

gteiclien  lind  ac  B.: 

i)  Der  Kreis  soll  durch  zwei  feste  Punkte  (/,  g)  und  {/t^  Ä) 
geben.  F|ur  dieM  ikwei>t|Pi]|ikte  gebt  Gieickwig  »  iiU.  besüglicU 
über  in  ^ 

•         (*-J^-)'  +  (/iH-Ä)«  =  (4)' 

und  mittelst  dieser  beiden  CleicboDgeH  lauen  tick  bestimnte  Wertbe 
für  A  und  B  ermitteln.  Oder 

%)  Die  gesuchte  Kunre  soll  durch  den  festen  Punkt  (/*,  g-) 
geben  «nd  die  sn  diese* 'Nrtlftte  ^b«rige  Bevttbreiide  «fU  mft-iMr 
Abscissenaxe  einen  Winkel  einscliliessen,  deisen  gqnienetriicbe 
Teageito  sA.  Am  Giekcbittg  VH.  folgt: 

f  nd  Bali  bat  jetit  folgeade  swei  Gleicbnogep: 


und  mittelst  dieser  beiden  («leicbun&^cn  lusen  sich  wieder  bestimmte 
Werthe  für  A  und  B  ermittein.    Oder  • 

3)  Die  ffesucbte  Kairve  soll,  dnrcb  den  .ftatea  .Pa^kt  (/,  g) 
geben  und  £e  in  der  nestimmten  Abscine  h  gehörige  Beriibreaij^ 
soll  mit  der  Abscifse  einen  Winkel  einscbliessen^  dessen  ^onione- 
triscbe  Tangente  ssAl  Hier  bat  man  folgende  zwei  Gleicbangea 

und  '        V  '  ' ■  •  ' 

woraus  sieb  wieder  bestimmte  Wertbe  für  A  und  B  ermitteln  laa- 
aea.  Oder  - 

4)  Die  sar  festen  Abscisae  /  gehörige  Normale  und  Snbaonaal« 
sollen  beiOglicb^  die  Längen  n  und  Ar  babea.  Hier  bekoauit  aaaii 
die  GleicbangiHi  ; 


V 
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fiorviM  siekwieiler  bettiiiiaite  Werliie  Ür  ^  und  ü  enbiltelft  kut- 

in  di«  Siibnormalc  den  bestimmfpn  Werth  ^  haben:  ond  bei  der 
festen  Abscisse  A  poII  derselbe  (^ootieut  den  faitto  Wsrtk  it^habeai 
bekomt  oiaii  die  beiden  4^icJiBBgea  i    •  .* 


Warans  aicli  wieder  brvttioirate  Wertbe  für  JL  und  ermilteln 

dergleichen  Neben bed'liivuQgcQ  kann  maii  iV  beiie«- 

biger  Menge  aufsteilen.  Was  tiir  NebenbedinG^iingcn  man 
aber  auch-  aiuatellen  mag,  sa  folgt  docb  aas  tiieiebiiogV«  ganx 

■Mbgt  ifH'*-!^^  s^^^.  ^Mei  gibl)6l!Miiii9,llt>flJN« 

in  V'=i^i;,{m  —  n)*^  d.  b.  ist  nlsgutit  ttod  nnabhringigf >«M 
dem  beliebig«]!  Werths  dsi  dT.  '  Vidrilft  «lui-'Bdeli  «iHiist,  M»\b#J 


1»  1 


•VI..)         .  ißy+^ .  f  - 1^^^  •  |^)-. 


woran  man  erkennt,  dass  in  der  Tbat  ein  primäres  Kleiostes  statt- 
findet. Ein  negativer  Ausdruck  gilt  aber  fyt  .f|oft<^i iK^oer,  je 
weiter  sein  Wertb  von  iSull  entfernt  ist.  .  .  , 

Zweiter  Fell,  Soll  mo  aber  nv^  uMr  denen  eikwer  ht 
jeden  Panktat  »icbatanlie^eQdeD  Kurven,  welche  alle  den  zu  der 
gerade  genommenen  Abscissii  .t:  gehörigen  Putikt  mit  ^inän^cr  ge- 
mein bauen,  diejenige  herausHuchon ,  wobei  das  vorgegebene  Pro- 
dukt i^rüs^er  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  j|^eeigen- 
Bcbaßeten  Knnren;  la  beben  alle  bier  in  Betrecht  sn  siebenden 
Swten  bei  der  gerade  gewählten  AbeeiMa  J?  ench  einerlei  Ordi« 
Date.  Ks  ist  also  djfssQ,  d*y=:0,ilk>e.'iis$  ^OMebing.  iV^ 
ledncirt  «ich  auf.  . 


Daraus  folgt  aber  wieder  Gleichuag.Y.  tio4  VU.j  und  Gleicb^ing 
\'UL  redacirt  aich  auf  -,.1.0 


Dtfd  «o  fort; 


V  ..  .(•         jinfgKfcB -80, ^ '  : 
(Zn  Obulb  tibf^  Im'  Mtsten  and  KielmUli.  SÜUi  m  f.  Ii--8L). 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinaten- 
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Pfeakte  gehSrigtn  Kr0iin«BgtiBittel|»iMb('  mit  swei  festen  Punktes 

(a,  6)  und  (a,  ß)  verbindet,  die  Summe  der  Quadrate  beider 
YerbiodungslinieQ  grösser  oder  kleiner  wtrd,  als  bei  den  zu  der 
■enlickeD  AbsciMe  o:  gehörigea  PuDktea  aller  andern  anf  daaselbe 
HKAlariiilMUfft  G^MpdlMtenralMi  be^geM  wmI  <4«r  «MQckfeMi 
Kurve  n  jebi  Ponkt»  AitelMtelkgMdtti  BMikuluurvMi  4mr  Fall 
Min  kauo. 

Der  KrünmuDgsmittelpunkt  habe  die  Coordinaten  ;  und  t),  die 
Entfernung  des  festen  Punktes  (g,  6)  bis  zum  Kri^mmungsmittel- 

punkte  ist  also  V^(|;  —  «)•  -h(o  —  A)*;  und  die  Entfernung  des 
festen    Punktes   ( « ,   ß )   bis   zum    Krttmmnngsmittelpunkte  ist 

-—«)*•+-  —  Die  Anfgal^e  fuhrt,  al^o  znnilchst  anf  den 
Antdrock  -  w  -  .» 

I)  r=[(y-ar-t-(9-Än-*-[(p~iß)»-h(9-«'J. 

Die  Durcbfiihrnng  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenta  man  die  Ab- 
scissenaxe  der  gesuchten  Kur%'e  durch  die  beiden  festen  Funkte 

ia,  6)  und  (a,  ß)  legt.  Dabei  ii|t  ^  =  0  und  pz=:0  und  Gleichung 
.  reducirt  sich  anf 

Ifott  ist  rg=Jp— ^^^'^'^  w4  9^yV^-^>  wo,  wie 

wöbnlich  zur  Abkünung  p  Mitett  ^  ««4  ^  sintt  g«Mlst  Ut. 
Glnlckug:  II.  geht  aan  ftber  In  ' 

*  f 

Dieser  Ausdrick  soll  ein  pfbilM  Grilutm  oAtr  KlMPstei  wifto«- 
Dorck  Vnriifftti  .bnkoMt  mb 

+i .      .  (1  +  ^V*  -  (1  +       .  (4*  -« -a) .  f + 4j(p7]  .  ^ 

Erster  Fall.   Soll  die  gesnehto  Kurve  mif  nllen  möglichen 

Iis 


einander  in  jrdem  Punkte  nächstanliegenden  heraussrewählt 
■o  müssen  folgende  drei  Gleicirungen  zugleich  bestehen: 

V)  1-*- «r.y=sO 

VI)  ^ .  (1  -|-|it). _(n.^ps) .  (a^-»-.«) .  ^4.4^,ss0 

VII)  (2jr-.nr— «)  ./»y  — 2y7-r?.(l+|>«)«»s=s0. 
Diese  Gleichungen   werden    einfacher,   wenn  man  M  itaU 
4r  —       "  BetsU^  denn  sie  gehen  bezüglich  über  in 
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tt)      .  (H-;»«j» -.(1 +3/1»)  .  *74-23^9r  =  0, 

CStiehsBg  VIIL  iit  die  «iofiickte;  lie  kann  «oeb  anf  foIgeii<le 
Weit«?  .  ^-t-^  •  y  =  0,  oder  auf  folgande  Weis«; 

di-\-p ,  diz-^ff,,  (^  =  0  geachriebep  werden,  und  daraus  folgt 
naieut 

XI)  x-^-p  .  y=A, 

Diese  Gleichong  ist  aber  gleichbedealend  Bit« . «Ai-f-y« dy^A^d»^ 
■ad  daiaoa  foJgt  weiter 

Xli)  a*  +  s^' =s  tl^i -f- i^. 

Maa  aebe  aan  zo,  ob  durch  diese  Gleichung-  aucb  IX.  aad  JL  idea- 
tisch  weidea.  Ana  Xll.  folgt  y=:  VB^%A»^^^ 

Fihfi  Biaa  bbd  diese  Aasdr&cice  ia  Gleichoag  IX.  eia,  ae  bekonait 
■aa  sadh  gebdrigea  Redvctienen 

Dieie  Gleicliuog  wird  ideotiach»  weaa  jdf=0  ist  Gleidmag  XIL 
aicfcl  aiek  alao  anriick  aaf 

XIII)  a»  +  sr*=:i7, 

aad  dadorch  werdea  die  Gleiebaugen  VIII.  and  IX.  zugleich  iden- 
Ütdi;  man  bat  also  noch  zu  untersncbeDi  ob  dadurch  aB<£  Gleiehuoir 
^  wiH.  Ana  XIIL  folgt 


y=^^-*^^=-V?fes  Bad  ^=-^2^. 

Fahrt  man  aber  diese  fiir  y,  ^  zuletzt  bergestellten  .Ausdrücke 
m  Gleichung  X.  ein,  so  findet  aiaa,  dass  ai^  ia  der  That  Identisch 
wird.  Führt  iaan  für  a  seinen  Aasdrack  wieder  aarücky  so  gebt 
Gleicbnag  XUI.  fiher  ia 

XIV)y'H-Cu:-^)»  =  iff, 

I 

Ba4  dnrch  diese  Gleichang  werden  die  Gleichaagea  V.,  Vf.,  Wü, 
zuffleieb  identisch.  Letztere  Gleichung  stellt  über  einea  jedea  be- 
liehigca  Kreis  vor,  dessen  Mittelpankt  in  der  AbscissoBaxe  -liegC^ 

aad  awar  da,  wo  jts— ^  ist  Gleichang  III.  gebt  bbb  über  ia 

Xt)  I7^=.2:(^*, 

d.  h.  fj'  ist  konstant,  und  unabhängig  von  .r  und  von  dor  tvIII- 

kührlichen  KoasUnten  H,  Variirt  man  aoch  einwai,  so  bekomsit 
nan 

Tbcil  liJ.  11 
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« 

woran  mnn  erkennt,  dass  ein  primäres  Kleinstes  stattßndct. 

Zweiter  Fall.  Soü  inau  aber  nur  unter  4.eoeD  einander  in 
jedem  Punkte  näcbttanlicgeuden  Kurven,  welche  alle  sowehl  den 
zu  der  gerade  genonmenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  als  anch 
die  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  .r  gehörige  Berührende 
mit  einander  gemeinschaftlich  haben,  diejenige  heraussuchen,  bei 
welcher  die  vorgegebene  humme  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
allen  andern  ao  ffeeigenschafteften  Kurven;  so  mUaaen  bei  der  ger 
rede  gewählten  Abadsae  ^  fbigende  Gleichungen 

stattfinden«  Dessbalb  redueict  sieb  Gleichung  IV.  auf 
XVII)  417==  ^ii4^\[(2af  —  «--a). ;>,^r  —  2y.  7  , 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  Gleichung  \  II.  oder  X.  statt.  Wenn 
man      .  ijy—p"^  .  gy  zu  Gleichung  X.  addirt,  sp  geht  sie  über  in. 

und  diese  Glelebnng  wird  integrabel,  wenn  naii  sie  ndt  4_^ya ji 
niulti|ilicirt.   Thut  man  dieses,  so  bekommt  man 


Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  geradesn  iat^iiren»  and  maa  be- 
kommt 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  y=s  — +  ^'^f       ^  hq^  wenn 

man  auf  beiden  Seiten  düBTeientür^  und  dawi  p  •  d»  statt  dgf  «etat» 
ao  bekommt  man 

p  .  (H-f^'jÄ -4- (p^=~  »j  .  dT/i  =0. 

Der  integrireode  Faktor  zu  dieser  Gleichung  ist    ^   =ag;  und 

mnltiplicirt  man  letstere  Gleicbnng  dasut,  so  bekommt  man 
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tZ'J^'^"'^  »irt  .ick  .M  gtna»,  Irtegriw,  »d  M.  b.. 

Füfcrt  auii  statt  55  in  die  GleicLuDg  XVJII.  imil  ÄX- 

wrucli,  so  kann  man  frir  a;  und  y  folgende  Aasdriicke  hentelleo: 

^=^J7!^  •        -  ^  •Z' -      .  arctai.^  i.). 

Die  Uer  gesaeUa  Eurvc  ist,  wie  ei  oft  mchiebt,  durch  »wei  Gl«, 
rhungen  gei^ebon  und  kann  durch  ihre  fangenten  kpest^ritrwer^^ 
den.    H,dr,jrenh,lls  hätte  man  aus  XX.  und  XXI.  ^8  jTzu  «»2 

£^'"VJiJl!'"  w'"^'/^"  (;ieichun^  zwischen       und  iferz^SST 

''•"»»^■•■fc«»  Gleichung  XVJJ.  dea  in  den  eckiW 
■m  etehcDden  Fektör  iio«b  efoBel,  eo  bekommt  man  * 

Au  Gleichung  X»  folgt,  «ber  (2^— o) .p^^sa^^ 
nd  eoBit  ist  '  « 

'"•"nrWtPr'^'M''  «"i?  Kleinstes  statt  ündet. 

Dritter  Fa.l  So  |  aum  aber  nr  ünter  dem  eloaiidcr  in 
jedem  Punkte  ..achstanliegendeo  Kurven,  welche  alle  hei  den U 
rade  für  a:  genommenen  Wertbc  nicht  nur  für  y  eioeriet  (afer 
eiüen  nicht  gegebenoD)  Werth,  iondern  auch  für  ^  eiDerlei  (aber 
glpid.falls  eineti  iiidit  gegebenen)  Werth  fiefen,  diejeniRe  heraus, 
suchen,  he.  welcher  die  vorgegebene  Summe  gkssd  oZimZ 
wird  als  bei  allen  andern  so  irceisrenschaftcten  Kurven;  «olS.! 
•c«  bei  der  gerade  gewählten  Abseiest  .2;  folgende  tileichoiiger. 

d^=0,^^«0,d.y=«0,^-  =  0,u..w. 
stattfinden.   Desshalb  reducirt  sieb  Gieichiiog  IV.  auf 

^  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  IV.  oder  IX  ataiL 
Wenn  man        •  P'  •  9-^- y  .  p  .  .      Jl^  1^ 

■«irt,  10  kann  man  ihr  fo^'^e  Form  gehen      ^ •  ^  '-^ 

•  f(l Ii» .  (l -f-^P*>« .  -f.«) 
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oder 

31^  .  (1 4-11»)  .  (jiy  ^  14-/1»)  —  (jjp -i- »)  .  (^-+- 3  . /»»  .  «r)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  iotegrabeK  wm  «sn  tie  mit 
tiplicirt;  und  tLut  man  dieses,  so  bekommt  man 

lotegrirt  mn,  m  MoMt  bed  oder 

s 

xxiii)  sj> + « = .  ^^Thh^ 

WeDB  nan  91«ichaiiff  XSnil.  anf  beiden  Seiten  differmtiirt,  so  hc 
kOAnt  mau  zunächst  y .  tf/^  4-/» .  ay-f-Ä  = -j*  •  ' 
nnd  wenn  avi  dieie  ganie  Gleichmg  »U/^ss^  anltipUcirt,  so 
bekovat  nuai 


1 


Diese  Gleichnng  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^?===  mul- 
tlplicirt;  und  Ibnt  man  dieaei,  so  ergibt  sieh 

DIeae  Gleicbnng  läast  aieb  geradean  integriren  nnd  ea  ergibt  aieb 
XXIV) 

Fäbrt  man  «r-^^  statt  %  »  Gleiebong  XXllL  ein,  ao  kanii 
man  sie  auf  folgende  Weise  sebrcibens 

XXV)  sjf-^a?-.i4^==:#*.  1^?+?^. 

Auch  die  jetzige  Kune  ist  dorch  zwei  Gleichungen  gegeben  und 
man  hat  zu  verfahren,  wie  schon  im  zweiten  Falle  angegeben 
wurde.  Das  PHtfuogs mittel  wird  hemstellt',  indem  man  hei  Glei- 
ebnng  XXU.  den  in  den  eckigen  Elammern  siebenden  Faktor  va* 

riirt»  und  dabei  beacbtet,  dass  Jy  =  0,  ^^  =  0,  0.  s.  w.  ist 


Aufgilbe  82. 

(Zn  Ohm's  Lehre  des  Grossten  und  Kleiosteo.  Seite  220.  $. 

Es  sind  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  sich  schneidende  und 
anf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensjstem  beaogene  Geraden 
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gegeben.  Man  sucht  ein«  uuf  das  oenliche  Coordinatensystem  be- 
logene Kinre,  welclie  in  de«  bii  einer  naeb  BeKeben  genoaiMeM« 

Abscisse  a:  grebörigen  Punkte  die  Bigenscbaft  bat,  dau»  wean  man 
den  (licsom  l*uukte  der  Kurve  pntsprpclienden  KrümmungflinitteU 
puokt  aiit'sucbt,  und  von  diesem  Krümmunt^smittelputiktc  Perpen- 
dikel aut  die  zwei  gegebenen  Geraden  ziebt,  da^  Produkt  beider 
Ferpeadikel  gHtaaer  Mer  kleiner  wird,  elf  bei  des  mr  aeodiebea 
Abscisse  a:  gehörigeo  Punkten  aller  •OMiem  auf  das  nealicbe  recbt- 
"wifikelip^e  Cuordinutensvstem  bezogenen  und  der  D:osurhten  Kurve 
iD  jeden  Pnnkte  näckttanliegeoden  Naebbarkorven  der  Fall  feia 

Die  Ueien  Mßf  md  Jf^  9nmt  (Tbf.  IIL  Fig.  8.)  di«  beide« 
gefcebeaen  Geraden  und  F  aei  der  zur  Abscinse  OG  gehörige 
Krümmting^nittelpunkt  der  gesuchten  Kurve.     V/t  und   VT  sind" 
iilso  die  zwei  in  Kede  atdienden  Perpendikel.   Die  Gleichung  der 
l^iuie  A/xV  sei 

tt«d  die  Gieiebang  der  Linie  JPQ  aei 

II)  «.«^-»-SB.y^-HdsiO. 

Die  Giordioaten  des  Kr&nnmngsmittelpuuktes  V  seien  |p  und  t);  lo 
ist  die  Bttdernang  des  Punktet  W  van  der  Linie  bekanDtliek 

wa4  im  Pmktea  V  Batfferanag  ?on  der  Maie       ift  ebaaio 

Erst  wenn  man  die  geiuchte  Kurve  und  den  Krümmuogämittel- 
punkt  gefaadea  kü,  iat  ea  aaglicb,  aa  cntaehelden,  welcbe  Bedea* 

taeg  aiaa  elaea  Jedea  der  Badikale  l/'T+T«  and        +  ^ 
beiCgen  aiaaa.  Dai  in  Bede  atebeada  Pradakt  iet  alao 

•    V.  rr  (irf.y-h/?.9-f-n.(a.i-f-g. 


Naa  iat  jpÄ-äT  — und  i)  =  y-+-^-=t^;  und  wenn  man 
Hr  (  aad     dieae  Aasdrftcke  ia  V*  eiafdbrt,  uad  aar 


SBy-l-«H-         .  (SB  -  WI. 

Wenn  man  jetzt  diesen  Ausdruck  variirt,  so  ergeben  sich  sehr 
weitläufige  Differenzialgleichungeu  der  zweiten  Ordnung,  und  ea 
wäre  bei  deren  Integration  ein  nicht  geringer  Grad  Ton  Anfmerk- 
■aakeit  aSdiig.  Deaabalb  iat  es  rätblicb,  sich  vor  Allen  umzn« 
scbaaaa«  ab  MB  aicbt  einen  einfachem  Ausdruck  statt  Gleichung 
VI.  gawiaaaa  kaaa.    Ea  acbadet  der  AUgemeiBbeit  der  Aufgabe 
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*  »  , 

nicbt,  weuD  muD  eioe  4«r  K^gebeDeo  Graden  als  Abscissenaxe  au- 
wämmk,  und  des  AnfaiigBpttBKt'xdcr  Coortfinaten  in  jeuenPankt  ver- 
legt,  wo  sicL  die  beiden  ge^ebeoen  (>rad(>ii  acliiieMeii*   Unter  ji 

und  '^.H  sind  lickanntlicli  die  Sinus  der  Winkel  zu  verstehen,  welche 
von  den  gegebenen  C«raden  nnd  der  Abscissenaxc  einsreschlussen 
werden;  eben  80  sind  unter  /J  und  ii^  die  Cosinus  der  Wiokel  zu 
versteben,  welche  von  den  gcgebeoeu  dlradcn  und  der  Abscisfieoaxa 
eiDirasebloMeB  werden.  Soll  nnn  die  durch  Öeiehang  L  dMrge- 
slefite  €erndn  Mßf  als  AbscisBenaxe  und  KY'  als  Ordinatenaxe  un* 
genommen  werden,  so  ist  ^4  =  0  und  JUz=:\^  und  Gleichung  I. 
reducirt  sicli  zunächst  auf  y'-|-6'=0.  Weil  aber  jetzt  )/  =  ü 
Bein  muss  bei  jedem  Wertbe  des  so  ist  auch  Cz=zQ\  uod  der 
Audmek  UL  redncift  sich  snniehafc  auf  den  beknontoa  Aaedraek: ' 

VII)  FÄÄyH-l-^tß!, 

Da  ferner  die  durch  Gleichung  11.  dargestellte  Grade  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordtnaten  ffeht,  so  ist  dssO  and  Glelcbano' 
II.  reducirt  sich  snnftckst  nof  91  .  j?*-f-SB  .  ^^ssO  «der  mS 
% 

^'4--^  .  «^==0;  und  wenn  man  zur  Abkürzung  —  «i  statt 
aetst,  /lo  ist  ^*—ma^=sO.  Der  Ansdruek  IV,  geht  tther  in 

Erst,  wenn  man  die  gesuchte  Kurve  und  den  KrümmungsinitteU 
punkt  gefunden  but,  i^t  <-.s  mösriich  zu  entscheiden,  welche  Bedeu- 
tung man  dem  Uudikul  \^  l-i-m^  beilegen  muss.  Das  in  Rede 
Stehende  Produkt  ist  also 

,  Variirt  man  nun,  so  bekonunt  man 
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Krster  Fall.  Soll  die  gesiiclite  Kurve  aus  allen  möglichen 
in  jedem  Punkte  einander  niiclistanlicgenden  lierausgewählt  werden  5 
so  müssen  folgende  drei  üleichungen  zugleich  hestchcn: 

XI)  2y  —  «wor-i- ■— —  ^     •  =  ^ 

XII)  /wy-*-457^—2/t«^+3/wy. +     ^=^^—-^^  =0 


1    » ->■ 


XIII)  2y  —  KMÄ- H- H  =  *^- 

Gleichung  XI.  ist'^dic  einfachste;  sie  soll 'auch  zuerst  intogrirt 
werden.  ^Zunächst  geht  sie  über  in  2//(7 -f- 2 2/>=»  — +  w/' 
-4-////y»=0.  Man  addire  m/f//y  —  mpr/i/  zu  dieser  Gleichung,  so 
kauD  man  sie  auf  folgende  Weise  schreiben: 
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INeM  GlelehfiBg  wird  iotegrab«!»  wenn  iiiafa  lie  nit  ^2^^)* 
tiplieirts  und  thnt  mn  diem,  lo  gelit  sie  aber, in 

Dt€M  Gleicboog  läwt  eich  geradeso  mtegriren  iiod  ei  ergibt  ncli 

Daraas  folgt  yp^mHp^%H — «r;  und  integrirt  Man  wieder,  so 
bekoBSit  Bian 

i  .  y«  —  wÄ'y  =  «Är  —  i  .  4?* -f- iC? 

oder 
oder 

oder 

XV)  (y— «i//)'H-(jp  — 2i^)'  =  Gf  +  (4H-*i'J//». 

Dies  ist  die  CleichuDf^  eines  Kreises,  dessen  Nittel- 
punkt da  liegt,  wo  jp^til  und  y:=zmH.\%U  Aus  XV« 
folgt 

«od  darana  folgt  weiter 


ud 


-  .r  -i^  2//  


^ —  (6?  -I-  m»  .  //»  —  j:»  -H  4//a:)r 


Diese  für  y,  /»,  ^  berffestelUeo  Ausdrücke  bat  man  in  die  Gleicbuoff 
XD.  ttad  jUIL  eiasomrea;  und  man  findet,  dasa  diese  IdeatiaeK 
werden,  wenn  /fa=0.  Gleiebaag  XV.  redaeirt  sieh  also  aaf  . 

XVI)  y»H-J?»==a 

Dieses  ist  aber  die  Gleicbuog  eines  jeden  beliebigen 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  ia  Anfangspunkte  derCoor- 
dinaten  d.  h.  im  Durcbscbnittspunkte  der  beiden  gege» 
kenea  Graden  liegt/  Variirt  aan  aock  einmal,  und  beachtet  um»» 

dass  jetst  sowohl  y+il^ssO  als  anek  — «Mr*i-^SLLÜ±£!LsO 

.  ^  V 

wird;  so  bleibt  nur 
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Der  innerMb  der  eckigen '  Ktümer  ■«ehende  Pekeer  krae»  wi« 

mao  geradezu  erkennt,  nicht  immer  einerlei  deichen  behalte»,  nod 
somit  findet  jetzt  weder  ein  Grösstes  noch  Kleinstes  statt. 

Zweiter  Fall.   Macht  man  dieselbe  Eioacbrüokuiigy  wie  t>eim 
iwciteB  Falle  der  Torigen  Aufgabe,  ao  lät 

Gieichaag  X.  sueht  sich  also  zurück  auf 
XVII)  ^£7=r-j;^^  .  ±  .  l2y^mT^mp^ 

Maa  hat  alao  jetst  aar  die  eiaaige  Gleiciinng 
eder 

2y^ -h mpyg-^  % .  (1  .  (1  +  «pj  —  mot^s  0. 

r 

Wenn  aan  hier  m^yü  —  mpyq  addirt,  ao  kaaa  nun  letiterer 
Gleickang  aaek  folgenoe  Fona  gebea: 

2yy(l  4- »Z')  4-  2  .  (1  -H/»»)  .  (l  4-  «w/^J  —      .      -H ät)  ===  0 
oder 

^  •         ^  • 1)  •  ü  4- «V)  —  «V  •  (J5P + «) = Ö. 

$ 

^     Diese  Gleichung-  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^       f  afy)! 
moltiplicirti  ood  thut  maa  dieses,  so  bekonmt  ^aa 

(iH-a^iH       «.(l-|-av)l  — 
IKeae  Gleickaag  kann  paa  geradean  iategiirea  nad  es  ergibt  sich 

.  Daran«  folgt  3»+«=^*  V^l-|-<w/»;  und  wenn  »an  Liep  auf 
beiden  Seitea  aiffereatiirt,  eo  bekoainit  van 


Man  BudtipUcira  dieie  Gleicbvag  mit  pss^  eo  ergibt  aiek 

Oieie  Gleicbnog  wird  integrabel»  wenn  man  lia  mit      ^    ^  ani- 

tiplicirt  nad  dadorch  gebt  sie  über  ia  • 


Digitized  by  Google 


170 

Dnrch  Integration  bekommt  man 

Die  hier  gesuchte  Kurve  ist  also  durch  zwei  ClcichuD- 

gen  gegeben  (XIX.  und  XX.)}  das  Radikal  K/i-^-mp  bat  eot« 
weder  durchweg  seine  posittve  oder  darehweg  seine  negative  Be- 

devtnng;  eben  ao  bat  das  Radikal  l/'l  -f  - 1»*  entweder  dercbweif 
aeine  ABgative  oder  dttrebweg  seine  positive  Bedentnng;  übrigen« 

iat  d^B  Zeichen  dea  Radikals  Ü^l^^mp  vom  Zeicben  dea 

'Radikuls  V^l-^p*  ganz  nnabhftogig. 

Dritter  Fall.  Macbt  man  hier  dieselbe  Eiasekränkang  wie 
beim  dritten  Falle  der  votigen  Angabe»  ao  iai 

ä,=  0.  $0  =  0,  rf-y  =  0.  ^=0,  «.  W.S 
und  Gleichung  X.  zieht  sich  zurück  auf  ^ 

(IW  -f.  fjp  -+.         .]>"'  )  (  I  -t- /y^ )  ijjy 

Man  bat  also  nur  die  einzige  Gleichung 

■  («■Hr-i-»m.y«).U-|-p«)__^ 
f 

oder 

Ich  will,  um  nicht  zu  weitläuftrg  zu  werden,  es  unterlassen, 
hier  an  dieser  Stelle  die  Methode  mitzutheilen^  nach  welcher  ich 
letztere  GleicUuug  iutegrirt  habe.    Dos  Integral  selbst  ist 


XXIll)  yp-\-x=iL  ,   


5  .    l-:> .  t 


Von  der  Richtigkeit  dieses  Integfrals  kann  man  sich  Ulierretipi'en. 
wenn  man  Gleichung  XXIll.  difl'erentiirt,  und  dann  ans  der  sich 
ergehenden  DiiTerentialgleichung  und  aus  XXIll.  das  JL  eliminirt. 
Man  wir^  frenau  Gleicbung  XXlI.  wieder  bekoimeD.  mu 
nun  atatt  XXIII.  znr  Abkfinvig 
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ni  differentiirt  man,  so  ergibt  sieb  , 

Diese  Glcicbuog  wird  iotegrabet,  weDo  maD  sie  mit  nal- 
ti^ieifft;  denn  et  ergiH  aicb 

und  iotegrirt  man  wirVlicb,  ao  bekommt  um 

XXV)  y .  i/T??!= jf+ü .  /^^?e> 


Die  hier  gesoekle  Küfrve  ist  also  wieder  durcb  awei  Gleidmegea 

(Will,  und  XXV.)  gegeben.    Das  Radikal  V^4— ».es*  }Mt  eot- 

weder  durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be» 

d<>utuii£r;   dasselbe   gilt  von  dem  Radikal  l/^l-f-/»*.  Uebrigens 

ist  das  Zeichen  dea  Jlftdtkeia  Vl'i-p*  ven  den  des  k^4— 6.es* 
ganz  uoabbäogig.  ^ 

Aufgabe  83. 

(Zu  Obm's  Lehre  des  Urösj>ten  und  Kleinsten.  Seite  220.  §.  49  —  51.) 

Man  liat  eine  Menge  von  unter  sich  parallelen  (ürudcn,  und 
Dian  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinntensvstem  bezogene 
*  ebene  Kurve.  In  den  zu  irgend  eioer  nach  Bcliebeu  geoomuieoeD 
Abseuee  x  gehörigen  Pnoß  dieser  Karre  le^  meo  deo  Rniai. 
■ugskrels,  welcher  eine  jede  dieser  ParallellinieD  tweinsl  dareh- 
schoeidet,  so  dess  jedes  der  auf  diesen  Paralleliinien  abgesebBlItenen 
Stöcke  eine  Sehne  des  KrUmmungskrei»es  bildet.  i>ie  gesuchte 
Kurve  soll  in  dem  zu  der  gerade  nach  Belieben  genommenen  Ab- 
scjs:»c  gehüriiren  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe 
4m  Umidrete  efler  ebgeneMleii  Seboen  gritaeer  oder  kleiner  «M 
eis  bei  den  zur  nemlichen  Abscisse  jc  geförlgen  Punktea  ellbr  aA- 
dern auf  dasselbe  rechtwinkelige  roordinatensystem  bezogenen  und 
der  gesucliten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegcuden  Naclibar- 
kerven  der  Fall  sein  kann.    Welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  unter  sieb  parallelen  Gerzen  (Taf.  III*  Pig[.  9.)  seien  MP^ 
NOy  o.  t.  w.  Die  Dnrebfiibmng  der  Aufgabe  wird  Tereinfeebt, 
wenn  man  die  Abacissenaxe  senkrecht  auf  die  besagten  Pnrnllellinien 
zieht.  Wenn  %  und  t)  die  Coordinaten  de»  Krümmuti^-smitteipunk- 
tes  uod  x'  und  ^  die  Coordinaten  des  Krümaiuogskreises  sind; 
so  ist  '  ^ 

die  filetfhnng       Krttmmingpkreisei,  Danraa  felgt 
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„    .  ,  „_„  .  L±C  ,_,_£±5!.  und  mmi 
NuD  ist  ti  =  y-i — r^>  * — *      ^  '  f  ' 

weno  owD  diese  Ausdrücke  in  II.  eiufuhft,  so  l>etoM«t  — 

,„)  ^yc^).^t.i^^.).^^(s'-^y. 

«an  erkennt,  dass  es  für  y'  zwei  versclncdcne  Ansdrücke  gibt, 
d.  Ii.  zu  jeder  beliebigen  Absciase  a:'  «ibt  eti  zwei  verBchiedeB»  Ul> 
dinaten.  Setzt  muü  die  Abssim  OM^u^,  »o  geht  dabei  Gtei- 
chuog  III.  über  in  : 

IV)  y..=r+i^±l/t^^>*-*-('.-')-^--t-'-'i' 

Dadurch  sind  die  zu  OM  gebiirigcn  Ordioateo  Mm  »id  Mw  »n- 
gleich  ausgedrückt;  und  «war  ist  -  ^ 

nod 

bte  Mm  MW  Ist  alM  sMm-r  Um,  4.  b.  «■  i*t 
und  daratii  folgt 

Setxt  D*D  fwMT  die  AbMine  OXsam,,  kdcMMt  bu  ««r 
gleich«  Weise 

VI)  7^= 4l(l±^)'  -  a .  («.  -  ^) .       -  - 

und  sofort.  Und  setet  man  endlich  die  letzte  Absdaae  OMfssmm 
so  bekommt  auin 

VII)        .  Vr^Y  -  *  •  •       -  («^  - 

Die  Aufgabe  führt  uläo  uuf  folgenden  Anadrnck 

VH!)  c  =  Mt^y-i.  («.  -  ^) . -C.  -*)•! 
+ -«.(«.-  ^) .  2^-^  -  -')•! 

Auadnick  kann  man  noch  nafonien  in 
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Erster  Fnll.  Soll  die  ffesucbte  kurve  aas  nllen  möglichen 
in  jedem  Funkte  einander  näcustanliegenden  herausgewählt  werdeOi 
so  müsaen  folgende  zwei  Glieichungen  zugleich  besteben: 

XI)  J^.(l4-/'')  +  (ar-^2^t^ 


«IT 


Mao  erkennt  aber  geradezu,  dass  es  keine  Funktion  von  m  gib^ 
welche  diese  beiden  Gleichungen  sngleich  identisch  nacht. 
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Zweiter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  einander  in  jedem 
Punkte  näclistanliegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
menen Abscisse  x  lauter  |)arallcle  Berührende  haben,  dicjeni|i^e 
heraussuchen,  wobei  die  8nmme  der  Quadrate  aller  auf  vorgeschrie- 
bene Weise  begrftoster  Sehnen  grösser  eder  kleiner  wird,  als  M 
allen  nndern  so  geeigensehaftetcn  Korven;  so  iat  bei  der  gerade 

genommenen  Abeeisse  ob  jetst  ^=^0,  "^^^  n.  s.  w«  Glei- 
chung X.  reducirt  sich  also  auf  ^ 

-  ■    '    !i  f  ö 


+ 


I 


II 


ö  2. 

D 
N 


C5 
Je 

s 

CT 

s 


Z..  I 


+ 


+ 

n 

I 


+ 
Ii" 


+ 


Dieserdleidinng  wird  einfadier^  wenn  man  x — 
seilt;  denn  dabei  geht  sie  über  in  1 +  is       =  0 

oder  in -+ T-^=0  oder  in ^^  =  0 
«  ^  1-1- p*  »  ^  1  j-«»  " 
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and  (laraui  folgt  .  • 

log  nat  »H-log  nat  1^1 =  log  nat  A  » 
oder  X  .        •+-P'*  =  A.    Daraoa  folgt  weiter 

p  =  —.  oder  </y=:^.  V/^>  — a».  , 

Wenn  man  abermals  integrirt,  so  ergibt  sich 

XV)  y  =  Ä  +  V/^'-='  + 1 .  log  nat  "^^j^J;^^!^. 

Hier  bat  man  statt  a  wieder  jt   zuruckzu- 

n 

führen. 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  einander  in  jedem 
Punkte  nächstanliegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  geuom- 

mcnen  Abscisse  a:  alle  für        einerlei  aber  einen  nicht  gegebenen 

Werth  liefern,  diejenige  heraussuchen,  wobei  die  Summe  der  Qua- 
drate  aller  auf  vurgoschriebene  Weise  begriinzter  Sehnen  grosser 
oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  ondern  so  geeigenschaftetcn  Kur- 
ven; so  ist  bei  der  gerade  genommenen  Abscisse     jetzt  -^—  =  0, 

^j^  =  0,  u.  8.  w.  Gleichung  X.  reducirt  sich  also  auf       **  ' 

XVI)  <>ü=5! .  12;.. (1+/.'H-(x -2!±2J-^^±2:). (1+3/»') 

Man  bat  also  jetzt  die  einzige  Gleichung  .  • 


XVII)  2p{l  -^p^)  +  (o; - ^'"^^'"^•  '•"*"^-) . (1  +3 ^=0. 
Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man  s  anstatt 

letzt;  denn  dabei  geht  sie  über  io.^'.'v 

oder  in  'ttoihtor  )      .rj»^uj /yliivt-i  <  "  tin;  -i-»  ^   .  .K 

.  ...  i_  .  (L±iWy_o  --4 

»    .  r      »  ^  W-Hf')""    '  ...,„1, 

oder  in  ^'''^  '^d  a  nv- 

Daraus  folgt  itA  •»•S»  »^  .  •, 

log  nat  *  40og  nat  -4-  log  nat  (1  -4-/'*))  =  log^nat  ^f*,  ^ 
oder  MiMi  -'i  i'«u  (I  I  »u   iit  .»»viw  ;-jtM//  r».«i 

log  nat  «4-^  .  lognatf>.(l-4-/>')  =  Iog  nat  ' 
oder  ö^ioiid  m 


' » 
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«  ^^^^^^^^^^^^^^^^ 

log  iiftt  s-|-l«g  Mt  y^p ,  ihH-p*)  Ä  log  iwl  C, 

oder 

Fabrt  B«n  liittr  Ar  s  leiiMn  Amdniek  snrllck,  go  bskomrt  mm 

Aus  dieser  Gleicboog  folgt 

iti^g,-!-  -han   C 


nnd  weDO  nsn  jetzt  auf  beiden  Seiten  differeotiirt,  so  bekoaunt 


2    /Kl+P')^jMlHh^'J  ' 

MoWplieirt  «an  beideraeita  ailt  /»s=s^,  ao  atgibt  alab 
latagrirt  awn»  ao  .ergibt  sich 

iKe  jetzj^e  Kurve  iat  alao  dnreb  awei  GlaiebnageB  gegeben  (XVIII, 
nnd  XIX.). 


AnibitbeMl 

(lu  Obn't  Lehre  dei  GrSeateo  liad  Klefauten.  Seite  SU.     57*  n.  t.  w*)* 

(Der  erste  Fall  dieser  Aufgabe  ist  schon  Ton  M.  Ohm  z.  K.  in  des-seu 
System.  Siebenter  Band.  Zweiter  Anhang.  Seite  58  behandelt.  Der 
sweice,  dritte  und  Tiene  Fall  eind  Ten  mir  Inoiafefügt). 

Man  anebt  eine  auf  ein  rechtwinkeligea  Coordinateaiystem  be» 
nogene  ebene  Kurve»  Man  sieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belielien 

genommenen  Abscisse  .-r  g-ehörijren  Punkte  eine  Herührende.  und 
errichtet  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe  Perpendikel.  In 
diesen  beiden  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  zwei  festen 
Punkten  gehörigen  Ordiaaten  sowohl  der  Knrve  selbst  ala  aneb 
der  Berührenden.  Wenn  man  nun  beidemal  die  zwischen  der  Or* 
dinatc  der  Kun'e  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berühren- 
den stottlindende  DifTerenz  nimmt:  weiche  Kune  ist  rs,  die  iu  dem 
zu  der  gerade  geuuuimcuen  Abscisse  a:  gehörigen  i^unkte  die 
filgeosehaft  bat,  dass  das  Produkt  beider  Oiinrenken  grösser 
oder  kU'irier  wird,  als  hei  den  sn  der  neailichen  Abscisse  a:  gebd» 
rigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Conrdina- 
tensystcm  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
nächstanliegeuden  Nachbarkurven  der  Fall  sciu  kaou^ 
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Das  gesuchte  Produkt  (Taf.  III.  Fig.  6.)  ist  hier  r=RP.  TQ-, 
y  uod  X  sind  die  zum  Berührungspunkte  S  gehörigen  Cuordina- 
ten ;  ist- die  zur  Abscisse  a  geliörige  Ordinate  der  Kurve,  und 
eheoffo  ist  ija  die  zur  Abscisse  a  gehörige  Ordinate  der  Kurve;  die 
den  Abscissen  a  und  a  entsprechenden  Ordinaten  der  in  S  berüh- 
reirden  Geraden  sind  bezüglich 

ond 


Ks  ist  also 


7'A'  =  y-t.(a-.r).^. 


RP=  ly  ^  («  _  ^)  .  ^  -  y„|, 


nnd 


r  •   t»  »  -1 


Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  noch  p  anstatt        so  ist 
\y x)  .p —  ya\  .  lyH- («  —  ^) . — 

Daraus  folgt: 

•  I)  Jt*=  \ly («r  -f- «  —  Ix)  .p  —  ya  —  yu\  .  ^y 

—  2.r)  .  y  -t-  ^a  —  x)  .  {a  —  x)  .  p 

—  («  —  ^) .  y«  —  («  —  ^)  •  y«l .  -j2' 

—  I^-t-  («  —  y«l .  cJya—  [y-*-(«— ^)  'P—ya\  •  ^ya 

und 

II)  d*a=[2y~h{a^a-2x).p  —  ya-ya].^^y 
-    ■  -♦-((« -|-a  —  2:r)  .  y -1-2  .  (ff —  .r)  .  (a  —  .r) 

—  («  —  .r)  .  y„  —  (a  —  .r)  .  y«]  . 

—  [y  +  (o — ^)  ■  p—  y«l  •  <^*y«—  f// h-  (« — -^J  •  /' — y«!  •  ^V« 

2  .  Jy' 2(a -h  «  -  2^)  .  <Jy  .  ^ 

•  -4-2.(ff-.r).(«-.zO.(0)' 

—  2  .  Jy  .  Jy«  —  2(a  —  .r)  .  ^  .  Jya  —  2  .  (fy  .  Sya 

"       •  — 2(a  — .r).  ;^  .^ya 

+  1  .3ya  .  Sya. 

Erster  Fall.    Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  nächstoniiegenden  herausgewuhlt  wer- 
Tk«U  III.  12 


178  . 

> 

deo,  BO  «od  <^9'^s  Werth«  nach  gsos  mia1»b%D(pg 

YOD  eiouder;  und  es  man  CleicliDiig  I.  in  folg«ade  tier  icrfaUear 

1)  2y-h(a-+-«  — 2;r)      — y«  — y„  =  0 
2)  (a-ha  — 2ar)  .y-i-2,  (a  —  ^)  .  ((»  — a?)  .;»  — (a— ^) . 

Addirt  man  ^1)  uud  \).  so  liokoinnit  uiau  (»k'icliiini:  1).  Multiplizirt 
muu  3)  mit  a — ar^  und  mit  a  —  o:,  und  addirt  beide  Produkte, 
80  ergibt  sich  Gleichunj^  2).  Eliminirt  »so  p  ans  den  beiden 
lettteo  Gleichnogen,  so  folgt 

Dies  ist  die  Gleichvog  einer  geraden  Linie»  die  insoforne  die  An^ 

galic  löst,  als  sie  xiii^lficli  ilirc  riirtic  Berührende  ist.  Da  onn  da- 
dur(li  den  <n('irhunc,Pii  1).  2).  '■\).  cenügt  wird,  so  knnn  sie  die 
Aufgabe  iöscii.  Tebrigeus  bind  i/a  und  y„  nocb  ganz  unbestimmt, 
nnd  somit  kann  man  die  gefundene  Gerade  noch  zwingen,  irgend 
zwei  Bedingungen  zu  genügen,  z.  B.  durch  zwei  gegebene  Punitte 
SU  gehoii.  Sind  nun  (/«,  in)  und  (Ar,  /i)  diese  Punkte,  aa  gebt  Gär 
diese  Punkte  die  Gleichung  5)  bezüglich  Uber  in 

wodurch  sich  tja  "nd  y^,  vollkommen  bestimmen  lassen.  In  Folge 
der  Gleirbnne^en  3)  und  4)  erkennt  man,  dass  TQ=:0  nnd 
/IJ*=Q\  CS  i^t  alhu  auch  6'  =  0.  Gleicbuug  II.  reducirt  i>icb 
jetzt  auf 

d>£/  =  2.  V+2(«  +  a-2«).(V*^ 

-»-2  -2ay.  dy« 


—  t ,  (a— o:) .  ^  •  dy«  —  2  .  dy .  dy^ 


—  2 .  («  —  ^)  .  ^  .  dy«  —  2  ,  dy« .  dy«. 

-Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständiff  einerlei  Zeichen  behal- 
ten, namentlich  weil  die  beiden  Elemente  o//a'  und  d^y»*  dabei  feh- 
len. Es  firidot  also  jetzt  weder  ein  primärea  Grösatea  noeh 
Kleinste»  statt. 

Zweiter  Fall.  Soll  man  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  allen 
denen  in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herauswählen, 
bei  wolclicn  die  Summe  der  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen 
Unünaieu  denseiben  (gegebenen  oder  nicht  gagebenen)  konatinlan ' 
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Änf  K.r.e  folgende 

nnd  für  alle  I.ler  in  Betracbt  zu  ziehenden  nnd  der  o-esrnM.... 
GircLu:;  "^""'^^  »äcl,.ta«liegeuden  Kurven  bni^il^^ii: 

Da  aber  letztere  Gleichung:  fiir  ein  im  Momente  des  Vrrschu  inJ^n. 
Modhebe.  A:  gelten  soll;  so  n^uss  einzeln  stattfind.nX,;^ J^^^S" 

abhängig  betraclitct,  so  ist       =  —        J»/— -iä'./  .i 
Eliiniüirt  man  dy.  «o.  GleicKng  J),  ^•beko««^'Wn 

4- [(•^.«-.«^)  .  y  +  2(« -  a;j  .  («     or)  . ~  («  -  ^)  . 

—  I  (a  —         —  y«  -f-    J  .Sy„, 
Daraus  ergeben  «ich  die  drei  Gleichungen  - 
^)  2y  +  («r  -f-  a  —  2a;) .  p^y^ 

10)     —         — y«H-y„==:0. 
Eliflünirt  nan    «nt  8)  and  10),  so  ergibt  hicli 

Diete  Gleichnnff  seh  ort  einerirpr-iHnni:»- 
rtgt  4..  drei  S);^  lof.  Ä  'l  o  d i?;»  X 

losen.    Da  aber  y,,  und       noch  ganz  unbestimmt  m-!.;!  V 
man  der  Aufgabe  .elbst,  dlmic  siefine  besÄAÄn;%'^^^^^^ 
noch  zwei  Bed.n^uhgen  zuiüi^en,  z.  «.  dass  die  Z^chtf  l!if; 
dnrcfc  iwei  gegebene  Funkle  gebe,  oder  dass  sif  th.r. 
Punkt  gehe  «nd%ugleich  die  Summe  y«  4- v  — rJn«  , 
gegebenen  Werth  iSle,  n.    w.  K^rn^;  Jh^-^Fei^J-^^^^T-^^^ 

H-2.(«^ar).(«^^).(^), 

-"2(a-«).^.cry.-2.<fy«.. 
Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  best&ndiff  einerlei  Z«Ii.l»«n  i...k^„ 
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Es  findet  also  weder  ein  primäres  Grösstes  noch  Kleinstes 
statt. 

Dritter  Fall.  Soll  die  gcenclite  Kurve  nnr  aoe  denen  in 
jedem  Tunkte  einander  nächstanliegenden  lieranspfewählt  werden, 

ei  weichen  allen  die  Ordinaten  f/„  und  y„  denselben  (frcgebenen 
oder  nicht  g^cp^ebene«)  Werth  liahcu  und  welche  alle  den  zu  der 
gerade  genummeueu  Ahticisse  a:  gehurigen  Berührungspunkt  mit 
einander  geaeinscbaftticli  haben;  so  findet  einteln  statt  d^sQ, 
dSy!«=sO,  ay„=0,  6*f=sO,  d*|f«  =  0,  ^*Jfa  =  0,  u.  w. 

'  Mancher  Anfänger  möchte  behaupten:  wenn  einzeln  statttindet  cfy  =  0, 
(f>y  =  0,  u.  s.  w«,  in  welchen  Ausdrücken  der  Werth  des  noch  nns  un- 
bestimmt ist;  so  muss  auch  bei  den  bestimmten  Werthen  a-  =  a  und 
einsdn  sutttinden  dya  =  0^  dya  =  0,  cPj/a=:0,  d^jr^srO,  u.  s.  w.,  so  dsss 
durcD  die  Gleichungen  dya  =  i),  dya  =  0,  (f*yaaeO  (Py^atl  iL  s.  w.  dis 
Zahl  der  zu  vergleiclienden  Kurven  nicht  mehr  enger  eingeschränkt  ^vlrd, 
als  es  schon  durch  die  Gleichungen  dy  =  0,  J^y  =  0,  u.  s.  w.  geschehen 
ist.  Dieses  wäre  ganz  richtig,  wenn  die  Ausdrücke  dy,  tPy,  ti.  s.  w.  iden« 
tische  Funktionen  waren;  allein  sie  müssen  alle  beliebigen  nur  keine  iden- 
tischen Funktionen  Torstellen;  und  wenn  gleich  der  Werth  des  .r  unbe- 
stimmt ist,  50  ist  er  doch  bei  allen  su  Tergleicbenden  Funktionen  der  nem- 
liobe  unTeranderliche  Werth,  und  lur  einen  solcben  nseh  Belieben  aDgenom- 
Dienen  alxT  festzuhaltenden  Werth  des  .r  und  für  keinen  an<lprn  müssen 
auch  die  allgemeinen  Gleichungen  d^=:0,  fpy=:0,  u.  s.  w.  statttinden. 

Unter  diesen  Umtftadea  redueirt  sich  nnn  Gleicbang  L  anf 
^£rsB[(«H-a  — 2d?).|fH-;2.(«— («— jt) — («— jr) . y« 

Dornt  nm  ^CTssO  werden  kann»  mnsa  aein 

12)  («-l-a*— ^)  •  y+2  .  (a  — .(a  — or)     — (a  —  ar) . 

—  (a  —  ^)  .      =  0. 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  sut  dem  nach  be- 

kannter  Metbode  leicbt  aa&ufindendea  Faktor  .  ,  rn 

■Qltiplieirt;  dadnrcb  bekonmit  Bon 

'J  ■  [a  —  J-)  (a  —  x)  .dy-    {'l.v  —  ff  —  fr)  .  tj  .  dx  .  » 

_  lUf»)  '  y«  -4-  (g  ~  x)  •  Va\  ■  dx  


Darans  Ibigt  dnreb  Integration 

.V  I  (f  . 

ar)  («  — *)       («— «)V^(a  — ar)  («  — or) 


V  ^_  (g  —  J-)  .  y«  —  (g  —  x)  .  ya  ^ 


oder ' 


13)  («  —  <»)■  y  -fr-     —    )  •  //«  —  («  —  >r) .  tfa  ^ 
{a  —  a).  l/(ff  —  u  )  .  («  —  X)  "~ 

Sind  die  Wierthe  von  ya  und  y^^  nicht  (fOQ;eben,  so  kann  man  diese 
Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil  ausser  ya  und  y^ 
auch  aoeb  C  an  bestiminen  ist;  sind  aber  die  Wertbe  von  y«  nnd 
gegeben»  ao  kann  awn  dieio  Knnro  nnr  einer  cdoiigoa  Bedin. 
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fcaftg  saterwerftiv  Seil,  lie  s.  B.  tereh  den  üsutoi  Piakt  («, 

^    («  —  g) . « -I-  (ff  —     •     —  («  —  m)  .  . 
(«-«),l/(«-#i).(a-it)  . 
Clekliiitig  13)  gehC.alfo  jedl  Über  in 


1J\   (g  — •  V  -4-  (ff  —  >t )  .  //«  —  (ft  —  jr)  .  y„   —  .r)  .  (k  —  j:) 

(«  —  «).//*-+-(«  —  w)'^«  —  (a  —  n).yn        '  («  —  «).(«  —  «)" 
Uoter  diei^u  UuistäDÜeu  reducirt  sieb  GleicLung  11.  jeUt  auf 

i«l7=». (•-*). («_^).(^)', 

SO  «l.iss  ein  primäres  («rösstcs  stattlindef,  wcdii  X  ^  a  und  ^^^a; 
dagegen  nndut  eiu  kleiDstes  ätutt,  wenn  entweder  a:^a  und 
op^a,  oder  WMO  of-^m  und  ir'<^a.  Peraer  igt  jetst 


oder 


 .(«  —  g)  .  —  :r)  ♦  y„  —  («  —  j?) .  yg 

p    *  —  gj«  ^  fl^ff,'7       y  -H  (ff  —  r)  .  yft  -  (rr     or)  .  y< 


Unter  den  hier  zu  bemerkenden  Specidlitäten  i^t  besoodtn  di*  hwTOr- 
itthebcn,  wo  C=0.    Dabei  geht  Gleichuii);  13)  über  in 

ia  —a) , y  ^  {a  —     . y„  —  {fx  ^  a:)  .^«aOi 

und  daraus  folge 

^       a  —  //  a  —  «r 

Diese  Gleichung  ist  aber  eine  Specialität  von  Nr.  13,  und  aoBit  fceio  aia« 
guläres  Integral;  übrigens  stioiint  sie  mit  Nr.  5.  und  11.  Qberein. 

Vierter  Fall.  Sollen  nur  diejenigen  in  jedem  Punkte  einan- 
der nächstanliegenden  kurven  in  Ketracht  kommen,  bei  welchen 
die  Ordinateo  und  ibreo  Werth  nicht  ändern,  und  bei  welchen 
allen  die  lo  der  gerade  gewählten  AbaciiM  OOzsiJC  gehörigen 
BerSbrenden  alt  einander  pnrnllel  lanfea;  lO  MOta  eiaseln  afattfiadeB 

^=0,  <rya=0,  ^  =  0,  cr«y.=0,  d»y«=0,  ^  =  0,  u.  i.  w. 

I 

GkicbiiBg  I.  redneirt  aicb  also  jetzt  anf 

617=  [2y-4-  (a  -|-  a— -2;r)  •    —  ya  —  y«J  .  <^y. 
Daaiit  nun  di/=0  werde,  so  muss  sein 

15)  2y-*-(«  +  a  — 2ar)./»  — y.  — ya  =  0. 

Der  jetxt  Intcgrirende  Paktor  ist      _   „       und  somit  kat  irian 

letztere  Gleichung  in  folgende  umzuformeu: 
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Daraus  ergibt  ticb  durch  fotegratioo 

y        .       ya-^ya      .   ^ 

""2*— 2.(2ar~«-o)"'"'^  — " 

oder 

10)  y  =  2i5;.^4-i  •  ly«-t-Är  — 2/;.  («  +  «)). 

Krstcns.  Sin«!  die  Wcrthc  von  y«  und  yo  g^GCelton,  d.  Ii. 
soll  die  ffi'surlitc  (Jrado  durch  die  zwei  tVstrn  l*unkte  (Vy,  y^^j  uud 
(a,  y«,)  gelieii;  so  gelit  <>lcicliUDu^  16)  bt^ziigliclt  über  iu 

17)  ya=3^.«4-iCy«-«-y«-2Ä.(«-l-«)l 

aad 

18)  y«r=:2iS?.aH-i  .fy«  +  y<«  — 

und  aus  jeder  dieser  beiden  («ieicbaugeo  tolgt  ^=s|^^;^,  so 
dass  jeftst  Gleiehnog  16)  übergeht  in 

Zweitens.  I^ässt  man  abrr  die  pesuebte  (lerade  durcb  die 
zwei  festen  Punkte  (»,  m)  und  (X-,  //)  i^eben,  wobei  uliso  die  Wertbe 
vou  ya  und  y«  nicht  gegeben  sind;  so  gebt  Gleichung  10)  heziig- 
lieb  Iber  in 

20)     =  2^^ .  /*  -t-  i  ly«  +  y«  -  'IE  .  («  a)| 

uod 

21)  Ä  =  2A\  / -f-  ;  .  |y«     y«  -  2/: a)J. 

Daraus  folgt  i5==  »  und  y^-t-yigss    ^  ^  ^"ir^  .(«-h«) 

und  tileichung  10)  gebt  über  in 
'  tn  —  /t        .  ri/i  —  rfik 

»)y=v:r7.  *+„--!-• 

aus  welcber  Gleicbung  sieb  geradezu  die  Wertbe  von  y«  uud  ya 
ergeben ,  wenn  man  bezüglich  «  oder  a  un  die  Stelle  det  ar  ein- 
»el«t. 

Iiebrii2:ens  ist  unter  allen  Mniständeu  6^i'  =  '2  .  Sy"* ;  und  soaut 
findet  unter  allen  Umständen  ein  primäres  kleinstes  statt. 


Aufgabe  ftl. 

(Zu  Obui's  Lebrc  des  Grüssten  und  Kteiii^teu.  6cit«  234.      57.  u.  s.  vv.). 

Nan  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Caurdinatensysteni  be« 

xogcnc  ebene  Kurve.  Man  zi»ht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben 
gewählton  Ahscisse  .r  i^eböriiren  Punkte  eine  berührende.  Von 
zwei  zu  dun  lebten  Abäcisseu  a  und  et  geborigeu  Puukleu  der  ge- 
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iBclitei  Kanre  ftllt  man  Perpendikel  aaf  diese  BerUlireDde. 
Welche  Kurve  hat  abftr  in  dem  zu  der  gemde  genommenen  Abecisse 

X  geliöripfon  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  das  IVodukt  i>cider  Per. 
pendikel  grösser  oder  kleiner  wird,  a|8  bei  den  zu  der  fu'mliclipn 
Abscisse  as  gehörigen  Puukten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
wiakelige  CoordiDateoejiMtem  besogeoeo  und  der  gcsuchteu  Kurve 
m  jeden  Pnakte  naebetanlicgendeo  Nocbbarkorfen  der  Fall  eeia 
kann? 

Die  Gleicbung  irgend  einer  geraden  Linie  sei 

1)  «.Är'-|-».y'H-(J  =  0, 

SU  ist  bekauDtlich  die  senkrechte  Entfernung  eines  Punktes  («r,  l»\ 
von  dieser  Linie  gegeben  durch 

Die  nach  Relieben  gewählte  Abscissc  (Taf.  III.  Fii^.  10.)  sei  OQ=.x 
und  die  zugehörige  berührende  sei  iSY\  so  ist  deren  Gleicbung 
bekanntlich 

# 

oder 

III)         — y+y-*/».«  =  0. 

Die  erste  feste  Abscisso  aei  OP^m\  so  ist  As=ya;  und  die 
Länge  des  von  s  auf  ^FgefiUlteo  Perpendikels  ergibt  sieb  nach 
Formel  Ii.,  d.  h.  es  ist 

Die  7WfMte  feste  Abscisse  sei  OJl  =  a^  so  ist  Ilvz=.yu\  und  für 
die  Lange  des  Perpendikels  vV  ergibt  sieb  auf  ähnlicbe  Weise 

Dan  im  Anadmeke  IV.  und  V.  Torkommende  Radikal  hat  entweder 
jedesmal  seine  positive  oder  jedesmal  seine  negative  Bedeutung» 
und  das  hier  in  Rede  stehende  Produkt  ist 

VI)  €/—  ^  . 

Unter  den  verschiedenen  Pillen    welche  hier  aufgestellt  .werden 
kennen,  soll  folj^nder  besonders  hervorgehoben  werden: 

!Vlan  soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in  jedem  Punkte 
einander  oächstanliegeoden  borauswählen ,  boi  welchen  allen  die 
Ordinaten  y«  und  ya  denselben  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen) 
Werth  haben  i  und  welche  alle  den  zu  der  gerade  genommenen 
Abscisse  x  gehörigen  Berührungspunkt  mit  einander  gemein  haben. 
Hier  ist  <Jy  =  0,  <Jyfl  =  0,  <fy«  =  0,  d»y  =  0,  <J»y„  =  0,  (y'y«==:0, 
Q.  8.  w.  (die  DÖthige  Erklärung  steht  gleich  im  Anfange  des  drit- 
ten Falles  der  Sdsten  Aufgabe).   Durch  VarUren  bekommt  man 
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VII)  ir£^=ji:— 5.  («-^).|,+(«+«-Äar).jf 

—  (a  — ^)  .y .  — (tt---a:) .  yj  .  (l  -+-/»*) 

Daraus  folgt  die  Gleicbung 

Vill)  (2  ,  (a  —  o?)  ar)      +  —  2*)  .  y  —  (a  —  ^)  •  y« 

— 2p .  [(«  —  a?)  •    —  y.  -f.  yj  .  I(a  —     .  ;p — yte  -I-  y)  =  0. 


Um  diese  GleiehoDg  lo  itttegriren,  multiplieire  mm  rie  vorent 


dp 
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D«  ä^sssp .  dx  ist,  so  venchwiodet  folgender  Ausdrocln 

24?)  .p— IIb— |f«]  .(l+|i*J .  0fy 

—  Ry-l-(4i+«— M .  ^— 5r«-.|fi.] ,  (1  ^p*)  ;p  .  d^r 

j^denfftlli,  vad  ma  kwiB  ihn  ina  Zähler  dM  Ivtitttt  Braches 
«ddim,  ohM,  dtn  «r  eich  Siidert.  Ei  iit  also  anch  ToUkoamo 
gcoaa 
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Dieie  Gleicbaiig  lasit  t&ch  ger«<lezo  iotegriren»  und  nsB  be» 

kOBPit 


IX) 


1(^     r)  /     //«-♦- y]  »[(<»-- x).p—|rg-Kyl   . 
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Setzt  man  dud  statt  dos  gl  eicbbedeateodea  Aufdrucks 

io  Gleichung  \  III.  ein,  so  bekooiint  mau 

-(a-.«).yj.(l-h|,«) 

oder 

—  (a— dr).sr«sO. 

Diese  Gleichung   wird    integrabel    durch    den  AluUiplicator 

2Ua-.jr)(tf^ar)»-^r  Utitere  Gleidnmg  saaädwk 

über  io 

 jr)  .yg -f-  (g— jr) . yal .  ifa?  _  _j| 

Diese  UleichuDg  lüiit  Mch  g«radezU  iolegiireo  und  es  ergibt  aicb 

y 

»^(•— a:)  («  — 

l4.i-|-(«—«>*l*^(«— 

oder 

XI)  [Li  -i-  (a  —  a) '  J  .  y     (a  —  aj  .  [(a  —  o:)  .  y«  —  (a  —  Ä-) .  y«) 

Dieses  soll  die  Integralgleichung  zu  Gleichung  VUl.  sein.  Da  aber 
GleiebuDg  Vlll.  nur  eiae  DifferentialgleicbaDg  der  eriteo  OrdoiiDg 

ist,  so  ist  in  Gleichung  XI.  eine  Konstaote  zu  viel  eingegangen. 
Man  stelle  also  aus  Gleichunp^  XI.  tür  y  und  für  //  die  Ausdrücke 
her,  substituirc  sie  in  \  lll.,  und  bestimme  dann  /-l  durch  II,  oder 
H  durch  ^4 ;  jenachdem  das  eine  uder  das  andere  am  heuuemsteu 
ist  (In  dieser  Hiosicbt  venrieicbe  mm  Aufgabe  67)  oder  68)  oder 
71)  erste  Auflösung  erster  Fell). 

Sind  die  Werthc  von  y^  und  y^  nicht  p^ogeben,  so  kann  man 
die  Iiier  gefundene  Kurve  noch  drei  Bedingungen  untcrwortVn,  woi! 
ausser  ya  und  y^  auch  noch  eine  der  Kuustauten  A  oder  JJ  zu 
bestieiBeD  ist. 

Siod  aber  die  Wertbe  tob  y«  nnd  p^eben ,  lo  km.  mm 
die  hier  gefnodeae  Kanre  nur  eiaer  einsigea  ikdiogang  nater* 

werfen. 

(Man  vergleiche  den  driUcu  Fall  der  SOsten  Aufgabe). 
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Aufgabe  94 

(Zu  Obm'«  Lebre  djes  Grössten  und  Kleiosten.  Seite  2M.     57.  u.  s.  w.). 

'Half  sackt  eine  auf  ein  reclit winkeliges  Coordioateni^stem  be- 

zof^ene  cliPtie  Kurve.  .^Inn  \ru;{  in  «lie  zu  zwei  festen  Abscissen 
ffcliörigi'n  Punkte  <lie  Kriiinniuugski  eise .  und  i'wht  durrli  deren 
Mitiel|iuukte  xwei  mit  einander  parallele  Gruden.  Man  legt  aber 
ancb  in  deo  an  irgend  einer  nacli  Belieben  gewählten  Abaciue'^r 
gelLurrgen  Pankt  d^r  si^esucliten  Kurve  den  Krümtnungskreis,  lind 
fällt  von  dessen  Mini'l|»unkf o  l'rrpendikcl  »uf  die  beiden  ol)g;en.'inn- 
tcn  ])aralleleu  («riideu.  Beide  Per|irndikel  rallcn  über  ganz  in  ein- 
ander, und  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  tirösse.  Wenn  nun 
der  au  der  gerade  genunaipnen  Abscls^e  ^  gebiirige  Punkt  der 
gesuchten  Kurve  die  Eigenschaft  bat,  dass  das  Produkt  der  bei- 
den in  Rede  stehenden  Perpendikel  ijrösser  oder  kleiner  ist,  als 
bei  den  zu  der  nemlicben  Abscisse  g:cliürigen  Punkten  aller  an- 
dern auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensj'steui  bezogenen  und 
der  gesuchten  Rurre  in  Jedem  Punkte  näcbsf anliegenden  Nachbar* 
kurven  der  Fall  sein  kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Ks  schadet  der  AHs^emeinbeit  <ier  Xut^.ile  durchaus  nicht, 
wenn  man  (Taf.  III.  V'tc;.  12.)  die  Coordinnten  der  gefliehten  Kurve 
ho  aunimuit,  dass  die  Ahscissenaxc  parallel  wird  m^t  den  (durch 
die  au  den  ^ten  Ahseiwsen  gehörigen  Rrämmungamittelpunktc  ge- 
sogenen) zwei  parallelen  Graden.  Der  zur  eraten  festen  Abscisse 
gehöriüre  Kr^imnll^ni^sInir^el[»unkt  sei  A,  und  der  zur  zweiten  festen 
Abscisse  gebörii;e  Kriiiruaungsuiittelpunkt  sei  G.  Die  in  der  Auf- 
gabe besagten  nuralleieu  Graden  sind  also  £1^  und  ßC.  Mao 

Sehe  nun  der  AbBcis^enaxe  die  f^ge  OX  parallel  aiit  BCt  uud 
er  Ordinatenaxe  die  l.agc  OY  nenkreeht  auf  0X<.  Der  ersten 
festnn  Miscisse  «ntsjirecbe  der  Punkt  /*.  und  der  zweiten  festen 
Abscisse  entspreche  der  Punkt  /f.  Die  nacb  Willkür  i^eiinmmene 
Abscisse  sei  OQ  und  der  dazu  gehörige  Kriimmungsmittelpunkt  sei 
/f.  Die  in  der  Aufgabe  besagten  xwei  in  eine  einaige  Grade  fal- 
lenden Perpendikel  aind  aiaq./f/  und  ML^  und  d&s  in  Rede 
siebende  Produkt  iat 

I)  Ü^HL.HI 

oder 

II)  6'=  ( WK-^  MH ) .  ( -  MH), 

1  -4- 

Setzt  man  ÖÖ  =  ^  "öd  QT=sy,  so  ist  ßfff^y-^-^—;  setzt 
nan  OPsszat  ao  ist  ffCfifsyaH-'  -—\  und  setst  mau  OR=sa^ 

'In 

1  — i-  v  * 

SO  ist  aV6'  =  y«H  "  .   Gleichung  II.  gebt  also  über  in 

Variirt  bi|d  dub»  so  ergibt  sieb 
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Soll  niiB  die  geiaclito  Karte  au  allen  möglielieii  in  jedta  PnnkCe 
eiDAndci  unmittcihiir  nDiiegende^  lierensj^ewälilt  werden,  so  näiien 
felgende  drei  Glekhangen  * 

.  '  V)(y-Hl^).-(y-Hi±£^,  =  0 

VI)  (!,+  '-^U-{y+'-^f-)=0 
VII)  V+*-^^-(»+i±£i).-(y+i^^).=0 
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gleiclweitig  nebeo  eivattder  beiteken;  diaiet  iit  ditr  mir  mSgUcb 
wenn 

Stattfindet.   Man  setxe  zur  Abkürzung  g  anstatt         --~-)m  und 

anstatt  (y-h^  "^^  )«>  vod  jede  der  drei  obigen  Gleicbongen  geht 

über  in 


Duruus  iolgt 


und  wenn  «an  auf  iNsiden  Seiten  mit  maltiplieirt,  so  be- 

konoU  »an 

p,dp  jdy  

daraus  folgt 

und  daraus  folgt  weiter  * 

Integrirft  man  abennols,  so  ergibt  sieb  _^ 
oder 

X)  (y-5)'-4-(^-»-^)»=^«, 

so  dass  der  kreis  die  gesuchte  Kurve  ist,  welcher  iiiHnfern 
die  Aufgabe  löst,  als  er  in  jedem  seiner  l'unkte  auch  sein  eigener 
KruBumangskreis  Ist.  Bei  acstimoinng  der  Konstanten  bom  aber 
Gleicbang  VIII.  nitbenolst  werden.    Allein  Gleiehung  VIII.  gebt 

über  in  ^''  =  ;^",  woraus  nichts  gefolgert  werden  kann;  und  sonnch 
erkennt  man,  dass  die  i^csiiclito  Kurve  nocb  drei  verschiedenen 
Nebenbedingungen  unterwurteu  werden  kann. 

Da  die  hier  gesnebte  Runre  ein  Kreis  ist,  so  fallen  alle  Krttm- 
Bnngsnittelpünkte  der  gesuchten  Kurve  in  eiueii  einzigen  Punkt 
zusammen.  Ks  fnllon  also  die  drei  Punkte  A,  //  und  in  einen 
einzigen  Punkt,  und  die  /.wei  Linien  HC  und  1^/^  \n  eine  einzige 
Linie  zusauuien.  Ls  ist  also  6'  =  0  unabhängig  von  den  zwei 
festen  Wertbeo  a  und  a,  nnd  unabhängig  von  d&a  wiUknrlicben 
Wcrlhe  des  ae* 

Das  PrilfungBHiittel  ist  nocb  bersustellen.^ 
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Ntcbdem  ich  schon  so  maoche  Aufffabe  «Inrehgefäbrt 
btbe,  lege  leb  noch  folg^eude  den  Leeern  des  Arcbift 

snr  Uebung  vor. 

Aufgabe  92.  ,  ^ 

Man  seelit  eine  avf  ein  rechtwinkeliges  CoordinateDRysteni  be* 

loirene  ebene  Kurve.  Sie  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  a 
ond  a  gehörip;on  Punkten,  80  wie  nuch  in  dem  zu  einer  nucli  be- 
lieben geDommeoen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  berührt.  Diese 
4rei  beriibrendeo  Graden  tchlienen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nnn 
der  m  der  gerade  genomaenen  Abscisse  ^  gehörige  Punkt  der  ge- 
suchten Kurve  die  Eigenscliaft  hat,  dass  besagtes  Dreieck  einen 
grössern  oder  kleinern  Fiächeninhult  hat  als  hei  den  zu  der  iieni- 
Itcben  Abscisse  »  gebörigeo  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
recbtwinkelige  CoerdinateotysteH  besogeaen  uad  der  gesucbtea' 
Korre  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nacbbarknrven  der  Fall 
lein  kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kuve  (Taf.  III.  Fij^.  11.)  sei  MTS\  die  festen 
Abscissen  a  und  a  seien  OP  und  0(4,^  und  die  nach  Belieben  ge- 
wählte AbtcliM  X  tei  OR,  Die  drei  in  Rede  itebeaden  Bernb- 
renden  sind  also  MT^  AT  und  KIf,  Das  auf  vorgencbriebene 
WeiM  beflrriteata  Dreieek  Ist  MUT*  Deisen  labalt  ist 

i;=:Trapes  MTTX-I-Trapes  TZ^iW— Trapes  GKttP 

•der 

t        .  (6?A  ■+-  TL)  ,(0L^  OG)-\-\{TL'\-UF)  .  (OF—  OL) 

—  i .  (GK-^-HF)  .  {OF—  OQ) 
oder  ^ 
I)  Uss^.{GK.(0L—0F)'+-TL.{0F''0O) 
^BF.(0O'^0L)]. 


lit  nnn  ORz=^x  und  R7z=^y^  so  ist  die  CUeicbnng  der  in  F  be« 
ribmideB  Geraden  bekanaüleb  ^ 


Ist  OP=a  und  PM^y^^  so  ist  die  Gleicbong  der  in  Jlf  berUb- 
rtadea  Graden 

III)  y"  =  (^)a  .  o:"  4-  y„  -  .  ^x. 

Ist  ferner  Ofi  =  u  und  QN=p«f  so  Ist  die  Gleicbung  der  id  A 
berubreoden  Graden 

IT)  y" = (^«  •  ^" + y-  -      •  «• 
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* 

Da,  wo  die  Ber&fcmüeii  KH  ob4  MT  eioaader  lebMiden,  Ist 
4r's5^  nnd  und  am  Gleiekmig  II.  md  III.  folgt 

VI)   yy— i^^"*^^'^  -^""y  »y*». 

Da  wo  die  Berührenden  A^T  und  /T/f  einander  schneiden,  ist 
ac'z=.ai"'  uod  y'^y^uod  aus  üeo  Gleicbuogen  11.  und  IV.  folgt 

Da,  wo  die  Berübreoden  iE/T  und  JK^T  eioander  schneiden  ist 
af^^  nnd  y^ss^T;  und  ans  den  Gloicbnngoa  III.  und  1?.  folgt 

IX)  ^Z=ar"r=a?^=*'y^'''"-^^^~^*"*"y«  ' 

Diese  für  /5i6\  r?/^,  <>A  C'/i,  AT  nnd  /W  grefnndencn  Ausdrieka 
hat  man  jetzt  in  Gleichung  I.  einxufiibreo  und  dann  weiter  au  ver* 
fahren,  wie  bekannt. 


Aofgabe  91. 

Man  Rudit  eine  auf  ein  rechtwiokelig-es  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  kurve.  Sie  wird  io  den  zu  den  festen  Abscissen  a 
und  a  gehörigen  Punkten  berührt.  Von  dem  zu  einer  nach  WilU 
kllr  genomnieBen  Absciaee  JC  gebörigen  Pünkte  besagter  Karre  fiillt 
man  Perpendikel  anf  die  beiden  Berührenden.  Die  beiden  Perpen> 
dikel  ^ntl  dir  beiden  Berührenden  schliessen  ein  Viereck  ein,  durch 
desseo  vier  Punkte,  weil  die  zwei  entgegengesetzten  Winkel  jedes- 
mal zusammen  zwei  Rechte  betragen,  man  einen  Kreis  legen  kann. 
Wean  nun  der  a«  der  gerade  nach  Willkür  geaoaiaienea  Abaeiaae 
«  gehörige  Punkt  die  Eigenschaft  hat,  dass  besagtes  Viereck  einett 
grössern  oder  kleinern  Flächeninhalt  hat^  als  bei  den  zur  nemlichen 
Abscisse  a:  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  uKebataoliegenden  Nacbbarkurfen  der  Fall  aein 
kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kurve  (Taf.  III.  Fig.  13)  sei  MV\\  die  festen 
Abscissen  a  und  a  seien  UP  und  OQ,  und  die  nach  Willkür  ge- 
wählte Abscisse  a:  sei  ORm  Die  zwei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  MT  nnd  ß/T\  der  xor  Abseilte  je  gehörige  Punkt  der 
Kurve  ist  V\  die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  also 
VW  und  VS\  das  auf  vori^eschriebene  Weiie  erzeugte  Viereck  iat 
also  VWTS,  Dessen  lohalt  ist 
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l.'=Trapex  IFAXT-f- Trapez  Z  TO//— Trapex  VWKR 

—  Trape*  VSHR 

oder 
oder 

Ut  OP=za  UDil  PM  —  yat  so  ii>^  <iie  GieiciiuDg  der  io  il/  berüh- 
reoden  Graden  JfT 

Da  nun  OH=La:  und  RV~y^  so  ist  die  Gleichung  der  durdi 
den  PuDkt  V  g^^iicodeo  und  auf  JUT  seokreclttea  berad^a  VW 
folgeode: 


ii- 


Ut  OQsstt  Qod  QA=:^a,  so  ist  die  Gl«v6boDS  der  ik  il^  lieriili- 
rcoden  Geraden  A'T 

jv)  y"= (s)«  •  *" + y«  -  (sJ«  •  «> 

und  die  GJeiclmng  der  darcb  V  gehenden  vnd  auf  AT  eenkieeliten 
Graden  VS  ist  folgende: 

Da  wo  die  Linien  JffT  und  FW  finundcr  schneiden  ist  a^sssaB" 
uj^^f^g-li^^i  und  aua  den  Gleichuogea  U.  und  III.  folgt  y 

VII)  jrir=y'=y"=<^— ^-P'+^^-^y-K 

Da  wo  «Jie  Linien  AT  und  FA'  einander  scbneidcn  ist 
uod  y"  =  y";  uod^  aus  den  Gleichungea  IV.  und  V.  tolgt 

VUI)  <Mr=i^=:*-=2-l22l^^^^^F^äiL£S 

IX)  B8=z^=  sTas ''^  •  7^^^" ^  •  ^'''^ 

Dn  wo  die  Berührenden  AiT  und  A'T  einander  schneiden  ist 
j^ssa^  Md  Sf'sjT;  nnd  nm  der  Gletelrang  H.  und  IV.  folgt 

Adum.  13 
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Da  wo  die  I^ioien  VW  and  VS  eioander  schneiden,  isl  je^'zsje^^ 
und  y"  =  p'"-y  und  sni  Glekhang  III.  und  V  folgt 

XIII)  it  r=    = y"" = y. 

Diese  für  OfT,  OR,  OL,  OH,  KW,  RV,  LT  und  HS  gefunde- 
nen Ausdrücke  hat  mnn  jetzt  in  Gleichung  I.  einzuführen  und  dann 
weiter  zu  verfahren,  wie  hcii.ttnnt  ist. 
/ 

\ 

Aufgabe  95. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensyslem  be- 
zogene ebene  Kurve,  und  lep^t  in  die  zu  »den  festen  Abscissen  a 
und  a  gehörigen  Punkte  die  Krümniungskreise.  Man  legt  aber 
avch  in  4en  sn  der  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen 
Ponkt  den  Rrümmungikrels.  Man  verbindet  die  zu  den  Abscissen 
a  und  a  gehörigen  Krümmungsmittelpunkte  mit  dem  zu  der  Abscisse 
a:  gehörigen  Krümmungsmittclpunktc  Wenn  nun  der  zu  der  ge- 
rade  genommenen  Abscifise  a:  gehörige  i'unkt  der  gesuchten  Kurve 
die  Eig^Dicliaft  bat,  dass  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbin* 
dungslinien  grösser  oder  kleiner  wird»  eis  bei  den  zur  neMlichen 
Abscisse  ac  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatrnsystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegendcn  ^^  ach  barkurven  der  Fall  sein 
kann:  welebe  Kurve  wird  gesucht? 

El  eeien  (Taf.  III.  Fiff.  14.)  die  feiten  Abceinen  OPz=za  und 
OR=a\  und  die  nach  Willkür  genommene  Abscisse  sei  OQz=za:. 
Der  zu  OP=a  gehörige  Krümmungsmittelpankt  ist  A",  Her  zu 
gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  Gj  und  der  za 
OQ^jt  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  H.  Die  beiden  Yer* 
klndangilinien  aind  ICH  und  OH,  Die  Aufgabe  verlang^  aleo: 
ei  soll 

I)  U=ÄH'i-ÖH 

mn  primSrea  GrSaatea  «der  KleiniCei  werden.  Statt  !•  kann  aan 
aneb  letsen 

4-  l(HM^  auf)*   ( öi^-  omyi 

•der 

III)  CTss^Vd.  OM-^WM-^fy^^ 
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Diese  AnsdrSck«  hat  man  io  III.  einzusetzeDi  und  dana  zu  ver> 
hhnn^  wie  gewülmlieli. 

Aufgebe  96. 

Man  tocbteioe  auf  eio  rechtwinkeligeiCooviiDatentjrftfenibexogeBe 
ebcD«  Kurve.  Man  lefft  in  die  su  deo  festen  Abscisscn  a  und  ä 
f^ebörigen  Punkte  die  Kruminungskreise.  Man  ^egt  aber  auch  in 
den  zu  der  nach  Willkür  gewälilten  Aliscissc  a:  gehörigen  Punkt 
den  Krümmungskreis,  i^lan  verbindet  die  drei  RrnmmungsmittcU 
puekte  mit  einander.  Dadurch  entsteht  ein  Dreieck.  Wenn  nun 
der  tu  der  gerade  genommenen  Abecisse  ^  gehörige  Punkt  die 
Bgenschaft  bat,  dass  des  besagten  Dreiecks  Inhalt  «grösser 
ooer  kleiner  ist  als  hei  den  zur  nämlichen  Abscisse  .t  gehöri- 
gen Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
■ichitnnlieffenden  Nncliberkurren  der  Fall  nela  kanns  welebe  Kurve 
wild  geneht? 

ffier  aeU  (Taf.  Iii.  Fig.  14.) 

I)  £7=s  Dreieck  KffO 

«B  pri^itea  GriMaa  oder  Kleinataa  wcrdea.  Statt  I,  käun  aaa 
•ack  aataea 

n)  rssTrapei  ITJCfflf-t- Trakts  /«»Fl?  -  TVapes  KWJVG  * 
•der 

- 1 .  (Ä  ff -f- 6A)  .  ( ÖiV— ff ) 
oder  .  •  ^ 

lU)  Vs=i\.iKW.(OM--OA)'^iiM.iON'^OWi 

Hier  hat  man  die  schon  in  voriger  Aufgabe  für  OW^^  WK^  OM, 
Mli,  0A\  AG  aufgestelhea  Ausdrieke  einanfiibren  und  dann  s« 
verfahren  wie  gewöhnlich. 


15  • 
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Neue  Auflösung  der  die  Bestimmnug  der  An» 
zahl  aller  ganzen  Zahlen,  welche  kleiner  als 
eine  s:es:ebene  Zahl  und  zu  derselben  relative 
PrimzaUtett  «ind^  betreffendea  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Die  erste  Auflösung  der  oben  genanntes ,  für  die  Zahlenlehre 
in  mehrfacher  Beziehung  wichtigen  Aufgahc  ist  von  Euler  in  den 
MoT.  CoMin.  Aead.  Petr«p.  T.  VUI.  p.  74.  gegeben,  und  im  dao 
Ko?.  Act.  Petrop.  T.  VIII.  p.  17.  wiederiioli  wordeo,  worüber 
man  auch  Essai  sur  In  theorie  des  nombres,  par  Le^endre. 
Seeon  de  e<liti(»n.  Paris.  ISOS.  p,  6.  nachsehen  kann.  Line  sehr 
schöne  und  höchst  einfache  Auflösung  hut  Gauss  in  den  Di  sq. 
aritliiB.  Liptiae.  1801.  p.  30.  gegeben,  mit  welcher  die  tob 
Cauchy  in  den  Exercices  d^Analyse  et  dePhysiqoe  math^ 
matique.  Tome  dcuxieme.  Paris.  18S1.  p.  9.  gegebene  Auflö- 
sung im  Wesentlichen  übereinstimmt.  Eine  aus  An  eiementary 
investigation  of  the  theory  of  numhers,  with  its  appit- 
eation  to  the  IndetcrBinate  njad  diophantine  aaaljais, 
the  aDalytieal  and  geoaietrical  division  of  the  circle 
and  several  other  curious  algebraical  and  arithmetical 
Problems,  by  P.  Barlow.  I^ondon.  1811.  8.  entlehnte  Auflö- 
sung, die  mit  Eulers  Auflösung  Aehnlichkeit  hat,  findet  mau  in 
dem  Lehrbaehe  der  Mathematik  für  GyniDaaieii  nnd  Real- 
•ehnlen  tob  J.  H.  T.  Müller.  Brater  Theil.  Halle.  183S. 
S.  2-46.  Eine  von  A.  v.  Ettingshausen  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Mathematik.  Herausgegeben  von  A.  Baum- 
gurtoer und  A.V.Ettingshausen,  gegebene  Auflösung,  welche 
naeh  Hü  Her'«  Urtheii  a«  a.  0.  jedach  aieht  icbarf  geaag  an  ecio 
•eheint^  ist  mit  hie  jetzt  unbekannt  geblieben. 

Die  Auflösunpf  von  Euler  lasst  sich,  wie  es  mir  scheint,  nur 
mit  \V'eitlHu(ifrkeif    zu    völliger  Allp^emeinheit  erhehen,   und  ein 

SIeiches  l  rtheil  darf  ziemlich  mit  demselben  Rechte  über  die  von 
arl»w  gegebene  Auflösung  gefdllt  wAden.  Die  lehdae  AnM- 
Bung  von  Gauss,  mit  wddier,  wte  icheD  erwähnt  worden  ist« 
Cn'j<'hy'<5  Auflösung  im  Wesentlichen  ganz  übereinstimmt,  jaietxt 
iliß  Theorie  der  Auflösung  der  ttnbestiuunten  Gleichungen  des  ersten 
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Grades  xwisclieo  zwei  uobekanoten  MtoMo,  oder  die  Aufgftb«: 

alle  Zahlen  zu  finden,  welche  durch  gegebene  Zaliien  dividirt,  ge- 
gebene Reste  übrig  hissen,  als  bekannt  voraus.  Diese  (iründo  ha- 
ben mich  bewogen,  eine  neue  Auflösung  zu  suchen,  welche  ich  im 
PolgendeD  «tineile,  weil  «e  auf  sebr  eiofecben  GrBnden  benibet, 
und  mir,  wenn  sie  sich  auch  nicht  als  ganz  kurz  erweisen  tollte, 
dorh  einen  Blick  in  die  eigentliche  Natur  dieses  Geg^enstnndcs  zu 
verstauen  scheint,  wozu  noch  kommt,  dass  mir,  des  nächstfolgen- 
den Aufsatzes  w^eo,  sehr  viel  daran  liegen  oiusste,  im  Besitx 
einer  Ton  der  AnBoeunjg  der  vnbeetimoiten  Gleiebnngen  dei  ertten 
Grades  zwischen  zwei  unbekannten  GröMWi  |paBn  ttnabHingige» 
AnflösuDg  der  in  Rede  stehenden  Aufofabe  zu  sein. 

Dass  alle  im  Folgenden  gebruuchten  Symbole  positive  ganze 
Zablen  bezeichnen,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt 


2. 

Z^eJkrsmiM»   Wenn  (a  und  A:  relative  Primsahlen  sind, 

sind  immer  auch  »A'-^-fi  und  X-  relative  Prim/ahlen. 

Beweis.  Wären  nk-\-ti  und  A:  nicht  reiaiive  Primxahlen, 
und  hätten  also  einen  von  der  Einheit  veräcLiedeueu  geuiuiuhchail- 
lieben  Factor  p,  sn  sei 

Daun  wäre  m/c  z=z  ripf/\  und  folü^licl) 

^  =  pq  —  nk  —  pq  —  npg'  =  p(ff  —  nq), 

so  dass  also  auch  den  Factor  p  hätte,  und  folglich  mit  k  nicht 
relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.  Also  sind 
mJc-i-fk  und  Xr  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  Rollte. 


Ltehriatx,  Wenn  nk -\- p,  und  k  relative  Primzahlen 
sind,  so  sind  immer  auch  p>  und  k  relative  Primzahlen. 

Beweis.  Wiren  m  nnd  k  nicbt  relative  Primsablen,  und  hätten 
ainn  einen  vnn  der  Einheit  verschiedenen  genMinsebaftttclien  Faele» 
^,  eo  sei 

Dnui  wire  mk^mp^^  nnd  folglieli 

so  dass  also  auch  nk-^-ft  den  Factor  p  hätte,  und  folglich  mit  k 
nicht  lelatiTe  Primxabl  wäre,  wie  doch  angenosinien  wurde.  Also 
sind  f$  nnd  k  relative'  Prisuahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

4. 

Zmtatx.  Wenn  f»  nnd  k  keine  relativen  Primzahlen 
sind,  so  sind  auch  nk-^fjt  und  k  keine  relativen  Prim- 
zahlen; und  umgekehrt:  wenn  nk-^f*  und  k  keine  rela- 
tiven Primzahlen  sind,  so  sind  auch  f»  und  k  keine  re- 
lativen Primzablen. 
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Dieser  Satx  isi  eioc  unmittelbare  Folge  aus  dei;  beideo  vorher* 
gttkcBden  SitMB. 

•  Ä. 

Wir  wolIeD  nun  aatieliiiieD»  dan 

•i  >  •t»  •  •  • 

di«  aiMialliehra  Glieder  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5) .  .  .  •  ^ 

sind,  welclie  mit  k  relative  Primzahlen  sind,  wo  also  ^{/c)  dir  An- 
xabi  aller  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  nit  k  reiedve  Pnuuulilen 
nnd  iKieiner  elf  k  sind.  Bildeo  wir  not  duo  die^üeliie 

nk-^l,  «1^  +  2,  »^  +  3, .  ..ii*-f-(^—  1),  nie-{-k', 
d.  i.  die  Reibe 

«iC-t-1,  /*X  -+-2  «/r-f-3,  . .  .  1)X  —  1,  («-f-l)>C'. 

■o  lind  nach  den  vorher  bewiesenen  Sätaen  die  sämmtlicben  Glieder 

-f- «I ,  Mit  +  +  4lt9  •  •  •  •       +  «ffl) 

dieser  Rmlie,  aber  auch  nur  diese  Glieder  der  in  Rede  stellenden 
Reilie,  mit  ie  relative  Primzahlen,  und  in  den  beiden  B^en 

1)     3)  4^     *  •  ■  ^ 

und 

nk-^-l,  nk-^-t,  nk-^Z,  + 

kommt  ulso  immer  eine  gleiche  Anzahl  von  riliederu,  in  jeder 
Reibe  nämlich  fp{k)  Glieder,  vor,  welche  mit  k  relaive  Primzah- 
tahlen  aind. 

«. 

Hat  aMn  jetat  die  Reihe 

1,  3,  3,  4,  5, .  • . .  ftk% 

lo  kann  man  dica«  Reiht  asf  folgende  Art  in  p  Ahtbcilnngm  cMer 
Gruppen,  eine  jiede  mit  k  Gliedern,  abtheilen: 

\y  2,  3,  4,  5, ...  . 

^-f-2,  X--f-3,  >t-|-4,  %k\ 

2^4- 1>  2^  +  2,  2iir  +  3,  2^  +  4  Zk% 

3jt4.1,  3j&+2,  3Jt-|-4,  Ak^ 

tt«  a. 

(,,-l)Xr^-2,  (;,-l)iH-3,...;,>&; 

nnd  übersieht  hierAus  roit  Hülfe  der  in  5.  aop^estellten  Betraehtan« 
geOf  dasa  p^k^  die  Anzahl  der  sämmtlichen  in  der  Beihe 

1»     3,  4,  »,  ....fiA 
vorkommeuden  Glieder  ist,  welche  mit  k  relative  Primaahlen  aind. 
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Indem  wir  von  jetzt  an  immer  unnehmeD,  duss  das  iu  der  vur- 
bergeheodeo  Nunioier  jrebraucijte  Symbol  p  eine  ubüüluie  von  der 
Kinbeit  Tenchiedaae  PriaMhl  btieidiae,  wollen  wir  um  «lant 
den  4^all  betracfateo,  wenn  die  Prinsahl  p  «io  Factor  der  Zaiii 

Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sirh  behaupten,  dass  jede 
Zahl  f*,  welcbe  mit  Xr  relotive  Primzahl  ist,  auch  mit 
pJ^  relative  Prioisahl  ist,  wie  auffelgeede  Art  leicht  gezeigt 
werden  kann. 

Sollten  nämlich  ju^  und  pA:  nicht  relative  Primzahlen  sein,  und 
also  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Prim- 
factor  haben ,  so  miis^te  dieser  gemeinschaftliche  Primfactor,  weil 
aach  der  Ver^vsMtsttbg  ft  ond  ^  relative  Priaizahleii  sind,  und 
also  keioea  geBeinschaftlicken  von  der  Einheit  versdiiedenen  Prioi* 
facto r  haben,  nothwendig  p  sein,  und  es  müsstc  also  fi  den  Prlra- 
factor  p  haben,  welches  aber  ungereimt  ist,  d«  nach  der  Voraus- 
setzUDg  //  auch  ein  Primfactor  von  /c  i^t,  und  doch  und  Ar  re- 
lative PrieisabIeD  aein  ■ollen.  Also  niisseD  anter  der  Voraoa« 
Setzung,  dass  p  ein  Primfactor  voo  ß:  ist  und  und  relative* 
Primzalilen  sind,  jederzeit  aoch  p  «ad  pk  leUtive  Priazahlen  aein, 
wie  behauptet  wurde. 

Ferner  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  jede  Zahl  p  welche 
■it  Dickt  relative  Primsabi  tat»  anek  mit  pk  alcbt  re* 
latiFC  Primzahl  sein  kann. 

Nach  diesen  beiden  Matzen  ist  »lao»  weaa  p  itk  PrinfaclOr 
von  Xr  ist,  jedea  Glied  der  Reihe 

1,     3,  4,  5,  •  • . .  p^f 

welches  mit  k  relative  Primzahl  ist,  anch  mit  pk  relative  Primzahl, 
uad  jedes  Glied  dieser  Reihe,  welches  mit  k  nicht  relativ«  Prim- 
tekl  iat»  ist  aach  aiit  pk  aieht  relative  Pfimikl.  Die  tänatlkkea 
Glieder  der  Eeihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... .  pki 

welche  mit  k  relative  Primzahlen  sind,  sind  folglich  die  sämmt- 
lichen  Glieder  dieser  Reihe,  welcbe  mit  pk  relative  Primzahlen 
sind,  nnd  da  nan  nach  6.  die  Aasakl  der  aHnntlicbeB  Glieder  der 
ia  Rede  ateheadea  Retke,  welche  mit  k  relative  Primzahlen  sind« 
p^k)  ist,  so  ist  dies  auch  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder 
dieser  Reibe,  welche  mit  pk  relative  Primzahlen  sind.  Bezeichnen 
wir  also,  analog  mit  Qp(X^),  die  Anzahl  der  sämmtlichen  relativen 
Primzahlen  zu  pk^  welche  kleiner  als  pk  sind,  durah  .{^(/^Xr);  ao 
ist  io  dem  Palle,  w«  die  Primiakl  p  ein  Primfactor  voa 
k  iaty  jaderseit 

^)^p^k). 
8. 

Ferner  wallan  wir  nna  anek  den  Fall  ketracktao»  weaa  die 
Primaakl  p  kaia  Factor  von  k  iat 
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Weil 

«II  «3>  •  •  •  • 

•Mamtlicli  mit  X:  relative  PrimsAhleu  sind  qb^  ^  kein  PriafMlor 
ton     ist,  10  fast  offenbar  keiM  dtr  Pro4aete 

P^t*  P«t%*  n^tt  P»^t . . . 

«Deii  Plruifaetor  nil  J&  g«min^  ud4  alle  4iMe  Pro4acte  «•4  «Ifo 
ait  A;  relative  Prinsaklea,  wobei  eich,  weil  die  Zahle» 

•l »        «tf        •  •  •  ^ffik\ 

ftftamtUch  kleiner  als  k  sind,  von  selbst  verstebt,  ilass  die  Prodncte 

pa^^  pa^,  pa^y  pa^y  . . .  pa(f  {k) 
alle  iu  der  Reihe  ' 

1,  3,  3,  4,  5,  ...  .|pA 

als  Glieder  denelben  wirklich  vorkommeD;  und  eben  su  verüteht  i 
sich  von  selbst«  dass  keins  dieser  Produkte  Init  ffJk  relative  Prtsi« 
sahl  ist» 

Ferner  kann  leicht  gezeii^t  werden,  dass  jedes  Glied  der  Reibe  < 

1,  2,  3,  4,  5,  .  .  ,pß:, 

welches  mit  Xr  relative  Primz&lil ,  d^p<^n  mit  /p>  nicht  relative* 
Primiahl  ist,  ein  Glied  der  Reihe  i 

P^i,  pa^,  pa^,  pa^,  .  .  .  paii\i\ 

sein  mnss.  Jede  Zabl  nämlich,  welrhc  mit  k  relative  Primzahl  ist,  | 
also  mit  k  keinen  von  der  Einheit  verscbiedenen  cfemeinscbaft- 
licheu  Primtactor  bat,  dagegen  mit  pk  nicht  relative  Primzubl  ist, 
also  nit  pk  einen  von  der  läinbeit  versebiedcnen  gemeinscbafilichen 
Primfactor  hat,  aosa  offenbar  notbweodiff  den  Primfactor  p  haben, 
und  wir  können  daher  die  in  Rede  stehende  Zahl  durch  pq  be-  ^ 
xeichnen.  Da  nun  pq  mit  k  keinen  von  der  Kitiheit  verschiedeneu 
ffemeiaschaftiichen  Primtuctur  hat,  so  muss  naturlich  q  mit  k  rela- 
tive Prinsahl  sein.  Bs  ist  aber,  wenn^  wie  wir  jetst  voranssetseo 
wollen,  pq  ein  Glied  der  Reibe  ^ 

1,  8y  3,  4,  5, . . .  pk 
ist,  natürlich  ^ 

also  q'^k^  oder  vlelatebr,  weil  q  m\t  k  relative  Priminbl  ist,  * 
q<.k.   Weil  nnn  bekanntlich  '  ^ 

Oxt    «fj,  <»4?   •  •  •  •  I 

alle  reintive  Primzahlen  zu  k  unter  k  sind,  so  muss,  nach  dem  vor- 
her Bewiesenen,  q  uothwendig  in  dieser  Reihe,  also  pq  Dothwen-  ^ 
dig  in  der  Reihe 

pa,,  pa ,y  pa^i  pa^t ....  pa<t(hh 
d.  h.  jedes  Glied  der  Reihe 


« 
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1,  S,  S,  4,  5, . . ,  pkf 

welches  mit  X-  relative  Primzahl,  dagegen  aiit  pk  Bicät  rcUCire 
Prifflzaiil  ist,  mu^s  in  der  Reihe 

P^ii  poz»  .  •  •IMiyC*) 

aJs  ein  Glied  derselben  vorkommen. 

_  Eodlicli  versteht  sich  auch  von  selbst,  dass  alle  Glieder  der. 
Beibe 

1,  2,  3,  4,  5,  . . .  .  pk, 

welche  mit  A  nicht  relative  Primsahlen  sind,  auch  mit  pJb  nicht 
relative  Primzahlen  sind. 

Wir  wissen  also  jetst;  unter  der  Voranssetzung,  dass  die  Prim- 
lahl  p  kein  Factor  von  ist: 

Kratens:  dass  die  Ansahl  der  sämatliche»  Glieder  der  Reihe 

1,  2y     4,  5,  •  •  •  • 
^die  ffit  ßi  relatire  nriBsablen  sind»  jedeneit 

Zweiteaa:  dan  die  In  der  Reibe 

1 ,  2j  3,  4,  5,  •  • .  •  pA 
wirklich  vorkommeDden  Prodncte 

t^l»  P^t»  P^*9  •  •  •#'*f|*)» 

dsien  AiiaaU 

ist,  sämmtlich  mit  X-  relatifV  Primzahlen,  dagegen  mit  pA:  nicht 
relative  Primzahlen  sind. 

Drittenas  dam  Jeden  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  .  . .  pkf 

welches  mit  ^  relative  Primzahl,  mit  pXr.  dagegen  nicht  relative 
PrimiaU  ist,  in  der  Reihe         ^        .      »  »- 

^»1»  P'»ty  P^ti  P^*y  P^nh 

als  ein  Glied  derselben  vorkommen  mnss. 

Viertens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe  , 

1,  2,  3,  4,  5, . . .  pA:, 

welches  mit  Xr  nicht  relative  Primaahl  ist,  anch  mit  pJb  nicht  rela^; 
tive  Primzahl  ist. 

Hieraus  erjg^iebt  sich  also  ganz  unzweideutig  und  mit  völliger 
Strenge,  dass  in  dem  Fblie,  wenn  die  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahl  p  kein  Primfactor  von  Xr  ist,  indem  wir  immer  die  früher 
ciBgeführtea  Bezeichnungen  auch  jetzt  heihehalten» 


*)  Dies  ist  in  6.  gezeigt  worden,  und  setzt  im  Allgemeinen  als  nothwen-  * 
digs  Bedingung  nimt  voraus,  dass  p  eine  PrimsaU  und  kein  Factor 
vtn  A  i■^  seoSwn  gilt  iiir  JedMi  I»  und  jete  4 
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ifipk)  =  (;>  -  l]sp(Xr) 

iit. 

I 

,WeiiD  alta  die  von  der  Binlieit  Tertchiedene  Prtm- 
selil  p  ein  Factor  von  k  Ist»  so  ist  nncb  7.  laBer 

WeoD  dagegen  die  von  der  Einheit  vereeiiiedeBe  Prm- 
inhl  p  kein  rnctor  yob  k  iit,  eo  iit  nncb  &  iamer 

Sei  Duu  überhaupt 

wo  p  cinc!  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  uod  kein  Factor 
von  A\  sein  soll;  so  erhält  mao  zuvörderst  durch  saccessive  Ao- 
wendoog  des  crften  Tbeilt  des  Yorhergehenden  Satset 

=  p^{p^-^N,)z=zp^^{j^-K\\) 
^p*pfp{p^^A\)=,p*ip(p'*-*A\  ) 

B.  a.  w. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  p  keia  Primfactor  VOB 
ist,  so  ist  nach  dem  zwcitea  Tiieile  des  obigen  Saties 

<p{pA\)  =  {P'-\)^M,), 

und  folglich  nach  dem  Vorhergeheaden 

Setsen  wir  bub 

Nzsp^p  t'ip^'^p.'» . .  •  piHf 

wo   pi  laotor  naglfiebn  yob  der  Bialieit  Yor- 

■cbiedeBo  PriniBahleB  beseiebBen  aollea;  feo  iat  aaeb  den  vorber 
Bewieaeaea: 

f(Pt''P%'^PM**  . .  Pin)  ssp^'i-^p,  —  l)9ip,»^Pn''P%'*  * .  •  Pl<U 

u.  s.  w. 


Digitized  by  Google 


ttad  folglich,  wenn  man  die  Gröiaen  auf  beiden  Seiten  der  Gleicb- 
beitszeicben  in  eiBMder  nuiitipticiii}  und  aufbebt,  wm  aicb  aufiba- 

beo  lässt: 

oder 


•der 

«ho,  wdl 

welches  die  bekannte  zuerst  von  Euler  g-efundene  Formel  ist,  die 
wir  hier  auf  Beiapiele  weiter  nicht  anwenden  wollen. 


Leber  Cauchy's  Auflösung  der  unbestimmten  . 
fileiehungen  des  ersten  Grades  zwischen  zwei 
nnbekaantea  Grössen  in  ganzen  Zahlen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

In  den  Memoire  sur  la  r^solution  des  öquations  in- 
4<tamiB<ef  dm  pr«mUr  d^srd  ao  noMbraa  antiara  (Bzar- 
«icaa  4*Aiialyaa  eft  4a  Phjnqva  saili4»a«iqQa.  T.  IL  Ps 
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ris.  1841.  p.  1.)  bat  Canchy  eine  früher  von  Libri  und  Binet 
ffCffebeiie,  int  Ganzen  auf  sehr  einfachen  Betrachtungen  beruhende 
ABHöaoBg  d«r  Gleidmagen  dea  enten  Gradea  «wiacbeo  iw«i  iiob»> 
kannten  GröaieB  in  ganzen  Zahlen,  wie  er  sclbat  aagt,  in  gidaae^ 
rer  Allgemeinlicit  rrlioben,  und,  wie  wir  noch  hinzufügen  wollen, 
überhaupt  mit  mehreren  wichtigen  Zusätzen  bereichert.  Da  es  uns 
acheint,  dass  diese  Auflöaung,  wenigstens  bis  zu  einer  gewissen 
Graute,  worüber  wir  ndt  m  Ende  dietea  Anftatsea  weiter  nna- 
sprechen  werden,  wohl  verdient,  in  den  nntlienuUischen  i^lementnt» 
Unterricht  aufgenommen  zu  werden,  wenn  man  sich  nämlich,  was 
jetzt  wohl  vorausgesetzt  werden  kann,  überhaupt  nicht  mehr  scheuet, 
schon  die  Schüler  der  obern  Klassen  der  Gymnasien  und  anderer 
böberer  Lebranatniten  mit  den  Blenienten  der  Znhienlebre  bekannt 
zu  machen;  so  balten  wir  ea  für  swecknässig,  die  in  Rede  stehende 
schöne  Auflösung  im  Folgenden  zu  entwickeln,  für  jetzt  jedoch 
nur  so  weit,  als  sich  dieselbe  nach  unserer  Meinung  zur  Aufnahme 
in  den  mathematisclien  Elementar- Unterricht  eignet^  indem  wir 
uns  Torbebalten,  in  einem  spAtem  Anlin^  nnf  diesen  interesann* 
ten  Gegenttnnd  snrilekinkoiinen. 


Jede  Gleiebnng  den  enten  Gradea  swiscben  swet  nobekemilen 
Grossen  x  und  jf  kann  «an  sich  offenbar,  wenn  «,  c  gnnse 
Zahlen  beseiebnen,  inner  unter  der  Form 

« 

dargestellt  denken.  Soll  diese  Gleichung  aber  überhaupt  in  gan- 
zen Zahlen  auflösbar  seiu,  su  muss  augenscheinlich  der  grösste  ge- 
neinschüftliche  Theiler  vun  a  und  b  auch  nothweudi^  in  c  auf- 
geben, und  wir  werden  alao  die  in  Rede  atebende  GIciebnnfr,  in» 
dein  wir  «r,  ^,  c  dnrcb  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  a  und  h  dividiren,  und  die  entsprechenden  Hnotienten  dnrcb 
sa,  M,  k  bezeichnen,  immer  auf  die  Fora 

nur  —  mfz=.k 

bringen  können,  wo  nun,  was  man  im  Folgenden  stets  gehörig 
vor  Anp^en  zu  behalten  bat^  die  Coefücieuteu  m,  n  von  o:,  y  rela- 
tive Pnaanhlen  sind. 

Dass  wir  uns  im  Folgenden  bloas  sit  der  Bestimmmiff  der 

einen  der  beiden  uubckannten  Grössen  .r  und  y,  etwa  der  Grösse 
o:,  zu  beschäftigen  liraucberi,  versteht  sich  von  selbst,  weil,  wenn 
man  alle  Werthe  vou  jc  kennt,  durch  welche  die  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  wird,  die  eotsurechenden  Werthe  von 
ff  nntürlieb  immer  leidit  mittebrt  der  Formel 

mx^k 


It 

1 


beraebBBt  werden  kÜMien,  wodmb  wir  nlto  bereebtigt  nindi 


1  II 
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rollend»  mer  Ailg«i««tk  Um  a«f  die  Beitiamiig  der  die 
GleiohoBg 

io  g»men  Zablen  anflltoeedeD  Wertbe  yon  x  zu  ricbteo. 

Wir  wollen  dud  zuvörderst  annehmeo,  dass  x  und  X  zwei 
l^piellc  Werth«  der  im  Alls:emeinen  auch  durch  :c  hezeichoelpn 
■pbekannten  (^rösso  »eien ,  durch  welche  die  in  Rede  stehende 
CHeicboDg  iu  gauzeu  Zakleu  aufgelöst  wird,  80  daKs  also 

mx  —  «y  =  X',  . 

ist.  TTo  y  und  A',  1'  Gftinze  Zahlen  beiMeiuieB.  Dens  iity  wie 
naa  sogleich  durch  8ubtractiua  ündet, 

•(X — ät) — »(       y) = ^, 


•KX-*)=ii(y-y), 

nd  folglich 

Weil  nun  \  —  x  eine  ganze  Zahl  ist,  so  geht  es  in  dem  Producte 
«(K — y)  auf.  Naeb  der  Veranssetzang  sind  aber  m  na4  m  rela- 
tife  PnaiableB,  weraot  eieb  ergiebt»  daia  es  ia  K-f-jr  aufgeben*), 
also 

eine  gante  SBahi  sein  muet.  Folglich  ist 

.  A  — a:  =  /»  — jjj-  =  i»», 

woraus  aea  eiebt,  daity  wenn  x  ein  beliebiger  die  Gleicbang  . 

mjc  —  ny  z=:  Ä- 

10  ganzen  Zahlen  auflösender  bestimmter  Werth  der  im  Allgemei- 
aee  aocb  durch  x  bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  jeder  an- 
dere die  in  Rede  itebeade  Gleichung  in  gemen  Zahlen  enfldsende 
Werth  X  diMer  nnbefceaatea  GHItae  die  rena 

X^jf^mm 

bat,  wo  »  eine  gance  Zubl  beseiebaet. 

Umgekehrt  fässt  sich  aber  auch  sehr  leicht  zeigen,  dass,  wtmi 

X  ein  h<*licl)i2CPr  specipller  die  in  Rede  sfclicnde  (ilcichung  in  gan- 
zen Zahlen  uuflöscuder  Werth  der  im  Allgemciticii  auch  durch  X 
bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  dann  immer  auch 


*)  M.  s.  ArchiT.  Tbl.  II.  S.  3.  §.  3. 
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man  sich  für  %  jede  beliebige  ganze  Zahl  gesetzt  denken  kann, 
ein  die  in  Rede  siebende  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösender 
Werth  derselben  unbekannten  Grösse  ist.  Weil  näanlich  nach  der 
Voraussetzunff  jc  ein  die  gegebene  Gleicbuoff  in  ganzen  Zahlen 
^uflöaenäer  .Werth  der  im  ÄllgeneineB  nueh  dnrcli  beneidineteB 
uabekMwten  GrSsse  isti  eo  ist 

wo  y  eine  gaaxe  ZaU  heseiebnel^  und  folglieh 

•  ma:  =  «y  -f-  ^. 
Ferner  ist  aber  nach  der  Voraussetzung 

WO  »  eine  beliebige  ganio  Zahl  beseiehnet,  und  folglieh 

•lio  Bach  des  Torbergebenden 

es  X  ==  lay + ^  +  OMM  SS  ii(|r  ^- ms)  +  Xr, 

oder,  wenn  wir 

Yz=.  y  msi 
ly  WO  Y  OMM  gaase  Zahl  bezeichnet« 


wodurch  die  Richtigkeit  der  oben  anageiproeheaea  Behanptaag 
offenbar  Tollständig  bewiesen  ist. 

Aus  diesen  Betracbtunsfcn  erhellet,  dass,  wenn  man  nur  einen 
die  gegebene  Gleichung  in  ganze  Zahlen  auflösenden  Werth  ^  der 
im  Allgeseinea  aach  durch  ae  beceichneten  nnbehannten  Grdiae  m 
finden  im  Stande  ist,  daon  auch  die  allgemeine  AuflSsoDg  dieier 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  als  gefunden  betrachtet  werden  kann, 
weil  nach  dem  Obigen  offenbar  die  sarnmtticben,  die  in  Rede  stehende 
Gleicbuug  iu  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werthe  der  ersten  der 
beiden  gesaehten  nnbekaanten  GrSiaen  in  der  Pomel 

wo  »  eine  sanze  Zahl  bezeichnet,  eotbulten  sind,  und  aus  dieser 
Fonael  erhalten  werden«  wenn  man  für  »  von  0  an  aiifwärts  alle 
poaitifen  ganzen  Zahlen,  und  von  0  an  nbwSrta  alle  negativen 
ganzen  Zahlen  in  dieselbe  einßbrt. 

Nach  allem  Bisherigea  redaeirt  aicb  alio  die  voUatindiga  Aaf- 
Ifiaiuig  der  Gleichnog 

ma:  —  xiy= j& 

in  ganzen  Zahlen  auf  die- Auffindung  nur  eines  diese  Gleichung 
in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werths  der  einen  der  beiden  uube- 
kannten  Grössen,  nämlich  der  Grösse  JC,  aad  wie  man  einen  sol* 
eben  Warth  inaier  iii  finden  iai  Stenda  ift,  soll  mm  lai  Folgendan 
gaaeigt  werden. 
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Au  dm  O^Bfff  •  wiiraa  wir,  dait  die  C6eifiei«Bteii.  von  »  and 
|f  iaaer  relative  PriatahleD  sind.  Hierzu  bemerken  wir  jetzt  nua 
Docb,  dass  durc-b  geeignete  Veränderung  der  Vorzeicheu  aller  Glie- 
der der  Gleicbung  der  Coefficient  von  a:  otfeiiliar  immer  positiv 
gemacbt  werden  kann.  SSollte  dann  y  eiueu  negativen  Coenicien* 
ten  kidbcii,  lo  kinote  aas  statt  der  «BheliaaBtCB  GrSsM  y  jeder« 
tcit  die  nnbekannte  Grösse  «|f  w  die  Gleicbong  eisfuhreD,  und 
wurde  dieselbe  dann  offenbar  nuf  eine  Form  bringen,  in  welcber 
auch  y  einen  positiven  Coeflicienten  hat,  woraus  sich  ,  in  Verbin- 
duDg  mit  dem  Vorberffebenden ,  ergiebt,  dass  man  die  in  ganzen 
aSabTen  aafinittaeade  GleieliaBgr,  wie  wia  aaeb  ia  Folgeadea  aiaia 
geiehefceB  boU»  iaaer  anf  die  Pera 

wuc  —  nyz=.k 

f «bracht  BBaebaea  kana,  wo  jetzt  tn  und  »  positive  gaoie  Zablea 
pzeicbnen,  welche  Primzahlen  zu  einander  sind,  und  k  eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  ist,  welche  Voraussetzungen  nian 
in  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  bat. 

Ist  es  ni^n  möglich,  die,  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl 
<  so  SB  ^esliaaea,  dass  die  Differeaz  sr—  1  darcb  n  oboe  Rest 
tbellbar  ist,  so  ist  aatiirlicb  aaeb  («i^— durch  n  ohne  Rest 
ibeifbarf  «nd  wit  l&daMn  alaa»  wean  ff  eiBe  gaBte  Zabi ' 


sttieD.  Dbbb  ffifc 
■sd  folglich 
oder  - 


(a^~l)^ 
n  ^ 

\ 


m(Jkmß~'^ )  <>— «y  = 


worans  sich  uamittelbar  ergiebt,  dass  kwi^—^  ein  die  gegebene 
GleiehBBg 

ia  ganaD  Zablea  aBMieader  Werth  tob  »  Ist»  and  also 

jp==itss*-> 

gesetzt  werden  kann. 

Hieraus  ergiebt  sieb  also,  dass  immer  ein  die  Gleichung 


bi  ganzen  Zahlen  auflösender  Werth  von  a:  gefunden  werden  kann, 
Mb  bub  die,  NbII  ibeisteigende  positive  ganse  Zahl  4  so  aa  be- 
«tiaaea  ia  Staade  ist»  daaa  die  iKiMaBs  as'— 1  «hvab  m  obaa 
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Reit  theilbar  ist,  oder  mit  aadm  Worten,  wenn  wir  au  4m  Be* 
grilb  iib4  Zeiehem  d«r  CoDgraeos      Z»k]»m  *)  I»e4ieiieii»  dun 

•    lit.  '  . 

Eine  der  io  Rede  stehenden  Bedingung  geniigende  posifhne 
ganze  Zahl  i  kann  aber  immer  leicht  getunden  werden.  Denn  aus 
dem  durch  Euler  erweiterten  Fermat' sehen  Theorem,  für  wel- 
ches io  de«  X  weiten  Theile  des  Archirt.  S.  7.  9L  ein  sehr  ein- 
fiieher,  g^nns  deMenUrer  und  leiclit  veittindlicher  B««reis  gegel»ea 
worden  ist,  wissen  wir,  dass,  wenn  m  und  wie  es  nach  dem 
Obigen  hier  wirklieb  der  Fall  ist,  relative  Primzahlen  sind,  und 
die  Anzahl  aller  Zahlen,  welche  mit  »  relative  Primzahlen  und 
kleiner  als  m  sind,  durch  ^m)  bezeichnet  wird,  jederzeit  die  Dif- 
ferenz 

mW«)—! 

durch  i»  ohne  Rest  theilbar,  oder  mit  andern  Worten,  dass  immer 

i»7('<J  =  l(Mod.  «) 

Ut,  so  d««a  alao  iamer 

^=9(1»), 

and  felglicli  nach  dem  Obigen  inner 

gesetzt  werden  kann.  Wie  aber  9(1«)  in  jeden  Falle  na  beitiiH 
nea  ist,  haben  wir  in  der  vorliergchendea  Abhaadinng  aaifÜhriieli 

gezeigt.  Zerlegen  wir  nämlich  »  in  seine  Primfactoren ,  uad  set- 
zen, indem  ;i,  ^,  r,  #,  .  .  . .  lauter  von  der  Einlieit  Terseliiedene 
absolute  Primzohlen  bezeichnen, 

m = p«gißr>'s(f . .  * .» 

•o  iit»  wie  in  der  vorigen  Abluadlaag  geneigt  worden  ist, 

y(«)  =  «(1  (1-1)  (1  -1)  (1  -1)  ... . 

oder 

and  aas  allen  Bisherigen  ergiebt  licb  also  jetzt  die  folgende  ganz 
allgeneiae  aad  lidcbet  elegaato  Anflöeaag  te  Gleiehaag 

wo  fli  aad  m  positiTe  ganze  S^alilea  bezeiehaea,  die  Prinznblea  za 
eiaaader  sind,  uad  A  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  iatt 

in  ganzen  Zahlen: 

Man  zerlege  n  in  seine  Primfactoren,  so  dass,  wenn 

f'^      r,     . . . .  lauter  von  der  Einheit  verschiedene  abso- 
ate  Prinzablen  aind, 

n  =  pfg^rysd  


•)  M.  8.  AnshiT.  Tbl.  IL  S.  4.  f.  4L 
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ilt,  m»4  »«tae 

jp{-)=-(l— J)  (l-j)  .  .. 

odtr 

DiDo  erhält  man  alle  die  Gleichung 


in  {ranzen  Zahlen  auflötenden  Werthe  von  sc^  wenn  mi^n 

iadieFurioel 

OS  =  km't^'^^  —\  ~\~ 

für  s  von  0  nn  aufwärts  alle  positiven  p^anzen  Zafjicn, 
and  von  0  an  abwärts  alle  ncp^ativcu  ganzen  Zahlen  ein- 
führt.   Die  den  einzelnen  gefundenen  Werthen  von 
eaUpreeheBdea  Werthe  tob  jr  ergeben  eiek  dann  ferner 
leieht  aaa  der  Formel 

m.r  —  k 

|r=— -. 

bt  m  eine  PriviahVio  ist  offenbar  9)(i»)=s«— >1,  nnil  folglieh 

:ir=  ib»*— • -4- IM, 


ii  welcher  Formel  man  für  x  wieder  von  0  au  aufwärts  alle  posi* 
tirea  ganxen  Zahlen,  nnd  von  0  an  abwirta  alle  negativen  ganxen 
Zahlen  aetacn  muss. 

Dies  ist  nach  Cnnchy's  Ans^ahe  die  von  Libri  und  Bin  et, 
indem  sie  das  Fcrmat'sclic  Theorem  in  seiner  Ursprünge- 
liehen  iüestalt  *)  in  Anwendung  brachten,  für  den  Fall,  wenn  t$ 
ene  PriBxabI  ist,  gegebene  AnÜMong,  die  Canebj  hierauf  dareh 
Anwendung  des  von  Ealer  erweiterten  Ferant^acben  Theo* 
reas  zu  völliger  Allg-emeinbeit  erhob. 

Aus  dem  Vorhergehenden  wissen  wir,  doss  es  im  Allgemeinen 
Bor  darauf  ankommt,  die  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  i 
in  beatiniaien,  daaa 

stt'  =  l(Mod.  h) 

ist,  nnd  die  einfachste  Auflösung  wird  also  offenbar  der  kleinste 
dieier  Bedingung  genügende  Werth  von  {  gewlbren.  Ueber.dieaen 
Ge^enatand  hat  Ganehy  in  dem  angeführten  Menoire  noch  ver- 
schiedene Untersuchungen  angestellt,  die  sich  aber  weniger  als  die 
obigen  Betrachtungen  zu  der  Aufnahme  in  den  Klementar- Unter- 
richt eignen  dürften,  weshalb  wir  dieselben  für  jetzt  übergeben, 
IM  aber  yorbebalten,  später  auf  diesen  intareaaaalnn  Gegenataad 
ailcksukoaiBien. 

Sehr  erleichtert  wird  natürlich  die  oben  rregebene  Auflösung, 
wenn  man  im  Besitz  einer  bis  zu  einem  möglichst  grossen  Werthe 
von  m  fortgesetsten  Tafel  der  Werthe  vod  spM,  wodurch  wir  be- 


*)iLa.  Archiv,  mn.  8.  a 
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kanntlicli  die  Anzahl  aller  der  Zahlen,  welche  Primsahlen  zo  n  und 
kleiner  als  n  sind,  bezeichnet  haben,  iüt;  und  die  Berechnung  einer 
solchen  Tufel,  der  wir  ffern  im  Archive  einen  PUtz  einräumeu 
wlirdeo,  möebte  lUlier  woMv  antaratben  Mio; 


XXII. 

Beweis  eines  arithmetischen  Lehrsatzes. 

Von 

Herrn  Friedrich  Arndt 

Canlidaleii  dat  hSheni  SebulaoiCt  m  CreMutald. 


Dos  Theorrm,  welches  den  Gegeuütaud  dieser  Abhandlung  aus- 
macht, bclriÜt  liie  bekannte  Eigeuacbaft  der  Binumiulcueriicienten 
einea  gaazea  BzpODeoten>  dass  jatfer  ¥on  ihnen  aiae  gaaxe 
Zaiil  ist. 

Man  pflegt  diesen  Satz  auf  indirectem  Wege  zu  bewahrheiten, 
indem  man  zeigt,  duss  der  f/ite  l{inuini:ile(ieflicieut  des  ofanzen  Vüx- 
poneoten  u  der  Anzahl  der  Combinationen  ohne  WieJerbülungea 
von  •  Elanenton  aar  «ttea  Klasae  Klaicbkoniait,  worani  dann  nn- 
■ittelbar  folgt,  das8  der  in  Rede  stehende  Binoniialcoefficient  eine 
ganze  Zahl  "is4,.  io4*Hi-  nnr  dieae  eine  AaaaU  aningeten  in 
ältaude  ist. 

Weuu  nun  gleich  gegen  die  Richtigkeit  diese«  Verfahreoa 
niebla  einznwend«!  iat,  ao  .gewälut  dock  liaateUia  nocli  iieioeaweffa 
eine  deutlidie  Einaickt  in  die  Art  und  Waiae,  wie  io  der  BmcS- 
form 

n  2  .  S  .   ..(«•  — 1).M 

die  Factoren  dea  Nenneiw  aich  gegen  die  f  aetorea  4eB  Zälilen 

anfbeben. 

Zwar  hat  Gioachino  Pessuti  sieb  bemüht,  den  Satz  von 
diewr  Seife  i>ä  keteiieliten ;  allein  da  der  von  ihn  gegebene  Be* 
weis  wegen  seiner  grossen  Weit8chwei6gkeit  nicht  die  erforderliclia 

I^infucbheit  und  lOvidenz  haben  dikrfte,  so  srhien  es  der  Mühe  wertk 
zu  sein,  einen  Beweis  zu  versuehen,  der  den  oben  gemachten  Aq- 
forderuugcu  am  meistan  «»ntaprechend  wän»,  besonders  da  in  neue- 


*)  NtioTc  ronsideraziont  su  di  alcune  sinffuUri  projpriet»  de'  coefficienU. 
delfa  nota  formola  del  Unomio  Nefvtonuioo.  —  Memorie  di  BÄatematica 
ddla  sodetA  Italiaaa.  Tom.  XI.  p.  4M. 
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m  Zeit  dieser  GesrenstaDd  voiu  Uerrn  PritteBBor  KiiDze  ") 
wieder  in  Anregung  gebracht  ist.  « 
BctMhtea  wir  alio  4ie  Bmebfoni 

Cw  — ■  t»  -f.  1)      —  OT  -f-  2)  (n  —  IW  -f-  3)  .  .  .  (»  —  1)  ■  w 
I  .  2  .  $..(///—  l)m  » 

in  welcher  n  uuU  tu  positive  ganze  Zuhku  siu«i  uud  m  klcioer  aU 
•  itt. 

1.   Wenn  jt  eiDCn  beliebigen  Prinflictor  des  Nenners  bezeich» 

Dft.  so  kommt  es  zun'arlist  darjiuf  an,  die  höchste  Potenz  voo 
tu  bestimmeo,  durch  \\      he  der  Nenner  ohne  Rest  fheilliar  ist. 
Bezeichnen  wir  zu   diesem  iieliutc  die  {^röüstc  gnuzc  Zahl., 

«eicke  in  dem  Bruche  ^  eothalUn  ist,  durch  €r(-^),  so  ist  oß'en- 

P  P 

hu  Anzahl  der  durch  ^  theilhareo  Glieder  di^i  Xenners, 

die  Apzahl  der  durch,  ji*,  ^l^^       Ansah!  der  durch 

A\  u.  8.  w.  tbeilharcn  Glieder.    Wenn  aber  m'^ji^  und  <^.:/^-+->, 

It  kommen  im  Nenner  keine  («lieder  mehr  vor,  die  durch  y^l'H-i 
(beilbar  sind,  die  Anzahl  hingegen  der  durch       thcilburcn  Glieder 

iU  wie  vorher  ^i"^)- 

Daher  iil  die  Anzahl  der  durch  A,  nicht  aber  durch  eine  hö- 

ji  theilbaren  Glieder  G(~i)  -  die  Ansahl 

4cr  dorcli        nicht  aber  durch  eioe  höhere  Poteas  Toa  ji  theiU 

Wren  Glieder  ^*(^)—  ^'{^h  u.  s.  w.";  eadfieh  ist  die  Anzahl  der 

durch  A^,  nicht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  (heilbaren 

Glieder,  Gi^). 

Hieraas  folgt,  dasB  der  Neaaer  theilbar  ist  dareh  die  eiaselaen 

Potenzen  ^ 

und  da  diese  verschiedenen  Gliedern  des  Neuners  coisprcclten  ,  so 
ist  der  Neoner.  durch  das  l*roduct  dieser  Potenzeu,  oder  durcli 

obae  Rest  theilbar.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dcui  Beweise, 
4iss  keine  höhere  Potenz  von      in  dem  Neoner  aufgekL 

2. '  Nun  erhellet,  dass,  iadeai  eiae  beliebige  Poteas  tob  A 
iit,  welehe  in  des  Neaaer  Torkonait»  die  kleinetaajtastader  ^hlea 

si^«iH-l>  i»'^as-#~8, . .  -hiitf^ 

oac(i        alle  verschieden   sind;   denn  wärea  die  den  Zahlen 


*)  AnhiT  der  MathMaatiic  nai  Pbydit  TbeH  II.  8.  |t». 
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n  —  «1-4- n  —  m-htp  entsprechenden  Reste  einander  gteicli.  so 
wäre  die  liifferenz  dieser  Zubleu  :^Up  —  V)  durcb  tbeilbar, 
welches  nicht  möglich  ist,  da  beide  Zahlen  9,  kleiner  als 
sind,  oder  wenigsteni  'B«r  eiae  danelkm  der  rotens  ji*  gleich  ~ 
eein  kann.  Indem  nun  alle  in  Red«  ilelieDden  Reste  ungleich  sind 
und  iiire  Anzahl  A^  ist,  so  muss  einer  unter  ihnen  verschwinden, 
und  dieser  verschwindende  Rest  oder  das  demselben  entsprechende 
durch  A^  theilbare  Glied  wird  durch  die  Congruenz  heatiaUBt 

ti  ~  m  -f-  5p  =  0  (mnd. 

AVeiu)  wir  iiliric^ens  den  Rest  voo  m^m  durch       mifc  ^  beseich* 
neu,  so  ist     =  A^  —  ^.  , 

In  dem  Interirall  «1  —  M-f- 1  bis  »^«1+^^  f^ebt  ea  deauaeb 

nur  ein  einziges  Glied,  welches  durch  A^  llieilbar  ut;  ganz  ebenao 
giebt  es»  in  dem  Intervall  /*  —  m-^A^-\-\  bis  n  —  in 
dem  Intrrj'all  n  —  #w -4- 2^4* -f- 1  bis  n  —  w  H- 3.^*  n.  s.  w.  nur 
ein  eiuzigcs  durch  y/^  (heilbares  Glied.  Man  kann  diese  äciiiüsse 
bii  in  dem  Interrall  tob      ai-l-CO— bis 

fortsetzen^  indem  O  ao  bestimmt  wird»  daas  n  —  «v -f- 0  .  ^ i», 
O^-^  oder  ist  Dies  Toransgesetat,  giebt  es  ain- 

desieos  *)  0  oder  0{^)  durch  A^  tbeilhare  Glieder  des  Zählers, 
laiibesoodere  ealbülf  der  ZKblar  aiiadesteas  ^(^)  dureli  A, 

niadestens  ^(-^)  durcb        miadestens  darcb  A*  a.  a.  w« 

fn  * 
mindestens  ^(~^)  durch  A*-  thcilburc  Glieder,    flieraus  leitet  man 

leicbt  iiö^  dass  der  Zähler  durch  die  Potens 

?on  A  jederzeit  ohne  Rest  theilhor  ist. 

3.  Zerlegt  man  nuu  deo  Nenner  unserer  Bruchfonn  in  lauter 
ungleiche  Factoren,  von  denen  jeder  eine  l'otenz  eines  Primfactora 
Ist,  so  gebt  naeb  %,  jede  solcher  Poieaaea  in  desi  Zibler  auf,  wes- 
halb ,  d«  alle  Factorea  relative  Priaisahlen  sind,  oach  das'Pirodoet 
der  letztem  d.  h.  der  Neaaer  selbst  ta  desi  ZShler  anfgebea  wird» 
w.  z.  h.  w. 

Bei  dieser  Gelegeaheit  will  ich  eadlich  noch  zeigen,  wie  sich 
der  von  Gauss  ia  den  Disquis.  Arithmet.  pag.  34—36  aufge- 
stellte Satz,  dessen  Beweis  Gauss  auf  die  Lehre  von  den  Permuta- 
tionen stützty  mittelst  unseres  obfgea  Lebrsatses  sehr  leicbt  dar* 
thun  lässt. 

Der  gedachte  Satz  beisst  so: 

Wenn  p  eine  Prlmaabl  ist  aad  man  p  Eleaoate  hat, 
die  nicht  alle  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Zahl  der  Permntatioaea  dieser  KlesieBte  stets  durch 
p  theilbar. 

Wenn  aKatieb  aalar  den  Blenenten  zuerst  m  gleich  sind,  daaa 
l  gleich,  daaa  e  gleieb  xu  s.  w.  (wo  ml  0» , , .  ancb  die  Blinboit. 
beaeicbneipi  kttaaea),  so  dasa  |»tB«Hr-^H-*c**l-  •  •  «»  so  ist  die 
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Zahl  der  PoroiuUtioDeii  der     Klenente,  wie  bclcMMt,  dcyr  Brack« 

form  gieicli 

Wir  kSnneo  dieae  Brachfom,'  die  wir  P  nenseB  wollea,  in 
Fbctoreo'  abtheilen: 

1.2.». ..»^  l.a....A.         ^         1  c  ~?-» 

ud  et.  iit  »Im  m\t  Binfillknittg  des  ZeieheBs  der  Bieoableoeffi. 
cieeteii 

/»=  «Äa .  <^Bb  .  ^^'B,  .  .  .  ., 

woraus  fulgt,  duss  P  eine  ganze  Zulil  iafc»  de  jeder  dieier  Biee* 
■ialcoefficienteo  eine  ganze  Zakl  ist. 

Du  uuii 

1  .  2  .  3  . . .    =  1  .  2  . .  <jr .  1  .  2  . .  ^  .  1  .  2  . . ,  c  . .  X /• 
iit,  au  iat  - 

1.8..g.l.2.»^.J.2...c  . 

eiae  ganze  Zahl;  ab«r  p  gebt  in  dem  in  F  niuUi|iiieirten  Factor 
aicht  aaf»  elao  rnnaa  p  tu  P  nnfgekee. 


*)Ba  kann  ninlieh  in  den  Falle,  wenn  «  — ei-|-9.^^<<ii  iat,'Wie 
leicht  erbellet,  durch  itf*  theilhare  Glieder  den  Zlhlers  ge- 

hm.    Ist  z.B.msl7,  ii=48,  der  Zäbler  also  32.33.34.35...4e.47.48, 

1 7 

so  giebt  es  für  /fssS  und  ^=1  fünf         )  =  5)  Tollständige  In- 

terTalle,  in  deren  jedem  sich  ein  durch  3  theilbarer  Factor  findet,  und 
aiusfrdem  zuletzt  noch  das  unvollständige  Intervall  47,  48,  in  weU 
cheoi  aeeh  W  ein  dnidi  S  thtUharea  Glied  ait. 


XXIII. 

Eine  Fonael  filr  die  «bmaeitige  Pynunide. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe 

Candidateo  des  hübern  Scbulaints  zu  Greifswald. 


Viler  Mi4mBeletiABeB-swiicheD  :denBtilckeB  eieee  MieUgea 
Tctneien,  die  ici  getodei  hnhe,,i€heuit  mir  eine  Pemd  fiir  den 
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Inhalt  Dicht  ganz  ohne.  Interesse  zu  seio,  die  ich  daher  hier,  als  Bei- 
trag zu  dco  GntersuchungeD  in  diesem  Gebiete,  kurz  entwickeln  will. 
Es  bezeichne  T  den  Inhalt  ein«!  beliebigeB  Tetraeders,  a, 
äy  tfjjfdie  sechs  Kanten  denclben,  und  swiir  mögen  a  und 

ü  und  r,  e  und  d  einander  gegenüher  liegen.    Die  nn  liiesen  Kan- 
Ifn  cr<*liil(^<^ten  Neigun^swink»'!  der  Seiten  seien  respectivo  f«, 
J,      ^;  die  vier  ^ieitel)llacheu        U-,  C\        und  zwar  sei  A  vud 
e,  jf,  ß  von  «r,  Cy  e,  C  von  d  und  D  von  //,  ^,  ^  be* 

grenzt. 

.  DeoLt  ntn  «cb  aaif  1^  ein  Ui^heopeifeiidikei  ü  gpefiUU,  lo  mI 

Ist  ferner  A  das  Höbenperpendikel  des  Dreiecks  Cy  dessen 
GniBdlinie  4  ist,  so  bt  nacb  bekamiten  atereometrtsobeii  Sitten 

n=zk  sin  9* 

Ansseffdem  hat  man  necb  die  Gleicbong 

Cz=z{dh. 

filiminirt  mau  zwischen  diesen  3  Gleichungen  H  und  so  erhält 
»an  leicht 

.      2CD  sin  d 

— 

und  durch  \  ertauschuug  der  entsprechenden  Stücke  ergehen  sich 
di«r  GleleboDgen* 

^  ein  ^;  nr  =  |^.     sin  a;  /I  sin  <9. 

Drückt  man  das  Dreieck  C  darcb  seine  3  Seiten  «,  d  ana» 
so  ist 

Setst  »an  fiir     ar,  il  ibre  WerfM,  so  komint 
C*ss£-~y  {A  ein  ß-^-B  ain  a+ü  sin  d) 

X{A  sin  /J-l-Ä  sin  u  —  D  sin  J) 
X  (-^f  sin  (i — //  stu  a-i- D  sin  d) 
X(— ^  «II  ß-^B  ün  m^B  sin 

Betraebtet  man  nnn  C  als  die  Snmme  4er  Prujcctionen  von  A,  B, 
B  auf      so  erbilt  man  unmittelbar 

C=     cos  ß-^  B  cos  o  4-  cos 

oder 

A  cos  /?  —  i?  cos  g 
cos  <f 

Substituirt  mui  Ama  Werth  ton  1^  in  die  obige  QMcbnttir,  ao 
«rbiU 
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(ZT)*  \J{6ia  ß  cos  o  —  cos  ß  sin  d)  ,  . 

+  i9(iin  <t  eot       cos  a  sb  d)-f-'Csui  d\ 
X  |^(sui  /}  COM  ^-f-oot    lin  J)> 

•4-il(tin  a  eoi  ^-|-coi  «  na  f)  —  C  lin  cf| 

«X  1^(810  ß  COS  J  —  cos  ß  sin  J) 

—  ^(sin  a  cos  (J  -f-  cos  a  MD  d)  -f-  C  sio  tf} 
X}"~-<^(sio  ^  cos  d  +  COB  ß  SlD  d) 

+  ir(fliB  «  OM  d*--eM  0  MB  J>-4-  C  MB 

was  sieb  ooelr  auf  folgeoile  Art  aiudrilcken  läsit: 

{ZT)*=:^^^(J  siD  {ß^d)-i-B  Bin  (a  — d)-i-Csia  d) 

XM  «>B  0^+^-1-^  MB  (aH-d|)*-*rfiB  ^ 
X(^  sin  {ß'-S)—B  sin  (a  + J)-H^8io  ^. 

X(— -'^  sin  (/J-+-d)-f-Ä  sin  {u  —  dj-^-CHin  d). 

Oiess  ist  die  btabsicbti^te  Formel,  welche  den  Inhalt  des  Tetrae- 
itn  darcb  3  Seiten  und  die  3  von  einer  derselben  mit  den  übrigen 
gebiideteB  NeigongswiBkel  ansdriickt 


XXIV- 


Soei^t^  pbilBMBti^VB  de  PbjtIs. 

Smmo  du  20  «oiit  1842. 

M.  IrBB  SiMOBoff,  proC^Mesr  d'aatrwioBie  b  rDni?ersit^  de 
Kasan,  präsente  b  (a  Socidt^  un  nonvel  iostrument  qu^il  a  inagind 
dans  le  but  d*obsenrcr  la  ddcUBaiiOB  de  Paigoille  aiaiaatde  b  l'aidB 
da  sextaat. 

Uoe  aiguille  aimont^e,  de  forme  ^namatique  rectaogulaire,  lio- 
risoatalenieat  iMpeDdae,  porte  an  petit  niroir  b  aoa  estrtfvitd  dirU 
gee  vers  Ic  sud,  et  an  conirepoidi  b  son  extremit^  oppoi^e.  Ea 

&ppliqiiant  cette  niguille  a  un  uiveau  a  sipbou  rempH  de  mercure, 
peut  voir  si  eile  est  horizontale  ou  non ,  et  faire  disparuitre  la 
petile  iiicUoaiaoo,  eu  depiacuuC  lu  ctiuirc       gravit^  ou  le  poida. 
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.Od  met  1e  miruir  dans  l:i  position  perpendiculuire  a  la  directiuu  de 
Taxe  magn^tiquc  de  Tuiguille,  de  )u  nietne  maniere  qii'on  le  fait 
dans  le  mugo^loaieKe  UDiülaire  de  M.  Gauss,  car  jubt^u'a  preseat 
cet  iDstrumeiit  u*eB  dlü^re  pai.  ^  Armut  fsit  cea  eorrectiooi  pr^la* 
bles»  on  observe  dans  le  viroir  rimage  rtftehie  du  aoleil  f  nai«, 
comme  ralguiile  nc  resfc  presque  jamais  eu  ropos,  on  Ic  fait  dcs- 
cendre  et  sc  poser  sur  fa  planche  ioterieiiie  de  Pinstrunieut.  Alors 
rniguille  devicot  stablc;  mais,  pour  voir  st  eile  oe  n'est  pas  d^pla- 
de  da  ndridien  nago^tique,  ob  plaea  deiaat  le  niroir  ooe  ^Uelle 
avec  une  luoette  de  sextuut  au  dessus.  Dans  cette  Inoette  od  voit 
Ics  divisions  de  IVclirllc  redocliics  par  le  iniroir:  (Hi  Irs  oitserve 
d'abord  quand  Paiguille  est  Buspendue,  et  cnsuite  quand  eile  est 
pos^e  sur  la  plaucbe  iuferieure  de  riostruiiient.  La  difl'erence  des 
paiiies  de  la  divisiea  et  la  dislanee  dn  niroir  ^ot  cooouei»  ob 
peut  calculer  Tangle  de  la  dt^viation  de  l*aigaille  dn  M^ridiea  mac- 
netique;  c'cst  la  correctioo  de  la  d^diDaiion  «bienBe  au  mojen  de 
cet  iastrumtat. 

isoliu  Von  mesure,  au  mu)cn  d'uo  sextaot,  la  distaiice  angulaire 
du  soleil  a  sod  image  r^fl^ehie  dans  le  miroir  vertieal  de  Taiguille. 

Seit  ä  la  diatancc  mouree  au  sextant  entre  le  soleil  vu  directe- 
incnt  et  son  iinage  reflecliie  dans  le  inirnir,  x  la  distance  du  soleil 
au  z^nitli,  a  Pozimuth  du  soleil  el  u  cclui  du  itK^ridien  lna^Ile(iqu(^ 
Ou  a  UD  triangle  spli<5rique  dans  lequel  uu  cote  est  egal  a  2,  un  autre 
cArd  dgal  k  90%  et  le  troiaieme  c6td  dgal  k  90*— ce  qui  donae 

sin  idsstin  »  coa  («— o),  d'oii  cot  (•  —  a)  = 

II  est  cluir  que,  </  etaut  donne  par  les  ubservatioos,  et  s  aiusi 
qne  a  par  le  calcnl,  on  en  d^duira  la  valenr  de  a  par  cette  fer- 
niule. 

I/erreur  de  la  position  perpendiculaire  du  iniroir,  par  rapport 
h  Taxe  ma{2:neti(]ue  de  l'aiguillu,  et  Tiucertitude  dans  la  direction 
burizontale  de  cut  axe  peuveot  etro  deiermiu^es,  la  preiniure  par  le 
retonrneneot  de  l*aigniile  aateur^e  aon  axe  gdomötriquc  et  la  ae*  * 
conde  par  lea  obaervationa  faitea  avant  et  apria  le  paaaage  dn  aoleil 
par  le  ineridien  nina^ni'tiqne. 

On  peilt  varicr  de  plusieurs  manieres  le  mndc  de  ccs  obser- 
vatiouü  au  uio^eu  du  sextaut.  Par  exeinple,  uo  peut  observer  les 
diataocea  dgalea  du  aoleil  k  aon  inage  rdO^cbie  par  le  aiiroir  de 
ratguillei  ces  distaocea  correspo oda otea  doBoeroDt  Pangle  ho* 
rnire  du  poiut  d'iutersection  du  m^ridicn  magnt^tique  avec  IMiorizou, 
si  Ton  couuait  le  tenips  du  passage  du  soleil  par  lo  iiu>riiJieo. 
h^on  peut  aussi  mesurer  la  plus  graude  distaoce  du  solvil  a  soo 
image  rdfl^bie,  et  ai  Tob  ajoute  k  90*  —  |«f  la  diatanee  dn  aoleil 
an  pdle  du  monde,  on  aura  la  ilistance  de  cc  pole  au  point  d^iotpr- 
section  du  ni(<ridien  magnetique  avec  riiorizoii.  Dans  cette  denii^re 
mctbode  i'on  peut  ddouire  la  ddclinaison  niagtx^tique  du  triangle 
tracd  sur  la  voäte  Celeste,  eotre  le  pdle  du  moode,  le  zeoitb  et  le 
point  d*ioteraection  dn  nlridien  ihagn^tiqae  aree  PhorlsoB,  aaaa 
avoir  besoin  de  cbronometre.  A  rc  deroicr  mode  Tob  peut  eocorc 
appliqiier  la  ni(5thode  des  liauteurs  circumm^ridieoBCi,  dont  OB  fiiit 
usage  pour  d^terminer  la  latitude  g^ographique. 

Eofio  I'on  peat  mesurer  la  diatanee  angulaire  du  soleil  a  soo 
iaage  r^^hie,  d'abbrd  4iMiB  1«  ■irair  v«ftleal,     emitn  dme 
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rhorizoB  artifiei«!.  Lm  moiA4  de  ctite  derai^  dittence  ett  tele 

k  la  distancc  du  soleil  «a  pdle  dü  m^ridien  magn^aitei  et  si  roo 
d^sigoe  pur  la  distance  cBtüre  dft  aeltU  a  af«  laagpa  doaU^ 
■ent  r^fl^bie,  on  aura 


Herr  James  Bootb,  Professor  of  Matbematics  in  Bri- 
•tol  College  bat  la  deai  LoBdoö^  Bdioborgh  aad  Dublin 

PL i  1  usopbical  Magasino  and  Journal  ol  Science.  Jane  . 
1842.  p.  473  einen  Satz  von  den  Fiäcben  des  zweiten  Grades  be- 
wiesen, welcber  als  eine  Erweiterunc^  eines  scbun  früher  bekann- 
ten Satzes  von  der  Kugel  (M.  s.  z.  \i.  Klemens'  de  G^iaetrie  par 
Legeudre.  Oasi^aie  ddkiea.  Livre^  VlU.  Prep.  XVlii.)  betrachtet 
werden  kann.  Weil  uns  der  Satz  jedeofalU  bemerkenswerth  und 
weniger  bekannt  zu  sein  scbeint,  so  theilen  wir  bier  den  folgendea 
Aufzug  aus  dem  Aufsätze  des  Herrn  James  Bouth  mit. 

Eine  Fläche  des  zweiten  Grades  denken  wir  uus  vuu  zwei  pa- 
raUelea  Bbeaea  darebacboittea,  nad  wollea  daa  VolB«en  dea  tob 
dieico  beiden  Bbeaen  und  der  FlScbe  dea  aweiten  Gradea  einge-. 
aeblossenen  Körpers  zu  bestimmen  suchen. 

IJie  drei  lialbuxen  der  Flache  des  zweiten  Grades  seien  a, 
c\  die  Uaibaxen  des  den  beiden  io  Rede  sleheudcu  paralleleo  Ebe- 
nen durch  den  Mittelpnakt  der  Fläche  dea  aweiten  Gradei  -|Hirallel  ^  . 
pfuhrten  Schnitte  seien  a\  b\  und  c'  sei  der  halbe  coojugirte 
Uurchmesser  dieses  Schnitts;  das  von  dem  Alittel|)uukte  der  Fläche 
auf  die  dem  letztem  Schnitte  parallele  berührende  Ebene  der  Fläche 

Sefällte  Perpendikel  sei  Die  Ualbaxeu  eioes  beliebigen  den  bei- 
en  pamllelen  Bbeaen,  durch  welche  der  Körper,  deiaen  Volnaien 
F  beatlaat  werden  toll,  hegrantt  wird,  parallelen  Schnitts  seien 
a,  und  «#  und  f/^  seien  die  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem 
3Iittelpunkte  der  Fläche  liegenden  Theile  von  c'  und  ;i;  die  den 


t    I         ^  cos 
ein  (a— «)  =  . 


t 


(L'inititttt.  No.  454.  8  fiiept.  1842.). 


alio,  wenn  man  ftatt  der  Varlahlen  w  die  Variable  u  einfilhrt, 


In  dea  darch  aK  und  d  gelegten  Schnitte  der  Flache'  iat 
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Ana  «lleseii  beiden  PropofftioneB  folgt-  * 
Weil  ferner  offenbar 


also 


ist,  so  ist 

«5f  c 


und  nacb  4ein  Obigen  ist  folglich 

Nach  einer  bekannten  Bigenicbnft  4er  Fläeben  Atm  iweüen  Gra4ee 
ist  nber 

folglicL  nucli  dcoi  \  orbergebeudeii 

Integrirt  man  nnn  swiscben  den  gegebenen  Crimen ,  so  crliilt 
man 

oder,  wie  uiao  leicht  ündet. 


also,  -wenn  -mn  innerMb  der  Parentbeien  s^H-e^  addirt  and 
snbtrabirt, 

F=  ^        —  u)  J3(c'"  —      4-  3(1?^  —  ff'»)  H-  (ti"  —  f»V  |.  . 

Sind  jetzt  a',  und  a",  die  Halbazen  der  den  KSrper,  dessen 
Volnmen  V  gesnebt  wird,  begrinsenden  parallelen  Schnittes  so  ist 

iiml  tur  die  KutfcrnuDur  t  der  Ebenca  der  beiden  parallelen  Schnitte 
vuu  viouuder  bat  luuu  die  Proportion 


Digitized  by  Google 


—         =  .  . 

au  welcher 

•»"  —  •»'  =  — 
P 

folget.    Fülirt  man  nun  diese  Ausdrucke  von  c" — #/*,  r"*— 
«"  —  «f'  iD  dea  obigeD  Aosdrock  von  V  ein,  so  erhält  man . 

>=i4;r/(a'|!'  +  or)H-^-^- 

Bezeiclincn  wir  jetzt  durch  A  und  B  die  Fläcbearäume  der  den 
Körper,  dessen  Volumen  V  ist,  begränzenden  parallelen  Schnitte, 
■■d  4iivdi  i9  <len  eabiicben  llihaU  der  mit  dem  Durchmesser  t  be- 
■Mcbcneo  Eiig«l|  iac 

Azszia'ß'n,  B^vrffn^  ß^\Tst\ 

und  folglich  uacb  dem  Obigen 

Dies  eicbt  den  folgenden  Satz:  , 

Das  Volumen  eines  jeden  von  zwei  parallelen  Scbnlt- 
ten  einer  Fläche  des  iweiten  Grades  als  Grundflächen 
und  dieser  Gliche  des  zweiten  Grades  als  Seitenfläche 
eiogeschlossenen  Körpers  ist  gleich  der  mit  seiner 
Höhe  m u  1 1  i p  licirten  halben  Summe  seiner  beiden  Grund- 

flächen,  plus  dem  mit  -p-  ■ttUiplicirten  Volumen  der 

•it  seiner  TTöhc  als  Durchmesser  beschriebenen  KngeL 
Für  die  üugei  ist  a=zlf  =  c  =  p,  also  ^ 

worin  der  oben  erwähnte,  in  den  £l^inents  de  G^omdtrie  par 
Legcndre.  Onzieme  edition.  Livre.  Vlll.  Prop.  XVUK  be- 
wiesene Satz  von  der  Kugel  enthalten  ist. 

Für  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  muss  man  für  a,  b,  c 

reapective  aV^ —  1,  ItV^ — 1,  c  setzen,  und  erhält  hierdurch  aus 
4m  Obigen  Joacbt 

Für  ein  Hyperboloid  nut  swei  Fächern  erhält  Herr  Beoth»  indem 
mfatatl,c,p  respoctfre  a,  Ä,  «l/^—  1,  pV^-^  1  setzt,  denselbeii* 
Ansdfnek  von  V  wie  vorher. 

Für  dns  elliptische  Voraboloid  findet  Herr  Bootb  F==i^(^-|-Z?). 

Es  scheint  uns  dieser  Gegenstand  eine  ausführlichere,  recht 
strenge  und  deutliche,  mehr  in's  Einzelne  gehende  und  alle  ver-  . 
sebiedenen  Arten  der  Flächen  den  zweiten  Gmdeo  gehdfig  herftck- 
nchtigindn.Mtendlnng  noU  tn  Terdienen»  eher  noch  noch  nn 

G. 
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Physikalische  Bemerkungen. 

VoD  dem  Herrn  Professor  und  Dircctur  ¥.  Slreblke  zu 

Donsig* 

I  (Diese  Üeiuerkungcn  sind  von  dem  IJerrn  Verfasser  in  Hein  Programm  der 
Petrisrhiilc  zu  Danzig  -von  IVlichaeliü  1842  uiitgetheiU  worden.  Ich 
lasse  dieselben  hier  wieder  abdrucken,  weil  ich  die  Ueberzeugung  bege, 
dass  sie  insbesondere  Lebrern,  denen  kein  sehr  Tollständiger  pbysikali- 
scber  Apparat  zu  Gebote  steht,  gewiss  sehr  angenehm  sein  werden, 
und  WMi  dieselben  «uch  einem  Zwecke  lies  ArehiTS,  der  in  der  Ankfin»- 
dipung  dcjiSflbpn  von  mir  wpiter  besprochen  worden  ist,  auf  eine  aus- 

Sezeicbncce  >Yeise  entsprecben.     Mochten  sieb  auch  andere  Lehi^r 
er  Physik  zu  recht  vielen  dergleichen  sehr  niiulichen  Bemerkungen 
venoiMst  finden!  G.) 

1.  Wenn  man  durch  eine  einfache  Glaslinse  einen  weissen 
Krois  nntieht»  an  encheint  derselbe  in  einer  gewlsaen  Entfeniasg 
mit  Violettem,  in  einer  andern  mit  gelbrothem  Farbensnime,  puin 
•oll  die  Bedingangen,  unter. denen  daea  gescbiebt»  angeben*). 

%  Man  scheint  liäuiig  genug  zu  vergessen,  dass  ciu  Summel- 
glas oder  ein  Hohlspiegel  mit  dem  Auge  verbunden  schon  ein  Fem* 
rohr  giebt. 

3.  Von  dem  bekaopten  Bu so It sehen  Farbenkreisel  kann  man 
eine  mehrfache  nötsliehe  Anwendung  machen.  —  ^^ff  b*^" 
den  rötirenden  Kreisel  eine  Rrciaacheibe  mit  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehenjlb  Löchern,  so  wird  ein  Luftstrom,  den  mart  durch 
das  abg-esrlmiitene  Ende  eines  Federkiels  durch  Blasen  mit  dem 
Munde  hervorbringt,  einen  Ton  erzeugen,  von  dem  man  sogleich 
die  nächst  höhere  Oktave  hört,  wenn  man  denselben  Luftatrom 
durch  eine  doppelt  so  grosse  AnsabI  von  Lochern  auf  derselben 
Scheibe  gehen  lässt.  So  dient  der  Bosoltscbe  Kreisel  als  eine 
unvoltkouimenc  Sirene.  —  Um  zu  zeigen,  dass  bei  rötirenden 
kreisförmig  gebotenen  elastischen  Streifen  die  Kreisform  durch  die 
Centrifugalkraft  in  eine  elliptische  verwandelt  werde,  verbindet 
man  2  parallele  Ringe  ans  Notenpapier  mit  4  oder  6  kreisförmig 

febo^enen  Meridianstreifen  von  demselben  Papier.  Legt  man  diese 
orrjclitung  so  auf  die  Axc  des  Kreisels,  dass  die  beiden  Ringe 
^in  der  Axe  liegen,  so  wird  der  obere  Ring  herabgehen  und  das 
Ganze  dem  Au^e  ein  Kllipsoid  zeigen,  dessen  Abplattung  um  so 
geringer  wird,  je  langsamer  aich  allmählieh  der  Kreisel  fc«we|tt. 
Cm  die  Daner  des  Liebteiadnieks  einer  grossem  Menoe  tu«  Sebfl» 
lern  recht  augenfällig  ao  sMchen»  schreibt  aiaB  aal  Blne  Seile 

 r  ■■ 

*)  Bei  den  idgenden  MittheiTongen  ifns  der  fixperimenul -Physik  habe  ich 

durchaus  nicht  die  Besitzer  kostbarer  physikalischer  Apparate  im  Aop«^ 

sondern  l.elirer  an  Hurgerscbulen ,  die  wie  die  unsrige  nur  über  eine 
geringe  Anzahl  möglichst  zweckuta&sig  anzuwendender  Uülfsmittel  zu 
gebieten  haben* 

Str« 
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eiops  Rpclitrcks  von  weisser  Pappe  etwa  die  Worte:  Dauer  des" 
auf  die  undcrc  Seite:  „Licliteiodrucks^*,  uod  befestigt  dieses  Recht- 
eck mit  etwas  Wachs  auf  der  liöcksteo  jiitelle  des  Kreisels,  so  dass 
'  41«  R»C8tiMfi-Az»  d«i  KraiMls  nk  der  di«  MktM  der  liorisoQtB^ 
les  Seiten  des  Reebtecks .  verbiudendea  Geraden  zusHmmeDfällt; 
dann  wird  jeder  an  seiner  Stelle  die  3  Worte  sfleicbzeitipr  lesen 
können,  so  iung^e  der  Kreisel  rotirt.  —  Von  dieser  Dauer  des 
Lichteindrucks  kann  man  auch  Gebrauch  nacbeo,  am  die  Rotatioos- 
kSrper,  dee  tenkreehteD  Eeffel,  den  Cyfisder,  die  Kogel,  des  EIK|»« 
MM,  das  Hyperboloid  nsd  des  Paraboloid  durch  Rotation^  der  ent- 
sprechenden ebenen  Curven ,  die  man  sauber  gezeiclmef  ans  feiner 
Pappe  ausschneidet,  zu  zeigen.  —  Kotirt  der  Kreisel  mit  mehrern 
farbigen  Flügeln  belastet  im  Soooenscbeio,  so  erscheint  der  SchaU 
ten  TOD  der  Axe  des  Kreisels  in  den  Tencbiedeoen  koBplenenti- 
ren  Farben,  also  grün  in  der  Rotations. Ebene  des  rothen  Flagels» 
violett  io  der  Ebehe  des  gelben  Flügels  n.  s. 

4.  Der  Ge8:eDsatz  der  beiden  RIektricitäten  tritt  auf  eine 
eiffentliümliche  VVeise  in  folgenden  Versuchen  mit  2  Stanniul- 
Seneibcben  von  etwa  5  Linien  Dorebneater,  die  an  Coconftdeo 
hKogeo,  berror,  Vm  die  ScIieiLclien  einander  zu  nShern  oder  sie 
von  einander  zu  entfernen,  Ixfestigt  man  dieselben  mit  etwas 
Wachs  auf  den  Spitzen  eines  Zirkels  dessen  einer  Schenkel  an 
einem  horizontalen  Gegenstände  mit  Uindfaden  befestigt  wird,  und 
denen  xweiter  Schenkel  sieb  in  derselben  horizontalen  Ebene  be* 
we^eo  lässt.  Elektrisirt  man  die  beiden  Stanotolblättcben  mit 
clpicliartiffcr  Eiektric if ät ,  so  divereciren  die  Coconfäden,  aber  die 
Ulätichcn  kehren  ilire  breiten  Flachen  einander  zu;  werden  sie  da- 
gegen mit  entgegengesetzten  Elektricitäten  geladen,  so  kouvergi- 
len  die  Fftden,  aber  die  tkheibeben  stellen  sKh  so,  dass  die  ICbeoe 
des  einen  io  der  Verlängerung  des  uodern  liegt.  Diese  letzte  Stel« 
luDg  tritt  auch  ein,  wenn  das  eiue  Scheibeben  Qicht  elektriairt  ist« 
wegen  des  Gesetzes  der  Vertheiiung. 

Vm  WM  neigen,  dasa  die  erbitste  atmoapblriKbtf  l^ft  ei« 
gnter  Leiter  der  Blektricität  istj  entlade  man  eine  Leidner  Flasche 

so^  dass  der  eine  Knopf  des  Ausladers,  eine  Lichfflamme  und  der 
Koopf  der  Leidner  Flasche  ein  G['lcichseitiges  Dreieck  bilden;  dann 

Stht  der  elektrische  Fuoke  niclit  auf  dem  kürzesten  Wege,  vom 
nepfe  der  Leidoer  Flatche  zoni  Ansiader,  sondern  durch  die  bei- 
den andern  Seiten  des  Dreiecks,  vom  Knopfe  der  Leidaer  Flatcbe 
in  die  Flamme  and  von  da  zum  Ansiader. 

0.  In  der  Lehre  von  der  Elektrieltüt  wünschte  ich  beim  CJn« 
terriebte  Ton  Ibiffendem  leicht  anznatellend'en  V  ersuche  Faraday'a . 
pebrauch  gemacut.  Wenn  man  durch  2  Platinspitzen,  wozu  2 
Stückchen  des  feinsten  käu6icben  Platindratbs  hinreichen,  dii*  Elek- 
tricitäten  des  positiven  und  oegativeo  Cooduktors  einer  gewöhiicben 
KektriaimumcfaM  Uber  ein  mit  JodkaliumlÖantfg  befenabtetes  Pa- 
pier entiadely  ao  dam  die  vertikal  gestolltOB,  obatrefilhi^  2  Zoll  von 
einander  entfernten  Spitzen  das  Papier  unmittelbar  berühren,  so 
seifft  sich  das  nnsirescbiedene  Jod  an  der  posttircn  Spitze,  wie  es 
aocn  bei  der  Anwendung  Eines  Platteapaars  einer  Voltaschen  Kette 
geschieht.  An  der  negativen  Spitze  zeigt  sieh  kein  binuarFleek« 


Sobald  aber  beide  vSpitzcn  um  eine  kleine  Entfernung  vop  dem  Pa* 
piere  abstehen,  so  dass  kleine  elektrische  Funken  von  den  Spitzen 
SU  den  befetaebteten  Papier  überschlaffen  müMeo,  alsdann  zeigen 
■ich  unter  beiden  Spitzen  braune  Flecken  v4Mi  den  an  beiden  8tel. 
len  t'reiwerdeniien  Jod,  welches  die  aus  der  atmosphärischeo  l^ft 
durch  den  elektrischen  Funken  j^ebUdete  Sfüpetenäitre  ans  4ett 
^odkalium  ausgescbteden  bat. 

7.  Als  Segnerschen  Wasserkreisel  benutze  ich  eine  an  einen 
Faden  bäogeodc  nUen  otVrtic  Kühre  von  Messingbl«  cli  mit  2  liuri. 
zontuleii  diinueti  Hübrcn,  aut  uciclie  *2  kurze  reclitwuik licht  gcbo- 
fleue  Rubren  aul'gcpasst  siud.  Hilden  die  hurizautalen  Aübren  mit 
ibreD  But'gepaaaten  Stücken  dte  Form  einea  Uteiniaeben  Z,  so  er- 
folgt Drehung,  bilden  sie  die  Form  cioer  Klammer,  su  erfolgt 
Stillstand.  Für  denselben  Zweck  dienen  bei  der  Elektricität  2  in 
ihrer  Mitte  mit  koniscbru  \ortiefungen  versehene  Alessingdrähte, 
oder  eine  treic,  aut  ilircm  Hütchen  schuebeude  Magnetnadel,  an 
deren  Enden  rechtwinklig  auf  die  Axe  der  Nadel  S  gemdlinigte 
Stäckcben  Stanniol  angedrückt  werden.  Uisst  man  den  Z  förmige 
geboiretirn  Drulit  im  Dunkeln  sich  drehen,  so  gewahrt  man  einig^e 
beiiu'i  keiisw  ertlie  Erscheinungen.  Da  das  elektrische  T^i(  lit  ein  dis- 
coDtiuuirliciies  ist,  eine  Licbtentwickelung  mit  Licbt|>uusen,  so 
zeigt  das  elektriscbe  Rad  keinen  ununterbrochenen  Kreis,  sondern 
ein  kreisförmiges  Struhlengeflecht ,  gebildet  aus  lauter  Strahlen* 
büsrtieln.  Dreht  man  die  Seheihe  der  Elektritiirmaschitie  langsam, 
so  treten  nur  einzelne  Stralilen  in  der  Peripherie  des  Hades  her- 
vor, bei  schnellerer  Drehung  der  Scheibe  wird  das  Geflecht  immer 
idichter,  aber  man  kann  noch  immer  die  einzelnen  Strablen  unter-- 
scheiden.  Wird  in  <lic  \äbe  des  elektrischen  Rades  eine  2te  elek- 
trische Wirkungssphäre,  z.  B,  der  Knopf  einer  geladenen  Leidner 
Flasche  i^ebruclit,  so  fehlt  in  der  Wirkungssphäre  die  Ausströmung, 
folglich  auch  das  Licht,  und  der  Strahleukreis  ist  au  dieser  Steile 
unterbrochen.  Halt  man  den  Draht  der  l^idner  Flasche  obngefabr 
in  die  Richtung  des  Durcbmessers  des  elektrisi hen  Rades,  entweder 
einige  Linien  ober-   oder  unterhalb  der  Kolaf  ions -  Kbenc ,  so  hat 

der  I>irht kreis  ao  zwei  entgegcngesetzteji  öieiiefi  zwei  Unter- 
brecbuugeii  des  Lichtes. 

8.  Wenn  man  eine  sehr  starke  Entwicfcelung  von  freilicb  we- 

nlirer  reinem  Wasserstoftgase  lialjen  will,  so  legt  man  zu  den 
Ziukötückeu  kleine  eiserne  Kuixelii  (uler  Xägel.  Dann  vermehrt 
die  Coutact  -  Llektricitat  die  Kutvvickt-luug  des  Wasscrstoflgaseü 
nnf  eine  ausgezeichnete  Weise. 

9.  Besitzer  Ton  Voltascheu  Säulen  nus  einzelnen  Kn|ifer-  und 
Zinkplatten  tliun  am  besten,  dieselben  Paarweise  zusammeniiitben 
au  lassen.  Die  Säule  kann  dann  mehrere  Stunden  hindurch  mit 
atets  wuchsender  Wirkung  beuutzt  werden,  wenn  man  sie  oft  um- 
baut md  Mir  dafür  nnrgt,  dasz  die  Salmiak» Anfleaung,  die  jedes- 
mal aus  den  Tuchplattea  ansgedriekt  wird,  von  Zeit  zn  Zeit  durcb 
Zulegen  von  Salmiak  in  einem  gewissen  Urade  der  Concentratioft 
erhalten  wird.  Je  stärker  die  kupier-  und  Zinkplatten  o.xvdirt 
werden,  desto  stärker  wirkt  die  Säule.  Alan  thut  daher  gut,  z.  U. 
dift  6)iihfaimbn  Ms  an  einer  der  letnan  AafiteMwigiii 
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reo.  Das  Umlecrt^n  der  Pluttm  geschieht  in  wenig  Minuten,  da  es 
Wi  aulcben  Versuchen  nicht  an  hiilfreicliea  Uändeu  fehlt.  Sind  die 
Platte«  aiciit  saiMiiBenffelütbet ,  lo  kwn  die  Sanle  aor  Bin  Mal 
{jrebrauefat  werden  und  die  Platten  müssen,  ebe  sie  wieder  in  det 
Saulp  thatiflr  geiu  können,  zuvor  gereinigt  werden,  da  beim  Umle- 
gen das  Eintreten  von  naurer  AuÜüsung  zwischen  die  Platten,  die 
sich  immer  mit  blanker  Oberfläche  beröbren  sollen,  nicht  gut  ?er- 
■ledea  werden  kann. 

10.  Wenn  man  in  verdünnter  Schwefelsäure  kupferne  Sdipi- 
ben,  etwa  Kupfermünzen  in  Berübruujg  mit  Zinkstückeu  briiirrt,  so 
steigen  die  Wasserstoffhiäschen  des  Kupfers  am  Räude  nicht  verti* 
kal  anfnrftrte,  aondern  anf  einem  fifekrilainiteB  Wege,  alt  wenn  eine 
Kraft  vom  Rande  sie  nach  der  IVlitte  der  Scheibe  trioI)o.  Man  be« 
merkt  diese  Erscheinung  nucli  hei  der  unnhhangigcn  Auflösung  des 
Zinks  in  verdünnter  Schwefelsäure.  Muiuit  luuu  als  negatives  Me- 
tril  Platin ,  so  steigen  die  Bläschen  vom  Rande  vertikal  in  die 
Höbe. 

11.  Mit  einem  etwas  griissern  Magnete  in  Hufeisenforro  kann 
■an  die  durch  V  ertheilung  im  Eisen  hervorgebrachte  Anziehung 
•ad  Abttoasnng  des  gleiebartigen  ued  ungleicbartigen  Magnetianna 
auf  eine  recht  augenfällige  Weise  zeigen.  Man  legt  über  den  mit 
beiden  Polen  horizontal  gehegten  Magneten  eine  denselben  ganz 
bedeckende  («lastafel  und  an  die  Krümmungsstelle  parallel  der  durch 
die  beiden  Pule  gezogenen  geraden  Linie  etwa  3  wohl  abgedrehte 
Oflinfler  von  weicbeni  Blien  'Von  wenigstana  1  Linie  im  Ootcbmea- 
nr,  und  mlelMr  Länge,  dass  jeder  Cylinder  die  Breite  des  Huf- 
eisens überspannt;  dann  gehen  die  eisernen  Cylinder  /n  den  Polen 
Biit  beschleunigter  Kewegting,  eilen  darüber  hinaus,  kehren  zurück 
and  bleiben,  jedoch  iuiiucr  getrennt  von  einander,  in  den.  Stellnu'^ 
gea,  wnleba  dnreb  die  gegenseitige  Abatoanng  ibrer  gb  icfaartigen 
Mfegnntiaineii  vnd  der  ungleiobnrtigen  dea  Dichaten  Pole'  bedingt 
werden.  ' 

12.  Zor  BrÜnfernug  der  Magnete -Elektriettät  nebme  icb  % 
Dratbspiraleu  von  Kupter  mit  Seide  nnwiekelt.  Die  beiden  Enden 
jeder  Drathspirale ,  die  gerade  so  gross  ist,  dass  in  jede  ein  Pol 
eines  hufeisenfömiig  gekrümmten  Magnetstabes  ge^^tcckl  werden 
ksDD,  können  in  die  beiden  Ciueeksilbergetas&e  eines  Galvanometers 
fetanebt  werden.  Indeei  Man  die  4  Drabtenden  der  Spiralen  in 
gMgneter  Weise  mit  den  beiden  Qnecksilbergefasten  dea  Gnkane- 
Beters  korobinirt,  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei  gleiche  und  entge- 

ßeogesetztp  elcktriüchc  Ströme  sich  aufheben,  zwei  in  derselben 
icbtuog  fliessende  elektrische  Ströme  sich  in  ihrer  Wirkung  ver- 
doppeln, wobei  inmer  dieselben  dnreb  die  beiden  Magnetpole  er- 
regten Strfime  in  Anwendung  komm. 

13.  Wenn  man  ein  verkorktes  GlasgeffUm,  worin  etwas  Wasser 
befiodiich  ist,  in  der  Mitte  eines  Zimmers  auf  einen  Tisch  stellt, 
>o  bemerkt  man  nach  einiger  Zeit  an  den  den  einzelnen  Fenstern 
lenicbst  gelegenen  Stellen  des  Glases  einen  Niederschlag  des 
Wasserdampfei  in  tronfbarer  Gestalt  Stebt  ^as  Gefäss  in  der 
Näbe  ebee  Peniter»,  dnrcb  welebes  mn  die  Anaaicbt  auf  Gebäude 
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bat,  zwiicben  denen  freier  Himmel  bindnrchblickt,  so  bemerkt  man 
Jd  der  Form  der  Begränzung  des  Niederscblags  einen  Einflusg  der 
Cktnfiininitioii  der  lichten  and  dookeln  Stellen,  welche  die  AnMicht  - 

•  dee  rensters  bestimmen.  Steht  das  Glasgefäss  in  einem  Glaa* 
scbranke,  so  irewalirt  man  auch  an  der  dem  Fenster  des  Glas« 
Bcbradks  und  dem  nächsten  Stubenfenster  zugewandten  Seite  eine 
Verdichtung  des  Wusserdampfs,  weil  das  zunächst  befindliche  Fen- 
aler  des  Giaisehniiika  dttrcb  AaietrahlBog  der  Wirae  gegea  dM  er* 
kÜtete  Peniter  dei  Zimeri  abgekühlt  worden  ist. 

14.  Die  gewübniichen  Lut'tpumnen  reichen  bin,  um  selbst  hei 
einer  Tcieperatur  tob  R*  w  Wasser  snei  Gefrieren  sn 

bringen.  —  Man  stellt  über  die  Oeffnnog  des  Tellers  der  Luft- 
|»niDpe  einen  offenen  einige  Zoll  langen  Glas- Cylinder,  legt  darauf 
ein  (Jlirglas,  an  dessen  Kand  3  Wachskügelcben  geklebt  werden. 
Darauf  wird  etwas  Wasser  in  da»  llbrglas  gegossen  und  eio  zwei« 
tes  gleich  grosses  Chrglas  anf  die  Wachskügelchen  gedrHekt, 
dnrcn  man  eine  Wasserschicht  zwischen  den  beiden  Gläsern  eriixil; 

•  Giesst  man  nun  etwas  Scbwefelätber  in  das  obere  Ubrglas,  setzt 
schnell  die  Glocke  darüber  und  evacuirt,  so  gefriert  die  Wasser- 
scbicbt  in  kurzer  Zeit. 

15.  Dass  im  Iuftv4>rdünnten  Räume  eine  Lichtflamme  erliaebl» 
wird  ofienbar  durch  2  l'rsachen  hervorgebracht.    Schliesst  man  den 

"  Zusammenbang  zwischen  der  atmosphärischen  Luft  und  der  Luft 
der  Glocke,  stellt  auf  den  Teller  der  Luftpumpe  eine  kleine  Schaala 
mit  entsttndeteni  Alkohol  oder  Schwefelither  nnd  bedeckt  die 
Schaala  schnell  nit  der  Glocke,  so  erlischt  wegen  mangelnden 
Oiygens  die  F'inmine  sehr  bald  und  die  Glocke  hattet  fest  an  (lf>m 
Teller.  Stellt  man  die  \erbindung  zwischen  der  utmosphäriscLen 
Luft  und  der  Luft  der  Glocke  wieder  ber^  so  dringt  die  äussere 
Lnffc  hSrhar  ein.  In  den  meistehi  Fällen  wird  die  Liebtllaauie  schon 
dnreh  Verbreonnag  des  Oxygens  erloschen  sein,  ehe  noek  die  Lnft* 
verdfinnnng  dasn  beitragen  kann. 

16.  ^  In  der  Lehre  von  der  Elektricitit  ist  es  ehesAills  nicht 
genan,  wenn  man  sagt,  dass  bei  der  Entladung  verstärkter  Blektri« 

cität  über  Wasser  die  Kufrcln  des  Ausladers  erheblich  weiter  von 
einander  entfernt  sein  können,  als  ohne  dasselbe;  denn  es  kommt 
offenbar  auf  die  feiumme  der  Erhebungen  der  Kugeln  des  Ausladers 
iber  die  Wasaerflüche  an,  nnd  diese  Bntfornnng  wird  nuui  liendicli 
gleich  jener  ÜDdeo,  bei  welcher  der  Funke  einer  elektrischen  Bat- 
terie ohne  Hin/urif  hunp^  einer  Wassoriache  Ton  einer  Kogel  den 
Ansladers  aar  andern  überschlägt. 
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XXV. 

Neoe  Untersiichnngen  über  die  Bestimmung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  vermittelst  vier 

gegebener  Ueding^ungen. 

Herrn  Fr.  Seydewiis 

Oberlthm  am  Gymnuiun  tu  Hailigeaftadt. 


llff«,  au  mnyen  de  quatre  con«litions  donn^ea^  par  Jl.  AI.  Bnaa» 
choD  et  Poncelet'*  im  Ilten  Kande  der  (Jerg-onne'srliPii  Anna- 
les de  Matheoiat  iqu  cd,  pag.  205 — 220,  folgten  auf  eine  ähnliche 
Abbaiidiuag  in  8ten  Bunde  derselbea  Annalen,  in  ivelcber  Herr 
C«ste  BrifDcbon's  KoDatniktioDen  der  kegelschoilte  «of  den 
besondero  Fall  der  Parahel  angeivandt  hatte«  Während  aber  die 
letztere  für  uns  keio  Interesse  treiter  aU  das  von  rorollaren  dar* 
bietet,  welche  durch  Annahme  einer  unendlich  -  entfernten  Tangente 
uoter  fünf  BeiJingungs-EUuieDteu  »ich  uuuiiiteibar  tius  bereits  ge- 
Uistenr  allgeiiieiiierB.Av%aben  ableiteo  laaeeD,  entapricbt  die  eratera 
•nck  JetsI  noch  einea  wcseiitlidien  Bedilrfeiss  der  Wisaeeichuft, 
indem  die  allgemeinere  Aufgabe ,  ^  einen  Kegelschnitt  vermittelst 
des  Aoymptnten -Winkels,  m  beliebiger  Punkte  und  \  —  tn  heliebi- 
ffer  Tangenten  zu  bestimmen,  soviel  ich  weiüs,  nuch  nicht  zur  fc^r- 
kdigung  gcknmia  ift  lo  de«  Föl^^edeii  aolfen  dieee  Onter- 
tncbaogen  fortgesetzt  werden.  Vurher  aber  dilrfte  ea  aogemessea 
crsrbeinen  ,  die  in  jener  Abhandlung  enthaltenen  Aussagen,  deren 
Beweise  eine  recht  passendt!  l  ehnng  für  isicbüier  sein  werdeo«  bier 
kurz  ina  GeUacbtuiää  zurückzurufen.  *  , 


..  I#.akrs&tBe. 

0.  la  Jede«,  «tkei^^gleidlteitigen  Hyperbel  eidffesebrlekeaen 
Dreieck  ist  der  DiirebadiDitt  der  drei  Höhen  ein  Puhki  der  Curre. 

lu  jedem,  einer  gleichspitiffen  Hyperbel  eingeschriebenen 
recbtwinkligen  Dreieck  iüt  die  der  Uypot^nuae  eDt8|irecbeD^e  Uobe 
eine  Tanireate  aa  der  Curve.    '  * 


geat< 
III. 
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.  c.  Lefft  man  durch  jedeu  der  IMittclpuokte  zweier  Sehnen 
€iner  gleicnseitigeD  Hyperbel,  oder  auch  durch  jeden  von  zwei  be- 
liebigen FuukteU)  oder  durch  einfen  der  ersteren  und  durch  eioen 
der  ietxteren  besuglicb  eine  Parallele  mit  der  Sehne  oder  »t  der 
liarinonischen  Polare  des  anderen  l'unktcs,  so  geht  der  Kreis, 
welcher  diese  zwei  Punkte  und  den  Diirc  Ii  schnitt;  der  beiden  Paral- 
lelen enthalt,  durch  den  Mittelpunkt  der  Curve. 

'  f/.  Ist  vuii  drei  Funkten  ein  jeder  in  Bezug  auf  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  der  harmoDiielie  Pol  der  Geraden f  welebe  die 
beiden  anderen  enthält,  so  geht  der  durch  dieae  drei  Punkte  be» 
alimmtc  Kreis  durch  den  Mittelpunkt  der  Curve. 

€.  Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Diagonalen 
eines  vollständigen  \  ierseits  enthält,  geht  durch  die  Mittelpunkte 
der  dinteM  Vieneit  eitgescbriebenen  gleinbfeülgea  Hyperbela, 

f.  Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  -der  (legeoseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  cntiinlt,  PTcht  durch  den  Mittelpunkt 
der  diesem  \  iercck  umschriebenen  gleichseitigen  Hvjterbol. 

g.  Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
•  elnenei  Dreiecke  untebrieben  aiad,  liegen  aaf  dem  Umfange  dei* 

jeni^en  Kreises,  welcher  dnrdi  die  Kusspunkte  der  Höhen  diesea 
Dreiecks  geht,  und  der  zugleich  auch  die  drei  Seiten  und  die  Ab- 
stände der  £cken  von  dem  Höhenpunkte  dei  Dreiecks  bälCtet. 

Aufgaben, 

welche  durch  diese  Sätze  gelöst  worden  sind: 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  sn  beschreiben,  von  welcher  man 

«r)  3  Punkte  und  die  Tangeute  in  einem  derselben;  l)  2  Punkte 
und  die  Tnns»enten  in  beiden;  c)  2  Punkte,  die  Tangente  in  einem 
dieser  Punkte  und  irgend  eine  andere  Tangente;  d)  4  Punkte; 
€)  3  Punkte  und  eine  oeliebige  Tangente ;  f)  4  Tangenten  kennt. 

f.  1. 

Sind  (T^.  IT.  Fig.  1.)  Bf  die  Asymptoten  einer  beliebi« 
gen  Hyppfhel,  und  «r<7,,  tö^  zwei  beliebige  Tangenten  derselben, 
welche  den  ersteren  bezüglich  in  <jr,  b\  ^,  begegnen,  so  sind 
bekanntlich  die  Geraden  aüx  und  a^b  parallel,  und  man  bat  dem- 
nacb ,  wenn  ndcb  dnrcb  den  IHirdbacbnitt  C  von  tm^  nnd'  Id^  die 
Gemden       €^  mit  den  Asymptoten  parallel  gesogen  werden; 

alio  ^ .  4i=s4a«,  wd  mnobt  nM»  ^=9^^  iit> 

Sm :  saz=Sp  .  {Sp  -i-pa)  :  sp  ,  {$p  — pa)  = . 

fm.ipö-i-Sp)  :  pa  ,{p6'-ip)ss 

die  Tier  Punkte  a,  «,  6  nnd  demnach  auch  die  vier  StrnMeB 
CS,  Ca,  Cäy  Cb  sind  harmonisch;  und  da  dos  Nämliche  von  den 
vier  Strahlen  CS,  Cp,  Cm^  Cg  gilt,  weil  Cq\\Sp  und  Sp^np\ 
du  ferner  zur  Bestimmung  der  ditruhlen  Cp  und  Cq  der  Punkt  C 
und  die  bloiae  Ricbtnu  der  Asymptoten  binreicben,  wd  de  ili« 
Lege  iweier  Slrablen  €9,  €•  vellkeMea  b^rtimat  iat«  wem 
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mit  jedem  Von  zwei  gegebenen  Linieopaareo  iiarmooiseJt  sind,  so 
erbaiteo  wir  ditm 

Sals  1. 

Die  Hittelpunkte  aller  Hyperbeln,  wclebe  swer  ge* 

ifcbRoc  Geratie  berühren  und  nach  denselben  zwei  un- 
e  nd  1  icb>eo  tf  e  r  n  te  n  Punkten  p^ehen,  g-c  hören  einem  Sy- 
afceme  von  zwei  geraden  Linien  an,  welche  sowohl  mit 
deo  beiden  gegebenen,  al«  mit  des,  ren  ibrem  Dereh* 
»ehnitte  nacb  den  aeendlich-eotfereten  Pnnkteo'geheo«» 
4eD  Geraden  harmonisch  sind. 

Wir  können  das  in  Rede  stehende  Sysicm  zweier  Geraden 
Jeicht  vermittelst  des  blossen  Lineals  und  eiueü  l«.sten  Kreises  con- 
stnttrai«  SM  e&ailieb  (Tat  IV.  Fig.  2.)  die  |.ioieo]iaaTe  CW,  Gr, 
und  €$t  gegeben,  und  ist  eine  belicbijs^c  Gerade  ^  ffezogeo, 
welche  von  ihnen  in  den  cnfs|»reoheii<Jf  n  Punkten  «r,  ;  o,  p^c- 
sclinitten  wird,  so  verbinde  man  die^e  l'unktc  mit  einem  beliebip^cn 
Punkte  B  des  Uülfükreises  durch  die  Geraden  0,  a,,  welche 
iba  «am  sweitenaMl  io  dea  eatsprecbeadea  Ptaaktea  a,,  /?, 
aebneiden;  zjehe  sofort  «die  Geraden  a/9  und  a,/?,  oder  und  b'^^ 
welche  sich  im  Punkte  nnd  die  Gi^rr^den  a|9,  und  f<,/9  oder  b^ ^ 
and  welche  sieh  im  Punkte  kreuzen;  ziehe  endiicli  die  (>c- 
rede 

**oßoi  die  dem  ^Kreise  in  den  Punkten  y  und  begegnet,  und 
verbiade  die  letsterea  mit  ^  doveb  swet  Oerade  e  oad  Ci,  welche 
die  Gerade  ^  in  den  gleichnamifi^en  Punkten  schneiden»-  Zuletzt 
ziehe  man  die  Geraden  Cc  und  f^c,,  so  Bind  dieselben  lowehl  mit 
Ckf,  Ca^^  als  mit  Cb^  Cb^  harmonisch. 

Denn  sieht  man  noch  die  Geraden  «/,  m/,  und  a,^,  a,^,  oder 
'4^,  e%  und  ^o>  "0  eind  der  Eeibe  nach  folgende  Doppelw 
bftltaisse  einander  gieieh: 

.  be  ^  h^c  sin  .  bc  ^  sin  .              sin  .  b^c^      sin  ,b^^c^ 

•»«K  ^^  'biCt  «In  ,Ätf| ''sia.*,'C,      iin.d^,  *  «ia.Ä^jC«»,  v 

-^'i^            .  ßoY  rin  »^'o^o  .  sin  .  bpCp        sin  .  b^e  ^  sin  .  bc 

^ttYx  '  ßoY^  .'SnJXV'»  '  sin  .^t^j» .  ^  ein  .^^c,  '  sii^,^^  . 

oder  mit  Worten:    Es  si^d  der  Reihe  nacb  die  Gerade  die 
Strablbilacbel  B,  a,  die  Gerade  a^ßo,  die  lätrablbnachel  «i,  und 
^e  Gerade  A  in  Aneebung  der  enUpreebenden  Hlemente  6,  e, 

Ä,,  c,;  b,  c,  c\;   //".  r",   //",,  r",;   a„,  c,„ 

^o»  <^'o>  ^11  ;  ^^i'  O  projoktivisch;  folglich  ist  aucli 

die  Gerade  A  mit  sich  selber  in  Aut«ehung  der  entsprechenden  > 
Punkte  6^  c,  nnd  ä,,     ^,  r,  projektiriaeh;  also  6c  :  6e^* 

sssifC  :  und  ebenso  zeigt  man,  dass  ac  :  rrc,  =za^c  :  tf,r,, 

woraus  folgt,  dnss  auch  die  8trahlbüschel  Cb^  Cc^  Cb^,  Cc^  und 
6«,  Cc,  ^V/,,         beide  harmonisch  sind.  (Vgl.  Stein  er's  Abb. 
Keom.  Gest.  f.  17.  11.,  §.  '16.  III.  und  Geometrische  Koo- 
-ntrnkttonen  §.  20.,  Aufg.  4.).   ^  «  > 

V!  Für  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  d^  Asymptoten- 
aMThkel  ein  rechter,  folglich  (Taf.  IV.  Fig.  U  ^  aeokrecbt  auf 
d|i  nnd  W.  JSii^sB,  W.  mQ>\  alie:  . 

15* 
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Die  MitUlpottkt«  aller  gl eiebieitigeo  Hyperbelo, 
welche  swei   gegebene   Gerede    berftbren   und  derea 

Asymptoten  einerlei  Ricbtungm  haben,  gehören  eines 
Systeme  von  zwei  geraden  Linien  nn,  welche  mit  den 
beiden  gegebenen  Gerudeu  barmuuiscb  siod,  und  mit 
einander  Winkel  bilden,  die  aeeb  dieeea  Riebtnngea 
•bin  cebälftet  werden. 

Anmerkung:  Nimmt  man  auf  der  Verlängerung  von  Qp 
einen  Punkt  Man  an,  dass  Mp  .  Cp  ap  .  hp  Sp^  z=i  np"^  ^  so 
ist  XMpaoo  ^Cp6i  und  ^Mpl*  co  ^Cpu\  also  W,  aMp=i\S,  Cip 
«nd  W.«^sssW.ir^;  tolglicb  auch  W.  «j^ssW.  a^JTsdsü»  . 
und  W.  akb  =  W.  mp€-=z  R.  Demnach  ist  M  der  Höhenpunkt  dea 
Dreieks  Cab,  Ferner  ist  W.  if/ÄC  ein  rechter,  weil  Mp.Cp^Sp*^ 
und  es  ist  MS"^  Mp  .  MC-=:  Mk  .  Mb.  Beschreibt  man  also 
um  M  mit  ldSz=L  Mm^  als  Uulbuiesser,  einen  Kreis,  welcher  Ca 
in  T  nid  #  schneidet,  ae  iat  äiT*=:liH*saMä ,  ala** 
.W.  il#7%=:W.  Mthz=R,  Deipnach  sind  niebt  Mr  CS  und  €9^ 
sondern  auch  bT  nnd  bt  Tangenten  dieses  Kreises,  und  jede  Ecke 
des  Dreiecks  Cah  ist  demzufolge  der  barmooische  Put  ihrer  Ge- 
ffeunieite.  Aus  diesem  Grunde  nennen  wir  diesen  Kreis  den  2.u 
4ea  Dreteeke  Cmk^  (welches  imaer' iliaplviaklig  lein  mm), 
angabörigen  baffmaniacban  Kreit. 

Denken  wir  «nt  jetzt  drei  Gerade  c  gegeben ,  nnd  an 

ihren  Durchsclmitten  /?.  6' drei  beliehit^e  Parallelen  p,  p^ 
gezogen,  so  liegt  nnch  dem  Vorigen  lier  Mittelpunkt  einer  gleich- 
■eitigen  Hyperbel,  welche  die  Geraden  a,  b^  c  berührt  und  deren 
aine^  Asymiuote  ait  p^t  p^  einarie^  Riebtnng  bat,  aaf. einer  wnn 
twei  Geraden  S  und  #,  welche  nit  «  und  b  harmonisch  sind,  nnd 
einen  Winkel  einschliessen,  der  von  p  gehälftet  wird;  ebenso  aber 
auch  auf  einer  von  zwei  Geraden  und  und  wieder  auf  einer 
▼on  swei  Geraden  uud  welche  res^i.  mit  c  und  «r,  mit  a  und 
b  barmontseb  find  nnd  ait  einander  Winkel  bilden,  die  iran 
Ton  gehälftet  werden.  Diese  drei  Paar  Geraden  schneiden  sieb 
also  in  denselben  vtei  Punkten  (T,  er,,  (T,.  Femer  iit  van  den 
in  Tttf.  IV.  Ji'ig.  3.  näher  bezeichneten  Winlleln 

aber  da 

pip,  und  }IV,pS=zW.ps,  W./»,i»,=W./.,#„ 

so  ist 

W.  pJSsssW,  pß=sW.Pi9  and  W.jrAT^  a=  W.|»,i9,  ss Wr|»i#,| 

folglieb  ist  W.  SS^zsW.       and  es  liegen  deanaeb  die  vier 

Paukte  <r,  (T,,  «r,,  ff,  auf  dem  Umfange  eiues  und  desselben  Krei- 
ses«   fo  Bezug  auf  diesen  Kreis  aber  sind  oH'enliar  die  Krken 
JStj  C  des  von  a,  b,  c  gebildeten  Dreiecks  die  harmonischen  Pole 
ihrer  Gegenseiten}  er  ist  also  der  au  diesea  Dreiecke  sngekörige 
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Pf  Pf  P%  «MUutagig.  fiierMW  ergibt  wk  foigeniier  nerkwärdig« 

S«(t  3. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichteitigen  Ujperbeln, 
w^lek«  drei  gegebene  6ern4e  berühren,  liegen  nnf  den 
Ümfnnffe  einen  einzigen  Kreiaee,  nialieli  dea  knrmoni- 

scbcn  Kreises,  welcher  zu  dem  von  den  gegebenen  Ge- 
raden gebildeten  Dreiecke  geliört;  und  zwar  sind  jede 
vier  Punkte  dieses  kreises,  welche  ein  vollf tändigea 
Viereek  kiUein,  dennen  Gegenaeiten  mit  den  gegebenen 
Gernden  ^narweise  eonvergirea,  die  Mittelpunkte  sol- 
cher vier  gleichseitigen  Hyperbeln,  weIrVe  einerlei 
Asymptoten-Richtung  baben;  und  man  erhält  diese  Rieb- 
tUDg,  wenn  man  die  von  den  Gegenaeiten  jenes  Vierecke 
gebildeten  Winkel  bftlftet. 

Anmerkang:    Im  Obigen  liegt  zugleich  der  Bewein  des  Ton. 
Herrn  Heinon  im  3.  Bande  dcH  Crell  ersehen  Journals  be- 
kannt geraacbtcu  Satzes,  dass  in  einem  krcisviercck  die  sechs  Li- 
nieopaare,  welche  die  von  den  Gegenseiten  und  von  den  Diagona- 
len gebildeten  WinkelbXlften,  drei  in  drei  pnrnllel  ilnd, 

Laasen  wir  nwci  der  an  eben  betrachteten  Geraden  <v,  ^,  « 

mit  einander  einen  Winkel  von  zwei  Rechten  bilden,  so  fallen  die 
beiden  Funkte,  io  welchen  sie  von  einer  liL'Iiebigen  gleichseitigen 
Hyperbel  berührt  werden,  mit  einander  und  mit  dem  Durcbscbnitte 
beider  Geraden,  nfain  n^t  eine«  gegebenen  Pnnkte  nnraaieMn.  FftUt 
nifeai  Ton  diaaea  Punkte,  z.  B.  Jff  eine  Senkracbie  auf  die  dritte 
Gerade  a,  und  errichtet  im  Durchschnitte  von  a  und  ö  (oder  c\ 
auf  b  (oder  c)  eine  zweite  Seukrecbfe,  so  stellt  der  Durchschnitt 
dieser  beiden  iiieokrechteo  auch  jetzt  noch  den  Mittelpunkt,  und 
4er  Dnrebaebnitt  «en  nbA  6  einea  Punkt  den  f.  1.  und  4.  2^  be* 
n^ebenen  Kreises  fnr»  nnd  wir  erbnlteui  aU  Cerollar  den  veri- 
l^n»  neeb  folgenden 

Satz  4. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleicbseiti^gen  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  und  zwar  die  eine  iu 
einem  gegebenen  Pnnkte  berflbren,  liegeik  nnf  dem  üin* 
fange  eines  einzigen  Kreises,  welcher  die  letstere  im 

Durchschnitte  beider  Ccraden  berührt,  und  dessen  Mit- 
telpunkt auf  derjenigen  Senkrechten  liegt,  welche  aus 
dem  auf  der  einen  gegebenen  Punkte  auf  die  andere  Ge- 
rade gefallt  wird. 

Die  drei  letntem  Sitae  genigen  nea  aar  AnlUtoaag  folgender 

Aufc:«l»en: 

kine  Erl  eichseitige  Hvppritel  zu  bc  seh  rei  !>  e  n ,  von 
welcher  maa  ^)  2  beliebige  TaDgeoteu  und  eine  Asymp* 
tete;  Iß)  %  beliebige  Taogeqten,  dea  Beribrnngspunkt 
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der  einrn  iind  die  Richtung  einer  Asymptote;  c)  2  Tbd- 
geuteii  uud  ihre  Uerührungspunkte;  äj  ü  TaDgeuteo  und 
die  Riehtnog  einer  Asymptote;  e)  3  TangeBten  und  des 
BerahriiDgspaiikt  der  einent/)  4  Tangeolen  IteDBl. 

Bs  lassen  sich  nämlich  immer  iwei  Oerter  des- Mite elpunktes 
der  gesuciitrn  lIvporhoK  und  vermittelst  dessen  sodann  Alles  andere 
linden,  l  obrigcus  wird  mau  bemerken,  dass  die  Aufgabeu  47).  /j) 
uod  ä)  uur  besondere  Fälle  der  seboo  gelösten  allgemeineren  sind: 
a)  einen  Kegelsehnilt  zq  betohreiben  ^  von  welcoem  man  einen 
Ponkt,  drei  beliebige  Tangenten  and  den  BerUbrnna^punkt  <lev 
einen;  ^)  2  Punkte,  2  lielieliigc  Tnna:enton  und  den  llerührunir'^- 
punkt  der  einen;  f/)  2  Punkte  und  3  Tangenten  kennt.  Ferucr 
wird  man  finden,  dass  nickt  nur  die  Aufgaben  e)  und  sondern 
andi,  was  aie  sell^r'  nickt  bemerkt  nn  beben  eobeinen,  die  Anfgabta 
e)  vermittelst  der  von  den  Herren  Brian ch on  und  Ponccict  ent« 
dockten  Satze  ;tuf'p:olnst  werden  können.  Bilden  nrinilicli  7.wci  Seiten 
eines  uui  eine  ffleicbseitic^e  Hyperbel  beschriebenen  \  iersetts  mit 
einander  einen  Winkel  von  zwei  Rechten,  so  erhält  man,  wie  sehr 
leiebt  einsaneben,  «h  Snanln  sn  dem  oben  unter  e  nngnfiUirleH 
Seine  nocfa  den  lblg«mden: 

Satz  5. 

Die  Mittelpunkte  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  drei  gegebene  (jierude,  und  zwar  die  eine 
in  einem  gegebenen  Punkte  berühren,  liegen  auf  dem 
Umfange  deajenigtn  Kreiset^  weleber  die  Verbiirdnnga« 
linie  des  gegebenen  Punktes  nnd  dea  Dnrcbschnittes  der 
beiden  andern  (Jeraden  in  dem  ersteren  Punkte  be- 
rührt, u  n  <)  die  (i  r  i  1 1  e  (Gerade  7  u  m  zweitenmal  in  einem 
Funkte  schneidet,  welcher  zu  ihren  Durchschnitts  punk- 
ten mit  den  beiden  andern  Gereden  nnd  %m  dem  gegebe- 
nen Berührungspunkte  der  vierte  hiirmonineb^,  und 
SWar  dem  letztem  zugeordnete  Punkt  ist. 

TnJ  auf  äliuliche  Weise  liesaen  aicb  «na  den LebnStien  J^und 
g  noch  folgende  herleilen : 

Satx  6. 

Der  Mittelpunkt  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
bel, welebe  dnrcb  drei  gegebene  Punkte  gebt  und  in 
einem  derselben  eine  gegebene  Gerade  berührt,  liegt 

auf  dem  Tin  fange  eines  Kreises,  welcher  deti  let/ tereif 
Punkt  und  den  Durchschnitt  der  pi-egebencn  Geraden  mit 
der  Verbindungslinie  der  beidcu  andern  Punkte  ent« 
b&lt,  und  diejenige  Gerade  berftbrt,  welebe  nu  den  Vor» 
bindungslinien  oei  einen  mit  den  beiden  n-nderen  ge^ 
gebenen  Punkten  und  zu  der  gegebenen  Geraden  der 
vierte  Ii  nrmoniscbe,  uad  2 war  der .  letstereu  sugeord- 
uet«  Ötruhl  ist. 

.     8uti  7. 

Die  Mittelpunkte  niler  glelebaeltigen  Hyperbeln» 
«relthe  dnreb  twel  gegebene  Punkte  geben>  und  in 
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«inem  derselbeo  eine  gef^ebeoe  Gerade  berühren,  lie- 
fen auf  dem  Umfange  eines  eiozigeti  Kreises,  welcher 
ovr«h  deji  gegtbenen  Bertt^mogsDunkt^  dnreh  den  Fuss» 
finnkft  der,  tod  den  andern  gegenenen'Punkte  auf  die 

Scgcbcne  Gerade  gefällten  Senkrecliteii  und  durcb  die 
itte  des  Abstaudes  dej  beiden  gegebenen  Punkte  ypn 
einander  gebt. 

Endlich  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  in  den  Aufgaben/^, 
e)  und  c)  einer  der  Kreine,  der  zur  liestioimuug  des  lUiUelpunktes 
der  gesnehten  Karre  dient,  tieli  durch  eine  Gerade  eneUen  lieet. 

Denn  nach  dem  bekannten  Newton'scben  Setie  liegen  „die  Mittel» 
„punkte  aller  Kegelschnitte,  welche  vier  gegebene  Gerade  beruh- 
„ren,  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welclic  die  drei  Diagonalen 
„des  Tun  jenen  gebildeten  volUtäudigeu  Vieraeits  halftet}*^  und 
denunfolffe  „die  Mittelpunkte  niler  Kejf^elscbnltte,  welche  drei  ge* 
,,gebene  uernde,  und  swnr  die  eine  in  einem '  gcgehcncii  Punkte 
j^berüliren,  auf  derjenigen  geraden  I^inic,  welche  die  lefzlcre  Ge. 
„rade  und  den  Abstand  des  gegebenen  Punktes  vom  Duroiischniltc 
„der  beiden  anderen  gegebenen  Geraden  bälftet;''  und  endlich 
^Mm  HntisIpunkCe  niler  Kegelschnitte,  welche  xwei  gegebene  Ge. 

in  zwei  gegebenen  Punkten  berühren,  auf  derjenigen  gera- 
,,den  Linie,  welciie  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
,,deai  Mittelpunkte  de«  Abstandes  der  gegebenen  Punkte  von  ein- 
„ander  verbindet.** 

Anmerkung  1.  Vier  beliebige  Gerade  bilden  vier  Dreiecke; 
also  liegen  die  Mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  wekbe 
diese  vier  Gemden  heriibren,  nadi  Sets  3.  wf  den  Umfangen  der 
vier^  diesen  Dreiecken  zugehörigen  harmonischen  Kreise«  Verhin* 
den  wir  bienuit  den  Lehrautn  4  und  den  Mewten'aehen  Sntt»  so 
ergibt  sich:  . 

Snti  8. 

Die  Tier  harmonischen  Kreise,  welche  %n  den  ron. 
vier  beliebigen  Geraden  gebildeten  Dreiecken  gehören^ 
sowie  derjenige  Kreis,  welcher  die  Dnrchschnitte  der 
Diagonalen  des  von  diesen  vier  Geraden  gebildeten 
Tollständigen  Vierseics  enthält,  haben  diejenige  Ge* 
rede,  weiche  diese  drei  Diagonalen  hälftet,  zur  gemein* 
■ehnftliehen  Seknute. 

Zugleich  begegnen  wir  hier,  zunScbst  für  stumpfwinklige  Drei* 
eeke«  dea  von  Aerrn  Hei  neu  nn  der  schon  nngelilfarten  Stelle  he- 
wioienen  Sntse: 

Satz  9. 

Die  Höhenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche  von  vier 
beliebigen  Geraden  gebildet  werden^  liegen  in  einer 
geraden  Linie. 

Anmerkung  2,  Die  Aufgaben  e)  und  .c)  führen  zu  ähnlicheu 
Sitsen,  nU  die  vorigen,  von  denen  sie  im  Grunde  nur  hesondere 
FiUe«ind. 

Ani^erkniig  H  Ann  f.  1.  An«nrk«  «od  f«  %  «gibt  lieb 


■ 
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Sntz  10,  - 

Konstruirt  mna  die  vier  harmoDiacben  Kreise 
C\  O,  welche  resp.  zu  den,  von  vier  beliebigen  Geraden 
a,  c,  d  gebildeten  (stumpfwinkligen)  Dreiecken  bcd^  acd^ 
abd^  abc  gehören,  und  zieht  ttUi  den  Kcken  ab^  ac^  be 
•toee  beliebigen  dieser  Dreiecke  an  die  zu  den  drei  an« 
derea  gebörigeo  baraiODiecbea  Kreise  C,  B,  A  (wo  mög« 
lieh)  drei  Tangentenpaare,  so  schneiden  sich  diese  letz- 
teren gegenseitig  in  vier  Punkten,  und  diese  vier 
Punkte  liegen  auf  dem  Umfange  des  zum  erileren  Drei- 
ecke mbe  iageb5rigeB  barnaaiscbeB  Kraisai  D* 

f.  5. 

Durch  den  3teii  Satz  werdca  wir  auch  noch  in  den  Stand  ge. 
setzt,  für  den  Fall^  wenn  drei  Tangenten  und  ein  beliebiger  Punkt 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben  sind  —  eine  Aufgabe,  welche 
in  der  genannten  Abhandlung  ganz  unerledigt  geblieben  ist  — 
eiaeo  Kreia  an  seicbnea,  welcher  dea  Mittelpnakt  deraelbea  eat» 
hält.  Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen»  einen  andern  zweiten  Ort 
dieses  l^littelpunktes  zu  entdecken,  als  denjenigen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Mittelpunkte  aller  K»  golschnitte  enthält,  die  3  gege- 
bene Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebcuen  Punkt  gehen. 
(Siehe  Aanalea  de  Math.  ton».  XI.  pag.  385—389). 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  wenn  von  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  zwei  Tangenten  und  zwei  beliebige  Punkte  grsrrhen  sind, 
so  sehe  ich  mich  genöthif^t,  denselben  einer  he<;nndprn  Llntcrsiiciinng 
zu  uuterweHen,  weil  sieb  hier  in  die  Abhandlung  der  Herreu  Brian- 
cboB  «ad  PoBcelet  eine  Unriebtigkeit  eingescbliebea  bat,  welche 
durch  l^errn  Gergonne  selbst  noch  verschlimmert  worden  ist. 

Erstere  behaupten  nämlich  p.  *1S  ohne  Beweis,  dass  jÜr  Mit- 
,.telpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  zwei  gegebene 
„Tangenten  berühren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  auf 
„eiqein  einzigen  Kreiannfange  liegen;'*  und  bienoit iibereinitini- 
■lend  pag/ 219:  „dass  die  Mittelpnakte  aller  Kegelschnitte,  welche 
y^awei  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
,,gehen^  j.uf  einem  andern  Kegelsrliuitte  liegen,  welcher  den  Durrli- 
„schuitt  der  beideu  gegebenen  Geraden,  den  Mittelpunkt  des  Ab- 
^atandes  der  beiden  gegebenen  Punkte  und  den  Mittelpnakt  dea 
„durch  die  erateren  auf  der  Verhindungalinie  der  letsteren  beatisB» 
,iten  Segmentes  enthält." 

Dagegen  komuit  Herr  Gergonne  in  demselben  Bande  pag.  3^)3 
durch  analytische  Betrachtungen  zu  dem  Resultate,  dass  der  letz-  ' 
tere  Ort  weder  ein  Kegelaehnitt,  noch  ein  ISyatani  van 
Kegelacbnitten,  sondern  eine  Curve  vom  4ten  Grade  aei.  — 
Wir  werden  sehen ,  dass  im  ersten  Satze  ein  System  von  zwei 
Kreisen,  und  im  letzten  allerdings  ein  ^yslem  von  zwei  Kegel- 
schuUten  zu  setzen  ist,  was,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  synthe- 
tisch bewiesen  worden  ist,  und  eine  nässende  Gelegenheit  darbietet, 
die  Vorzüge  der  Stelber'schen  Methode  an  einem  Beispiele  an 
aeigen. 

Es  seien  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  /?,  B b  vier  belielMirc  Punkte 
eines  Kegelschnittes,  Bd^  B^e  die  Tangenten  in  B,  B\^  welche 
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T«D  der  Geraden  m$  im  den  ^  Punkten  r/,  c  ^eiehDitten  werden i 
ferner  seien  die  Geraden  Bmi  iM,  i9,«r,  i^i^  gezogen?  In  lind, 
oacb  Steiner's  Abh.  geom.  Gest.  Theil  I.  f.  38.  III.  die  StrahU 
büscbel  ß  und  ß^  in  Ansehung  der  entsprechenden  Strahlen  jBa, 
Bb,  Bd,  BB^  und  Ä.a,  B,b,  B,B,  B,c  projectivisch;  da« 
erstere  aber  ist  mit  der  Geraden  ab  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den EleinentiB  it«,  My  ßO,  BB^  nnd  a,  b,  d,  f\  nnd  dan  tweito 
mit  dprsflheii  Goraden  in  Ansehung'  der  entsprechenden  Elemente 
B^a^  BJt,  B^B^  B und  a,b,f^c  perspektivisch;  also  ist  diese 
Gerade  mit  sich  selber  in  Ansehung;  der  entsprechenden  Punkte 
b,  d,  f  und  49,  b,  f^  c  projektivisch;  (Abb.  ge o m.  G est.  11. 
IIL)  d.  b. 


% 

also  uucb 


Sind  also  die  Punkte  «,  li^  und  die  Tangenten  Bd^  B^c  gegeben, 
na  sind  die  Verhältnisse  ^  nnd  .^,  nnd  somit  der  Punkt  gege* 

ben.    Offenbar  aber  gibt  es  auf  ab  zwei  solche  Punkte,  nftmliob*/ 
nnd        wovon  der  eine  auf       salbst  und  der  nndm 
Verlängerung  liegt,  und  es  ist    .  ' 


Also  •  knt  ans  den 


Snti  11. 


Die  Berührnngssehnen  nller  Kegelschnitte,  welche 
swei  gegebene  CJeratle  berüliren,  and  dnrck  sw«i  gege* 
^eee  Punkte  gehen,  convergiren  In  dem  einen  oder  dem 
•  ■'deren  von  zwei  festen  Punkten,  welche  sowohl  mit 
den  beiden  gegebenen  Punkten,  uls  mit  den  Durch« 
schnitten  der  Verbindungslinie  dieser  letzteren  und  der 
beiden  ^t^th^tt^n  Gereden  barmoniaeli  sind. 

Verbinden  wir  jetzt  die  Punkte  f  nnd  /\  mit  dem  Durclip 
schnitte  A  der  bcit!(  n  Tangenten  durch  die  Geraden  Jf  und 
so  ist  jede  der  letiteren  die  barrounischc  Polare  des  Punktes  fy  y,, 
welcher  der  anderen  angehört,  und  zwar  in  Bezug  anf  alle  ^^Kel* 
odinitfe,  deren  Berfibrungssehnen  durch  diesen  Punkt  gehen.  Wir 
koMieo  also  hier  den  obigen  Lehrsatz  c.  in  Anwendung  bringen. 
I^^'gt  mrm  nrimlich  durch  »lic  Mitte  m  der  Sehne  «//  /.  H.  mit  A/^^ 
eine  Parallele,  und  durch  den  Punkt  /  mit  ab  eine  andere  Paral- 
lele — ,  so  liegen  die  Mittelpunkte  alier  gleichseitigen  Hyperhein, 
«i^elebe  die  Punkte  •  nnd  b  eothaUen  nnd  die  Gernden  Ae  nn4'A4 
berühren,  nnd  zwar  so,  dass  die  Berührnngssebne  durch  den  Punkt 
/gebt»  wt  dem  Oafiuige  desjenigeii  «reiietv  w^lelwr  4ie  Punkte 
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PH  /«Bd  4Mi  D«rchMfcBi«t  MAer  Panlleteo  «atbill^  4.  b.  hiw,  w 
die  ein«  Parallele  mit  mlf  zuMBiitafiUll  —  welcher  die  andero  Pe* 
r«l}ele  im  Puaku  m  beräbrt. 

Sutr  12. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welclie  zwpi  pcpp^ebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen,  sind  auf  die  Liulauge  zweier 
Kreise  vertbeilt,  welche  1)  sicKia  Uittelpaskle  des  Ab» 
Standes  der  ^^egebenen  Pnnkte  ven  einaDtter  sebnciden; 
welche  2)  dicselho  l-inic  zum  aiidcrnmni  in  zwei  Punk- 
ten treffen,  die  sowohl  mit  den  gec^chencn  Punkten  als 
idiit  den  Durchächuittcn  ihrer  Verbindungslinie  uud  djcr 
gegebeeeD  Geraden  barmoaisteh  sind,  nad  deren,  jeder 
3)  im  ersteren  Punkte  eine  Gerade  berührt,  welche  lait  , 
der  V  erbind  unofslinie  des  ihm  %'on  den  beiden  letzteren 
nicht  antroliiiriiren  Punktes  uud  des  p;-enseiti  g^eoiDurch- 
scbnitteii  der  gegebenen  Geraden  parallel  läuft. 

ÜBi  BOB  ancB  den  xwetten  Tbeil  unserer  Bebaaptnog  c«  be« 
weisen,  so  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gerade  j4A:^  welche  ^-i  mit 
der  Mitte  der  Sehne  /?/?,  verbindet ,  nach  dem  Mitfelpuokte  des 
Kegelschnittes  gerichtet  ist,  welcher  ylf/,  Ac  in  H,  //,  berührt. 

Legen  wir  ferner  durch  einen  der  letzteren  Funkte,  z.  Ii.  /f,, 
Mit  ah  eine  Parallele  ß^Pi  ziehea  Bö  foder  Bm)^  Welche  ß^p  in 
p  schneidet,  ferner  durch  einen  der  Punkte/*,  i«  B. die  Ge- 
rade fp,  Avelche  ^4d  in  r,  und  sofort  «r,  welche  B^p  in  q  schnei- 
det: so  liegen  im  Fünfecke  ß^Böatf  die  Durchschnitte  f  und  p 
der  Gegenseiten  B^ß  und  ab,  B^a  und  Bb  mit  dem  Tunkte  r, 
wo  die  fünfte  Seite  von  der  dareh  ihre  Gegenecke  ß  fj^hendeii 
Geraden  ßd  geschnitten  wird, -in  einer  Geraden;  aUo  ist,  nnch 
Ahh.  geoMi.  Gest.  4*2.  II,  dieses  Fünfeck  einem  Ke<;i'|schnitte 
eincreschriehen,  welcher  ^-iä  in  B —  sowie,  weil  B/i^  durch  /' 
geht^  j4c  in  B^  —  berührt.  \  erbinden  wir  aUo  die  Mittelpunkte 
m  aad  i  der  Sehnen  ah  und  ß,^i  oder,  was  einerlei  ist,  den  einen 
BS  nat  dem  Durchschnitte  »  voa  ß^d  und  a^,  durcli  die  Gerade 
«fW,  so  geht  auch  diese  letztere  nach  dem  Mitteljtunktc  des  Keppel- 
Schnittes  BB.ah.  Foip:licli  liegt  dieser  Punkt  in  Durcbscbiutle 
der  Geraden  An  uud  mti» 

Naehdea  wir  iekst  noch  die  Gerade  Ak  parallel  mit  ßß^  ge- 
aogen,  so  dass  Ak^  Ac^  An^  Ad  eiaea  harmonischen  Büschel  hiU 
den;  denken  wir  uns  die  IJcrüIiruiii^ssehne  /?//,  um  den  festen 
Punkt  /'  gedreht  und  liiemit  die  gauze  Figur  unter  den  angegebe« 
nen  Bedingungcu  in  Bewegung  gesetzt^  so  bilden  die  Geraden /'/f^ 
Aß:^  Am,  B^f/,  fp,  bB^  bB^,  aa,  oB^^  aßt  mm  um  die  enU 
sprechenden  festen  Punkte  y»  "^i  ^%  den  unendlich -entfernten 
Punkt  auf  ab,  f\  />,  //.  «r,  m  eben  so  viele  StrablbÜBchel, 
welche  wir,  um  die  Figur  nicht  zu  Uberlodeo«  durch  die  erseugcn» 
den  Geraden  selber  bezeichnen  können. 

NttB  sind  die  Sürablhüschel  fß  nad  Ak  projektiviscb- gleich, 
imd  die  StcaUhüBchel  Ak  BBd  A»  siad  eheafails  projektiTMcb  *). 
Dbbii  es  iat      .  « 


*)  'IJod  swar  hUdsa^sis  sin  JjcvQlniioos-äjrsteai«  Setst  BNm  an  die  StsUe 


I 
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sin  .  B.4n           «in  .  BAk       ,  sin  .  BAn^           «in  ,  BAi\ 

•ST^TÄ""  tin.^,^       sin  .  ß^dn^  sin.^.JF.* 

wenn  ^«»^  und  Jl^i  zwei  älinlicbe  Gerade,  wie  Jfi»  und  j^Jb  be- 
iciebocB;  also  ist  weh 

■ 

sin  .  BAn.    sin  .  BAn%         «in  .  BAk     sin  .  BAk. 

xin   BtJn  '  siu  •  B.An,.      siu  •  ß,dk  '  siu  .  B.AkC 
.     :    I'  •  r  - 

Folglich  sind  die  Strahlbüsclicl  fB  und  .^^/^  projektivisch. 

Ferner  liegt  der  JStrahlbiiscIiel  fB  sowohl  mit  üB^  und  2^,^, 
aU  mit  /^/f  perspektivisch.  Kulsrlich  sind  die  Strablbüschei  B 
und  bß  projektivisch,  und  zwar  jierspektiviscb,  weil,  wenn  B 
■it  «6  xosaflinienfS&lity  dasselbe^  aueb  von  gticl  (f.  14).  Dau- 
balb liegen  auch  die  Strahlbüschel  B^q  und  fjt  perspektivisch^  in- 
dem p  eine  Gerade  beschreibt,  und  da  auch  die  Strahlbüschel  fp 
Uöd  aq  wegen  des  perspektivischen  DurcliscIuiittPH  .-///projektivisch 
&ind,  ho  sind  der  Reihe  nach  die  StrahlbiLscIiel  fB,  B^g.  fp, 

4gq,  also  aneb  bB^  mit  0^,  und  beide  mit  fB  projekdTisch«  PSIIt 
aber  so  fiUlt  auch  aq  mit  ab  svsammen;  also  beschreibt  der 

Punkt  t  eine  s^crnde  f.inio,   und   nun  sind  der  Reihe  nach  die^ 
Strahlbüschel  ms^  hB^^fB^  An^  also  auch  «'.1«  mit  An  projektiv 
viscb.    Also  beschreibt,  nach  Abb.  geora.  Gest.  §.  38.  IV.,  der 
BerebBcbeitt  M  dieser  Geraden  dnen  Kegelsebnitt,  der  dereb  en»: 
id  hmT  die  Mitte  voo  4a  gebt.  . 

Satz  13. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kegelhclmittc,  welche  zwei 
irep^ebcne  Gerade  berühren  und  durcii  zwei  gegebene 
Punkte  gehen,  sind  auf  die  Umt'änge  zweier  kegei* 
eebaitte  rertbeilt,  welcbe  mit  einander  den  Dnrcbscbnitt 
der  gegebenen  Geraden,  die  Mitte  des  Abstandes  de# 
gegebenen  Punkte  und  die  Mitte  des  Segmentes,  das 
uut  dieser  Linie  durch  jene  (»eradcn  betitiinint  wird^  ge- 
mein  baben^  und  zwar  ist  der  eiue  oder  der  andere  die- 
■er  swei  Keffelscbnitte  so  verstehen,  j,e  necbden  die 

t'edesmalige  BerühruDgssebne  zwiscben  den  gegebenen 
^unkten  bindnrcbgeht»  oder  nicbt. . 

*  '  " ' 


des  Systems  zwrirr  Geraden  Ac^  Ad  einen  bfliobipeii  Kepplsrhiiitt ,  so 
sind  auch  jetzt  nucU  die  Str«blbüscbel /ff,  Ak  und  An  der  Reibe  nach 
projektiViscb  -  al»u  beschreibt  der  Ponkc  It  einen  lCegel8dinilt,*i!re1ab^ 
durch  den  beliebig  angenommenen  festen  Punkt  f  und  durch  den  Mit- 
telpunkt A  des  ersteren  geht.  Soviel  als  galegentlicite  Bemerknng  sa 
Seite  4ti2  des  2t«a  Theiles  des  Archivs.  - 


XXVI. 

Ueber  die  bObern  Differentiale  der  FooctloD 

•  - 

Von 

dem  Herausgeber. 


Um  die  Begriffe  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  da<;8  a* — d^op* 
eine  positive  Grösfie  sein  soll,  so  il«M  y  reell  ist.  Ferner  nelftneo 
wir  an,  dans  in  der  Gieicbuo^ 

*  _ 

die  Ouadratwarzel  positiv  genommen  werden  and  a  eine  poiHlfe 
GrÖMe  sein  loU.   Unter  die«er  VorauaseUuog  köuoeii  wir 

Mtm»  Biid  im  iNU  naek  4»m  Voribergebeoden 

aUo  auch  1  eine  positive  tirusae  ist,  so  kann 

^=sio  e 

Sesetzt  und  0  zwischen  — ^tt  nnd  «^Itt  genommen  werden,  wo 
ann  cos  0  btets  eine  positive  GröMe  ial.   Dica  vorausgeaetst,  ist 
nach  den  Obifi^eo 

yz=a  cos  0.  ^ 

Ana  der  Gleitbvog 

bx 


81 


in  0  =  — 


folgt,  wenn  bm  nack  «  differeatiirt, 


«r  ain  e      d  sin  9   iTO  ^  dB  6 


UBd  folgliek 
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Am  A«r  GMdiang 

y=-a  cos  0 

«rliilt  aan  Awnk  OiÜBfwitiiiti«»  weh  » 

■ad  folglich  nftck  dem  Vorliergeheo4«a 

^s=  — ^  cos        sin  0  =  — Ä  UDg  0. 
Diffiwtviiirt        tod  Neaen  nach  erhält  »mi  ' 

^eoee-»— *^eee.ar«iiB  ^*  . 

ss«-.^  eoa  e-^eoe  e**Mb  co« 
Wttebft  Moer  DiAraitietie«  aaek  ^  erhiU  ma 


^  s=  —  «oe  «r-*  .  ^ 

s=s  — ~  CO»  0-^  lia  0. 


DiSerentürt  man  nun  wieder  nach  je,  bo  ergiebt  sieb 

d  sin  d  '  dO  ^  ^  cor  S  de 


Ä— y  eoa  ^^""^      ®^  ® 

=  — i?  «0«  Ö-7(3cüs  0>  +15«n  0») 

Ä— ^  CM  0-'(3-i-  12ein  0»). 

ergiebt  neb  dnreb  neue  Differeatiation  nach 
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'  TA«         _  ^  ^  d  cos  <9  <fi9 

— ^  cos  ^  sin  e(3  +  l2tio 
SS         cot        nn  ^Slcoi  ©•H-21-h84«B  ©•) 

=  — ^  cos  e-9  lin  6(45+40  tio  B*). 
Dnrcli  fernen  Differentiation  nacli     erhält  mn  biereu 


a* 

eoi           eon  e+180  ein  0*  con  B)  ^ 

«♦ 

€01  e-w  eltt  9^(4!^ -4- eo  sin  0») 

de 

dx 

C08  0-*(45  +  m  ihi  ^^)' 

cos         sin  ©'(45  4- 60  sia 

• 

cos  0-"(45  cos  0'  +  180  sia  G"" 

cos  0* 

+40»  sin  e*+540  sin 

cos  eHii(45  +  540  sin  ©'+360  sin  0*). 

Differentürt  mua  von  Neuem  nach  a:,  so  erhält  man 

• ."     ■  ' 

Ä  aes  — ^  OOS  e-iHlÖSO  sia  Q  cos  O     1440  sin  ©•  coi  Q)  ^ 

-  iHl  cos  0-w  Bin  0(454-540  sia  0»  4-360  sia  0*)  ^ 

s-^^  eos  0-11(1080  sin  0  +  1440  sin  0') 

'  ^!2|^  eos         sin  0(45+540  sin  0*  +  36O  sin  0«) 

_  ^  eos  0-1»  sin  0(1080  cos  0*  + 1440  sin  0*  cos  0« 

+  405  +  5040  sin  0*  + 3000  sin  0«) 

CM        sin  0(»7$+O3OO  sia  0>  +  85aO  sin  0«> 
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Uni  das  Gesetz,  welchem  die  getundeDen  Ausdrücke  uiiter- 
vorfen  «sind,  besser  überseb^D  zu  köonen,  wollen  wir  dieselben  im 
Folgeodeu  oochnoU  sniMiMaittllMt  - 

yss«  eos  a 

Äs-— cos  0  1  sin  0  ' 

ctos  ^  sin  ^45  +  60  «im 

^ss  — ^  cos  e-V  lin  6(1575-|-<m>  «■  iw 
Himoi  icUiettt  mii  ■•gloicli  dorch  ladnctioa,  daw  «llc^mlD 


SU  I 

lia  f 


2n 

.  -^A^  sin  0* 

JEU       W.  - 
i        .         '  •        •  s» 

-f-        sin  0*»~* , 

Dod 

^^  =  -         CO!  ^*H4)  ain  ©I^^VXm« 

+  MD 

<  a»4-i''  _ 

ist 

ü«  dieses  Gesctx  allgemein  zn  bewciseo,  und  zugleich  das 
recurrireode  Gesetx  der  in  dieseo  Formeln  vurkommcDden  numeri- 

■eben  Coefgcienten  so  fiuden,  woUen  wir  #us  ^jg^  and  ^^^^^  r»" 


■F««'»ve  ^te^  entwickeln. 
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^  Aus  dem  obigen  Ausdrucke  von  erhält  mao  Dämlich  xu- 
vördcnt,  wenn  mv*  vod  Neuen  B«eb  ae  dilforeatii^t  leicht: 

2m  2h 


I 


^5  ==— *(~)*^*     e-<*^.«|2^,  litt  d-i^.  «o  © 

II.  tr. 

in 

.-f-<<^,  sin  0* 
u.  a.  w. 

-h-^-l  BIO 

^(i)*.  coB  ^^«IJU,  sin  e^JkX  «0  ö" 

-f-  6^:/,   BID  0' 
U.  S.  W, 

1 

^  H-(Sii^S)iL.i  tili 

•  •  • 

_  cot  e-c*H.D  sio  e|5.+i|  stB 

*•  ^ 

Q.  a.  w. 

ss<^^^)>"  col  0-(4M-D  ain  0t3^.-H4r,  ein  0> 

•f^,nn0«  >cot9> 


•  •  •  .» 
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AUo  iit 


Im 

2m 

2a 


II 
I 

t 

n 
o 


+         +  + 


8. 

o 

? 


II 
l 

s. 

B  - 


I 


I  I 


! 


niB 

sio 

sin 

M 

•f 

+ 

+ 

+ 

A 

e 

o 

O 

OB 

w 

9. 

3* 

B 

* 

1« 
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Gs  ist  aber  allgeaein 
ttid  folglich 


+ 

'S 

+ 


t9 


+ 

5» 


+ 


o 

c 

rs 


1 
I 


•I* 

A 

e 

1 


+     +  + 


I 


I       1  i 

Ä    ^  , 

=  +  +  + 


! 


+  «  «>  p  *• 
'  • 

I      *    5.  2. 

I               D  B  B 

^              ®  ^  0 

•  •  - 


+ 


+  +  + 


I 

+ 


+   +  + 

?  ?  ? 
I    I  I 


I 
I 

§ 

I 

8. 
m 

? 


*        'S  *£J 


10 


an 
B 


er 
c 


0  0 

•»       «•  It 


00 


s. 

d' 


0 


! 


Verglmehen  wir  die»  m\i  des  Aufdrucke 
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D.  !•  W. 


M  erbsltes  wir  tli«  folge  öden  GlMdiiiBgw: 


^,  =  (4»— 5)X  + 

« 

V.  ■•  w, 

>  =  (2» -h  3)^^ -I- (SU  -  2Mi.-if 


■itteUt  welcher  die  nnaieriicbeD  Coefficientoo 

2«-*-l      Sw-l-l      2«+l      2«-f-l  a»H-l 

-^i»       ■'^•»      -^»t  *  •  •       — I 

Mw  'dea  ■«aerisehen  CoeffideDteo 

»•     Sw      3m     Sn  Sk 

i^ii  -^1»  •  •  •  ^Üm— I. 

berecbnet  werdeo  künnen. 

Am  den  oUg«B  Audrocke  tod  erhUC  mm  ferner  dercb 

■ene  DifferentietieD  eecli  or: 

€01  e-c*^^i>M.+3^/«e  e« 


5^.  sin 
7^,  ein  /  ^. 
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-hui,  Bio 


-I-.:/,  sln0" 
u.  8.  W. 

'Jn-\  MB 


BID  0« 

'  2ii-»-l 

4-7^,  Bio  ©• 

U.  8.  W. 

2ä-»-1 

O.  B.  W. 

8*4-1        ^  , 

-h5^,BiQ6« 

2//-4-1 

-h7^,Bin<9* 

ik'f.  w.  • 


-(4«4-l )Ä(|^)2^i  coa  Bio  @>  |"XV^t ■»«» 

u.  s.  \v. 

folglich  * 
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+ 

T  ± 


+ 


+ 
? 

1 

M 


(I 
I 

1 


s 


+     +     +■  a^l 


tk?  tk? 


9 

0' 


9 

0 


0 


33 


+       +  + 


5» 
e 

0» 

S. 
P' 


O 


O 

o 
n 


0  (2) 


CD 

5* 


o 


+  .  +  +  - 


OB  =  «  A. 

=•  s-  s*  0 


e 


! 


E«  lit  aber  atlgeB«» 
(4f»  +  l}  IIB  ©«^-Ca*-*-!)  CO»  Ö»=2A4-l-K4«-2Xr)  »in 
also 
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+  + 


»  ?9 


I     I    •  t 


•3  i»    ü  4. 

in-;  +  +  H  "I 
'  I 


0» 


! 


II 

•  1" 

IM 


I 

t 


+ 


+  +  +  i-l 

13  'S»   X3  T 


'P    +  +  +  «■ 


f  ^ 

I     f  r  r 

r  III 

'S  ?  s.   2.  a. 

+  '  (S    ®  • 


D 


(2) 


! 


<2)  ^  9 
•  *t 


Setien  wir  doo  analog  nit  dtm  Obigeo 


3(M+n  2(»H-1) 


8in  0*1 


+     «in  e*( 


u.  s,  w. 


■o  erhaltoi  wir  dnrdi  Vergleicbuog  dioiw  AmdniclM  Mit  doM 
lieigoiieiden  dio  folgenden  Gleidinngen: 
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Ml 

A^ss      Am  ^«-»-3^1, 

U.  B*  W. 

■ 

» 

2(iH-l)  2n+l 

■ittelft  mlehcr  sieh  di«  BBBerifolien  €iidBeientoB 


3<iH-l> 

3(iH-D  S(iH-l) 

r 

•  •  • 

•^1»  •  •  •  4» 

dea  Bvaerischen  CoefUcienteD 

2«-i-i 

•^«1  •  •  •  -^»—i 

berechnen  lassen. 

Üurch  das  Vorhergehende  ist  uicht  bloss  die  allgemeine  Gültig* 
keit  des  bemerkten  GeseUes»  nach  welchem  die  Auadrücke  der 
DUlirmitiilqaotiettlea 


rad 

fortschreiten,  bewiesen,  sondern  es  sind  auch  zugleich,  allgemeine 
Furmclo  zur  recurrirendcn  Berechnung  der  in  diesen  Ausdrücken 
firkommeodeD  numerischen  Coefücienten  gefunden  worden,  wobei 
MB  noeb  die  AafBodung  dei  independenten  FertiohreUnngsge- 
letzes  dieser  Coefficienten  zu  wünschen  übriff  bleibt,  eine  Unter- 
sQcfauog,  zn  der  wir  wobl  die  Lmw  des  ArcCivs  aifufordeni  bm 
erlanbea  möchten. 

Weil  necli  dem  Obigeo 

ist,  nnd  0  zwischen  — und  +47r  genommen  wird»  se  ist  iiir 
«=0  aach  6^  =  0.  De  nno  nacti  dem  Obigen 


♦  \ 
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—^i^ym^x  cos  »  MoH-^i  »in  Ö» 


2« 


H-^»  MD 


«.  w. 


2n 


-^A^i  sin  02»-^/ 


—  *(|-)*»  CO»  e-W*H)  «D  Ö  sin 

4ii-»-l 

*  MI 

ilt,  M  iftt,  wm  di0  Wwthe  4«r  DifTercntialqiiütiniten  fiir  ^=0 
wie  gewShBlich  dnreli  EtateblieMaDg  in  Parcnlhesen  beseichnct 
werden, 


nnd 


Die  Werthe  der  Diß'ert  ntialquoticnteD  für  ;i;  =  0  /erkäit  man  Übri- 
geos gaoz  leicht  Uurcli  ii)Dt\vickciuog  voo 


y  =  »J/  i  


in  eine  Reibe  nacli  dea  binoniisclien  Lehrsätze,  weshalb  wir 
"      fJDtermwbnng  nicht  Iftnger  verweilen. 
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.  XXVIL 

Ueber  die  Wurzelausziehung  aus  Binouiieu  von 

der  Form  A  +  VB. 

*  • 

Hmn  A.  Göpel 

SU  Beriio. 


'  1.  Wenn  mmn  dta  Aiwdrnck  {a-^y/b)  \/c,  wo  a,  b  und  e 
rational  siod,  aof  die  iite  701602  erhebt,  so  erhält  man  nach  ge« 
höriffer  vSoiuifTiinir  <!fr  rutionalen  und  irrationalen  Tlicilo  einen 
Ausdruck  voa  der  Form  A  -f-  \^ wo  A  und  /?  wieder  rational 
sind.         kann  daher  die  /<te  Wurzel  mancher  Ausdrücke  A~\-\/ B 

n 

auf  die  Form  («f-f-  i^^)  \/c  gebracht  werdeu,  wie  schon  dairaut 

Bod  Lacroix  benerkt  haben.    Da  aber  auch  die  «te  Potenz  des 

m  

AMdnicks  iß^\/h)  Vc\/0  •\  dieaelbe  Form  A-^\/B  bm- 

aimt,  ee  k«m  die  «le  Wvriel  vM  A-^\/ß  mcIi  die  Fem 

»  

(a-^^b)  V^cy haiicu.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Form  wird 
alio  die  Aussiebong  der  mten  Wursel  aiia  ■anehen  Bieoaiieii 
A-^^B  möfiflich  sein,  während  sie  den  Voranssetzungeo  der  ge> 
aannten  Srl  riftst«  Her  zufolge  lur  namöglich  erklärt  werden  nttaste. 
2.   Ui  nun  also 

so  folgt  aus  der  beaiehlicken  Gleicbheit  der  ratioaalea  uad  irratie- 
aaleD  Tkeile  auch 

A-'\/B  =  ^(m^\/^Y 

Bod  ana  dar  Multiplicatioo  beider  Gleichungen 

^»  —  <Ä  sss  ^  — 

Die  Zahl  A*  —  B  wird  also  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden  kön- 
Ben,  voa  denen  der  eine  (0' — b)'*  eine  »te  Potena  ist  und  der 
andere  —  c*^  niebt  Sondert  man  daber  wbA*'^B  diePactaren 


fi 

•)  («H-i/i)  Wa^ÄF  wSrde  nicht  allgaaieiner  leia. 
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lieraos,  uu»  dereo  lobeffriff  »icL  die  »te  Warze!  ziehen  Vii&ät,  so 
findet  fick  leicht  4er  übrigbleibcBde  Fuctor  —  e«^  und  deanJIchit 
aucb  c\/6.  Naebdem  dteier  gefinodeo  iet,  wird.nao  dnteb  €\/^ 
dividireo  käftaen  nad 

eibalteDi  woran  Mgt,  d«n  »adi  vollttthrter  Dimon 

wieder  die  Fora  ^,  +(/'^,  aaninnt«  ao  data  es  siek  oar  Doch 
durum  handelt,  die  ^te  Wursel  dieaes  llaotlenten  auf 
die  Form  a  +  V^//  zu  briogeD,  Daa  eben  angedentele  Verfahren 
ergiebt  nämlicb  die  Kediictioa 

E«  findet  licli  i.  B.  für  +^5«  ^^"^^  (9)* 
VfTV^=i>«+i7i5.^^  .d.r  auch  =i/^:q^.  ^. 


3.   Wenn  in  dem  Ausdruck  \/^,  -+-  die  Baehatahen 

und        noch  Brüche  sind,  so  lassen  sieb  deren  \enner  vcr» 

mittelst  der  bekannten  Regeln  auaaerhalh  der  WoraelMichen  hia* 

autöchaflen  und  man  bat  dann 

WO      Q  und  A  gamo  Zahlen  nnd* 

Vennittelat  dieaer  OpforaiuDg  wird  s.  B.  V^y  "*"|/^  ^ 

K  9  -i-  V/ÜÜ  zurückgeföhrt,  da  lich  ^  y  +  =1^^9-1-1/80 
findet 

Diese  Umformung  kann  aucb  an  dem  Ausdrucke  ff-^y^/j  ans. 
geführt  gedacht  werden.  Bedeutet  aUu  vuu  uuu  an  jeder  Buch* 
atahe  eine  gaasa  Zahl,  ao  wird  aain: 


wobei  oftnbar  angenommen  werden  darf,  dass  y  und  v"^  kei- 
nen geaeinaehaftlichen  ^nadratiaehen  Theiler  «*  haben,  winl  aonat 

der  Bruch  durch  a  gehoben  werden  könnte.   Es  kommt  da- 
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lier  nur  noch  daraaf  an,  die  ivte  Würz«*)  des  gwiSMlili|paB  Am* 
dmck«  P^yQ  «nf  eine  Bruchfora  "^"^y^  snrocksnf&liran. 

Bier  stellt  sich  aber  die  Frage,  ob  d»M  Wto  WamI  »nf  eiiMi 

äcliton  Bruch  (wo  !>>  1  ist)  führen  könne,  oder  ob  p  nicht  viel- 
leicht nothwendig  der  Einheit  gleich  sein  miiase.  Kioe  deafoUaige 
Untersuchung  führt  zu  dem  folgenden  Satze. 

4.  LekrtmtM,  Wean  di«  »te  Potens  des  ichteo  Bruehea 

ganxzühlig  P^\/fi  ist,  so  ist  1);^=2,  2)y=ar*— 4x,' 
3)  ^  nnd  s  ungerade  und  4)  u  durch  3  theilhar. 

m  folgt  dureh 


Es  ist  also      ,     gleich  einer  gaoMO  Zahl  x,  sUhin  J*^ — ( 

und  y=.r' — f»'*.  Hieraus  geht  hervor,  daaa  ;»  und  .r-  keinen 
gemeinschaftiichen  Theiler  haben,  indem  sonst  .r',  y  und  2»'  einen 
quadratischen  Theiler  haben  würden,  was  nicht  der  Fall  ist  (3).  Fer- 
Mr  geht  Mt  P*—Qsss9F  bemr,  dan  dkr  raUonale  Th«il  i» 
der  lata«  PotiBs  kciot  gaaze  Zahl  aa»  Ikmib,  ohne  daaa  ca  andh 
Q  ist. 

Aua  der  Addition  jener  beiden  Gleichungen  erg^ebt  sich 

und  wenn  der  rationale  Theil  vou  {:r -\-\^je* —p*»y*  entwiekelt 
and  nach  Potenzen  von  p*»  geordnet  wird:  . 

—  |i»  » 

wo  a,,  a„...  offenhar  ffttnnalilige,  nvr  vea  1»  abhlogige 
l^flisienlen  aind.  Da  nun  alle  Glieder  dea  Zihlers  ausser  dem 
ersten  durch  p  theilhar  sind,  so  wird  das  erste  es  gleichfalls  sein. 
Man  findet  es  aber,  wenn  mau  in  dem  Ausdruck  für  x=0  setzt;  - 
Dämlich  00^  =  ^^"^^'  tis  wird  also  2«— »o:*  und  daher  auch 
durch  p  theilhar  aein,  weil  af  nnd  p  Iceinen  gemeinschaft- 
lleher  Factor  haben;  folglich  muss  p=:tf^  gesetzt  werden,  wo  a 
keine  andere  Factoren  als  2  haben ,  aber  auch  der  ffinheit  gleien 
sein  Jtann.  Wird  2f  für  p  gesetak,  «o  ergieht  sich 

Nun  behaupte  ich,  dass  der  Zahler  dieses  Bruches,  unabhängig  von 
den  Werthen  von  jt  und  y*n  durch         theilhar  lat.   Wird  näai* 

lieh  (•r-l-l^a:»— 4fir*«Jr  =  «Wi-l-/J«i^«*  — V»  g«»tat  nnd. 
Bind  «hl  und  Ai  durch  dagegen  tim-hßm^f  4mrA  2«  theil- 

bar,  ao  werden  die  oSnUchen  BedingangeB  für  «ad 
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ataUfiuUeii ;  ti.  h.  es  werden  Um+i  uud  /^m+i  Uurcli  2<",  dagegen 
«M+i  +  Z^m+i^  durch  8^-1-1  theilbar  sein/  Denn  da 


ist,  10  iindct  sieb 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erhellet.  \un  ist  aber 
0,=:^,  j9,  =  1,  +/?,a^s=t2dr;  nod  daher  «,  nod  /¥,  durch  t* 
oder  1,  dagegen  a, -h^,^-  durch  2'  oder  2  theilbar;  fols^lich  ist 
auch  wirklich  Om  und  ßm  durcli  2^—1«  daher  auch  Om  nod  j^»  durch 

2»-l  theilbar. 

Nach  Autbebuug  des  Fucturs  2"~i  hat  man  also 

Bier  sind  irieder  alle  Glieder  des  Zählers  aosier  dem  ersten  doreb 
o  theilbar;  also  ist  es  auch  das  erste,  was  nicht  anders  stattGnden 
kann,  als  wenn  7=1  ist,  indem  7  nnd' dp  keinen  gemeinschafit- 

lichen  Factor  haben.    Es  ist  f(»|or!irh  * 
1)  ;ti  =  2-,  weil  p  =  ''Zq  gesetzL  \vordt>n  ist 
2i  jf=:ar*  — 4*,  wegen  i/:^ap* — 

3)     ungerade,  da  es  keinen  Factor  mit  ;;=2  gemein  hat;  nnd 
aneh  «  ungerade,  weil  sonst  alle  Glieder  des  Zählers  von  P 


")  Das  bis  hichor  Bouicscno  jässt  sich  viel  kürzer  mitielst  der  folponden 
Sclihissfolgerungcu  herleiten.    Aus  ~  ganziahligen 

Ausdriirke  P-^\/Q.  ergeben  sichrer  Reibe  nach  folgende  ganse  Zah- 
len :  (ganse  Zahlen  allerdings  nieht  im  Sinne  des 

Textes,  in  %velchcni  sie  \ielnicbr  Sehte  Brüche  genannt  wurden,  son- 
dern ungefähr  im  Sinn  der.  Ce«gnienxeii(ii«>orio.  in  'welcher  V^3S4 

(fflod.  13)  gesetst  oder  mit  andern  Worten  — —  als  ganse  Zahl  he- 

13 

trachtet  wird);  ferner  deren  Product         ^a=a,  daher  !/=.x^  —p-z\ 

femer  '-^^^1^  oder  odir  ^,  nnsofem  ^""^^^^ 

^  V  ,     P  V  p 

als  ganze  Zahl  anzusehen  ist;  daher  p  =  2\  ferner  endlich 


rtn 
2«— 1* 


Da  jcdoth  die  Prinripien,  auf  denen  diese  Folgcrunffen  beruhen,  noch 
nicht  als  elementar  betrachtet  werden  dürfen,  ja  ^vielleicht  kaum  schon 
berührt  vfoidsn  sind,  so  msg  es  genügen  btiunfig  darauf  hingidsnrat 
SU  haben« 
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durch  des  Nenuer  2  theifkar  sein  würdea«  das  erste  aber 
■khk«  aillil«  Midi  ftw  game  Zibler  oiobt. 
EndKcb  iiC  jetet 

Da  nun  ;r",  ^»-2«,  bezierilicli  voo  der  Form  2r-f-^ 

1,  2r,  +    • . . .  «imI,  fo  g«bt  dieaar  Aoadniok  dadiircJi  in 

r  -+-  «>,r,  -+-        -I-  . ,  .  -f-  a  ^ 

ab«r;  deaabalb      ' l±Jii±±i^t-Lil  oder  der  Warth  voo  1»  für 
^ssl,  »r=rl  eina  ffaoM  ZabI,  nSoiKttb 

(l-*-l/~3)"-h(l-t/-3)»  _  ^ 
2«-+-!  — 

Wäre  nun  n  von  der  PoTM  3ü  ::t  1  y  SO  hKtte  man  «mno 

In  beiden  Fällen  würde  der  Ausdruck  für  P  ein  Bnicii  werden;  • 
was  jedücli  oicbt  der  Fall  ist,  wenn  M  =  3a*  ist^  Ueuu  mao  hat 
dann 

Folglich  ist  4)  n  durch  3  theilbar;  womit  der  Lehrsatz  vallstäodig 
erwiesen  ist. 

Da  allen  Bedingungen  fiir  die  Ganziabli^keit  geofigt  worden 
ist»  so  gebt  zugleich  bervor,  dass  der  Brucb  f  "^l^^  unter  den  im 

Lehrsatze  angegebenen  Umständen  in  jeder  3Mten  Potenz  einen 
gnnzzaliligen  Ausdrock  licflerr.  Es  sei  s.  B«  «ssT,  «^11,  also 
yc=5,  so  bat  man 

5.    Dass   die   V P-i-X/U   keine  Urucljform  f^V^  haben 

P  ^ 

kann,  wofern  nicht  n  durch  3  thrilbnr  ist,  bat  soviel  ich  weiss 
noch  Niemand  erwihnt.  Dass  für'  issSss  der  Nenner  »  uucb 
gleich  2  sein  kann,  erwflbnt  Clairant  fiir  den  besondern  Fall  der 

Cubikwurzel  und  beweist  es  dadurch,  dass  er  die  VN  urzel  1- 

annimmt^  die  Ausdrücke  lur  P  uxxA  v  (4  ihrer  gan/.eri  l.ano^e  uacb 
entwickelt  und  dann  vermittelst  der  bekuuuteu  Criterieu  der  Tbeil- 

* 
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barkeit  erst  //  =  ^  uod  dcmnächBt  p  =  2  findet.  Eben  dies  V^r- 
lnlireB  lieue  sich  ancb  för  tio  aHgeBeinni  •  uiw«ii4«D«  Üetsen 

dürfte  die  Entwickelaii|p  der  CoefficieDten  in  de«  Andracke  fiir  P 
(uolclic  bekanntlich  mit  <h>r  Entwickclunpr  von  eos  ma  nach  Po- 
teuzcu  von  cus  u  identisch  ist)  vom  elementaren  Stiindpunkte  aus 
ihre  8chwierigkeilcu  oder  gur  Lnrnöglichkeiten  haben.  Da  es 
überdies  nur  darauf  aokoaat,  den  Wer»  tob  «q  und  dte  Theilbar- 
keit  der  Coefficienten  Aa^^  16/y,,...  durch  2»—^  nachzuweisen,  nnd 
da  et  fiimer  weit  einfacber  ist,  wegen  der  Summe  1+ä,-H6,-|->*» 

nnf  den  geaebloisenen  Anfdrnek  ^^-^^^Y ^^^-"^^^  inrücktiN 

«     fC^ben,  als  die  unbe^rftnete  Reihe  der  ansgewertbeten  CoelBeienten 
'   Ii       ^a>  •  •  •  ZU  summiren,  so  ist  dieser         inn  Beweise  des 
•  Lebrsatzes  (4)  nicbt  gewäblt  worden. 

<k  Mit  Hillfe  dieses  Lehrsntses  wird  es  nnn  leicbt^  das  bei  (3) 

•  unterbrochene  Verfahren  snr  Ausziehung  der  Mten  Wurzel  aus 
sn  beendigen,  wnnn  U  positiv  ist.   Da  oiaUieb  ibsi 

zufolge 

i^i'-4-l/'Ö  =  (oder  a:-\-\/y)  \ 

VP^  i/Q  =2^^  (oder  Jf- 
ist,  so  folgt  bieraos  dnreb  Addition,  dass 

l/^iPlTglf- i/p^\/Q=sap  (oder  Sidr) 

jedenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  wofern  die  Wurzehiuszichung 
überhaupt  im  rationalen  Ausdrücken  möglicb  ist.   Cm  den  rationa- 

Icn  Theil  der  Wurzel  —  (oder  .r)  zu  finden,  darf  man  daher  nur 

jene  Summe  der  »ten  Wurzeln  bis  auf  die  Einer  genau  berechnen. 
Hiezu  ist  aber  erforderlichi  duss  jede  einzelne  Mte  Wurzel  bis  auf 
balbe  Kinheiten,  d.  b.  bis  nnf  0,5  oder  am  besten  bis  anf  die  erste 
Decimale  genau  berechnet  wird,  weil  sicii  durch  die  Addition  beider 
Werthe  die  Fehler  verdoppeln  könnten.  Wenn  die  so  gefundene 
Znlil  bei  f$  =  ^mz^l  nicht  gerade  sein  sollte,  so  braucht  man 
nicht  weiter  zu  gehen,  indem  dann  die  Unmöglichkeit  der  Wurzel- 
ausziehung in  der  uugL'uommeneu  Form  einleuchtet.  In  allen  an- 
dern Fällen  bnt  man  dns  gefundene  Resultat  dorcb  %  su  tbeilen, 

um  dcu  rotiona  en  Theil  —  (oder  a:)  der  Wurzel  zu  haben.  Den 

irrationalen  Theil  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

y = a?'  —  4«  (oder  je*  —  n). 

Ob  der  so  gefundeoe  Ausdruck  wirklich  die  #ite  Wurzel  aus 
P^\/U  iiit,  mnss  unmittelbar  dnrcb  Erbebuug  znr  mten  Potens 
entseb^eden  werden,  da  das  angegebene  \  erfahren  nur  auf  der  Vor- 
nnssetzung  bombt,  dnss  die  Wnmelanssiebnng  Iborbanpt  mlig* 
lieb  ist. 
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Beispiele. 

Di«  WwielMiBieliVfif^  iift  alio  nmiöglicli. 

5,   5^  5  5 

5 

Ferner  \/4l»— a»».»»— 1=»*,  «s2. 

Dwe  MB  1  +  \/3  wiiklleii  db  K4H-«9|/»  Ist,  seigt  sich  ent 
dordi  Brfccbmig  mr  5tisii  Poteoi. 

s  s   I  5 

in.  |/^«31-^V/3MäWH-^231--V^51»=|/461,9H-i/0,l 

s=  3,4  +  0,6  =f  4 = 

s  

Dann  V  m  -  —  53320  =  2  =  »,  y=ar'  — *=2.  Aber  (24-1/2)* 
ist  gleich  232-^-1/53792  uod  nicht  «leich  231  +  1/53329.  Aus 
teen  letstereB  BiBOBlvn  liut  iieh  «lo  kmn«  5t»  Wnnel  sidheii» 

t    t    1  _  t 

IF.  1/9+4^/5+1^9— 4^5=Kl8..+i/0,..==2,64-0===3=;ar. 

i  

Ferner  1/9»  —4»  .  5  =  l£=a,  y  =  jp»  — 4»  =  ö,  uiid  es  findet 
lieh  wirklieh  9+ 4V/5. 

V.  l/t>+^35+k6---V/35=>/ll,9+V>:0,l==2,3+0,4==3===;p. 

3 

Ferner  \  6' --35s=:l=a,  yss^*^4«s5.    £•  fiodefc  aick 
■kr  (^^:^^)*=:9+4v/5  und  nicht  =s6+V/35.  Dieser  Ans-  ' 
draek  bat  niso  keine  Cnbikwariel  vnn  der  gegebenen  Fotsi» 
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XXVIII. 

Novi  aiicujus  theorematis  arithmetici  commeu- 

tatio  analyüc«. 

Auetore 

Fjriederico  Arndt 

ttiuneris  schul.  Cand.  Grypb. 


Neminem  fugit,  p'ermultis  ad  cocilicirnfes  hinomialea  suectanti- 
bus  propusitiuuibus  similia  respoodere  tbeoremata,  quae  ad  quantt« 
tatem  bujuB  formae 

n(H     k)  {n  -f-  2X)  . . .  (/i  -t-    —  1>C) 
l  .2 ,9  ...  .ff 

pertineot,  i(a  ut  illus  ex  bis  taui^uum  ex  altiori  fuute  (|<^ducere  li- 
eeat,  qao  loeo  »,  Jk  sunt  quaota  quaelibet,  p  Tero  Buniertti  integer 
positivua. 

Quum  igitur  bis  rehus  studerem  qniimque  intollexissem,  demna* 
stralionem  tbeorpin»tis  l.nc:rnTigiani  a<l  surnmain  (|iiadrat<»riim  rncfii- 
cieutium  biiioaiialium  pertiuentit>  uoo  neti  a  geouietris  ex  ilia  funua 
eondiderapda.  tale  tbeorema  ex  quo  iliud  ipium  manaret,  etatin  in 
meotem  venit  quaerere.  <|ttod  qoidea  oanc  in  pronptn  est  itaque 
ennneiari  debet: 

k 

Desi|;nante  qnantitateiB  snpra  comaeaioratani,  deaoutraii» 
dam  nobia  proponuina  aeqaationea  hanc 

II  4  * 

=  (/»  +  mA'jp  —  ira, X:(m  -i-  mA:)p—i  -f-  m^^*(n  -J-  m^)p—2  —  •  • .  • 

i 

 +(—  l)-'mm^{'*'¥'mk)p-m, 

abi  deootat  m  numeruiii  integrum  positivum  ipso  p  dou  majorem 
atqne  «i,,        m,, .  /.  coeflicientes  binomiales  priMM,  secnndttB) 
tertiuin,  etc.  pro  expuneate  m. 
Primuin  iacile  patebit  esse 

imde  maoat 

1.    np  =  {n-^/s)p^A{»'^^)^i. 
Deinde  babetur  siaili  modo 
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*  *  m 

k  k  k  ' 

k  k  k 

qnibos  aequationibus  cum  prima  collatis  prudit 

i  *  k  '  k 

2.       =  («  -t-  2A);,  —  2X<i»  +  2A:)p-i  +  ^ '(»  -4-  2A')p^ 

Porro  sim'ili  modo  habetur 

k  k  k 

(«H-  2^);^2  =  (»  4-  3^);_2  —  /•(/»  -f-  3/'),^,, 

quibus  aequationibus  cum  secunda  collatis  prodit 

k  k  k  k 

3.    Mp  =  {n-\-  3^)p  —  Z/:{n  +  3^);^-!  -h  3>t '  (»  +  3>t)  ;_5 

—  iCr  •(«-♦- 3X  );, 

Jam  ex  bis  lex  patebit,  ex  qua  termini  sint  conformati;  ut  vero 
theorema  in  genere  probeturj  assuniumus  verum  id  esse  usque  ad 
limitem  queudam.    Sit  igitur 

I /» -4- (w  —  1  )/•};,  —  («•— 1 ),  X' {»-*- (iw  —  1  )^ 

eritque  simili  modo  ut  antea 

k  k  k'  f^.'::.-:- 

*  *     •  k  ■•  • 

}«  H-  («I  —  1  )A\p-i  =  (/*  -f-  mA)p-.i  —  A'(n  -H  mA)p-.2 

I «  H-  (»» —  1  )>C'|/>-2  =     -f-  »»X);^_2  —  X(«  +  mk)p-%  . 
etc.  •  .  cte. 

,       '       «...  -i.-^, 

//,,  =  (n-\r  mA)p  —  { (//i  —  1 ) ,  -f- 1 1 /•(«  +  //iX)^_i 
t(m  -  1),  +  (»,  -  1) ,  |X»(«  4- 


uode  per  substitutionem 


—  {(^—1), 


Jam  vero  est 

TbeU  III. 


17 
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■  «  ■ 

(«•—  1),  l).  =  «i, 

(«•-l),H-(i.»-.l),  =  «, 

etc. 

<|Hod  facile  perspicietor,  eigo  eril  . 

*•  .*  *  •  ' 

Uuiiodo  igitur  {iropositiö  Tftlet,  st  fäctorem  iptins  A  aecipias  m— 1, 
etUw  valebit,  si  m  f|uaDtitatis  m  —  1  loco  pooM.  Talet  uImi  pro 
2X-,  3>(:,  ideoque  io  uiii¥eniBfli  T^ni  «rit 
Habemiu  igitur 

*  i  ^       *  * 

4.       =  («  -h  «X'V  —  «,^(»-!-  +  «•^)j»-2—»- 

ex  qüo  aequitur  ponendo  m^mA:z=:^ 

t  *  *  * 

vel  si  — k  icribat  pro  A 

-k         -i         -i  -* 

— z 

....  +^qp-m 

i 

et  pro    =  1 

-1        —1        —1  — 1       .  . .  • 


•  •  •  • 


—1 


Ulli»  ioco  ex.  gr.       designare  coefficientein  biDomialcm  p^* 
pro  cx|iuDeDte  ^  perspicnom  erit;  qua  re  iDdiccm  — 1  omittamui. 
llnaDd»  doniqne  occipitor  fss^m^p  prodibh  oeqiiado  liaoe 


quumque  sit =/*o  =  ii  Pp-l=Pi»  Pf-i^pz%  Pm=Pp% 
loanifesto  habetar 

qua  nequatioue  exbibetur  tbeorema  l^agraogianoni,  de  quo  sopro 
aermo  erat. 

'    Serib.  Chyphiao  d.  9.  ».  Ang;  o.  MpCCCXUl. 
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Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

» 

Von 

dein  Herausgeber. 


Die  Gleichung-  des  Kreises  in  Bezug  aaf  e!u  beliebigM 

wiDkIic:es  Coordinatonsvstem  der  a:y  ist  bekanntlicli ,  wenn  r  den 
Haibmeiiser  bezeichnet  und  0,  b  die  Coordinaten  de«  Mittelpunkts . 
sind:  '  *   .  ^  .  * 

1)  {x-.ay-^{y-byz=^r^. 

Wenn  also        ^, ;  jc^^  a: die  Coordinaten 

Tier  beliebiger  Punkte  dieses  Kreises  sind»  so  uabeo  wir  die  vier 
lolgeoden  Gleichungen: 

(a;,-«)»-*-(y.-Ä)'  =  r% 
(ar,-4i)«  +  (y,-*)»  =  r% 

weldie  mich  anter  4er*folgeD4en  Form  diirgMtellt  werden  kSDoen: 

,  ia:,'-*-y,»  — W,— 2^,  =r»  — — 
W,»  -f-  y,*  —  2«^,  —  %by^  =zr'  —a^  —  Ä», 
l-^'a  *  +  y.'  —  'f^t  —        =r^  —a^  —  Ä», 
^4' +^4' — 2flwP4  — 2Äy4  =  r»  —  •» —Ä».  » 
Setsna  wie  jstst  der  kören  weg«« 

i  /,  Ä        —  a?4)y.  H-  («4  -  «.)yt  -t-  (^r. — 

j  /i  =  —  I  («ip^ — .  )y I  -H  (^1  —  ^1  )y4  -I-  (^«  —  «'4)^1 
1/,=     {x^  —  ^«)y4  +  (^3  — ^4)yi  +(^4--^i)y»> 

f  A  =  —  I      —        ,  —  «Tj  )y,  -h  (ä-i  —  a7,)y,  j  j 

oder,  was  dasselbe  it»t:  ' 

/.  y4)«»+(y4—ys>«?t-*-(yi— y»)^4U  • 

A  =ö    Ör4  -  y.t».  +  (y.  —  y;)af4 +{yt — y4)^« 
1  /• = -  l(yt — ytMf4  -f"* (y. — ^4)^1    ^^4  -  Wx\»%  b 

A  «      (y»  —  yj^i     (y,  —  y,  >ar,     (y,  —  y,)ar, ; 


3) 
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go  ist,  wovon  man  sieb  durch  ganz  einfache  Rechnang  leicht  über- 
seogen  kann: 

MnlMidrt  an  also  dio  vier  Gleichungen  3)  oaeh  der  Eeihe  mit 
A> /••/•)/««  addirt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhSIt 
■an  wegen  der  6leichang«n  6)  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

7)  0  =s  (jr ,  •  -4-  y, »)  |(*,  —  jrjy,  +  («4 — + («. — ^PtHF* f 

—  * H-  y,  *)  I  (^4 — ^1  )yi  H-  i^t  —  )y4  -4-  (^i — ^«)y ,  i 
*  +(x,*-Hy,»)  K^i  —  ^,)y4-*-(^a  — A"4)yi-+-(^4  — 

—  (r^'+y»')  |(^«— ^.)y»-»-(^,— ^i)y.+  (^i  — Är.jici 

oder  auch 

8)  e    (4?,  *  -I-  y, " )  i  (y •  —  y^K + (y. — y,)«*  H-  (y. — y.)««  I 

— (^••+y.*)  I(y4— yi)*i+(yi  —  yi)^#+(yi— y^l^il 
H-  (5r.*    y. •)  Kyi — yt)«*  -1- (y* — y«)«?,    (y« — y.)«, I 

—  (^4' H-y4')  Kyi  —  yJ^i -H(y.  — yJ-a^a+Cy,  — y,)^,|. 

Dies  iüt  eine  allgemeine  Relation,  zwischen  den  rechtwinkligen  Co- 
«fdinaten  ^ier  in  einem  Kleise  liegender  Punkte, 

ÜB  nun  die  geqmettlscbe  Bedeutung  der  in  dieser  Rab^an 
Torkommenden  (Frössen  zu  erforschen,  wollen  wir  jetzt  die  vier  in 
dorn  Kreise  liegenden  Punkte,  deren  reclitwinklis:^  Courdinaten 

yi»  ^ti  yai  ^1»  yti        S/*  respective  durch  y/»,  ^„ 

^„  den  Anfang  der  Coordinaten  aber  durch  0  beieichnan. 
Dann  iit  tuvdnlent  bekanntlich 

Ferner  wollen  wir  die  übrigens  scliou  oft  beiiundclte  Aufernho:  die 
Flüche  eines  Dreiecks  durch  die  rechtwinkligt^n  Coordinaten  seiner 
Spitzen  aussudrücken,  TollstHndig  auflösen,  weil  wir  bei  derselben 
über  das  Vorzeichen  des  Ausdrurks,  den  man  tür  die  Fläche  den 
Dreiecks  g^cwohnlich  zu  cfolieii  |)flegt,  eine  Bemerkung  zu  madhen 
hahen,  welche »  wie  es  uns  scheint,  sehr  mit  Unrecht  nicht  immer 
gehörig  hervorgehoben  wird.  ' 

Die  Spitzen  des  Dreiecks,  dessen  ffemehten  Flächeninhalt  wir 
durch  ^  heseicknen  wollen,  seien  ^„  und  a?i,  ; 

r/^;  .r,.  seien  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  heliebi- 
ges  rechtwinklitrcs  Coordiualensystcm  der  a:i/x.  Offenbur  wird 
man  immer  ein  dem  primitiven  ftiysteme  der  j:ys  paralleles  Coordi- 
natensystem  der ^y'a'.  dessen  Anbng  O'.aein  mag,  so  annehmen 
köiiiinen,  dass  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der  Spitzen 
welche  durch  //,  ;  y', ;  jr'j,  bezeichnet 
werden  mögen«  sämmtlich  positiv  sind.    Betrachten  wir  nun,  fdr 
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jetzt  iBioier  dieses  letztere  Coordinntensystem  id's  Auge  fassend, 
uerst  deo  Fall,  weno  der  Puokt  zwischeo  den  Ordinaten  der 
Widen  Paakte  Ji,  umi  liegt,  so  klfoBM  in. diesem  erateo 
Hauptfalle  ofTeobor  bloss  die  vier  venobiedeneD,  ia  Ta£IV«  Fig.  5. 
dargestellten  Nebenfälle  Statt  finden.  Is  4eB  «nton  diOMr  fier 
Fälle  ^t,  wie  sogleich  erlieliea  wird,  * 

In  den  sweiten  Frille  ist,  wie  eben  so  leicbt  erbellei> 

-(ä', (y'.-f-y'.) 
io  dem  dritten  Falle  ist  auf  ähnlicbe  Weise 

ßodiicii  ist  in  dem  vierten  der  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
Folglich  ist  überliaupt 

2A  ==F      -        -^        ^.V,  ■+-  (^'.  -  ^'.y , 

wo  im  ersten  und  dritten  Falle  das  obere,  im  zweiten  und  vierten 
Falle  das  untere  Zeichen  genommen  werden  muss;  d.  h.,  wie  leicht 
fo  die  Augen  fällt,  mao  moes  das  obere  oder  oatere  Zeiebea  aeb* 
meo,  jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Pankte  durch  dea 
Punkt  zu  dem  Punkte  A,  zu  p^olaniren,  Tuich  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  durch  den  rechten  Winkel  {a:y)  hindurch  zu 
dem  pontiTea  Tbeile  der  Axe  der  y  zu  gelangen ,  oder  aacb  der 
entgegen firesetzten  Richtung  bla  bewegen  muss.  Wenn  der  Punkt 
A^  zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte  A^  und  Wf^t,  so  ist 
naeb  dem  Vorhergehenden,  indem  man  die  Coordioateo  der  funkle 
A^  und  A^  gegeneinander  vertauscht, 

oder,  was  dasaelbe  ist. 
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wo  dm  obM  od«r  Mfore  m  ntlwiMi  wt,  jeoatMMi  mm 

sieb,  am  von  dOM  Punkte       durch  dea  Ptaakt  utf«  iti  den  Pmkte 

zu  frplangcn,  nach  tlorsplbcn  Riclitun^]^,  nacb  welcher  man  sich 
bewegen  uiuss,  um  von  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  «lurch 
den  rechten  Winkel  (ary)  hindurch  zu  dem  positifen  Theite  der 
Ax9  der  y  iu  gelangen,  oder  nwk  der  entgegengeMtstea  Blebtung 
kin  bewegen  mus».   Weil  BOn  aber  die  Biehtnng  von        dsrca  ' 

zu  ^4,  der  Richtung  von  .i,  durch  SU  Jl^  offenbar  eslgo- 
gengesetzt  ist,  so  ist  augenscheinlich 

wann  man  nvr  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  sich ,  um  von  dem  Punkte  durch  den  Punkt  zu  dem 
Puukte  zu  gelana^en,  nach  dcrselbon  Richtung^  nach  welcher 
man  sich  bewegeu  muHS,  um  von  d(  iu  positiven  Theile  der  Axe 
dar  Jt  doreb  den  reeblCD  Winkel  (^y)  bindnrcb  *■  dem  poMÜTea 
Tbeile  der  Axe  der  1/  sn  gelangen,  oder  nacb  der  entgegengesetz» 
ten  Riclitüiig  hin  hfwrgcn  rouss.  Wenn  endlich  der  Punkt  ^4 ^ 
swischen  den  Urdinuteii  der  Punkte  und  liegt,  so  ist  nach 
dem  ersten  der  beiden  vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  für 

y't;  ^'ii  y'%i       ^%  respeetif«  or',,  y,;  or',,       ^1,  setzt, 
oÄBBbar 

2A = =F  { -  ^. 4-      -         +  W%  -  ^zWi  f 
oder,  was  dasselbe  ist, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenacb- 
dem  man.  sich,  um  von  dem  Punkte  durch  den  Punkt  sn 
dcB  Punkte  j4t  sn  gelangen,  naeh  d<erselben  Riditung,  nacb  wel- 
eber  aan  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
der  :v  durch  den  rechten  Winkel  (^y)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theiie  der  Axe  der  f/  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  biobewegen  muss.    Weil  nun  aber  die  Richtung  von 

dureb  Jff  SB  Jlg  offenbar  mit  der  Richtung  von  ^,  dnru 
^B       völlig  eiserlel  ist,  so  ist 

nnd  in  dieser  (Iloichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men, jennchdcm  man  sich,  um  von  dem  l'unkte  durch  den 
Punkt  zu  dem  Pankte  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sieb  bewegoB  mm»  mm  vob  dem  positiTea 
Theile  der  Axe  der  .r  durch  den  recbtOB  Winkel  (opp)  nindBrcb 
KU  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  p  zu  gclangeBf  oder  BOCb 
der  entgegengesetzten  Hichtung  hin  bewegen  muss. 

Nehmen  wir  nun  alles  V  urliergeheode  zusammen,  so  iat  in  völ- 
liger Allgemeinheit 

2A =^  K*".  -  «',)sr'. -•-(*',-«',)*'.+(«'.- «'.V.  I. 

weBB  «an  nnr  ib  dieser  Gleiebnog  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdea  man  aicb,  bbi  tob  den  Psakte  darcb  dea 
Punkt  zu  dem  Punkte  sB  gelaageB»  nacb  derselben  Rieb- 
taug,  Bach  weicher  Mao  sieb  bewegea  biiih,  um  f  ob  da«  [peaitireB 
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Tkttle  lUt  Am  der  ^  4M«b  deii  racbteB  Wiakel  (^y)  Uodarth  zu 

dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  idi  gelangeq.  oder  lucb  der 
•OtgegCDs^esetztm  Riclituop^  hin  bewegen  inuss. 

ßeseichoen  wir  jetzt  die  CoordiaatcD  des  AnfangspunkteH  des 
Mcandäreo  Sya^mi  der  >r'y'  iu  Bezug  auf  das  primitive  hyätem 
4er  jpy  dnreli  «»  ^;  ao  ift  mek  der  Lehre  tod  der  Verwaudlmig 
4m  GoerdiiMteii  bekanatlieh  in  TöUiger  Allge»BiBlicit 

folgfidi 

j?*,  =  jr,  —  «r,  i/,  =  y ,  —  Ä. 
Also  ist  nach  der  vorher  gefaudeiieo  (»kicliuuu: 

'  «AÄ=f:|((:r,-a)  ~(^,-a)J  (y.  -  Ä)l 

-  Ca?,  -  «)]  (y,  -  ^) 


-f-(^,  —  ^a)  (y.  — 

Bod  folglich,  weil 

(<ar.-:^,)-»-(««,— +      — ^s)  =  0, 

■ho  weh 

Ist,  in  rSIliger  AllgemeiDbeit 

9)  2A=:t=i(-^3  —  -"^i)y,-i-(A'i  — ^a)y.^ 

wo  mao  das  obere  oder  untere  Zeiclico  zu  oebmen  bat,  jenachdem 
MD  sich,  um  von  dem  Punkte  durch  den  Punkt  in  dea 
Piukte  Jf,  <o  gelangen,  nach  derselben  Ricbfnng,  nach  welcher 

man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
jc  durch  den  rechten  Winkel  (^y)  hiudurcb  zu  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  ealgegeogesetsten  Rick» 
tnng  bin  bewegen  mass. 

Kehren  wir  ann  wieder  sn  dem  oben  betrachteten  Falle,  wenn 
die  vier  PankU  ui^^  in  einem  Kreise  liegen,  zurück,  und 

nehmen  an^  dass  dieselben  in  dem  Kreise  nach  der  Ordnuno:  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4  auf  einander  folgen,  so  sind,  weil  keiner  dieser 
Punkte  innerhalb  des  durch  die  drei  andern  bestimmten  Dreiecks 
liegt,  offenbar  die  Richtongeo,  nach  denen  man  sieb  bewegen  muss, 
um  von  ^1  durch  zu  von  durch  zu  w^«,  von 
durch  zu  von  ui^  durch  tu  ^1,  zu  gelangen,  nicht  von 
einander  verschieden,  und  nach  9)  ist  folglich  mit  Beziehung 
der  obern  und  unteru  Zeichen  auf  einander  jederzeit 
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2^.i,.i,    ==F  1(^1  — '«^»)y*        —  i-«^*  —  -äPj )y»  I» 

Alto  Ist  DMb  7)  jedemit 

ztiA^a*  .  ^A,A,A, 
=p  A,0*  .  M*  4,A^ 
dbA^O^  .{^A.A^A^y 

and  folglich  immer 

Os=     A^O*  ,^A^A^A^ 

-^A^O^.^t^^t 

'■^AtO* ,  ^A^A^At 

--A,0-  ^A,A,A,, 

Weil  der  Anfang  O  der  Coordinateo  natürlick  gaox  wilikubr* 
lieh  Ut,  so  eiviebt  sich  ms  d«m  VorbergeliendeD  nnmittdhar 
der  folgende  nicfit  uointeressaDte  Satz  vom  Kreise: 

Wenn  A^,  ./,,  A^  vier  b  c  I  i  p  h  i  p;«   Punkte  eines 

Kreises  sind,  die  uut  dem  Kreise  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4  auf  einander  folgen,  so  ist  fär  jeden 
Punkt  O  in  der  Ebene  diesei  Kreiiee  ^ 

0=     A,0*  .  ^A^A,A^ 

—  A^O^  .  ^A,A^A, 

'  \  ^A^O*  .  ^A^A.A^ 

oder 

-rf, .  ^A^A^A^^A^ .  I^A^A.A^ 
=A^p^  .  ^A^A^A^-\-A^O*  .  ^A^A^A^. 

Anmerkung.  Nachdem  dieser  Aufsatz  ausgearbeitet  und  tum  Druck 
abgeschickt  war,  fand  ich,  dass  Herr  Dr.  Luchterhand  denselben  Satz 
Tom  Kreise  gefunden  und  in  Crelle's  Journal.  B.  XXIII.  H.  4.  mit^c- 
fbeilt,  auch  aof  die  Kogel  erweitert  hat.  Wegfo  der  anderweitigen  in  die- 
sem Auf'^atzc  enthaltenen  Bemerkungen,  und  weil  der  Torstehende  Satz 
vom  Kreise  jedenfalls  weiter  bekannt  zu  werden  verdient,  wolite  ich  aber 
diteen  Aoibatt  nicht  vnteidrüekMi,  wie  i«h  sonst  gethan  haben  Wirde.  Nf 
tirlich  gebabrt  Hem  Dr.  Loehterhand  die  Prioritilt  der  Eifiiidnng. 
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lieber  einen  Reikeuausdruck  für  den  Umfang 

der  üUipw.  . 


Von 


Hemi  R.  Hoppe 

Cudidaftaii  d«  Ii51ieni>  ScbnlaiHi  u  Grei£itndd. 


Gewöhnlich  wird  der  Umfang  einer  Ellipse  dareb  folgende  un- 
cndliclic  R«ilie  dargeetellt: 


»  \ 


WO  die  giofM  Hnlhnxt  =  1,  die  BsceoBtricität  =  t  geaolit  1^  Br 
lisst  si^  jodocb  ia  eioe  wcik.aditiolkr  etMPtrgireadtt  Mhe  nft- 

wickeln.  «  ' 

die  Gleichung  der  Ellipse,  und  setzt  mau 


•0  ist 


dir 

3!^ 


Nenst  man  #  den  zugehörigen  EUipsenbogen,  so  ist 

=  |/(^)»-|-(^)»=:l^a»  tin  '9 +  6*  cot  «9 

=  Ki«'(l  —.«Ol  2y)     i^»<t  +  cos  3sp) 
=  i^ita»  -1-      —  i{a»  —  Ä»)  cos  5^  . 

{fn  iü;  der  gani«  Vtdng  der  BIlipM 
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/•«  ds  . 

daher 


alio,  TO»  ■»»  ^MdratwnriBl  in  eine  Reihe  entwickelt, 


Nan  ist  bekamlllili 

0  • 

^  «oi^yöy^ — 1.2, 3...«  a^* 

Mt  ms  U«r  «|i  ürtl  9»  to  hat  OM 

■ 

In  amem  Aoidnwke  für  Ä  kSnneB  wir  dMwnfolge  die  Glieder 
■it  nngeraden  PoteBaen  tob  cos  %9  waglpüf,  ntil  «o.Moibt  Bock 
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DJer  CoefficTeBt  4ei  aljmwein^D  Gliedes  der  Somme  läast  aicb  ver- 
ein&ckeD;  aan  kann  »n  icbreibeD: 

1  .3.  — 3)  (2n)  {2u—  l),.,(n-i^l) 

l.a.  (»+2>...(2nj.l.2..,M.24it> 

das  ist 

1.3...  (4»  — S)         1  .  3  . . .  (4w  —  3) 

(1  .2...«)»  24»"~  (4.8.12...4»)»' 
HierDack  erhält  man 


Setzen  wir  Mcb  die  grame  Halbue  «rsl  und  die  Bxcentrieltit 
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Boiipiel.  Es  sei  f  =  i,  <lAiin  iftt  - 
daher  , 


n  l /«T   1-3.5.7.9  _1 


n  Xy/Ti      I  .  S  ....  18 
^       3»^  •4».8».12». 


Ifti  289« 


=  9,8696014010698585 . . . 
•|(/84  s  0,10615854542716 = fp. 

I.  s 0,00132053601761 


•»  —  4*.  289 
S.9 


i».  =  0,< 


1070937 


•4 ^0,0000000001621 

=:  0,0000000000003 


12«. 289 
11.18 
16«. 


Sujnaie  =0,0013206432737 
gl,  =6,1061585454272 

JBs:64048879Q81885 
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Ueber  die  Methode  der  uobestimmteD  €oeffi- 
zienteo  laod  verwaodte  Gegeostftode» 

Von 

Hemi  Doctor  O.  Schlömileh 

SU  ^yeiuiar. 


Zur  Verwandlung  der  Funktionen  iu  Reihen  bedient  man  sich 
inmer  neeh  lo  häutig  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffizienten, 
dan  ei  wohl  nicht  Aerfliitiiir  sein  dttrfte,  nnf  die  Mängel  loleher .  ' 
Eutm'ickelungsweisen  genauer  hininwei««|i  nnd  daa  Gehbt  ihf«r/ 
Anwendbarkeit  näher  zu  bestimmen. 

1)  Das  Verfahren  bes|eht  bekanntlich  darin^  data  man  die  zu 
entwickelnde  Funktion 

fi^v)  z=a-\-6j:-h  cjc"*  -f-  

und  die  noch  unbestimmten  Coeffizienten  a^b^c^..,  mittelst  irp^end 
einer  Eigenschaft  der  Funktion  /{x)  bestiaimt.  Das  ist  aber  bei 
weiteM  niehl  genug.  Es  aiSssle  nun  aveh  noeb  geseigt  werden» 
dasfl  jene  Eigensciiaft  die  Funktion  f{a:)  vollkommen  charakteri- 

sirt .  d.  Ii.  driss  es  keine  andere  Funktion  yf-r)  giebt«  welche  die 
nämliche  Fi};enscliafl  besitzt,  ohne  mit  f{a:)  identisch  zu  sein  *).  | 
f«escbiebt  diess  nipht,  so  kann  man,  wenn  umgekehrt  a,  c,.. 
gegeben  sind,  f  on  der  Snaini^  der  Reibe 

a-\-  ba:-\-  ca:'*  -{-.,. 

nichts  Anderes  sagen,  nis:  es  int  dieselbe  eine  gewisse  Funktion 
%  uu       welche  die  uud  die  Eigenschaft  hat.  dass  u.  s.  w.    Als  Bei- 
spiel will  ich  nach  der  i^ewMiiiliehen  Weiw  aeigeo,.  wie  sieb 
jviuse  Funktion  von      in  eine  Reibe  ?enrandeln  llaat,  welcher 
die  EigenaeliafteB  «aikeMHient 

/(y)=/(npi^)'  I-in'^  =  l  für  abnehmende  d.  ' 


*)  So  haben  die  Funktiensn  l{a^  •+-  a-')  und  eoi«r  die  Eigeoaebaft  ge« 
mnn,  dass  /(:r-t.|r)+/[4r— y)B^(ar)./(y)  ist,  nnd  die  Fbnktio- 

nen  \aij^  und  «p-t-Ä  die,  dw«s-i^^-±^^-^^^— ^  nicht 

«Mbr  van  n  abbängCi  a«  a.  w« ' 
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1 

Aus  der  ersten  GleicbuDg  folgt  für  y  =  j?,  0=/(0),  also  dwf  die 
fragliclM  R«be  kein  ron  x  treies  Glied  beriteen;  ferner  för  ar=sO 

fielt  die  Benntinng  des  eben  Gefnndenen  — /(v)=/(— yj,  so 
ass  mitbin  nur  nngerade  Potensen  von  x  vorkonaien  können. 
'  Wir  setzen  daher 

imrans  folgt 

Yermöge  der  ersten  fix  f(w)  angegebenen  Eigenschaft  sinss  aber 
«neb  sein 

Bekanntliek  hat  nun  aber  fär  jedes  positive  gerne  b^-O 


für  ffSdP 

ndinMn  wir  ndi  in  (1)  "und  (2)  y  =  j:,  so  ist  vermügc  diesen 
SntiM  « 


er, -1-3«,«* +9irgdP« -H . . 
aB|-^^Ä*,  —  «14^*4-  <n,^  — .  . 


Dnieb  Veigleicbung  der  Cocffiaientsn  gleiöber  Potensen  von  er* 
Mten  «t»  «a»  Bestimninng  nnd  es  wird  dadnieb 

• 

Der  Coeffisient  «r,  findet  sieb  vemi5ge  der  Bigenscbalit  Lim'^^sl. 

Derselbe  ist  =  1 ,  und  somit  sind  wir  zu  falgendem  Theorem 
gelangt: 

Die  Snmme  der  Reihe 

ist  diejenige  Fmktion  Ton  or,  welele  die  Kigenaehnften  besHsts 

I-i«-^=l.      abnebmendo  d. 

Welcbe  nun  diese  Fuoktton  sei  lässt  sieb  auf  elementarem  Wege 
nicht  gut  entdecken.   Weiss  man  nmgekebrt  ana  anderen  Betracb- 

tongen,  dass  die  Summe  der  vorliegenden  Reihe  Arctan  w  Ist.  so 

kann  allenfalls  jene  Rechnung  als  ein  elementarer  BpwpIs  dienen, 
do»s  die  genuunten  Eigenschaften  für  den  Arctan.  cbarukteriätisch 
bind. 

Jene  nothwendige  VervoUstilndigung  Iftsst  sieb  aber  nnr  bei 
wenigen  Funktionen  geben,  nämlich  dann  i^venn /(«)  derQnotient 
sweier  Reihen  von  der  Fem  a-|-/Sbp-|-y'ir^«f-« • .  oder  wenn 
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•  L  purtie,  Chap.  V.)  v'  .  '  * 

2)  Kin  zweiter  Vorwurf,  welcher  die  H^mU  der  UDbestioui. 
ten  fJoeftizicuten  trifft,  wie  sie  bisher  angewendet  wurde, 
ist  die  IVichtbeachtaog  des  Restes  der  entspriDgeuden  Reihe,  wo- 
^■rdk  dia  Mtftrlicltale  BestimoiuDg  der  Convergeoz  oder  Divergenz 
derselben  verloren  geht  Wie  onm  vielmehr  jene  Me^liede  rai«. 
wenden  linhe,  will  ich  hier  an  eioem  Beispiele  zeigen,  welchem  ieb 
jedoch  eineo  Sets  vea  den  bestiMüleB  lategseien  vorensiekiekeB 

■IQ88. 

Wenn  M  und  A'  das  Maximum  und  Minimum  der  Funktion 
^ia;)  innerhalb  des  Intervalle«  af=za  hh  jp=xzß  sind  und 
fioF)  eise  Fanktion  bedeutet»  welebe  wübrend  des  oämlicheo 
iBterf  eUes  poeitiF  bleibt  so  kt  jederseit 

^ fl'^^)^^jt'f^*^  ¥Mdx>IiJ^^<<^a:)dx.  (3) 

OeM  "fmAfffi  der  lledeiitiwg:  Toa  4f  md  ist  ftr  du  ganse 
Intervall  .  o 

M — ^4r)  peaitiv,  negativ, 
folglich,  weil  ^x)  und  dx  positiv  sind,  auch 

SK^)]  positiv»  \N^^a!)\  ^a:)dx  negativ 

nnd  ebenio 

/jV-jK*)!  |M»iitiv,y^^[iV-.y(*)J  negativ. , 

Ooreb  lotepvtion  der  eioselneo  Glieder  folgt  daraus  sogleich  das 
ansgesprocheae  Theoresk 
leb  will  nno  setsen 

(1 -I- =  1  4- 4.        H- .  •  • '  +  «^.'-H  il« 

eine  Annabsie,  die  sieb  für  ganze  pontive  Kqionenten-  dwcb  ge^ 

meine  Multiplikation  und  fdr  andere  dnrcb  die  Analogie  recbt- 
fertigt.  Nun  beweist  die  DifferenzialrecbouDg  unabhängig  vom  Bi- 
Domialtheorem,  dass  für  jedes  beliebige  reelle  49^s^j  =  ^as^'^A^ 
ist    Vermöge  dieses  Platzes  haben  wir 


und  durch  Multiplikation  mit  (l+or), 

Ans  der  for  (1  angenooiftienen  Rete  folgt  aber 

Ml+«y*«s  A-i-M«i«H-  Hris^uf^i 

parcb  Vergleichuog  der  Coeffiaieoten  von  or»-'  er- 

balten  wir 
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 —  ')   n(a  —  1)  .  .  ■  .  (i^  —    -f-  1) 

~   1,2  >  1.2  m 

Darell  diesen  Werth  tod  mm  werden  aber  die  mit  anltiplililtMl 
^todcr  Hiebt  idenliach;  et  biim  daher  im  Uebrigen  eeiii 


oder 


Vm  ane  dieier  DiffereoiUlgleichnng  itn  m  findea,  lei 

WO'  y  eine  noch  zu  bestimnende  Faaktion  ,tob  je  ist  Die  DUfe- 
reaiialgieicbnog  wird  jetat  folgeade. 

i,  i.  eehr  eialaeb 

■ 

woraiui 


+  CoBat. 


und  ' 

ifc=(>i-.»K(»+*y'[/jr^!^+co«rt]  («) 

folgC  Dieter  RetC  itt  es  nna,  welcher  die  gefiiodene  Beihe 

••  •^'^  1.2.....it  *^ 

erffänzt.  Für  ein  positives  ganzes  /As=:m  bricht  die  Reihe  bei  dem 
•Sliede ab,  weil  das  nächste  den  Palttor       >itsO  eatbalt. 

An  dieses  wäre  dann  noch  der  obigr  Rest  anzuhängen,  der  aber 

ebenfalls  den  Faktor  fi  —  »  =  0  enthält  und  dulier  sich  annullirf. 
Für  jedes  andere  fi  dagegen  wird  keins  der  lilieder  unserer  Reibe 
=  0  und  es  liegt  daher  sehr  nahe,  t»ie  ioü  (JuendlicLe  furtgehen 
au  latien.  Dabei  fragt  es  tich  aber  noch,  waa  aat  dOM  Reste 
werden  wird.^  Würde  derselbe  äber  atto  liränze  hinaus  wachsen,  so 
wäre  durch  die  nnendliche  Verlängerung  der  Reihe  Nichts  gewon- 
nen, weil  sich  dauu  der  ganze  Ausdruck  auf  das  vieldeutige  Resul- 
tat (L^ar/'soa  — oc  reduzircu  wurde  j  wir  müüüeu  desäbulb  den 
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Rest  BO  einsuricbteo  suclieu,  (Ihss  sich  derselbe  bei  wacbsendom  n 
entweder  eioer  endlicben  bestimmteo  Gränze  oder  der  Null  nähert. 

doi  «ivdrderst  die  Coaatante  der  lotegntien  in  (4)  zo  bestioi« 
Ben,  setzen  wir  in  (5)  ^  =  0,  wodurch  stcb  die  Keihe  auf  die 
idcDtiscbe  Gleicbimg  Issl  redttirt  £•  bmm  also  dann  der  Aest 
=  0  oder 

sein.  Ks  ist  über  sehr  leicht  einzusehen,  dass  dieses  lutegral  tur 
ar  =  0  verscbwindet ,  also  Const  =0  wird.  Geben  wir  ferner  a: 
den  grösatea  absoluten  Werth     lo  konnea  wir  aehreibeo 

Ohle  diene  Intefifmtion  nnmftthren,  können  wir  leicht  mittelst  des 
frfiher  bewiesenen  Lemma  von  den  bestimaitcn  Integralen  den  Rest 
in  swei  Grnnsen  einscblicssen.  Beseiehnen  wir  das  Integral  mit  J 

and  setsen  »ssO,  ßsie,  fi^)=:j~^yqrv  ^Jr)««*,  so  ist 
M=sl,  A'ss^i^^^yi^.!,  und  mithin 

oder 


ttod  daher; 

(,»-is)*,(l  >  Ä, > ö»- üMl  .  ^ 

*  ^ 

oder,  weil  «m-i  =  ^^j::^  »n  is^ 

Daraas  geht  hervor,  dass  der  Rest  in  den  nämlichen  hallen  wach- 
sen oder  abnehmen  wird,  in  welchen  diess  mit  den  Gliedern  der 
Keihe 

(1  ■+-^>"=  1  4-a,^-4-Ä,a:* -h  .  . .  .  -h«»^"  (für  x-=.  c) 
Beaeichnea  wir  ««e**  mit  pn%  lo  ist 


^  =  +  ;„(l-^+-;)(l-^-|).« 

u.  f. 

XMIIII.    ^  .  18  . 
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*   

9oll  nnm  a^pmliM  wmMAm  -*;7»^<;)i,^<;;MH.i</'n  sein, 
d.  b.  die  6roiM  pm  W  waeluMMtea  m  IwitiBdiy  alwebMi»  m 
(olgi  damt    '  . 

a-S^)«<».  u-^)«<>.  o-S$T)*<». 

was  bei  *deB  wacliMBdeii     aaf  das  gemeioMMe  Rwmllat 


c 


1 


hinausgeht.  In  jedem  Anderen  Falle  nehmen  die  Clieder  p„^ 
v„^i.,..  nicht  ins  Uueudliche  ab,  sondern  werden  entweder  am 
Ende  eonaCaDt  oder  loeadlich  |^rou,  oad  daa  IjfXailicke  gilt  daan 
von  de«  Rest  der  Reihe.  SeiilieiaeB  wir  diese  rille  ans,  so  bleibt 


(l  +  jry«=l  +  ^ar-|-^^^7^«*-l-  ia  iot, 

-|-l>ar>  — 1 

eine  Reibe,  dereu  Glieder  immer  kleiner  werden  und  deren  Rest 
verschwindet,  d.  b.  eine  converirente. 

In  dieser  Weise  muss  die  Methode  der  unbestimnlen  Coefü* 

zienten  angewendet  ^Verden,  wenn  man  auf  »Strenge  Anspruch 
•  macheu  will.  Hätte  man  früher  diesen  an  und  tVir  sich  so  natür> 
lieben  Weg  verfolgt,  so  würde  der  leidige  btreit  iiber  Convergenz 
und  DiTergens  der  Reihen  gar  nicht  entstanden  sein.  Statt  dessen' 
liess  man  gleich  die  Reibe  ins  lUibestimmte  fortgehen  und  bemühte 
sich  später  den  otrenbar  widersinnii^^en  Resultaten  (sobald  eine  l)i* 
ver(,^euz  eintrat)  eine  itpfend  plausible  Hedcutunsf  zu  vindiciren. 
Wie  e^  scheint  bat  mau  sich  immer  daran  gehalten,  dass  durch 
eine  richtige  Rechnung  auch  etwas  Riehttffes  snn  Vorschein  kön- 
men  laSsse.  Dazu  gehört  auch  Richligaeit  der  Voraussetzung. 
Wenn  man  aber  eine  Funktion  einer  unendlichen  Reihe  gleich 
setzt,  so  will  mau  damit  sehr  oft  der  ersteren  eine  Form  autzwio« 
gen,  die  sie  gar  nicht  annehmen  kann. 

Dergleichen  Fülle  giebt  es  mehr.  Setxt  nwa  s.  B« 

/(jc)  =     sin  4r-4- sin  2ar sin  si;r 4* ...  • 

2 

nnitiplizirt  beiderseits  mit  <^  lin  »a;  äse  und  integrirt  xwiscben  0 
und  7%,  so  ündet  man 

Alan  nehme  z.  £.  /(x)  =  1,  so  bat  man  darnach 

•]|-  =  sin  dr-l*-^  sin  3ar-Hi  MD  S4r+,.. 

Aber  fiir  jrsO  oder  «sssr  l^ommt  der  WideiBomch  4>s0  sna 

Vonchein.  Darüber  hrancht  sich  Nieaand  su  wandern,  denn  es 
liegt  diess  lediglich  in  der  Form  der  Reihe,  die  für  fi-x)  angenoa- 
men  wurde.  Hier  kann  man  die  Tnrichtigkeit  der  Voraus-^etzung 
für  ^  =  0  und  .r  —  TT  picitli  a  priori  erkennen,  bei  den  nach  Po- 
teuzeu  vuu  x  furtschreiteuden  Keibeo  dagegen  erst  a  posteriori 
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äutk  iSm  Btttnuddang  des  Restes;  aber  gendn  diese  telftere  kat 

■an  gewöbolieh  TerDacblässigt  und  daher  der  ganze  Streit 

Zu  welchen  entsetzlichen  Resultaten  man  durcL  dert^leichen 
Nachlässig'keitcn  gelang-en  kann,  will  icli  hier  an  einer  Rechnung 
zeigen,  die  ich  parallel  einer  von  Euler  herrührenden  fortführen 
will  *).  Nncb  der  Pomiel 


ist 


cos  («-t- l)j?  =  2cos  njc  cos  jc^com  (le  — 1)« 

9 

cns  4rseen  of 
cos  S;flrsSeos  4P  cös  1 
cos  3/r=:Scos  2aF  cen  «r— 'cos  ^  )  (6) 

cos  4ar  =  2cus  3ar  cos     —  cos  2jc 


n«  8.  w.  in  iaL 

Also,  wenn  ann  dns  Aggregnt  der  GrSaien  nnf  der  linken  Seite 
der  GleichlieitBieiehen  =S  setnt,. 

8  =  cos  x-^^  cos  *  —  1  — 

womns  sMn  sogieieli  crhilt 

S  =  cos  as  ■+-  cos  2dr  -f-  cos  3ar  +  • . .  in  inf,  =  —  |. 

Bntwiekeit  nun  jeden  Oisinns  in  eine  Reikeb  so  ist 

Ä  =  — i=s     1H-1  +  1  +  1+  

~(l«H-2*+8»-4.  — 


(14+Ä*  +  8«H^  )  5^::^ 


• 


ingenblieklidi  folgt  , 

1 -I- 1 -4- 1      1 -4- .  in  inf.  r= — ^ 
l«  +  2*4.3«^  =0 

!♦ -1-2*  4- 3«  4-  =0  u.  8.  f. 

Dazu  werden  sidi  acbweriidi  Gläubige  finden! 

Untersuchen  wir  nun,  worin  der  Fehler  liegt.  NehMon  vir  die 
Reihe  erst  als  endliche  bis  nnsi  üten  Gliede,  setzen 

^scM  ir*i*«M  te-H.«.  .•f»eni  tm 


*)  Suppleaisnts  sn  KlSgels  WSrterlmcb  S.  10«» 
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«ad  denken  wm  <■  der  ebiffen  Dentellong  (6)  neeh  d«e  lelete 
Glied 

€01  «drssSeei  (« — 1)  eos    — cot  {m — S)  jr 

liiozugeschrieben,  so  ist  jetzt 

^it  =  C08  « cot  dr* — 1 — 

und  weil  Sn—i^Sm — coswor,  tSn—iz^Sn — (cos  «or-i-cos  (n — l)ar) 
ist,  so  findet  sieh  leicht  nach  einiger  Reduktion 

Sit  =  cos  «a?  +  cos  2>af  -|-  cos  Zjp  Hh-  •  •  •  •  +  cos  um: 

am  — —  a: 


I 


—  2810  idr  ' 

Für  wachsende  n  nihert  rieh  eher  der  Sinnsqnotient  (der  Rest  der 
Reihe)  keineswegs  der  Null,  sondern  ostillirt  beständig  swischen 

'         '  und  — V   ,  so  dass  also  jene  Reihe  ins  rnendliche 

fortgesetzt  gar  keine  bestimmte  Summe  hat.  Entwickelt  man  da- 

gegcQ  auf  der  linken  Seite  die  Cosinus  und  nnf  der  rechten  den 
inusqnotienten  nach  Potenien  von  or,  so  erhält  man  dureh  Ver- 
gleiehnng 

10  ^  2«  4-  3«   H-  »°  =  #• 

n.  8.  V. 

die  ohnehin  schon  bekannten  Formeln.  Auf  gleiche  Weise  kann 
man  die  übrigen  Reihen  der  Art  prüfen  und  wird  imsier  den  alten 

Fehler  finden,  dass  ein  Rest  (der  Quotient  zweier  trigonometrischen 
Funkti(^nen)  wofrgelassen  worden  ist,  ohne  tlafifi  er  für  wachsende 
n  sich  der  Null  nähert.  (Die  Frage  des  Herrn  Dr.  Ilcllcrung^ 
Archiv  Theil  1.  Heft  3.  S.  321.  erledigt  sich  dadurch  von  selbst.) 

Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig,  anr  Ergölslichkeit  der  Leser 
noch  eioige  Folgerungen  aus  den  gewdhiuicheB  Resultaten  an 
ziehen. 

Wir  fanden 

.  211+1 
sin  — 2"* 

COS  Jy-Hcos 2flr-f-cos Za?^ > . . . H-cos  mr^— 1+  -  ^^.^    —  (7) 

und  wenn  wir  n  —  jc  für  x  schreiben 

«OS— 31-4? 

cos  «r^cos  8^+coa.  Sor-f»         dscot  «Mrss4q=  ^  : — ^, 

wo  c^ns  obere  oder  iinforp  Zeichen  gilt,  je  nacbdett  «  gemde 
ungerade  ist.   Nun  soll  aber  auctore  £uiero  sein 
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ci|i  of-hcna  24^-1- cot  3«+» . . .  in  int  | 

/   coi  ^-^eot  2dr+eot  3dr «  . . . .  ID  iDf.  s-h^ 

•bo  BllMte,  wenn  wir  in  aieertB  FonBela  »ssqp  ■ebaen,  a«ck 
wtim 

sio'  ^^-f-cos^  x.r  =  0.  (I) 

Man  multrplizire  feroer  die  erste  Reihe  mity(«p)<^  und  iotegrire 
mwiscben  zwei  (iräozen  0  uod  <v  so  kommt 

+ ^/^f(^)  coi  Äj?  dir  ■+•....  io  iof.J  =0  (8) 
wälireDd  dagegen  die  Summe  derselbeQ  uacli  (7) 


«n  — 


ftr  wnchtende  «. 


ist,  worüber  man  «ioen  frfiheren  Anfsats  toh  mir  (ArcbiTTheil  I. 
N.  417)  Bnebtebeu  kann.  So  würde  naa  jenar  Reibe  (8)  (3r 
/{ap)=€~*,  «=ao  folgen 

2             2  2 
l-hjj^j:^  H-y^jJl   inf.  =  0  »  (!) 

Doch  gOBBg  von  diesen  Verkehrtbeiten,  deren  Zahl  sick  leicht  ver* 
mehren  liesse.  Schtiesalich  noch  ein  Paar  Worte  über  die  Methode 
der  unhestimmt^'n  Coeffizienten.  Wirft  man  einen  IJlick  nnt  »!ie 
üben  gefj^ebeuc  Darstellung,  so  ergiebt  sich  von  selbst,  ^o  die  fiag- 
liebe  Methode  ibreo  Plats  finden  kann.  In  der  allgemeinen  Arith- 
metik wird  man  sie  auMer  zur  Cntwickelung  vpn  Kcihcnquulienten 
Dicht  beiuitzcii  können,  w«'il  die  zit  stren^pr  rntorsuchuutf  nötliigen 
Vervollstäodiguugeu  die  Kräfte  der  niederen  Analysis  übersteigen. 
Ea  iit  daher  iiesser  nicht  von  der  Entwickelung  in  Reihen,  son- 
dern Ton  der  SnnniirBBg  deraelhen  Huaangeheo  iind  dabei  mit 
der  Binoroialformel  anzufangen,  ana  welcher  sich  die  übrigen  Rei- 
ben%  für  die  Avicbtirrstco  Funktionen  ableiten  lassen.  Das  Hednrf> 
oiss  der  Ton^  ergänz  slcllt  sich  hier  von  selbst  dar,  weil  mau  niclit 
eher  die  Bestimmung  einer  Reihensumme  unternehmen  wird,  als  bis 
■an  weiss,  daaa  eine  aolehe  in  endlieber  Form  eziatirt.  Dieaer' 
Weg)  den  unter  Andern  Cauchy  in  seinem  Cours  d'Analyae 
eingeaehlagen  hat,  bleibt  daher  jedenfalla  der  atrengate. 
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lieber  die  Integration  unendlicher  Reib 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 
Ml  Wciauur. 


Der  Missbraneb,  den  mmi  mit  UDendlicheii  ReibeD,  welche  nicht 
jederseit  convergiren,  getrieben  bat^  führte  nnler  Andern  auch  da* 

zu,  dass  man  Reiben  der  Art  zwischen  Gränzen  integrirte,  inner- 
halb deren  sie  nicht  beständig  conver^ireo.  Dass  diess  im  Allge- 
meinen nicht  erlaubt  sei,  ist  leicht  etozusehen.  Deoo  ein  bestimm- 
tes Integral 

ist  bekanntlich  die  Gräniey  welcher  sich  der  Ausdruck 

,  fl/[»)+/(«+a)+/(«-*-tW)H.  

Ss^-—^  (m  eine  fositive  ganie  Zahl) 

lilr  wachsende  «,  also  abnehnende  d  nfthert.  Will  nan  nnn  fiir 
/Up)  anter  dem  Integmiieichen  eine  unendliche  Reihe  setzen,  ao 
wird  man  erst  den  vorliegenden  Ausdruck  um  die  Befugniss  dasn 
befragen  müssen.   In  demselben  durchläuft  a:  stetig  die  Wertbe 

'  o,  tt-HJ,  a-fäi^,  fi--^, 

und  mitbin  wird  jene  Reifaenverwandlung  dann  erlaubt  sein,  wenn 
die  Reihe  fiir/l(dr)  för  alle  diese  Werthe  von  je  richtig  ist,  d.  h. 
coDvergirt. 


Wie  leicht  man  bei  der  Nichtbeachtnog  dieaer  Eegel  auf  Irrthö« 
atossen.  kanut  seigt  n.  A.  folgenden  Betipiel.    Es  Ist  he- 

•/  0  1  — 


mar 

kenntlich 


n  tan 


folglich  für  es  SS  1,  «=:  2 

Wollte  man  unter  dem  lotegraUeichen  statt  \^^%  Reihe 
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I  -f-         o;*  -t-  dp*  -f-  •  ♦  •  • 
Mtsen,  ■•  wM«  um  dagegen  wlnttoB 

«Im  fiberkanpt  dM  Integral  so»,  ein         faltolM  Reinltet. 

lodeaaeB  MU  es  auch  nicht  an  Beispielen,  daaa  trotz  der  Tar^- 
nachlässigung  jener  Regel  richtige  Resultate  zum  Vorschein  ge- 
kommen sind.  Dies  liegt  dann  an  einer  besooderen  Bes9hali*enhail 
des  Restes  dt-r  Reihe.    Vorausgesetzt  duss 


«  •  • 


eine  Reihe  sei,  welche  für  jc=:ß  divergirt,  d.  h.  iu  welcher  für 
wsebseDde  m  aowobl  der.  Reit,  ala  die  voraembeDde  Sanae  nobe- 
gränzt  wacbaaD,  ae  trilR  ea  aicb  docb  hMuSg,  daaa  ift  den  Aoa- 
drucke 

flf(xy^ = «.(/»-  a)  +  «.  51^^*  +  


das  letzte  Glied  fiir  wachsende  n  abnimmt  und  folglich  das  Näm- 
liche herauäkammt,  aU  wenn  man  den  Rest  gar  nicht  beräckaich* 
tigt  hätte.  '  ,  - 

Der^  Sicberbeit  wegpen  tat  ea  daber  iMaer  iiötbig  den  Rest  nit 

SU  nehmen,  sobald  die  Integrationsgränzen  die  Werthe  von  a:  filr 
welche  allein  die  Reihe  convergirt,  übersteigen.  Natürlich  ist  diess 
in  manchen  Fällen  eine  blosse  Vervollständigung-,  durch  die  man 
nichts  Neued  erfährt,  die  aber  von  einer  strengen  Begründung  wohl 
verlangt  wird. 

So  bat  miD  s.  B.  die  Integnile 


0  l-^x*Jo  T=^» 


0 

mit  deren  Kntwickelnog  sich  ein  Theil  des  Aufsatzes  vom  Herrn 
Herausgeber,  Archiv  Thcil  II.  Heft  3.  S.  2K3— 301  beschäftigt, 
auch  auf  einem  sehr  kurzen  Wege  entwickelt,  welcher  über  gerade 
jene  VenrollaliDdigung  nöthig  hat  **).  Bs  solle«  dessbalb  jene  In« 
tegrale  hier  besoaders  beiraebtet  werden. 

1)  Theilen  wir  in  dem  ersten  derselben,  welches  kurz  J  heis- 
sen  möge,  das  Intervall  0  bis  oo  in  swei  andere  von  0  bis  1  und 
1  bis  00,  so  ist 


•)  Supplemente  zum  niathcin.  Wörtcrb.  Istr  Ahtli  S.  154.  Wahrscheinlich 
hat  auch  der  Herr  Herausgeber  das  lingeitüj^ende  jenes  Beweises  ge- 
fühlt, und  daher  in  seioapi  AnÜMiaa  aintn  awar  längeren  aber  gffind- 
licberan  Beweis  gegabaa* 


Digitized  by  Google 


280  > 


Neimen  wir  in  4ea  Integral  von  !•  bii  oo,  äfss^^  lo  wir4 

äJ^lÄr  =  — .  d»  und  Y~  ^^^T'  '^'^  Integratlons- 
gräDzeu  für  4  müsseu  =0  und  =1  ffeDommen  werden,  demit  sie 
■tt  denen  für     identiteli  werden.  Alio  ist  dud  ^ 

oder,  wenn  wir  im  zweiten  Integrale  die  Integrationigränien  t^- 

täuscLen  und  a;  für  x  schreiben: 

Bekanntlich  ist  nun  identisch 

Wollen  wir  diese  Reihe  unter  dag  Integralzeichen  substituircn ,  so* 
dnrten  wir  ne  nicht  ins  Unendliche  fortsetzen,  weil  sie  für  a:=^\ 
der  oberen  Integrationsgränxe,  nieht  convergirt.    Wir  haben  dann 
folgende  £nftwickelnng 

•^=yi'l^~*  —  ^  -  -I-  (- 1)— i«»+*-i]iÄr 


-I- (_  1)1,-1  — 

Damit  nun  keines  der  Glieder  jener  beiden  Reiben  unendlich  irrosa 
werde  U€  Odtfcifir,  daas  a  ein  positiver  ächter  Bruch  sei.  Ziehen 

üll.  Jr^r^li     •^•"'l*"  V^-^niF»?         ""ter  einander 

etehenden  Glieder  in  eine  sntnaBen,  io  ist  noeb 

/        »  gg  2a  ,  ft«  1 

•'-^     -  äi^+......-h(-')-^<,_?r«-,t. 
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iMsen  wir  duu  das  beliebige  i»  ins  Uueodliclie  wacbsen,  so  wird 
4ie  obeMteheBde  Heike  'eine  üBeadlicbe  eoüvergeot«,  wövm 
■WB  rick  lehr  leicht  übeneBgeo  kaan.  Rs  fnfit  sich  nur  noek» 

WM  in  diesem  Falle  aus  den  ang^eliHnp^ten  Intpcfriilpn  wird. 

Jedes  derselben  lässt  sieb  nacb  dem  Theorem  (3)  in  dem  vnr- 
hergebeudco  Aufsat/e  über  die  Metbode  der  uabestimiBtea  Coefii- 
sieBteB  iB  swei  GriaieB  euscklieueB,  weBB  nwB^dat  dortige 

a  =  0 ,  /9  =  1 ,  q^a:)  ==  ^  ^  ^,  =  ^''-^•»"i  oder  =  j; 

•etst   Vermöge  der  Bedeutuog  voo  M  und  A  ii.  a.  0.  ist 

,  ,  Nzs: 


1_^0'  "  —  l-l-  1' 


iblfflick  wenn  wir  <ar  +  M — 1  uad  -^«-|-ie  ait  m  keseiekBeB, 
weTckei  gleickxeitig  nie  «-wieksts 

oder 

•l.r"»^  _  1 


jw-f-l      «/ol-#-a?  2(»i4-l)' 

Für  wacbsende  «»  näbern  sich  aber  beide  Gränzweribe,  der  Null 
und  mitbin  verschwindet  auch  das  Integral  selbst  für  n  =z  m  =  oc. 
Lassen  wir  daber  in  (3)  die  beiden  Integrale  weg  und  setzen  die 
Reike  ioe  üoeBdlicke  fort,  eo  lit 

« 

-1,2/»  2a       .  2a 

Die  Suaio  flieser  Reike  ist  oker  kekaoBlUck  =  aio"iS>  ^''^ 


kskoD  wir»  BBS  OB  die  Bedestung  voo  J  «•h»««««» 


0   1  +  ^       sin  071* 

m 

'=«• 

BOck 


0.(5) 


Fir  .«=:  — ,  wo  olso  seio  nnss,  uad  «ss«^  ergiebC  sick 


.  0  1  -4- 

"      ^  «SU   

n 

MsB  fiodet  aucb  leicht  durch  OBBiittelksre  Integration,  dess  diese 
Formeln  noch  für  a=l,  M  =  ff,  richtig  siBO»  was  aker  wegen 

dea  Unendlicbwerdens  derselben  keinen  Nutzen  gewährt. 

2)  Der  bisher  verfolgte  \Ve^  führt  auch  unter  einigen  Modifi- 
katioBen  xur  KenntBiss  des  ähnlichen  Integralen  ^ 

ye  "T=T' 

Nimmt  man  mit  demselben  die  RedaktioBeB  vor,  weloke  Irilker  de* 
Aoadmek  (1)  in  (2)  verwoiidelteB,  so  Met  sieb 
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Tz^— Hr^-^*'+  1^ 

iit,  «neb 


 L  i   I  I 


0     \  —  X         ,/ 0     1  —  ^ 


 ^)(8L 


• — n:^? — ^- 


Wollte  man  die  früher,  auf  die  in  (3)  angehängten  Integrale  Mlg«- 
^vpridolrn  Solilüssn  liier  wieder  für  die  linden  Integrale  in  der  vor- 
letzten Reihe  benutzen,  so  würde  man  für  jedes  das  Unendliche 
ttia  (jiränzwerth  linden.  Desshaib  wurden  sie  in  der  letzten  Reib« 
in  ein  lotegral  sotaoiaieiigezogen,  waa  wegen  der  gleicben  Integra* 
tionegrünzen  leicbt  getcneben  konnte*  Deeielbe  liist  eieb  aber 
ancb  so  scbreiben 


n 


0    1— X  * 


worin  wir  1 — 2/y  mit  ^,  n-\-n  —  1  mit  «•  beteichnen  wollen. 

Um  nun  für  dieses  Integral  zwei  f.'rrinzwcrthe  angeben  zu  können, 
neljmeo  wir  in  dem  früher  citirten  !)atze  von  den  bestimmten  lote-  , 

gralen  y(jr)=  ascO,  /}==sl.  Es  wären  nn» 

für  diis  Intervall  ^==0  bis  ar  =  l  das  BInximum  und  Minimum 
(/f/  und  i\  )  der  Funktion  ifiac)  zu  bestimmen.  Diess  könnte  nach 
der  gewöhnlichen  Weise  gcscheheD  wenn  b  in  Zahlen  gegeben  ist^ 
fib  nnnaran  SEweek  reicht  ca  über  hin  zu  bemerken,  4au  diemlbaa 
endlicbe  Grünen  md.  Denn  wibmd  4m  InlenrnllM  «  bb  1  knan 
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die  Funktion  -:   nicht  uaeDdlich  werden.    Dazu  würde  nötliiff- 

1  —  X  ^ 

seio,  dass  der  Nenner  =0,  also  .x*=:l  wäre;  dann  wird  aber 

auch  der  Zähler  =sO  und  der  wahre  Werth  dea  Sjrmboles  ^  findet 

adi  Mcli  den  f^ewftRnlicheD  Bagelp  r=s&.   Eben  so  wenig  kaiiii- 

jcae  Funktion  =0  werden,  waifdann  der  Zähler  =±0  sein  rnässt^ 

10  w<'lr!iem  Falle  auch  der  Nenner  sich  annullirt  und  wieder  das 
Vorige  eintritt.  Also  sind  M  und  iV  zwei  endliche  Ciräsa«B|  und 
wir  babeo  in  Folge  des  früher  citirten  Theorems 

oder,  wenn  wir  die  Integrationeo  ausfahren  uod  die  Werthe  von 
it  uod  b  wieder  einiuhreo 

woraus  sich  ergiebt,  dass  für  wachsende  «i  das  Integral  sich  unbe- 
gritait  4er  Nnir  fiXliert  V$mn  wir  danelbe  in  (8)  weg  ud  Mtean 
die  vorhergebeede  Reihe  ies  ütteedlicbe  fert,  lo  ist  Duo 

j:^L^2a\j^^'h  jj^r^-^  in  ioCj 

Terausgesetst  deis  er  ein  positirer  iebfier  Brodi  ist,  haben  wir 
ir  cot  enr  eis  Snmeie  dieier  Reibe,  und  mitbin  / 

woraus  für  «ss;^,  ar  =  «"  sieb  noch  ergiebt 

^e  i— «tan  — 

n 

Die  bisher  befolgte  Methode  ist  noch  vieler  Anwendongeo  fäblf. 
So  findet  man  s.  0.  leicht  die  Integrale 

•/e  iH-at*       2  =  = 

cos  Y 

die  viel  AMlogie  m  den  oben  entwickelten  beeitien.. 


284  . 

s 

4 

XXXIII. 

Die  Algebra  in  Italien  seit  Fibouacci  '^). 

VoB  dem 

Henrn  Doctor  Gerhardl 

Lehrer  am  GyrnDMinm  su  Svliwedel. 


Die  Algebra,  ttanentlich  die  AoflSsun^  der  Oleichoo|[eB ,  bat 

seit  den  denk\viirdigeD  Arbeiten  der  italienischen  Matliemafifcer  de« 
löten  Jahrliundorts  wenig  Fortschritte  g-emaclit  und  dio  Hemmnisse, 
die  sie  nicht  zu  hpseiti2;t*n  \  ernioch(<»n .  siml  im  AHa^emeinen  noch 
jetzt  vorhanden.  Ei>  scheint  der  Muhe  vvertli  xu  hcin^  den  Weg  zu 
verfolgen,  welchen  die  Wiasenacbnft  leit  den  Auttretco  Fibonacci'a 
/u  Antangf  des  13ten  Jahrhuaderta  einacbltfg,  bia  aie  an  jenem 
Höhepunkte  gelangte. 

.lahrhunderte  verfeineren,  che  jemand  auftrat,  der  den  hohen  Ver- 
dteithteu  Fibouacci's  äicii  luittc  würdig  zur  Seite  stellen  können.  Die- 
aea  Paetiini,  ao  wie  dnaa  die  Arbeiten  dieaea  Mnnnea  JnbrbusdMte 
bindurcb  fortwährend  benutzt  und  die  Gräuzen  der  Wissenacbnft» 
wie  er  sie  gesteckt,  erst  nach  lancier  Zeit  erweitert  \vi!r<{«>n,  ver- 
anlassen uns  zu  hehaii|»trn,  diiss  Fibonacci  unter  die  bedeutendsten 
Mathematiker  des  MiUeialtcrs  gerechnet  werden  musä.  Zwar  ha- 
ben wir  geaeben,  daan  er  tbeilwetae  nach  nrabiaeben  VorbiMem 
arbeitete;  dies  thiit  jedoch  seinen  Verdiensten  wenig  Eintrag,  denn 
er  hat  gezeigt .  dnss  er  allein  in  jenen  Zeiten  der  tiefsten  TawiB« 
senheit  dem  Flui2;e  der  U  isscnschatt,  den  sie  bei  den  Arabern  ge« 
nommcn,  zu  folgen  und  sie  in  sich  ttufzuuehmen  vermochte. 

Nach  ihm  finden  wir  in  13ten  Jabrbnndert  kanni  die  NnaMn 
einiger  HntbenuUiker  erwähnt;  von  ihren  Werken  ist  wenig  bia 
auf  uns  gekommen.  8n  schrieb  ein  Dominikaner  Leonardo  von 
Piätoju  um  1280  über  Ceometrie  und  Arithmetik,  dessen  Werke  wir 
aber  gegenwärtig  nicht  mehr  haben,  und  um  dieselbe  Zeit  eio  von 
Ximenea  erwSbnter  AnonjrHiua  'einen  Abbaco.  Aui;b  beacbftftigte 
man  sich  mit  Uebersetziingen  aus  dem  Arabischen;  so  übersetzte 
Guglieimo  di  Lunis  eine  Schritf:  die  Refrei  iiitor  üe  Algebra  (Re- 
gola  delP  Arcibra)  aus  dem  Arahisrlien  ins  Italienische.  Man  hat 
dieses  Werk  für  eine  Uebersetzuug  der  Algebra  dea  Mohammed 
bea  Hnaa  gehalten  $  dieaer  Aannbme  jedecb  wideiatriitet  daii,  wia 

  • 

^  Groastentheiia  nacb'Libri  histoira  dea,  matb&natiqaes  an  luUe^  dabei 
benotat  aind  die  Werke  von  Montuda)'  Chaalea  und  Kaatner. 
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.€iliidiffai  daraus  mittheilt.   Späterhin  schrieben  Franzetco  diOoMti 

Michelnzzi,  Paolo  Gberardi,  Pictro  Struzzi  uod  Antonio  Biliötti, 

f eoaant  dall'  Abbaco,  sämmtlich  aus  Toskana^  wo  Fibonacci^s  Ein- 
uss  nicht  ohne  Wirkung  gewesen  war,  über  Arithmetik  und  wahr- 
aeheiBlicli  «ncli  Über  Algebra;  der  berfikateite  aber  unter  den  Flo- 
ventiniielMn  Mstkematikem  der  damaligen  Zeit  war  Paol«  Dnga« 
roari^  genannt  auch  Paolo  dalP  Abbaco  oder  Paul  der  Geometer 
(■J-  1363).  Er  besass  ein  nusserordontiiches  Talent  und  j^leichzei«  , 
tige  SchriftsteUer  Jbaben  ihn  neben  Üante  und  Petrarca  gestellt. 
Von  MioeB  Schriften  esietiTtn  noch  handsehriftlieh  Bücher  über  den 
Abbaco,  worin  saerst  das  Komma  gebraucht  wird,  um  grosse  Znh^ 
'  len  in  Gruppen  zu  3  Ziffern  zu  tbeilen;  ferner  eine  Schrift  über 
Arithmetik  und  Algebra,  welche  für  Kaufleute  bestimmt,  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  der  zweitheili- 
trt'ü  enbisehen  Gleiehnngen  und  mehrere  schwierige  Probleme  aus 
äer  uabestimmttn  Analysis  euthill.  Dogomari  gao  auch  suerat  in 
Italien  einen  Almaaacb  heraus,  den  man  damals  Tnecaino  nannte. 
Vm  dieselbe  Zeit  sohrif'b  Giovanni  Danti  von  Arezzo  eine  Abband« 
luDg  über  den  Algurismus  nach  den  Werken  des  Boetius,  und  eine  '  . 
Geometrie,  wobei  er  arabische  Schriftsteller  benutzte.  Ein  anderer 
Florentiner,  Raphael  Canacci,  vertasste  im  14ten  Jahrhundert  in 
italienischer  Sprache  eine  Abhandlunj^  Ober  die  Algebra,  die  fSr  die 
Geschichte  der  Mathematik  von  Wichtigkeit  ist  und  eine  nähere 
Berücksichtigung  verdiente.  Sie  findet  sich  noch  handschriftlich  in 
der  Palatinischen  Bibliothek  zu  Floreni. 

Prosdocimo  Beldomando  von  Padua  verfusste  gegen  das  Bnde 
des  14ten  Jahrhunderts  ausser  andern  mathematischen  Schriften  eine 
Abbandluni?  über  den  Algorismus,  die  liS3  zu  Padua  gedruckt 
wurde,  und  unter  seinen  noch  handschriftlich  vorhandenen  Werken  / 
giebt  es  eines,  das  nach  indischen  Vorbildern  gearbeitet  ist. 

Dies  sind  die  bekanntesten  Männer,  die  naeh  Fibonaeei  im 
13ten  und  14ten  Jahrhundert  über  Arithmetik  und  Algebra  geschrie- 
ben haben.  Ausser  ihnen  Hessen  sich  noch  viele  Namen  mathema- 
tischer Schriftsteller  anführen,  die  zwar  nicht  unmittelbar  die  Wis- 
senschaft weiter  forderten,  aber  doch  zu  ihrer  Verbreitung  beitru- 
gen und  das  Jahrhundert  des  Ferro  und  Tartaglb  vorhereiteCen. 

-Die  noch  handschriftUdi  vorhandenen  Werke  über  die  Alfifebra 
ans  dieser  Zeit  enthalten  gewöhnlich  die  Auflösung  der  Gleichun- 
gen des  ersten  Grades  uud  allgemeine  Regeln,  öfters  jedoch  ohne 
Beweis,  für  die  Lösung  der  quadratischen.  EiniffC  Schriftsteller 
Iahe»  Glaiehungen  des  dten  und'  höherer  Grade  benandelt,  die  zw 
Msnng  derselben  gegebenen  R^eln  sind  aber  falsch;  ftir  den  Fall 
Dämlich,  dasB  diese  Gleichungt^n  dreitheilig  sind,  haben  sie  mittelst 
luduction  Formeln  gemacht,  die  denen  ähnlich  sipd,  die  zur  Lö- 
sung der  quadratischen '  Gleichungen  dienen;  für  Gleichuugen,  die 
ana  4  oder  mehr  Gliedern  haalehen,  gaben  sie  aehr  hisarra  Regeln, 
die  auf  Cdache  Principien  gegrUndet  waren  *).  *—  In  dieaen  Mann* 


*)  Libri  ist  im  Besitz  eines  Manuscripts  aus  dem  Uten  Jahrhundert,  wo 
eino  RegeLzur  Anflüsni^f;  der  Gleiahnng  ton  der  Form  px*sgax-i'6 

i 


gageben  wird;  naeh  derselben  soll  <'^=^  +  |/(^)' 


-l-i  seiik  ^ 
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scrip(rn  findet  man  auch  Prübleme  der  beiden  ersten  Crade  aus  der 
ULbcstininiten  Analysia  und  einifl^e  Bemerkungen  über  Wurzeiaus« 
drücke.  Die  Zeichen  der  Addition  und  Subtraction  finden  sich 
Mch  Dicht:  die  AdditioB  wird  dtdnreb  aogezeifft,  dut  die  beides 
WM  addirenden  AuadrBeke  neben  einander  u^esteUt  werden ,  und  die 
andern  Operationen  werden  durch  L'mscbrcibung  ausgedrückt.  Das 
Wort  Birjoiii  tindet  sieb  schon,  nicht  aber  das  Wort  Gleichung; 
das  Wort  Algebra  wird  sehr  häufig  getroflfen,  Almucabala  weit  sei* 
tener.  Eieig«  AeweDdangen  der  Algebra  anf  Gemaetrie^  die  iai 
Allgeveinea  keinen  andern  Zweck  zu  babea  scheiaea,  ab  die  Pro- 
bleme ans  (!pr  unbestimmten  Analysis  zu  eonstruiren.  "und  einige 
leichte  t utersuchuogen  über  Maxtmn  vervolUtäudiffen  öfters  die 
wissenschaftlichsten  dieser  Werke.  ä»u  kommen  au  B.  in  den  oben 
arwülinteB  Maanseript  über  Algebra,  die  f9tr  Kaaflente  geatbnebea 
war,  wie  ausdrücklicli  am  Eingange  bemerkt  ist,  folgende  Aufga>  , 
ben  vor:  1)  Es  sollen  in  riucm  Kreise,  in  einem  Dreiecke  oder  in 
einem  Quadrate  eine  gegebene  Anzahl  kreise^  gleichschenkliger 
Dreiecke  oder  Quadrate  beziehungsweise  eingeschrieben  werden, 
so  daaa  die  Smnae  der  Plftebea  der  eiagMebriebeaea  Figarea  eia 
MaximuiB  ist;  2)  in  eiaeai  Kubus  eine  dreiseitive  Pyramide  einsn» 
schreiben,  so  dasg  der  lalialt  denelbea  ein  wzinuiai  uit;  3)  ca 
•eilen  die  Gleichungen 

-    —  py* 

in  ffanzen  Zahlen  gelöst  werden;  u.  s.  w.:  sämmtlich  Probleme, 
die  beweiaea,  data  es  den  nBbekaaaten  TerlaBser  aieht  an  Sagaei* 

m  gefehlt  hat. 

In  der  ersten  Hälfte  des  15ten  Jahrhunderts  widmete  man  sich 
vorzugsweise  dem  Studium  der  classischen  Werke  dps  Altertbums; 
daher  begegnen  wir  iu  dieser  Zeit  kciuetu  ^tameo,  der  in  den  Wis- 
aensebaften  etwas  geleistet  bitte.  Damiia  wurden  die  Untenoeban« 

5en  über  die  Algebra  unterbrochen.  In  der  zweiten  Hälfte  dieses 
ahrhunderts  beschäftip^ten  sich  einige  Gelehrte  mit  den  Schriften 
der  Mathematiker  des  Altertbums;  sie  wurden  übersetzt  und  erläu- 
tert, oder  auch  vervollständigt  und  angefan|;ene  Untersuchungen 
weiter  fortgeführt;  besonders  siit  der  CleoaMtne  war  dies  der  Fall, 
Wftkrend  andere  sich  ausschliesslich  mit  der  A%dbra  befasstea  und 
ihr  einen  Grad  von  Allgemeinheit  gaben,  der  von  den  Alten  nicht 

Seahndet  wurde  und  den  zum  Theit  die  Mathematiker  der  neueren 
eit  nicht  haben  übersteigen  können. 

lUarel^kaa  (geb.  l^M'stt  Mesaina,  gest  1875)  gebSrt  swar  a«. 
denaa,  die  ihre  ffaasa  TbStigkeit  auf  das  Studium  der  grierhischea 
Geometer  verwandten;  er  hat  sich  jedoch  auch  mit  Aly^ebra  be- 
schäftigt, wiewohl  er  sie  für  eine  barbarische  Wisseiischuft  hielt. 
Seine  Schrül  über  die  Algebra  ist  zwar  verloren  gegangen,  indes- 


Uebrigens  ist  zu  bemerken,  das«  wenn  hier  tos  Gleichungen  die  Rede 
Isi^  stets  nuiMrisshe  sn  ventebea  sind. 
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seD  beschränkte  sie  sich  nach  dem,  was  wir  davoo  wisseo,  auf 

tnCni  BiMMate.    Die  'Arithaetik  dM  Hcuroljliiw  eeCbält  m*  ' 
torenante  UDtersocbnappaa  über  die  Theorie  der  Zahlen;  unter  an- 
dern sind  darin  die  Eigenschaften  der  Poijgonalzahlen  weit  voll« 
ständiger  behandelt,  als  es  von  Diophantus  geschehen  ist. 

Die  Reibe  der  Algebraisten  Italiens  im  löten  Jahrhundert  er- 
hübet Lneas  Paeioli  *),  von  aeiom  AeburtBorte  Borgo  Sm  Sepofaro 
^  in  ToskM»  f^ucas  di  Borgo  S.  Sepulchri  genannt,  Br  wurde  da« 
selbst  gegen  die  Mitte  des  15ten  Jahrhunderts  geboren  und  trat  in 
den  Orden  der  Minoriten.  Von  seinem  Leben  ist  wenipf  bekannt; 
aus  den  Vorreden  seiner  Schritten  und  aus  den  Regiütero  der  Loi- 
versititeb,  wo  er  lofcrte,  geht  lioiTor,  daia  «r  oaeb  und  back  m- 
Por«jgia,  Neapel,  Pisa  und  Venedig  Professor  war.  S^lar  kogab 
er  sich  nach  Mailand  an  den  Hof^ des  fiudwig  Morö,  wo  er  mit 
Leonardo  da  Vinci  zusammentraf,  mit  dem  er  auch  bei  der  Ankunft 
der  Franzosen  die  Lombardei  verliess.  Die  letzten  Jahre  seines 
Ijokoiia  aekeiat  er  in  Plorees  nad  Veoedig  lagebtackt  se  kakee. 
Br  starb  wahrscheinlich  bald  nach  1509« 

Das  Hauptwerk  Facioli's  ist:  Summa  de  Arithmeticn  Gcometria 
Proportioni  e  Proportionalita;  es  wurde  zum  ersten  Mal  IVJ'i  zu 
*    Venedig  gedruckt  und  1523  oocbmals  aufgelegt    Da  dieses  Werk 
vorannweiae  des  MatkeaatikerB  dea  16lea  Jekrknoderta  ala  Baaia 
ikrar  roraekoBgen  gedient  hat,  so  mag  hier  eine  ausführliche  Dnr^ 
Stellung  seines  Inhalts  folgen.    Es  besteht  aus  2  llaupttheilen,  von 
denen  der  erste  Arithmetik  und  Algebra,  der  zweite  Geometrie  ent- 
hält.   Die  L'nterabtheiluugen  heisseo  distinctiones.    In  der  ersten 
iat  saai  Tkeil  die  Arkait  TikoeaeePa  flker  die  Umdramkleii,  die 
in  neuerer  Zeit  verloren  gegangen  iat»  entkaltea.   Aus  derselben 
reproducirt  hier  Paeioli  die  Aoflösnng  mehrerer  unbestimmter  Glei- 
chungen des  2ten  und  4ten  Grades  nrtch  einer  Methode,  die  ohne 
allgemein  zu  sein,  dennoch  bemerkt  zu  werden  verdient  °'').  Der 
Bewela  fekif;  Leonardo  von  Piaa  katie  aie  durch  geometriaeke  Be- 
trachtungen und  an  Figuren  bewiesen.  Dieae  AnMungen,  besondem 
die  der  iJleichung  .r' y*  = //,  sind  von  denen  Diophant's  ver- 
schieden, und  man  hielt  früher  Euler  für  den  ersten  Erfinder  der- 
selben; eine  nähere  Bekanntschaft  jedoch  mit  den  algebraischen 
SckriiteB  der  Indier  kat  gelehrt,  daaa  aie  aiek  sekon  in  der.Alffekr» 
dea  BfnkBM(pi|itn  inden,  nna  der  aie  die  Ainker  entleknfen,  diBnen 


*)  Nicht  Paciolo;  er  selbst  nennt  sich  Frater  Lucas  de  Borgo  Sancti 
Sepulchri,  oder  Frater  Lucas  Patiolus  Burgensis,  oder  Paeioli. 

Nach  i!«>rsrn)(>n  setzt  man,  um  die  Gleichung  jg*  —  ^'sjs'  in  ntiona- 

iea  Zaiiieu  aufzulösen, 

6  • 

dann  ivird 

•TM  ' 
U 

,  aabi.  Sind  i.  B»  die  Gleichungen 
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ja  FiboMMci  seioe  KenntniM«  ierdaakte  Ansserdein  findea 
tieli  Docli  io  dieser  ersten  DistiDction  die  Snaaen  einiger  numeri- 
i^en  Reihen  und  eine  Tafel  der  vollkomBeneD  Zahlen.  Die  zweite 
enthält  die  4  Species  mit  allen  damals  prcbräuchlicheo  Arten  der 
Multiplication  und  Division,  mit  den  KeckDungsvortbeilen,  die  siel» 
beim  Gebrauch  von  7  und  9  ergeben;  ferner  die  Rechnung  mit  den 
einfiidbsteB  Wurzelgröeten ,  Regeln  cur  Bestimmung  der  Svrae 
der  Reiben  der  Quadrate  und  Cubikzablen,  die  ebenialls  tod  Fibo- 
nacci  entlehnt  sind  und  den  jetzt  gebräuchlichen  Formeln  vollkom- 
men entsprechen,  und  die  Auflösung  einiger  sehr  interessanten 
arithmetischen  Probleme.    Jd  den  beiden  folgenden  DutinetioDeB 

'  wird  die  BnclwtabeDreehnung  vorgetragen;  die  fünfte  enthSlt  die 
Regel  de  tri  und  achliesst  mit  einer  Darstellung  der  von  Pacioli 
gebrauchten  algebraischen  Bezeichnungen.  Die  sechste  behandelt 
die  Progressionen  im  Allgemeinen.  Die  Hegel  Helcataym  oder  die 
regulu  t^alsi  findet  sich  in  der  siebenten,  zugleich  mit  einer  grossen 
Ansaiil  Vorschriften  für  die  Lfisnog  der  Probleme  des  erfteii  Gra- 
des. Die  achte  Distinction  enthält  die  Algebra  e  Almucabala,  auch 
Arte  Cosa  oder  Arte  niaggiore  genannt.  Pacioli  venollständigt 
hier  die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen;  er  lehrt  wie  man  bei  der  ' 
Multiplication  iind  DirisioD  mit  ihnen  verfälirt,  und  wie  in  gewis- 
ses ritten  die  Wonel  aus  eiaeai  Binosi  gesogen  wird;  er  lehrt 
ferner  die  arithmetischen  Operationen  mit  irrationalen  Grössen  und 
beweist  den  erössten  Theil  der  Satze  aus  dem  lOten  Buche  der 
Elemente  Euklids.  Sodann  geht  er  zu  den  (jlleichungen  des  2tea 
Grades  über,  die  er  ähnlich,  wie  es  in  der  Algebra  des  Muhammed 
ben  Mosn  und  bei  Fibonaeei  geschieht,  in  eiuncbe  d.  b*  reine  qua» 

,\  dratische  und  zusammengesetzte  eintheilt;  von  den  letzteren  unter* 
■obeidet  Padoli  3  Fälle,  die  sieb  dnrcb  Gleicbnngen  von  der  «Fora 

ausdrücken  lassen.  Die  Auflösungen  derselben  sind  in  Verse  ge* 
bracht,  welche  Kästner  in  seiner  Gescliiclitc  der  Mathematik  Bd.  I. 
p,  70.  iT.  milgetheilt  hat.  Wir  werden  ^veitcr  unten  sehen,  dass 
auch  Tartaglia  die  Regeln  für  die  Auflösung  der  cubiscben  Glei- 
cbungeu  in  Verse  fasste.  Es  folgen  nnn  die  Gleichungen  höherer 
Grude,  die  sich  auf  quadratische  zurückführen  lassen ;  hierbei  unter- 
scheidet Pacioli  8  Fälle,  die  sieb  auf  folgende  Art  niudräckeB 
lassen: 

Die  Auflösungen  der  drei  ersteu  und  der  drei  letzten  werden  mit- 


gegeben,  so  sstst  msn  ntml  nnd  etbllt  u*eak,  folgltcb  dr«^ 

1  49  7  1 

X'  — 6  =  t;»=:Y»  x*-^  C=y»=:— ,  mitbin  y^-^.  «'=— • 

*)  Eine  sebc  interesstnte  DarsteUung  bierüber  bei  Cbisles  p.  4Mi 
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getbeiit;  die  der  vierten  und  fünfteD  Ibllt  er  für  annöglich,  wm 
beweist,  dass  da  die«e  beiden  Gleichungen  sieb  nicht  auf  qnadrati« 
sehe  zurückführen  lassen,  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  3ten 
Grades  damals  noch  nicht  gefunden  war.  Ueberhaupt  hat  sich  Pn- 
doli  mit  der  Lösung  aller  Arten  von  Gleichungen,  die  sich  auf 
4|iiB4lrtitiscbe  xurfiekbria^n  lassen,  beschäftigt;  unter  andern  giebt 
er  auch  die  Auflösung  einer  vollstäudigen  Gleicbung  des  4ten  ura- 
des  Ttnrli  eiDcr  Methode,  die  s\rh  auch  in  andern  Fällfn  nnwenden 
lä&st,  SU  wie  die  Auflösung  gcwUfier  ExponeotialgleichuD^cu  durch 
Nährrung.  In  der  neonteD  Distiiiction  endlich,  weiche  den  ersten 
Hyupttheil  besdiKeist,  finden  sich  die  Regel  der  Gesellacbaftsrecb> 
nung  6nd  eine  ülenge  von  Aufgaben,  die  sich  auf  Handelsoperatio- 
nen beziehen,  bei  deren  Lösung  zuerst  Spuren  dor  Walirürheinlich- 
keitsrecbnung  vorkommen.  ,Auch  ist  dieser  Oistioctiua  eiue  Ab- 
handlung über  den  Handel,  die  von  einem  ffewisaen  Chiarini  her- 
rfikrt,  TollatiDdig  einverleibt,  wo  warn  entonllel  voa  der  doppelten 
JKachhaltung  j^^esprochen  wird. 

Der  zweite  Haupttheil  der  Summa  umfnsst  in  8  Distinctioncn 
eine  vollständige  Abhandlung  der  theoretiücheo  und  praktischen 
Geometrie.  Die  Ueberschrift  eines  Capitels  der  3ten  Distinction: 
MjMfcpn  tolveadi  varioe  eaeua  figurarum  quadrilaterarum  reetongaln** 
r^ll  per  viam  algebre,  zeigt,  dass  hier  acbon  Anwendung  der  Al- 
gebra auf  Geometrie  vorkonat,  die  iiberheu|it  viel  ilter  ist»  nie 
nao  gewöhnlich  auuimmt.  ' 

iBeae«  grosse,  inhaltreicbe  Werk  Pacioli*«  ist  nur  eine  Com« 
jrtMttiott  ani  den  danele.  vorhandenen  Sebrifiten  über  Aritliaietik, 
Algebra  und  Geometrie;  namentlich  sind  die  Fibonacci*s  benutit» 
ja  der  Verfasser  snjß^t  sogar,  dass  wenn  er  einen  Srhrjftstpller  ci- 
tire,  ohne  seinen  Naineu  zu  ueuuen,  er  aus  Lcunurdo  vun  Pisa  ent- 
lehne. Die  Wissenschaft  selbst  hat  weder  an  Umfang  noch  in  der 
Behandlung  gewonnen;  die  Gleichungen  werden  noch  immer  dnreh 
Iforte  ausgedrückt;  nur  zur  Abkürzung  bedient  sich  Paeioli  hier 
und  da  der  Buchstaben  p  ({)iü  d.  h.  plus)  und  m  (mcno  d.  h.  mi- 
nus). Das  Zeichen  =  kummt  nicht  vor,  dafür  gebraucht  er  das 
Wort  cffuale.  Für  das  Wurzelzeidien  steht  der  Buchstabe  Itj  und 
die  Unnelcanote  of  wiM  dnreh  c*  (cosa),  jp*  durch  ce.  (cenao), 
jr>  durch  cu.  (cubo),  .r*  durch  ce.  ce.  (censo  censo)  n.  e.  w.  ans- 
j»-pdrHckt.  Audi  der  Charakter  (Heses  Werkes  ist  von  dem  der 
Irühert  n  nicitt  verscliiedcn ;  es  beruht  aut  einer  beständigen  Vcr- 
einiguug  der  Algebra  mit  der  Geometrien  eiue  Eigeuthüuilichkeit, 
die  aemnichft  beinabe  in  nllen  matbeniatiscben  Schriften  des  lOten 
Jahrhunderte  gefunden  wird. 

Parioli  i«5t  n(trlt  der  Verfasser  eines  /weifen  Werkes,  das  je- 
doch nicht  <lif\s(  ll>c  VViclititrkeit  hat,  ala  duü  eben  besprochene;  der 
Titel  desselben  ist:  Lucae  Paeioli  divina  proportioue,  upera  a  tutti 
gliogegni  perspicaci  o  cnrioei  neceasaria;  ovo  ciacnn  stndioio  di 
pbilosophiu,  pro.>«pettlva,  pietnra,  scufptura,  archifcctura,  ttnsira  e 

rtitrp  m  ^   '  ■      '    vissima,  S(>ltile  e  admirahile  dottrina  CÖnse- 

f]uira  e  ueiectai  ,issi  con  varie  questione  <!i  s<  crctiHsima  scicntia. 
Venetiis  1509.  in  tul.  *).    Unter  pruportio  diviou  versteht  der  \  er- 


Eine  vollst'anüc  r  Dir^tallong  iehMt  Inhalte!  bei  Kästner,  Geich- der 

Mith.  Bd.  1.  p*  417*  sciq. 
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fasser  die  TheiloDg  einer  i^mdeii  Liaf*  in  dm  milflefe  nnd  ttatiere 
Verhiltmas ,  die  auch  sonst  sectio  auren  oder  der  goldene  Schnitt 
genannt  wird;  er  will  sie  zur  (>rundlage  nlier  der  im  Titel  des 
Werkes  erwähnten  Wissenschatten  und  Künste  machen.  Gegen- 
wärtig iht  dasselbe  nur  iosuferu  noch  von  ioteresse,  dass  Leonardo 
da  Vinci  mit  eigener  Band  die  Pigtaren  dazn  gravirt  nnd  vielleiebt  * 
aeibst  Antheil  an  der  Redaction  gehabt  hat 

Kurz  nach  der  Divina  prnportionc  erschien  im  Jahre  1521  zn 
Florenz  ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  höchst  wichtipres 
Werk:  Die  Summa  de  arithmetica  des  Kranzesco  Ghaligai,  das  wir 
schon  häufig  citlrt  haben.  Bs  besteht  an«  13  BSehern ,  und  ^enthält 
die  Lösung  der  Gleichungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  mehrerer 
sehr  schwierls^en  Prubieuic  aus  der  uubestimmten  Anahsis  (im  8teB 
Buche,  das  wiiMleruni  nach  Kihonacci  gearbeitet  ist)  und  die  Rech- 
nung mit  den  cintachbten  Wurzeigrössen.  Aber  namentlich  dadurch 
gewährt  dieses  Werk  ein  eigenthilmliebes  Interesse,  dass  es  ge> . 
wissermassen  ein  historisehes  Repertorium  ist,  denn  man  findet 
darin  bedeutende  Frnp^mente  aus  den  Schriften  Fibonacci's^  Aus« 
rüi:e  «us  einer  Alc^ebra,  die  von  dem  oben  erwähnten  Guglieimo 
di  Lunis  aus  dem  Arabischen  übersetzt  wurde,  eiuiffc  L'otersuchun- 

Sen  aus  den  Sebfifteil  des  Gievanvi  del  Sodo,  weroher  der  Lehrer 
es  Ghaligai  war,  nnd  wiederholte  Anfiihrungen  eines  Benedetto, 
dessen  Werke  wir  gegenwärtig  nicht  mehr  kennen. 

Diese  Schrift  Glialigai's  ist  weniger  weitschweifig,  als  die  Pa- 
cioli's,  und  desshalb  musste  sie  auch  zu  ihrer  Zeit  mehr  Kinflusis 
auf  das  Studium  der  Matbedfatik  baben.  Sie  entbiit  ein  sehr  gutes 
R^sum^  Ton  dem,  was  man  dainais  wnfiste,  nnd  zeichnet  sieb  in 
dieser  Hinsicht  vor  allen  früheren  Schriften  ähnlicher  Art  aus. 

Ausser  diesen  beiden,  die  ganze  Wissenschaft  der  damalipfen 
Zeit  umfassenden  Werken  erschienen  nun  noch  zu  Anfange  des 
l^en  Jahrhunderts  einige  Abbachi,  die  sWar  nur  die  ersten  Ble- 
«ente  enthalten,  die  aber  ihres  Allerthasis  wegen  hier  eine  Stelle 
finden  pögen.  Sie  sind: 

Felles,  compendion  de  abacho,  Tbanrino  1492.  4.  (Un  Dialekt 

von  Nizza  geschrieben);  # 

Pieiro  di  Borgo,  libro  de  abachu,  Veuetia  1561.  4.; 

Sfortunatt   von  Siena,   nuovo   lume  di  arithmetica,  Venet. 
156L  4.; 

Cberti,  thesoro  universale  de  abaeho,  TInegia  1518.  8.; 

Feliciauo,  libro  di  arithmetica  e  geomcttia,  intiittlatn  scal^ 
giisialilelli,  Vinegia  1550.  4.; 

\  erini,  spechio  del  mercataote,  Milano  1.542.  S.. 

Catani  von  Sieaa,  practica  deUe  dne  prime  aatematicke,  Fe> 
netia  1546.  4.; 

I  

•)  Montncla  (Hist,  des  math.  Tom.  I.  p,  ^52.)  und  Cliasle.s  (Geschichte  der 
tieoiiieu  d.  Lebers.  p.  037)  luhrea  UitcJn  ein  drittes  Werk  \oii  FaciuU 
an:  .LibeUus  in  tres  parMales  tractatus  divtsus  quorumcunque  curpo- 
ruiii  reg  !  iriinii  et  (Ifpeiidfiititini  active  persrriitatiotiis,  Venedig'  JM)S.  " 
in  4.i  au«  hä^mer'«  iie&uh.  der  Mach.  Bd.  L  u.  438  geht  jedoch  her 
Tor,  dass  dasselbe  nur  ei?)e  besondere  Abchetlnng  der  Divina  propur- 
ciene  ist.  Hierauf 'scbenit  Libri  fibareinsastinHnM,  der  es  nicht  cr- 
.wihnt  bat.  , 


* 
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Ortei^a,  summa  de  arithmetica,  Roma  1515,  fol.  (Juan  de  Ortega 
wer  ein  S|»attier,  der  dieses  Werk  in  Italien  verfasste)  °). 

Alle  4ieM  Werke,  die  flM|itweriKe  Pkdoli'i  und  Gh»ligr»'i  mk 
eiBgetckiosseB ,  bebandeln  nur  Gkichuagen  der  beiden  ersten  und 
solche  höherer  Grade,  die  sich  auf  den  zweiten  zurückführen  las- 
sen, und  auch  diese  niclit  einmal  vollständig,  denn  man  zug.  wie 
es  auch  die  Araber  und  nach  ihnen  Fibonacci  gethan  hutteu,  weder 
die  ■egaHte«  Meh  die  iBiaginäten  Wumeln  in  Betraelit,  vad  hiett 
die  GkeiehuBgen  für  unlöslich,  bei  denen  man  auf  solche  Wurzeln 
kam.  Kaum  hatte  man  in  einzelnen  Fällen  die  Mehrheit  der  Wur- 
zeln erkannt.  \  ertfleiclien  wir  hiermit  den  Zustan<l  der  Alc^ehra, 
wie  er  sich  aus  den  uui  dieselbe  Zeit  in  Deutschiaiid  erschienenen 
Werken  evgiekl,  eo^  bietet  Bick  ein  in  der  That  erfrenlieber  Unter* 
eebied  dar;  die  Aritkeietica  integra  von  ^ichaei  Stifel,  die  1544 
■ZD  Nürnberg'  erschien,  legt  eine  tiefere  Kenntniss  und  eine  ältere 
Ausbildung  der  Wissenschaft  dar^  als  wir  in  den  bisher  betrachte-  « 
ten  italienischen  Werken  suheu.  Besonders  bemerkt  man  in  der* . 
Belke«  eiM  AiiillkefaBy  an  die  akatnikte  Porn,  weleke  die  Al|i;e* 
kia  seitdem  angenommen  hat.  Ausser  den  Zeicbea  ond 
den  jetzt  g^ebräuchlicben  W^urzelzeichcn ,  der  Bezeichnung  der  Fn- 
bekauntcu  durch  Symbole  u.  s.  w.  findet  sich  darin  das  Princip 
der  Mehrheit  der  Wurzeln  einer  böbern  Gleicbunar  ausdrücklich  er- 
wikat  aad  befwieeea.  Dfeaea  Werk  Tea  SiMet  let  aker  Mir  eine 
Bearbeitling  einer  im  Jahre  1524  ersckietnenen  Schrift  des  Christapk 
Rudolph  von  Jauer****),  mitbin  muss  jene  glückliche  .Ausbildung 
der  Algebra  in  Deutschland  wenigstens  zu  dieser  Zeit,  oder  auch 
noch  trüber  statt  gefunden  haben,  und  in  der  That  hat  Drobiscb 
im  iT  aeaeileir  Zeit  ia  eiaeni  altoi  Reckeakueka  des  Jok.  Wiede« 
BMknn  von  Eger  vom  Jahre  1489  die  Zeickan  und  —  schon  ge» 
funden  f ).  —  Vielleicht  wird  einmal,  wenn  die  Bii>!inthckcn  des 
südlichen  Deutschlands  durchforscht,  und  aus  den  noch  vorhandenen 
Manuacripteu  über  den  Zustand  der  Mathematik  im  15teu  uud 
Iftea  Jamoadert  aaae  Aafaeklieee  gewoaaea  seiB  vrerden ,  diaaa 
kk^er  rfithselkafte  Erscheinung  sich  aufklären. 

Wir  kehren  nach  Italien  zurück.  Wir  sahen,  dass  daselbst  die 
Algebra  zu  Anfange  des  16ten  Jahrhunderts  noch  nicht  über  die 
ersteo  lUemente  hinaus  vorgeschritten  war;  aus  diesem  Zustande 


Eine  spanische,  zu  Sevilla  getlruckte  Schrift  desselben  Verfassers  über 
Arithmetik  und  Geometrie  fuhrt  Kastner  Geteh.  der  Blatb.  Bd«  I. 

t9G  — 99  an. 
ibri  sagt  zwar,  dass  diese  Zeichen  zuerst  in  den  Manuscripten  des 
Leontrdo  da  Vinei  sieh  finden;  denelbe- innss  sie  jedock  nieht  mit|^ 
theilt  haben,  denn  Parin]!,  der  zugleiek  mit  ihn  am  Hofe  dei  Ludwig 
IVloro  lebte,  gebraucht  sie  nicht. 
***)  Diese  Schrift  ist  höchst  selten  nnd  schon  Stifel  klagt,  dass  2U  seiner 
Zelt,  also  ohngefäbr  20  Jahr  nach  ihrem  Erscheinen,  kein  Exemplar 
um  den  drei-  oder  vierfachen  Preis  zu  haben  sei.  Sie  muss  sehr  bald 
eine  grosse  Verbreitung  erlangt  haben,  denn  es  existirC  \i^n  ihr  eine 
in  Italien  asfefertiffte  lateinitcbe  Uekeieeiiang^  die  neek  unter  den 
Manuscripten  der  Äonifl.  fiibliethek  SB  Pefb  Teekendea  ist.  Siehe 
Cbasles  p.  638. 

t)  Drobiscb,  de  Jleen.  Widmaimi  Egerani  compendio  aritbmeticae  mereete* 
lan  ete.  Lipe.  1810. 

ig. 
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iiber  wurde  sie  gegen  die  Mitte  dieses  Jahrhunderts  dufch  die  ver- 
eiutcn  AostrcD^yugen  eiuei  Ferro,  Tartaglia  aod  Cardan  bis  wm 
.MsttDg  der  all^emciDen  OleichnDgeo  des  Zt^n  und  4teB  Grades 
erliobei,  nnd  die  Recbnuiig'  nit  ioMigwI&reii  GriSnett  wmtiie  er- 

t'uiidcn. 

Die  Auflösuag  der  cubischeii  GieicbuDgeo  gelang  nicht  auf  eio- 
-mal;  Libri  theilt  Auszüge  aus  iwei  alten  Manascripten  dea  14laa 
nad  15cen  Jahrhunderts  mit,  die  lieb  ia  aeinem  Besitz  befiadett,  ia 

welchen  mehrfache  Versuche  zur  Lüsung  solcher  Gleichungen  ge- 
innrht  sind.    Die  grösste  Schwierigkeit  hierbei  war  die,  dass  man 
nicht  aut  analogem  Wege,  wie  bei  den  Gleichuncren  des  2ten  Gra- 
des, dahin  gelangen  Iconnte,  seadera  dass  neue  Metboden  gescka^ 
fra  werdea  mussten.   Der  Name  dea  ersten  Ülrfinders  einer  solchca 
ist  nur  durch  Zufall  auf  uns  gekommen;  kein  gleichzeitiger  Schrift- 
steller gedenkt  seiner  und  sein  Verfahren  ist  unbekannt  geblieben. 
Scipione  Ferro,  von  1496  bis  15^  Professor  zu  Bologna,  löste  zu- 
erst die  Gleichung,  die  man  damals  „capilninn  cnbi  et  reram  nn* 
mero  aequalinm^^  (d.  b.  ^'+ffhr  =  a)  aaaate,  allgemein  auf;  er 
starb  aber,  ohne  seine  Entdeckung  bekannt  gemacht  zu  haben.  Die 
gefundene  Formel  hatte  er  jedoch  dem  Antonio  Fiore  anrertratif, 
der  unterschiedenen  Geometern,  so  auch  1535  dem  Tartuglia,  Pro- 
bleme aar  Lösunff  vorlegte,  die  nur  mit  Hülfe  der  Formel,  in  deren 
Besitz  er  war,  erhaltea  werden  konnte.   Da  Friere  nur  ein  gewiAa« 
lieber  Rechner  war,  so  glaubte  anfangs  Tartaglia,  dass  er  selbst 
nicht  im  Besitz  der  Lösung  seiner  Probleme  sei;  al»  aber  Fiore 
versicherte,  dass  ihm  die  Methode  dazu  vor  80  Jahren  von  einem 
grossen  Mathematiker  mitgctheilt  worden  sei,  so  beschäftigte  Tar- 
taglia sieb  erostlicb  damit  und  fand  die  Ltösang  *).   So  findet  sieh 
die  Erzählung  in  Tartaglia's  Schrift:   Quesiti  et  inventioni  diverse 
(Venet.  1554.);  Ferro's  Name  wird  jedoch  nicht  G:enannf,  Cnrdan 
indessen  kommt  auf  denselben  Gegenstand  in  dem  ersten  Cupitet 
seiner  Ars  magna  zu  sprechen  und  citirt  den  Scipione  Ferr«  als 
den,  welcher  dem  Flore  seine  Entdeekong  mitgetheilt  habe.  Sa 
war  demnach  das  erste  Hiuderniss  beseitigt,  das  Pacioli  und  alle 
andere  naoli  ihm  für  unübersteiglich  gehalten  halten^  und  die  Bahn 
zu  weiteren  Fortschritten  war  eröffnet.  —  Mit  welcher  Freude  die 
"Batdeckung  Ferro^  nad  Tartaglia's  von  ihren  Zeitgenossen  aufge- 
nommen wurde,  davoa  giebt  nicht  allein  .  Cardaa  Sängaiss**),  sie 
vorursnclite  eine  allgemeine  Bewegung  in  Italien.    Ks  wurden  ofieat« 
liehe  VVittkänipfe  veranstaltet,  woran  alle  Classcn  der  Bevölkerung 
Theil   nahmen.    Von   allen  Seiten   wurden  Probleme  vorj^elegt; 
Ffirsten,  »Mönche,  Gelehrte,  Gesandte,  Professoren,  Architekten 
wetteiferten  in  der  Lösung  derselbeB.  Die  abea  erwIhateD  Qaesili 


•)  Aiirh  «sie  ist  unbekannt  geblieben;  Tartaglia  .sagt  nur,  ifass  er  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Construction,  die  den  Cubus  der  Summe 
zweier  Geraden  giebt,  dahin  gekonunen  sei. 

•°)  Temporibus  nostris,  Scipio  Ferreus  Bononiensis,  cajutulum  cubi  et 
rsrum  nnmsro  aeqoaiiom  Invenit,  rem  tane  pulebnim  et  admirabilem. 
Oonrn  omnem  hnmanam  .siilitiUtatem,  nmnis  ingenii  raortalis  claritatem 
ars  haec  superet,  donum  urofecto  coeleste,  experiinentum  sutem  virttitis 
aalnmiam,  «tque  adeo  iNaM«,  at-^i  haoe  attigeric,  nihU  aoa  ioteUi- 
gete  pone  se  eredtt.  Cardaa.  Ar.  msg«  cap»  !• 
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etc.  des  Tartaglia  entliiilten  eine  Sammlting  von  Aafworten,  die  rr 
.  auf  die  ihm  vorgelep^ten  Probleme  gab.    Ohagencblet  dieses  allgc« 
meioeo  BDÜiuaiasinus  wurde  jedoch  der  Name  des  erateo  Erfioders 

JnUlM  g<tMMl 

Der  bemerkenswertbeste  Incidcnzpunkt  dieser  langen  Discossio- 
nen  war  der  Streit,  der  zwiscben  Cordan  und  Tartaglia  sich  erhob. 
Der  letztere  war  DÜmlich  nicht  bloss  bei  der  Lösung  des  erwäha- 
teo  Failes  stebeu  geblieben,  er  halte  sieb  indessen  in  Besitz  der 
VUaog  dtor  übrigeB  Attes  d«r  cnWielieD  Gleiebimgea  g«M(it. 
Diese  BafedeckuDg,  di«  er  sorgfältig  geheim  hielt,  muchte  Aufsehen. 
Hieronymus  i'ardan  zu  IVIniland,  der,  obgleich  Arzt,  sich  dennoch 
vielfältig  mit  Algebra  besrliaftijrte ,  interesf^irte  sich  lebhaft  dafür. 
Za  verschiedeneD  Malen  bat  er  nicht  nur  selbst,  sondern  liess.auch 
4areh  mmien  den  Tartaglia  um  HilHMiloag  aeiDer  Methode  bittei. 
Nachdem  dieser  es  mehrmals  verweigert  hatte,  erhielt  Cardan  end- 
lich im  Jahre  1539  einig-c  Verse,  in  welchen  die  Art  und  Weise 
beschrieben  war,  %¥ie  man  die  Wurzel  eioer  jeden  cubischen  Glei- 
chung erhalten  könnte.   Cardau  fand  dazu  den  Beweis,  der  ihn 
nebt  «kffetbeilt  wordea  wan   Er  8ti«iilirte  ras  aeiae  Schüler» 
anter  welchen  Ferrari  dar  bedeutendste  war,  die  Entdeckung  daa 
Tartaglia  durrli  andere  ZD  überbiefeD.    Ferrari  fand  die  Auflösung 
drr  Gleichungen  des  4ten  Grades;  mau  legte  sich  wiederum  gegen- 
seitig Probleme  vor,  es  erfolgten  Herausforderungen  und  öifentlich« 
Wattfciaipfe  ai  Maabuid  fai  Jabra  1M7.  Daa  aber  reiata  daa  Tar- 
tagiia  aai  Miateli,  dass  Cardaa  ohngeachtat  des  feierlichsten  Ver- 
sprechens von  seiner  Seite  in  seiner  Ars  map^TKt  die  Auflösuns^  der 
cubtücheu  Gleirhuoifen  bekannt  machte.    Zwur  hatte  er  die  Priori- 
tät des  Geometers  von  Brescia  gebührend  anerkannt ;  diesem  war 
aa  jadadi  bdebat  noangaMbai,  aeiaa  Eotdeekaai^  %mm  eratan  Haie 
iji  aneai  fremden  Werke  veröflentliabt  zu  sehen.    Et  beklagte  sich 
■chmerzlicli  <l;irüher;  dnzu  hatte  er  auch  alfe  Trsache,  denn  die 
Formel  Tartagli^'s  zur  Lösung  der  cuhiachea  6ieiGbuB{|;en  trägt 
den  Nameo  Cardan^s.  ' 

Nacbdaai  wir  aa  des  Gaaff  der  Wiaaenicbafit  iai  ZoBaaiaiea- 
hange  dargestellt  haben,  dilrita  aa  olfibt  obaa  lataresse  aaia» 
die  dabei  auftretenden  Personen  etwas  näher  kennen  zd  lernen. 
Scipione  Ferro,  den  ersten  BrGnder  der  Auflösung  der  cubischen 
Gleicbuagen,  kennen^  wir  nur  dem  Namen  nach;  umständlichere 
Naehrfehten  beeiteeD  wir  Taa  deai  swaitan.  Niaolo  Tartaglia.  Ga- 
boren zu  Brescia  im  Anfange  des  16ten  Jahrhunderts  war  er  kaum 
0  Jahr  alt,  als  er  seinen  Voter  verlor,  der  ein  PostUlon  war.  Da 
derselbe  kein  Vermögen  hinterliess,  so  befand  sich  die  Mutter  mit 
ihren  drei  Rindern  —  Tartaglia  hatte  noch  zwei  Brüder  r-  in 
Iranngaa  Daiatiedaa.  Ünaar  Nieala  war  aocb  ekit  Eiad,  ala  Gaataa 
de  Foix  jene  furchtbare  Metzelei  zu  Brescia  aarichtete,  vor  welcher 
sich  die  Familie  iu  die  Cathedrale  flüchtete.  Wiewohl  sie  sich 
daselbst  vollkommen  sicher  glaubte,  so  wurde  Nicolo  deuuoch  von 
einem  Soldaten  verwundet  und  schrecklich  verstümmelt.  Seine 
Hiraadiale  war  an  drei  Stellaa  dorehliabart  und  dai  Gehirn  lag 
o^u  da.  Er  erhielt  quer  über  das  Geakbt  aiaco  Schlag,  der  seine 
beiden  Kinnbacken  spaltete  und  den  Gaumen  bloss  legte.  So 
konnte  er  weder  sprechen  noch  essen.  Da  auch  das  tluus  der 
araien  Familie  van  den  Franzosen  verwüstet  worden  war,  so  litt 
üe  Mutter  mal  ihm  S.Sihaan  die  gröMte  Nolh.)  uai  ibr.mraitol- 
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tetes  Kind  zu  pflepren ,  leckte  sie  nach  Art  der  Hunde  4ik  Wunden 

dcssplbrn.    Sie  licilten,  alter  Nicolo  stotterte  norli  lüiig"«  nachher, 
vresshaib  muii  ihn  Tarta&^|ia  nannte.    Diesen  iSpitzuaiueu  behielt  er 
bei«  da  er  den  Namen  seioes  Vaters  nicht  mehr  wusste.  Tar- 
laglw  bildete  sich  selbst t  ia  filiifleB  Jebre  lernte  er  lesen,  Im  14ten 
nahm  er  Scbreibnnterricbt,  der  jedoch  schon  beioi  Buchstaben  JT 
wPeder  aufhörte,  weil  er  seinen  Ijchrcr  nldit  hezahlen  konnte:  er 
sah  fiich  desshutb  genöthigt,  die  übrigen  Buchstaben  des  Alphabet hs 
allein  nachzubilden.    Seitdem  hatte  er  niemals  einen  Lehrer  wie- 
der, aber  nnemiidlioh  fleissig  sfndhte  er  eifrig  die  Schriften  der 
(j^rossen  HSnner  früherer  Zeiten.   So  hatte  «  s  Tartaglia  in  seincoi  - 
30sten  .fahrp  so  -weit  srehrarfit,  dass  er  das  (leheiniuiss  des  Forro 
entschloicrto  un^l  die  allgemeine  Lösung  der  cubischen  Gleichung^c» 
fand,  um  welche  sich  die  Mathematiker  schon  so  lange  vergeblich 
bemüht  hatten.   Dnreh  diese  Bntdeeknog  gewann  erst  die  neuere 
Zeit  ein  Uebei^ewicht  fiber  die  Zeiten  der  Griechen  und  Araber, 
denn  bisher  war  in  den  matliemalischcn  WBf>8Cnschaflen  necb  kein 
wesentlicher  Schritt  vorwärts  geschehen. 

Tartnfflia  überliess  dem  Cardan  seine  Entdeckang  und  dieser, 
emdtefe  «e  Prueht  davon;  wer  würde  sieb  nicht  ebenso  bitter,  wie 
er,  darüber  beklagt  haben?  Ein  unglückliches  Loos  verfolgte  ibo 
überall;  man  rief  ihn  nach  !\Iai1and ,  nach  Venedig,  aber  bald  s^e- 
rieth  er  in  Vergessenheit:  seine  Vaterstadt  wünschte  ihn  wieder  in 
ihren  Mauern  zu  sehen,  jedoch  auch  hier  kümmerte  man  sich  wenig 
nm  ihn  und  bebandelte  ihn  mit  Gcringschütsnng.  Tartaglia  kebHn* 
nach  Venedig  zurück,  wo  er  im  Jahre  1559  starb.  Das  ist  dna 
Leben  eines  der  grösstrn  Männer  des  lOten  Jahrhunderts.  Man 
hat  gesagt  und  wiederholt  es  noch  fortwährend,  dass  Tartaglia 
einen  sehr  reizbaren  Charakter  gehabt  habe;  es  mag  sein  —  wer 
aber  dürfte  noter.  so  bewandten  ünistÜBden  wohl  mehr  nnaeie  Nach* 
sieht  in  Anspruch  nefimen  ? 

Tartaglia  hat  viele  Werke  geschrieben,  aber  das,  worin  er  die 
Auflösung  der  cubischeu  Glcichunc^en  und  seine  algebraischen  IJn- 
teisuchunffcn  überhaupt  niederzulegen  gedachte,  ist  nicht  erschie- 
nen. 8ein  grosses  Werkt  General  tmttato  di  nvmeri  0  misnve 
(Vinegia^  1556.  6  part.  in  fol.)  enthält  einen  vollständigen  Curson 
der  reinen  Mathematik.  Man  findet  darin  Arithmetik,  Algeltrii,  Geo- 
metrie und  K<'^elschnitte  nach  einander  abgehandelt.  Unter  andern 
beuierkeuswertben  Sachen  enthält  dieses  \Verk  die  £ntwickelupg 
eines  Binoms  für  ganze  positive  Exponenten  naob  einer  Regel,  ana 
der  sich  einp  allgemeine  Formel  ableiten  lässt;  ferner  Pfnbiemb 
ans  der  Wahrscheinlichkrifsrecbnune; ,  deren  richtige  Lösung  aber 
von  Paciüli  herrifs  gesucht,  von  Tartaglia  ebeDtalls  nicht  getrof- 
fen wurde.  Die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen  wird  volUtändiger 
abgehandelt,  geometrlsebe  Probleme  mittelst  einer  einzigen  Cirket- 
nffnung  gelöst  und  al|;diraische  Gleichungen  cunttruirt  Femer 
finden  sich  in  diesem  umfassenden  Werke  Probleme  über  MaxioNl 
und  Minima  algebraischer  Funktionen,  die  rein  algebraisch  behan- 
delt werden;  unter  anderen  ein  Problem.,  das  Tartaglia  von  Cardan 
vorgelegt  vmrdet  die  Znbl  8  In  swei  Hwile  so  zu  tbcilen,  dass 
das  Produkt,  welches  entsteht,  wenn  der  eine  mit  dem  andern  nnd 
mit  der  Dillerenz  beider  mtiltiplicirt  wird,  ein  Maximum  ist. 
Dieses  Werk  ist  übrigens  nicht  vollendet;  dem  Verfasser  fehlte  es 
wahrscheinlich  an  Zeit  die  RedacUon  selbst  zu  verbessern,  und 
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mehrere  Abschoittc  sind  erst  nach  seinem  Tode  erschienen.  In- 
dessen alle  darin  abgehandelten  Gegenstände  sind  tur  die  Ce- 
seiiiebte  der  Wissenschaft  von  Interesse:  der  grosse  Streit  duii  \  er- 
faaicia  mit  Cardan  und  Ferrari  wird  iroUtfUindtp^  anftblt«  uod  di» 
TOB  den  verschiedenen  Tlieilnebmern  am  Streite  vargolagUui  Fra* 
een  sind  heioahe  sämmtlich  erwähnt.  Sie  beziehen  sich  Vorzugs* 
weise  aui  die  Lösung  cubisciier  Ctieicliungeo  und  geoaietriacCar 
Probleme. 

Tartaglia  bat  ascb  der  Ballistik  die  ante  wiaiaaicbaftlicba 

f^rundlage  gegeben.  In  der  Schrift:  Scieutia  nova  (V'enctia  1550. 
4.)  ündet  sich  daü  merkwiirdige  Resultat,  dass  man  die  grösste 
Wirkung  erhält,  wenn  unter  einem  Wiakel  von  •ia'*  gerichtet  wird. 
Tartoglia  war  schon  im  Jahre  1532  darauf  gekommen.  Obngeach- 
tet  aller  Anstrengungen  gelang  es  ihm  aber  deoBoch  niaht,  dio 
Wnr6iDie  au  bestimmen  und  die  Wahrheit  dieses  richtigen  Satsea 
zu  beweisen.  Eben  so  wenig  vermochte  er  die  iVlechauik  wissen- 
schaftlich zu  begründeu.  dcuu  er  verstand  nicht,  die  Iiergcbracliten 
Detittitionen  und  Eiutheilungcn  zu  verlassen  und  au  iiire  Stelle 
aeae  xa  acbaffea.  Indesaea  siebt  nan  dasBock  ana  seioea  Irrtbfi« 
•em  eiaiga  riabtige  Grundgesetsa  dar  UecbaBik  barrorscbiaiaerB»  J 
and  man  muss  es  ihm  Dank  wissen,  dass  er  zuerst  die  Geometrie 
nut  die  Bestimmung  der  krumiiiliuigea  Bewegung  und  auf  <U<n  Fall 
der  Kür|ier  anwandte.  Auch  diese  Schrift,  die  aus  tüut  iiücliero 
bastebeB  sollte»  ist  BovoUeadet  gebliebeB«  deaa  die  beiden  bDtatea 
lablen.  Da»  fünfte,  das  aacb  des  VeHassers  Aakündigung  aiaa  AiC 
Handbuch  über  Chemie  in  ihrer  Anwendung  auf  Verfertigung  des 
Pulvers  und  der  Kunstfeuer  iia  Allgemeinen  werden  sollte,  würde 
gegenwärtig  iutercssaute  Beiträge  zur  Geschichte  der  P^rologie 
darbietea. 

Das  seh  an  oben  erwabata  Werk  Tartaglia*s:  Quesiti  et  invea« 
tioni  diverse,  enthält  eine  grosse  Anzahl  Probleme,  die  dem  Ver- 
fasser von  \ielen,  namentlich  erwähnten  Personen  vorgelegt  wur- 
den, zugleicb  mit  dcu  ^larauf  gegebeoeu  Antworten.  In  den  drei 
ersten  Bilcbern  bescbiftigt  er  aicb  aaeb  mit  dar  Artilloria  nnd 
Ballistik;  man  findet  unter  andern  darin  die  Dimensionen  der  da- 
mals gebräuchlichen  Stücke,  ihr  kaliber  und  das  Verfahren,  die 
innere  Weite  derselben  zu  l»estimmen,  so  wie  auch  verschiedene 
Recepte  zur  Anfertigung  von  Pulver;  er  spricht  daselbst  vou  der 
allmähliffcn  Entzündung  des  Pnivara  Bad  erklärt  ans  der  Brbitiung 
des  Stndia  und  ana  der  daraua  entstebenden  Verdünnung  der  Luft 
die  Absorption,  welche  nMW  snweilen  bemerkt;  er  berücksichtigt 
den  Widerstand  der  Luft  bei  der  Bestimmung  der  Schussweite  und 
zeigt,  <ia!>s  die  Wurflinie  uieuiuls  eine  Gerade  sein  wird.  Das 
fiiBfla  Bacb  entbSIt  die  Feldaiesakonst  nnd  das  Aufaebnen  der 
Sbanan.  Die  Instmn^eote,  die  dasMls.dia  Feldnesser  gebrauchten, 
werden  beschrieben;  auch  findet  sich  hier  eine  Abbildung  der  da- 
■als  gebräuchlichen  Form  der  Boussole.  In  den  folgenden  Büchern 
fioden  sich  Untcrsuchungeo  über  Fortiiication,  Statik  und  Algebra, 
asd  das  nennte  enthält,  wie  sehen  erwähnt,  die  Streitfragen  in 
Betreff  der  cnbiseben  Gleichungen,  die  Tartaglia  von  Fiore  und 
andern  Personen  vorgelegt  wurden.  Hier  wird  erzäblt,  durch 
welche  IVlittel  und  durch  welche  Versprechunüfen  l'ardan  endlich 
den  Tartaglia  zur  Mittbeilung  der  allgemeinen  Formel  zur  Lösung 
der  cnbiseben  Gleicbnngen  newog.    Zugleich  argiabt  sich  anch. 
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dass  lelzteror  seit  dem  Jahre  1541  das  Prinrip  der  Mehrheit  der 
Wurzelo  bei  cubischeu  Gleichungen  erkannl  hatte,  falls  dieselben 
mehrere  positive  Wurzeln  hüben,  denn  die  negativen  lässt  Tar- 
taglia,  wlbst  bei  den  Gleichon^n,  4i€  tich  auf  qoailratiTCbe  su- 
fftckfiikrttB  laiMD,  unberücksichtigt:  eine  merkwürdige  Thatsache, 
die  sich  nur  aus  der  hercfebraohlcn  (Hnv«)1inhrit  erkliircn  lässt.  Er 
vermochte  aber  nicht  die  Anzahl  der  \A  urzeln  zu  bestimmen,  denn 
er  sagt,  dass  die  cubischeu  Gleichungen  ioimer  zwei  Auflösungen, 
und  Tielleieht  ancb  mebr  solasMo., 

Tartaglis  bat  des  Euklid  ins  Italieoiscbe  übertragen,  und  aacb 
die  erste  nacb  dem  griechischen  Original  gefertigte  Uebersetzung 
der  Schriften  Archimeds  (Archimedis  opera.  Venet.  1546.  4.)  gelie- 
fert.   Von  der  Abhandlung  Archimeds  ,,über  die  schwimmenden 
Kdrper  (de  infidentibas)*'  kaniile  er  soeh  das  griechische  Origiaal; 
das  seitdem  verloren  gegangen  ist,  so  dass  gegenwärtig  seine 
üebersetzung  die  Stelle  desselben  vertritt  *).    Aus  der  Bearbeitung 
dieser  Abhandlung  ging  wahrscheinlich  Tartaglia's  Schrift:  Tra- 
vagiiala  invcntione,  hervor,  worin  er  sich  mit  den  Anstalten  be-  ' 
wA^ah^^i  ffesankene  Schiffe  wieder  eaiponttbeben,  nad  tob  der 
das  dntte  Buch  eine  kleine  Abhandlung  über  Meteorologie  enthält. 
Er  nahm  später  diesen  Ge^fcnstand  wieder  auf  und  erweiterte  ihn 
in  dem  Ragionamenti  sopra  la  trnvagliata  inventione  (Venet.  1551. 
4.).    Unter  nn<lern  findet  mau  hier  eine  Tufcl  d€^r  speciüscheu 
Schwere  einer  grossen  Aasahl  tob  Kürpern,  wobei  die  Schwere 
des  Wassers  als  Binlieit  gaaonuaeB  ist  Sie  scheint  zwar  im  All- 
gemeinen sehr  ungenau  zu  soin;  man  muss  jedoch  bedenken,  dass 
Tartaglia  die  Versuche  zu  Venedig  anstellte  und  walirscheinlicli 
unmittelbar  Seewasser  dazu  gebrauchte,  indem  er  nur  angenäherte 
BestisuBflBgeB  sau  Behnf  des  Baiporhebens  gesankeaer  Schilfe  ha* 
hea  wollte. 

Alle  diese  Werke  Tartaglia's  enthalten  nur  Mathematik  und 
Anwendungen  derselben  auf  verschiedene  Wisseuscliafteu.  Er  küm- 
merte sich  weder  um  die  zu  seiner  Zeit  so  buch  geschätzten  ge- 
heisMB  Wisseaschafteo,  noch  am  die  Terschiedenea  philosoabtscbeB 
Systeaw,  die  damals  so  rasch  'eatstaadea»  nni  ebenso  bald  wieder 
so  vergehen. 

Von  ganz  verschiedenem  Charakter  war  sein  Rival,  Hieron vmus 
Cardan,  geb.  1501  zu  Pavia  **).  Mit  den  ausgezeichnetsten  Geistes- 
'  fäbigkeiteB  ausgerüstet,  huldigte  er  deaaoch  vollständig  den 
Sehwachbeiten  seines  Zeitalters.  Auf  der  eiaen  Seite  zitterte  er 
vor  jeder  Vorhersagnng  und  vor  federn  Traume,  auf  der  andern 
verwarf  er  kühn  jede  Autorität  und  t'olp^te  nur  der  Intelligenz  als 
Führerin  iu  das  Reich  der  VVissenschufteo,  von  denen  keine  seiner 
Aafnerksaaikeit  entging.  Bald  lebte  er  schwelgerisch,  bald  ging 
er  in  Lumpen  einher,  und  dennoch  hat  er  bei  seiner  nageregeltea 
Lebensweise  lablreiche  Werke  geachriebea,  die  das  gaose  Gebiet 


Wabrscbeiulich  war  es  diese  Uebmeuuiig  Tarufflia's,  die  Commaadia 
verbesserte.  Yergl.  Kastner^s  Geseb.  der  Math.  Bd.  II.  p.  2U1. 
**}  Die  Bnabhiog  de  Thou's,  .  dass  Cardan  im  TSstea  Jahre  freiwillig  den 

Hungertod  Restorbeii  sei,  inn  seine  Vorhersagunp  in  ErfTiliung  gehen 
stt  lassen,  bat  Tirabokchi  (Storia  della  litt.  ir4Ü.>  VoJ.  W,  p.  431.)  »lU 
widerlegen  venncbt. 
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des  Wissens  umfAsscn.  Die  gedruckten  allein  fSIlen  10  Bände  til 
fol.,  aber  sie  sind  nicbt  die  Hälfte  von  dem  .  was  Cardan  g-escbric- 
ben  bat.  Uns  interessiren  liier  nur  die  muthematischen,  besonders 
die  algebraiidbeD  Schriften,  in  welchen  er  sich  als  ein  gewandter 
md  erfindungsreicher  Analyst  zeigt.  In  leiner  Ars  magna  spricht 
er  nicht  allein  v6n  der  Mehrheit  der  Wurzeln,  sondern  er  berück- 
sichtigt daselbst  nurh  zuerst  die  nea^ativen  Wurzeln,  die  er  falsae 
seu  üctae  nennt.  ^  (iauz  besonderü  iät  aber  bervorzobeben ,  dass 
Girdaii  mnm  er^teo  Male  imaginäre  Wurzeln  erwähnt,^  dei^  Dupli. 
mtSU  er  nachweist.  Man  Verdankt  iliai  aneh  Moe  Hetbede  zur  Lö- 
sung der  Gleichungen  durch  Niheruog;  er  substitnirt  n&mlicb  nach 
einandpr  für  die  ünbekannte  zwei  Zahlen,  findet  hierbei  ein 
Zeichenwecbsel  statt,  so  scbiien^l  er,  duss  zwischen  diesen  beiden 
ZaMea  die  Worael  enthalten  seiu  muss.  Cardan  hat  unter  andern 
auch  die  Theoreme  gefenden,  dass  Jede  eobiaelie  Gleichung  sieli 
durch  die  Unbekannte  vermindert  um  die  Wurzel  dividiren  lässt,  , 
und  dass  der  Toeflicicnt  des  zweiten  Gliedes  der  Snmme  aller 
Wurzeln  mit  entffegenffesetztem  Vorzeichen  gieu  tt  iat;  ferner  hat 
er  <Ke  gleichen  purzeln  gekannt  und  behandelt;  er  uäberte  nA 
sogar  dem  Theorem  des  Descartes  über  Zeicbenweehsel  and  Zei* 
ehenfolge,  und  er  würde  gewiss  noch  mehr  Kntde<tikangen  gemacht 
haben,  wenn  er  sämmtiiclH'  Glieder  der  Gleichung  auf  pIup  Seite 
gebracht  und  =0  gesetzt  iiatte;  aber  zu  seiner  Zeit  vertulir  man 
noch  ganz  nach  der  Art  und  Weise  der  Araber,  weiche  die  Glieder 
der  Gleichungen  nnf  bfeide  Seiten  des  Gleicbbettsseicbens  terthelU 
tcn,  um  sie  sämmtlich  positiv  z'u  machen  *). 

Obgleich  f'nrdan  das  Vorhandensein  der  drei  Wurzeln  einer 
cnbischen  Gleichung  nicht  allgemein  bewiesen  hat,  falls  sie  sämmt- 
lich imaginär  sind,  so  hat  er  docii  ihre  Existenz  in  sehr  vielen 
Fällen  gezeigt,  indem  er  sie  überhaupt  auf  geometrischem  Wege 
durch  Kegelschnitte  bestimmte.  Zwar  hatten  die  Araber  schon  . 
ähnliche  I  ntersu(biin2;en  Ercmarht.  aber  Cardan  kannte  sie  nicht, 
und  seine  Cuuätructioij  der  uli^emeinen  cubischeo  GieicLua^  vef- 
dient  bemerkt  zu  werden,  weil  sie  zuerst  zeigt,  wie  ein  zwischen 
'  swei  GHtesen  bestehendes  Verhältniss  dnreb  Abndssen  und  Ordinn- 
teo  einer  Ctarve  allgemein  dargestellt  werden  kenn. 

In   allen  Schriften  C'ardan's   kommen   mathematische  Unter- 
snchuDgen  vor;  er  versiK  btr  öotrfar  die  Mathematik  auf  die  Medicin  ^ 
«nzuwendeu,  iudeui  er  die  ir  ruge  behandelte,  ub  die  durch  die  Mn* 
dienmente  lienrorgebrnchten  Wirlcnngen  in  aritbmetaseber  oder  g^- 
motriicbnr  Proportion  zu  den  gegebenen  Dosen  iteheo. 

Unter  den  Nrliiilcrti  Cardan^  war  der  ausgezeirlinetste,  Luigi 
Ferrari  aus  Holugua,  der  zu  Mailand  uml  später  iu  seiner  Vater- 
atadt  Professor  war.  £r  entdeckte,  wie  sciiuu  crwuhut,  die  Auflo« 
rang' der  Gleichungen  des  4ten  Grndes,  die  er  nach  damaliger  Sitte 
geheim  hielt.  Cardan  veröffentlichte  sie  jedoch  in  seiner  Ars  magna, 
und  eine  ausführlichp  PursteMung  findet  siclr  in  der  Algebra  des  Bom- 
belli.  Ersterer  entwirft  kein  besonderes  Uild  von  dem  Charakter 
des  Ferrari:  so  ausgpezeichuet  er  iu  der  Mathematik  war,  so  weuig 
Migte  er  ndi  mit  den  Bcgeln  des  Austandes  im  Leben  vertraut. 


*)  Siehe  Kästner  s  Ge^ch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  190  ff. 
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Er  war  selir  reizbar  und  hatte  schon  im  17tpn  Jahre  alle  Fing-cr 
der  rechtcu  tiuDÜ  iu  eiuein  Streite  veriureo.  Er  starb  1500  io  der 
Blotbe'MiBet  [i«beos,  43  Jalir  alt,  wie        glavbto,  Toa'feiMf 

Schwester  vergiftet.    Von  ihm  sind  nur  eioige  Briefe  gedmoliC 

Seine  Abbuiidlimi^'^  über  den  Irrthum  ^  den  man  hei  der  Bestimmung 
des  Osterffstes  begeht,  war  noch  1731  als  Manus(Ti|»t  vorhanden, 
iiod  CurduD  erwähnt^  duät»  Ferrari  auch  über  Geometrie  geschrie* 
habe. 

Zu  deo  UaBneni,  die  sich  um  die  Algebr^  so  ausgezeichnete 
Verdienste  erwarben,  gesellt  sich  als  der  letzte  Haphael  Bombeiii. 
Von  seinem  Leben  weiss  mau  nur  so  viel,  dass  er  in  der  Vater- 
stadt terro's  und  Ferrari^s,  zu  Uologua  —  um  welche  Zeit,  ist 
nibekaMt  —  geboren  wurde,  und  fni  Dienste  dee  Biaeheli  voo 
-  Meld  als  Ingenieur  stund,  der  ihn  auch  veranlasste,  sein  berühmtes 
Werk  über  die  Algebra  zu  schreiben.  Ks  erschien  1572,  und  ist 
in  3  Bücher  getheilt,  von  denen  das  erste  die  filemeote,  die  Rech- 
Duujg;  mit  Wurzeln  und  imaginären  Grössen  enthält,  das  zweite  die 
Gleickungen  behandelt,  und  das  firitte  jeine  SamaluDg  von  Fr^ 
blemen  ist,  unter  welchen  einige  sehr  sehwier^e  aus  der  unbe» 
stimmten  Analysis  sich  finden.  Die  iranze  Algehra  der  damaligen 
Zeit  wird  in  demselben  gründlich  dargestellt,  und  die  Beweise  sind 
streng  und  vollständig.  Einiger  eigeutbümliehen  Beselchnuiigen 
bedient  sieb  Bomhetti;  es  ist  s.  B. 


also 

ferner  ist 


2  t 


Die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen  so  wie  auch  die  aligemeine 
'Theorie  der  imaginären  (irössen,  wovon  Bombelli  eine  glückliche 
Anwendung  auf  den  irreducibleu  Fall  macht,  finden  sich  hier  voll- 
«tandig  nus  einender  gesetxt.  Br>bnt  fBrner  tnerst  allgemein  aus- 
gesprochen ,  dass  jede  cubische  Gleiebung  drei  Wurzeln  hat,  fnHs 
dieselben  sich  sämmtlicii  unter  imaginärer  Form  darstellen,  und 
hat  seine  Behauptung  in  sehr  vielen  Fallen  durch  unmittelbares 
Ausziehen  der  Wnraeln  aus  beiden  liiuomcn  dargethan.  Bombelli 
benntst  swar  die  Bebriften  Lennnrdo's  tob  Pisa  and  Pncioli's;  aber 
er  vervollkommnet  die  Beweise,  so  dass  seine  Algebra  zo  den 
.  Fortschritten  der  Wissenschaft  nicht  wenig  beigetragen  hat. 

Seit  den  Zeiten  Bombelli'a  nahm  das  Interesse  Oir  das  vStudinra 
der  Algebra  in  Italien  ab.    Nur  Fietro  Antonio  tatuidi  "j,  Pro- 


*)  Leihnitz  und  Hutton,  nach  diesem  auch  KlOgel  (Wörterburh,  Theil  I. 
Art.  Algebra)  haben  das  (^eppntbeil  bohaiipft^r,  indem  sif  l?<iiiilii  lU  hierin 
Ii n Vollständigkeit  nachweisend  Plana  hat  jedoch  in  einer  längeren  Note 
(Librl,  histoire  des  machlm.  tom.  III.  p.  446.  sq.)  das  UrÜieil  Yon  lidb- 
nitz  widerlegt.  Dcrselljo  fiilirt  auch  mehrere  Stellen  aus  l.ajjrange's 
Vorlesuogen  an,  die  dieser  1795  an  der  Nonnalschule  gehalten  hat, 
worin  eheafalts  xo  Gunsten  Bombelli's  entschieden  wird. 

**)  Von  MontucIs  nicht  erwabnu 
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fessor  an  der  Tniversität  au  BoIog:na,  legte  sich  später  mit  cinip^eÄ 
Krfolge  auf  die  Wisseoschaft.  Unter  sciaen  zaiilreicbeu  Werkeo  — 
er  schrieb  deren  mehr  als  30  —  verdienen  nur  die  wenigsten  un* 
mtarm  Anfmerkwakeit,  4m  aMMten  enthattoB  niebts  NtMB.  Besoo- 
ders  ist  hier  %m  enHUiBeD  sein  Trattato  del  uiudo  brevissimo  di 
trovare  la  radice  quadra  delli  numeri  (Bolugou  li)13.  iu  fol.);  es 
findet  sich  näralich  iiierin  nicht  allein  ein  Verfuhren,  wie  man 
■ikerang'rweise  eine  Uuadratwurzel  uuszieheu  hauu,  su  dass  die- 
Mlbe  unter  der  Fora  einer  ODeadlicLe/i  Reihe  erbelten  wiml ,  ■OO' 
dern  Cataldi  bedient  sich  auch  sa  «Imb  dem  Zwecke  der  Ketten- 
brüche ,  deren  ersten  Gebraaek '  aaji  soBil  dtA  Loffd  BrottAcker 
BBsehrieb.  Br  setzt  z.  B. 

H •  • • 

und  beweist,  dass  je  nachdem  man  zum  letzten  Nenner  einen  neuen 
Bruch  hiuzug^efügt  oder  we^Iässt,  Zahlen  erhalten  werden,  die  ah- 
wecbseind  ffrösser  und  kleiner  sind  als  der  wahre  Werth,  und  dem-  ' 
selben  sofpeicb  immer  näher  kommen.     Nachdem  er  ne  ISmal 

den  Bruch       wiederholt  hat,  erhält  er  zuletzt  einen  Werth  von 

\/T8,  bei  dem  man  noch  um  einen  Uriich  irrt,  dessen  Zähler  ~~-  l 
und  dessen  Nenner  eine  23  ziffrige  Zahl  ist.  Auch  stellt  Cutaldi 
eine  Vergleichuug  dieser  beiden  Näherungsmethoden  an.  Es  ist 
ibeikaopt  merkwürdig,:  dsM  sieb  icheD  io  diestr  8cbrift  die  erstea 
Spuren  der  Entdecknagen  fiadea,  die  foaat  gewöbnliek  WalÜB  su- 
geschriebcn  werden. 

Unter  den  ulgcbraisclien  Schriften  Cataldi's  sind  ferner  nocb 
die  ra  erwähnen,  worin  er  die  Ausziehunjg;  der  Cubikwnrzel  BBS 
gBwIsiea  Bianfliea  aad  iogar  TrinoiaeB  lebrt  (Nova  algebra  pro- 
portionale, Bologna  1619  in  fol.  und  BIcmenti  delle  ({uantitä  irra- 
tionalij  Bolog.  1620  in  fol.).  Viele  Geometer  hatten  sich  schon  mit 
Problemen  ähnlicher  Art  beschäftigt,  um  namentlich  die  2Sch\vierig- 
keiten,  welche  die  Cardaoische  Formel  veraraacbt,  sa  beieitigen; 
l^lBldi  Binint  io  dieaea  beidea  Sehrifitea  dea  Gef^aaUad  voa 
neuem  mit  Erfolg  war. 

Besonders  hat  aber  Cataldi  in  den  Anwendungen  der  Algehra 
die  Schärfe  seines  Geistes  dargelegt.  Seine  Algebra  discursiva 
Domrale  et  lineare  (Bolog.  1618  3  pari,  in  fol.)  enthält  analytiscbe 
Geoaietrie;  'er  gebraucht  hier  Liniea  BBfetstt  der  Zahlen  und  con- 
struirt  allgemein  die  Gleichnag  dea  zweiten  Grades.  Auch  in  der 
Algebra  applicata  (Bolog.  1622  in  fol.)  finden  sich  viele  beachfens- 
wertbe  Sachen;  es  existirt  ferner  von  ihm  eine  trigonometrische 
Algebra  (Algebre  triangulaire),  die,  wie  alle  übrigen  werke  Catal- 
di's,  sehr  selten  zu  sein  scheint. 

Cataldi  luit  sich  auch  mit  Geometrie  beschäftigt.  Kr  common- 
tirte  den  Euclid  und  vertbeidigte  ihn  gegen  die  Angriffe  Molina'a'); 
ebenso  nahm  er  sich  auch  für  Archimed  gegen  die  Anmassuugen 


•)  Cataldi,  clementi  di  Eadide,  Bolog.  1020.  21.  25.  3  voll,  in  fol.,  und 
Dtfes«  d'Boelid«^  Mag.  MM  n  fol.  (w ahBankMiUob  nina  Utite  S<;)irift). 
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Scaliger's  auf  (Difega  iI'Arcliimede,  trattato  i!pI  niisurare  o  froTnrc 
la  grandezza  del  cerchio,  liolugua  1620,  in  foL).  Auch  hat  Cataldt 
den  berfkhtigten  Sate  über  deo  Paralleliimiis  iweier  Geiwleo  «i 
beweisen  versucht  (0()erctta  delle  linee  rette  equidiftaoti,  Belog. 
1603.  4.),  jedoch  der  Kehlschliiss  darin  ist  svhr  Ipirht  zu  bemerken. 

Cataldi  war  um  1503  Professor  zu  Florenz;  aber  schon  1572 
fiodeu  i^ir  ihn  au  der  Academie  und  Universität  zu  Perugia.  1584 
wurde  er  smi  Proftsior  der  Matheiiatik  an  der  Coirertttät  n  Be* 
loipia  ernannt,  wo  er  bis  zu, seinem  Tode  blieb,  der  nadi  1626  er- 
folgte. Schon  in  seinem  ITten  Jahre  schrieb  er  den  ersten  Theil 
seiner  Pratica  aritoieticn,  der  jedoch  erst  1002  erschien,  worauf 
daoD  1606  der  zweite  Theil  folj^te.  in  tiolugua  gründete  er  eine 
Aeadenie  für  Matbenatik,  Vielleicbt  dii  Ilteste,  die  wir  keanen; 
ne  wurde  jedoch  voai  Senate,  ohne  dass  man  wusste  warum,  auf- 
gehoben. Die  Vorlesungen,  die  Cataldi  daselbst  hielt,  sind  erschie« 
nen  (Due  lettioni  date  nelP  Accndemia  i^ris^euda,  Bolog.  1613.  4.). 

Ohastreitig  verdient  Cataldi  einen  ausgezeichneten  Platz  unter 
den  BlatbcmakerD  seiner  Zeit,  wenn  er  sieb  ancb  niebt  mit  den 
greisen  Geistern  des  ITten  Jahrhunderts  vergleichen  lässt.  Er  be* 
sass  einen  erfinderischen  Ceist  und  eine  ausgebreitete  Colehrsani> 
keit,  und  nahm  von  Allem  Notiz,  was  im  Auslände  erschien.  Die 
Namen  V  ieta's,  van  Ceulen^s  ünden  sich  iu  deu  V  orreden  zu  seinen 
Sebrifiten  erwilbnt.  U«  die  Ausbreitnn|r-  seiner  Wissensebaft  war 
ihm  so  sehr  zu  thun,  das.s  n  .^cine  Schriften  in  Mflkr  ah  lOOStäd« 
ten  Italiens  mebrmals  an  Handwerker  nnd  Arne  nmsooat  mtbd« 
len  liess. 

lüiu  sind  wir  bis  zum  Zeitalter  GaliKii's  gekommeo,  der  an 
denselben  Tage  (18.  Febr.         sn  Pisa  geboren  worde,  an  wel* 

chem  Michel  Angelo  starb.  Durch  ihn  erbielten  die  nalhematischea 
Studien  in  Italien  eine  andere  Richtung.  Kr  ist  der  Scliöpfer  der 
Mechanik  und  der  wissenschaftlichen  Physik;  in  beiden  Disciplineu 
baben  die  Italiener  bis  auf  die  neueste  Zeit  Bedeutendes  geleistet 


Ueber  ReilieaentwickelungeD  nach  der  Me* 
^ode  der  anbestimmten  CoeflicieBteii 


Ton 

Herrn  T.  Wittsteiii 
Lehrer  aui  Lyceuui  su  liauaover. 


Es  tat  in  diesen  BllUtarn  nekrfocb  vnn  der  Cninl&ssigkeit  der 
Metbode^der  mbrntirnnten  Coefiicienlsn  ann  Bebof  der  ttntwicke- 
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liiDg  der  FuDkktoiieii  in  Reiben  die  Re4e  ffewesen,  und  €b  möchte 
^essbalb  niclit  «BpMteDd  Min,  hier  auch  &  Griode  4iMer  .ÜMn- 
Uteigkeit  yollständiff  zusammengestellt  zu  sehen.  Man  trennt  sich 
ungern  von  einer  Methode,  die  so  leicht  und  einfach  ihrem  Ziele 
zuführt,  mau  sucht  die  Mängel  zu  verbessern,  die  Lücken  zu  ergän- 
zen; und  wenn  auch  das  Resultat  uicbt  die  gewünschte  Befriedi- 
gung bringt,  SO  trägt  nan  wanigateiit  4en  wewian  da?ob,  tea 
auin  mit  l'eberzeugung  die  Methode  fallen  lässt. 

Als  Fundamental- f^ehrsatz  der  Metbode  der  unbestimmten  €oef> 
ficientcn  mns8  ein  Sntz  angesehen  werden,  den  man  gewöhnlich  in 


Wenn  swei  aaff  gleiche  Weiae  nich  Pateneii  Toa  op  geord- 
nete Reihen 

*  «+^t^'  and      -|- +  B^af* -|- , . , , 

einander  ffleicb  sein  sollen,  so  müssen  die  Coefficientea 
gleicher  I^itenaen  tob  jp  in  beiden  gleich  aeia. 
Dieaer  Lehrsatz  pfle^  in  den  Lehrbnchern  entweder  m  nicht,  oder 
nur  mangelhaft  bewiesen  zu  werden.   Im  eratisn  Falle  verwechaelt 

Bian  ihn  offenbar  mit  seinem  rmgekehrten: 

Wenn  die  Coefficieuten  gleicher  Potenzen  von  ;r  in  jenen 
Eeihea  fibarainitlMen,  an  aind  beide  Jlelben  gleich; 
wolclies  auf  der  Stelle  klar  ist,  so  lange  nur  beide  Reihen  weder 
uohestimmtö  noch  nnendlirhe  Resultate  geben,  in  welchem  Fallb 
der  liegrilT  von  Gleicbhcit  wegfällt.  Im  zweiten  Falle  über,  wo 
man  im  Laufe  des  Beweise»  wiederholt  durch  a:  dividirt  und  so- 
dann «ssO  Mtat,  begeht  MM  den  Fehler,,  daii  auin  beide  Seiten 
einer  Gleichung  durch  0  dividirt  und  die  Quotienten  wieder  gleich 
setzt,  da  ja  bekanntlich  der  Satz  ,, Gleiches  durch  Gleiches  dividirt 
giebt  Gleiches*'  eine  Ausnahme  erleidet,  sobald  0  der  Divisor  ist. 
Dieser  Beweis  lässt  sich  indessen  mit  Hülfe  von  Grenzbetrachtun- 
gea  hl  «In  vllllig  «treages  d^wand  einkleiden,  wobei  jedoch  wn^ 
gleich  der  zu  bcweiaende  Sat«  aelbit  einige  Modifikation  erleidel» 
niailich  in  folgender  Weise. 

Lehrsatz.  Weni}  awei  aMf  gleiche  Weise  nach  Potenzen  von. 
jc  georduete  Heiüea       •  . 

für  alle  Werthe  von  a:  zwischen  a:  =  0  und  a:  z=z  f  gleiche  Resul- 
tate geben  sollen,  so  müssen  die  Coefficieuten  gleicher  Potenzen 
?nn  ae  In  b^ea  gleich  »ein. 
Bewela.  Da  die  Gteiehnng 

für  ar=:0  bestehen  8oli>  so  bat  man  sofort 


folgender 
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folglich  WM«  MB  X,  von  •  aofangeDd  ,  ttoh  de«  Wtiihe 
>=0  BShern  Ünt,  wo 

^»r-h^,^'-»-...;       Ii.  ^  ,  |i„  (^^  -f.  ^,ar  +  ...)  =  ^, 
,  II,  g»ar^g,^>4->.>  =:  Um  ^  .  lim  (^.-»•^.ar--h...)=^  ^. 


wild, 


Ferner  ist  daraus 

-f  -  ^g^*  4*  ...  SS  jff«^*     ^«dr'  + . . .  ianerbalb 


—2 — ^  '   =  — = — ,  iDoerhaib  i 

nnit  durch  .Uebergang  zu  deo  Gmseo,  wie  ?erhii, 

3)      =  ^„ 

u.  s.  w. 

Hiermit  tat  der  vorliegende  Seit  vBlmKedir  bewteien.  Ans 

der  Be'schuflotiliolt  dieses  Beweises  zeigt  aich  aofort,  weashalb  ia 
dem  Lehrsätze  die  Forderung-  anfprostellt  werden  musste,  dass  fiir 
alle  Werthe  vou  a:  zwischen  den  Grenzen  .i  z=zi)  und  a:  =  f  (von 
denen  die  letztere  hier  durchaus  willkürlich  ist)  obige  Reihen  gleiche 
Reittltate  geben  aollen;  ea  war  niiniieb  tir  AttfBndunp^  der  in|  Be- 
weise erforderttefaen  Grenzwerthe  für  er  =  0  ndthig^  dass  man  tob 
einem  %on  0  verscliiedencn  Werthe  für  .r,  fiir  welchen  die  suppn- 
nirtc  Gleichung  noch  gültig  blieb,  ausgehen  konnte,  um  sich  von 
da  aus  der  0  zu  nähern.  Mehr  aber  bedurfte  ea  nicht,  und  die 
frUbere  Weise  den  Satt  «üetuapreelieB,  wo  mb  6lelebbelt  beMer 
Reihen  f&r  alle  Werthe  von  a:  (natürlich  mit  Ausschlttit  deijeai- 
gen,  für  welche  der  IJeirrüT  der  rJleichheit  keine  Bedcutunp;^  mehf 
hat)  verlangte,  war  desshalh  fehlerhaft,  weil  die  Bedingung  in  die* 
aem  liinfange  in  dem  Beweise  nicht  zur  Anwendung  kommen  kann, 
■othiiL  dor  Sets  aehr  bf  henptete,  als  der  Beweit  Mweiiet . 

Kt  lisst  sich  hieran  noeh  die  Folgerung  knüpfen,  dass,  wenn 
■an  eine  noch  Potenzen  von  ^  forfscrireitmde  Reihe  hat,  die  in- 
nerhalb bestimmter  Grenzen  für  a:  (unter  denen  nuch  0  vorkommt) 
die  Entwickeluog  einer  gegebenen  Funktion  von  or  liefert,  ea 
keiae  toA  dieaer  venebledoBeB  Reibe  mehr  geboB  kaBB,  die  hiaer* 
halb  derieibeB  GteaseB  gteiebfaUt  als  l^utwiekehuig  dicaer  FunktioB 
könnte  angesehen  werden.  Diese  Folgerung  auszusprechen  kann 
insofern  von  Nutzen  sein,  ah  es  dadurch  noch  unentschieden  bleihf, 
ob  es  vielleicht  innerhalb  anderer  ia  ieaen  nicht  enthaltenen  Gren- 
sea  eiae'aBdere  ReiheBentwickelnng  der  vorgelegten  Funktion  ge« 
bea  köBBe* 


Der  Gang,  den  die  Methode  der  bestimmten  CoefHcienten  (bm 
tu  dieser  aelbst  jetzt  überzugeben)  ninmt,  um  eine  gegebene 
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Ftud^tioB  f(ap)  iD  «hie  Rcili«  iv  eotwieMtt,  die  nadi  pwithren 
gMictt  Potenzen  von  a:  fortschreiteti  besteht  im  allgvaijBiiieD  darin, 
dass  man.  die  MögiiclikeU  einer  toldier  Bntwickeinng  mMuetseod, 

die  Gleichung 

aofstellt,  von  Tve!rher  nuRcc''heiid  man  durch  vcrsclilcdorie  Kunat» 
f^riffe  —  deren  KrürteruDfr  nicht  weiter  zur  Methode  seihst  u^ehort, 
iasofern  die  eigcDthiimlicue  Bescbaffeoheit  der  Funktion  f{a:)  sie 
wm  die  flend  geben  mmn  —  deUa  sn  gelnngeB  raebfr,  deas  «itf 
jede  Seite  des  GleiehheiCaseicbeBa  eine  naeh  Potenzen  von  fwt^ 
ftchreitende  Reihe  zu  stehen  koaMt«  worauf  sich  die  Hcstimmung 
der  C  oefficienten  •  •  •  •  nomittelbar  durch  den  vor* 

stehenden  Lehrsatz  ergibt. 

Dieter  €nng  ribf  «v  #«rei'  BeneriningeB  TefniiUmniBg«  Zn« 
nächst  nänlich  ist  Klar,  dass  die  Voraussetzung,  dass  irgend  eine 
-  wilikörlich  vorjrplefftp  Funktion  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  .t 
fortschreitende  Reihe  solt  entwickeln  lassen,  im  allii^emeinen  durch 
gar  nichts  gerechtfertigt  wird;  man  kann  im  voraus  nicht  wisnen, 
ob  die  gegebene  PobkCien  die  Form,  die  nan  ihr  nnfdringen  will, 
wird  annehmen  können,  und  in  der  Tbttt  gibt  M  Fnnktionen,  die 
eine  Keihenentwickeluog  in  jener  Form  nicht  fi^statten,  z.  K.  Ioq;'^^ 
cot  a:.  Wenn  man  daher  dennoch  jene  Voraussetzung  macht,  und, 
daranf  gestätzk,  die  Coefücienten  der  supponirten  Reihe  zu  bestim- 
Ben  enebt,  le  mnte  ee  aich  nach  gefallen  laMen,  wenn  Ban 
dabei  an  «afcMnebbafen  Eeanllaten  gelangt  Sa  i.  B.  wenn  aaa 
aalai 

log  »sA^  H-  •  •  •  • 

and  nnn  an  beiden  Seiten  die  defirirten  FonlLtionen  nlaiait»  ao 
bat  au« 

*  ~  =:  ^1  "4-  SdtdffwP     •  •  • 

waraaa- 

1  =     a? -f- 2yf  3  ^* -I- . . . ., 

weJcbo  Gleickung  ufieuhar  für  ein  veränderliches  jc  ohne  Sinn  ist. 
Ea  lenebtet  aber  eini  daas,  wenn  die  Recbanng  wirklich  an  be- 
atinwtea  Coefficienten  fuhrt,  die  Voraussetanng  lelbat  auch  nichts 
ungereimtes  enthalten  hat,  und  mithin  kann  von  dieser  Seite  die 
Methode  der  unbestimmten  Coefücieuten  kein  Vorwurf  treifen. 

Ferner  Jiegi  lu  der  V  orauasetxuug ,  da^s  ohne  weitujre  Be« 
aehrftakoag 


•)  In  vielen  Fällen  reicht  der  Uebergang  zu  den  derivtrten  Funktionen  zu 
dam  haabsicbtigteo  Zwecke  aus.  Lacroix  in  seineui  Traiie  elementaire 
findet  auf  diesem  Wege  vermitielst  der  Methode  der  unbesUmuiten 
Coefficienten  die  Taylorscbe  Reihe;  er  weicht  jedoch  darin  a^  dass  er 
aocb  die  ExiHuieiiteo  der  suptionirten  Reihe  uls  unliCNCiinuit  voraussetzt 
uiid  sie  aus  der  letzten  Gleich&etzung  be^tiuiutea  will,  welches  begreif- 
lich nieht  angeht,  da  es  Ja  sau  Wesen  der  Methode  der  unbestimmten 
r  M^ff^'  f,  ritei\  gebSrt,  dass  aie  die  Exponenten  -von  »  bestimmt  vor- 
schreibt* 
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'  teio  loll,  inplicite  die  Bedinguog  ausgesproclieo ,  datt  fBr  jeden 

besondi  rn  \^ortli  dcH  a:  der  Werth  der  ruoktion  nit  deajettigen, 
den  die  Reibe  dafiir  liefert,  übereinstimmen  soll.  Hier  ist  nun  so- 
fort klar,  dass  diese  Bedingung  auflinrt,  ihre  (Gültigkeit  zu  behaU 
teu,  für  alle  üiejenigeD  Wertbe  von  a:^  lür  weicbe  entweder  die 
FooktioD  oder  die  Reihe  enfbttrt  endlich  und  IjeetiMal  tu  hleihen, 
weil  in  diesem  Falle  der  Begriff  der  Gleichheit  seine  Anwendung 
verliert;  und  es  tritt  mitbin  namentlich  in  Bezug  auf  die  gefundene 
Reibe  hier  mit  Notbwendigkeit  die  Forderung  auf,  die  Reibe  bia- 
■ichtlicb  ihrer  CoDvergens  zu  untersuchen ,  um  die  unbraucbbaren 
Werthe  ausschlieMen  sa  können.  Aber  dieses  allein  geniisrl  nicht. 
Der  obige  Lehrsatz  verlangt  nämlich  zu  seiner  Anwendbarkeit  das 
Stattfinden  der  (ileiehheit  innerhalb  deSGrenzen  ^=0  und  ^  =  €, 
wo  c  also  nicht  über  derjenigen  Grenze  hinaus,  für  weiche  der 
SegrilF  der  Gleichheit  veraebmdet^  eher  der  0  eo  nnhe  lieKen  dniC 
als  luiin  will.  Bs  sei  nun  «  derjenige  poditive  oder  derjenige  ne» 
'  gati\e  Werth  von  .t*,  der,  wenn  man  von  0  ausgeht,  der  erste  ist, 
mit  Avelchem  entweder  die  vorirelegte  Funktion  oder  die  gefundene 
Reihe  aut'bört  endlich  und  bc&timmt  zu  bleiben,  so  darf  jedenfalls 
ff  nicht  iiher  o  Unais  lieffen;  oh  Ben  ohcr  tsra  eetien  citifh»  des 
ist  nicht  ohne  weiteten  klnr,  denn  es  bleibt  noch  iinaer  die  Mög- 
lichkeit oflVn,  dass  es  innerhalb  0  und  a  Wertbe  von  x  geben 
könne,  tur  >\ eiche  die  R*>ihe  ein  Resultat  liefert,  welches  nicht  mit 
dem  cori-es|)undireoden  Wertbe  der  gegebenen  Funktion  überein- 
Btimnt.  Um  dies  durch  ein  Beispiel  su  erläntern,  welches  allerdings 
nicht  gani  hieher  gehört,  so  liefert  die  bekannte  Reibe 

cos  Sjr^^^^^^d?)  cos  2dr  d[r-|-  •  •  • 
SU»  « J ^^fißB)  sin  M  äx 

-•^•^  sitt  aÄ-^^^^^j?)  sin  in?  rfar . 

weicbe  als  Entwickelung  von  /"(.r)  gefunden  wird  und  von  — n  bis 
n  convcrgent  bleibt,  wenn  nur  f\a;)  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
discootlnuirlich  wird,  för  apzsfizn  das  Resaltnt  i(/(7r)+/(~9r)), 
welches  mit  dem  correspondirendcn  Fonktionswertbe  f[n)  nicht  zu- 
sanimenfällt,  es  sei  denn  dass  man  habe /l[7r)  =/*( — tt)  (vgl.  Ke- 
jeune  Diricblet  in  Crelle's  Journal  B.  4.  S.  157.  seqq.).  —  Wenn 
ntsn  nun,  wie  es  gewöhnlich  geschiebt,  in  Ermangelung  des  nöthi- 
gen  Kriteriims  geradesu  ffs=a  setzt,  so  spricht  man  damit  eine 
Behauptung  ans,  die  erst  noch  des  Beweises  bedarf,  und  dies  ist 
die  ei|?entlirhe  schwache  Seite  der  Methode  der  unbestimmten  C'oef- 
ficienteu.  Also  nicht  etwa  darin,  dass  die  Methode  divergente 
Reihen  liefert^  —  denn  bieranf  scheint  manche  Aeosserung  brnzo- 
deutrn,  —  sondern  darin  ist  der  Gmnd  fiir  die  ünzolftasigkeit  der 
Methode  der  uiihcstimmten  Coeflicientcn  zu  suchen ,  dass  sie  nicht 
lehrt,  innerhalb  welcher  Grensen  die  gefundene  Reihe  wiridich  als 
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Kotwickelang  der  g^ep^ebenen  Fooktioq  gältig  ist.  Dieser  Mangel 
iadet  eieb  bei  dtojemgea  Metb«^D  lieb»,  wolcbe,  Mtb  dem  Vor- 


— "   j  ^   -  —     -  w         '  W   "  -    ^  • 

Sange  voo  Caucbv  ood  Amn^rc,  bei  jeder  Eutwiclutong  sogleicb 
en  ergiDscDden  Reit  der  Reibe  mit  lo  Betracht  tfeben. 


rxxv. 


Beitrag  zur  Losung  des,  im  II.  Bd«  des  Archivs 
S.  220  angeregten,  Euler- Pfaffschen  Theorems 
über  geometrische  Progressionen. 

Tob  den 

-Herfai  Doetor  A.  R.  Lachterhandt 

w  KSaigtberg  K  d.  N. 


Wir  beabaiebtigen  bier  ivaicbet  die  allffdueiDe  Entwiekelang 

der  Gleichung  des  «ten  Grades,  durch  weleEe  l^i  eitier  rorgeleg- 
tcn  ('IcichuDg  dea  2«iteii>  Gradea  die  Hälfiigriiaie  •  beatiaim^  wird, 
XU  geben. 

Zn  dem  Ende  wollea  wir  die  allgemeine  Gleichung  vom 
Sü'lcii  Grade 

 ^3^+ ^«'+4« +  1*^0/ 

•  I 

auf  folgende  Art  Bchreiben: 

. . .  +  W,««  -h  («l»»*  -t-  M,s-M  =0, . , .  (1) 

lO  daia  alao  die  Symbole  [m]t,  1»]^^ , .  , .  \»]m  den  ersten,  zwei- 
ten .  .  .  i7?(eri  roefticienten  vum  Aofung  and  £odc  in  der  Cilciciiuaa^ 
dea  2ititcii  («rades  vorstellen.  Sdicher  Symbole  sind  der  Zahl  aacu 
2f»^  1,  und  das  mittelste  ist  [^jit— i. 

Wir  deakea  naa  die  Gleicbnng  (1)  auf  die  Fora 

(»»  -f-  a,»  -f-  1)  (*'  -f-  «,a  -t-  1)  (»»  -^  a,a  -t-  1)  

...(»»      «„-it  -i-  1)  (5'      «„5  -f-  1 )  =  0  (2) 

gebracht,  und  wollen  nun  untersuchen,  wie  die  Coeflicienteu  der 
Gleichung  (1)  aus  den  Grösseu  a,,  a,,  a,, ...  an  gebildet  sind. 

TkcUUl.  tO 


dm 

Wir  werden  das  Bilduoffsiresetz  auf  dem  Weare  der  loductioa 


Wir  werden  das  iSiiduogsffesetz  aut  dem  Wege  der  loductioa 
■BtikeB,  nad  daiin  ie»e  alfgeiMiM  Giftigkeit  dtttbm.   Wir  be» 


nochj'^ass  wir  mit  dem  Sjrmbole  Sm  die  Combinationeo 
ledetliollingeiii  der  «rten  Klaue  der  p  enften  EleBeote  a,, 


1 


verken 

ebne  WiedefboL^^-_  ^  _    _    ,   „ 

«2)  u«} .  • . .  <^  beselcbDen  werden  vnd  erinDem  en  die  bekeaBten 
BelationeD 

und  ^  }..'.. .(3) 

m  »4-1 

Wir  bei»eD  elio  sni 
ferner 

^  =r(»»4-C\»-l-l)  (»» -!-«,«-•- 1) 

==  *  •  +  («t     ^1  >  •  (2  -I-  «»  C-, )»»  +  (a,  4-  CO»  -fr- 1 

9  2  S 

•=«•-1-6»»'  4- (24-  6,)»»  Cj»-i-l; 
ferner 

»•     PI,*'  + 13),** -I- [3],»«  -H  [3],»>  -I-  (3].«-M 
t  1  fl 

=  *•-*-  («I     ^'»)»'  -4-  (3  -h  a,     4-  C,)»* 

4-  (2a,  -t-  2^»  -f- a. -|-  (3  +  a, 

I  T  IS  t 

ferner 

*'  -h  W.»'  4-  W,»«  -H  (4}.»»     14)^»*  4-  W.»»  H-  (41,»» 

=  !«•  -I"  (3  +  4)»*     (2C,  +  €?,)»• 

+  (3 -I- C",)*' Cj« -h  1 1  (*»  +  «4» -h  1) 
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=  «•  +  K      ^i)«'  -t-  (4     a«C,  -4-  C,)»« 

-f- +        +  1 

ferner  ■ 

■ 

+  PJi*'  -i-  l^l.»'      •  i  -+-  [51.»'     15],*  +  1 

=  !»•  +       +(44-  C.)««  +  (3^4-  C,)m* 

+  (ö  4-  26;  4-  C\)»*  4-  (3^-»  +         4-  (4  4-  C^W 

4 

4-C,«4-l| 

X(«*-f-«»«4-l)  * 

SS«'»  4- C,«»  4-(5H- 4)«* -f-C^C;  4h  r,)«' 
4-  (10  4-  3C;  4-  C;)»«  4-  (»C^,  4-  ÄC,  4-  C.)»* 

4-  (10  4-  3C,  4-  C\W  +  2^.)»'  -H (5  4-  C',)»» 

4-^,«+Jl 

feracr 

+ Mt«'  •  -4-  »U»'  •  4- . . . .  +  lej,«»  4-  1 

=s»» •  4- C.a"  4- (64- C;)** "  +  (ä^i 

4-  (15  4-  4C,  4-  ^'4)5*  4-  (lOC^,  4-  3     4-  C,]»' 

4-  (SO  4-  6^,  4-  ac;  4-  c,)«»  4-  (loc;  4-  sr,  4-  c,)»» 

4-  (15 4- 4 4-  4)»*     (SC.  4-         4-  (6  4- 

4-<3',»-f-l, 

ferner 


SO' 


m 

'*     =    •  +  r,»' •  -h  (7  +  r,)««  •  -f  -  (6     4-  ^, )»•  • 
+ (21  +  5C.     C;)»»«  +4r.  +  C,)»» 

ferner 

«•  •  +  l«li»' •  -4- (8)«»* •  +  • . .  PI.»'  -4- Pia«  + 1 

-♦-(28  -h^C^  H-  -I-  (2lV,  -I-  5??,  H-  C?,)»« » 

+(56+15e;'.+4C«4-^«)«**+(35C,+10C.-f^C^.-^ 

*  8  8  8  8 

UDil  endlich 

»"     PI«»"     PI.»' •  +  +  PI.*'  -4-  PI .»  + 1 

+ (36 + 7c;  +  c>>  •  -I-  (28C,  -I-  ec.    C.)«" . 
4-(w+aic?,-i-5c*H-c;)»'»-4H5öc;H-i52;-i-4c^^  » 
■+-  (126  -i-  35?:;  -i-  ioc*^    3^.  -4-     » » 

HieroBch  ennbett  mk  «leo  dnrch  VerffleicbuDg  G»efficifliit6ii 
d«r  gleidieiiPoteiisen  in  den  eiDsetncB  fileichttngeii  4ie  ReMoDes: 

Wi  =      PJ.  =  4*  PI»  =  C,f  PJ,  =  4»  PJi         «.  w. 
121,=2+C:„  [3],=34-^,.  I4j.=4-h^„  I5],=5.t-C., o. a. w. 
Ä2r,     r„  (41,  s=  5^,  4-  C„  PI.  s=4«?t  +  ^i.  n.  s.  w. 

HK=  6-l-2i^.+  c;=f7|H-(4-2)c;-f-C,. 

16],  ==        4C, -I- ==5i»^ (0««)^; ^. 
=  21 4.  5^;  +  C;  =:[i|H- (7 2)C;  +  C„ 
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lej,  =  IOC,  +  3C,  4-  6^.  =  Y^C,  4-  (6 -  3J CT.  4-  C., 

7  7  7         65^  7    '  7 

[7J ,  =  15    +  4        C.  =  ^  C7, 4-  (7  -  8j +  C». . 


p],     35  4- IOC.  4- 4- » I^-^  +  A 

4-(7-4)i?,4-C„ 

4- (8 -4)6,  4- C., 


Ti  7  T'T        6SA7  4X7 

PI,  s^MC.  +  «?,  -I-M?.  +  c,  =  +  f^f. 

+  (7  — 5)€7,4-C„ 
PI,  =  35C.  4-  IOC,  4-,3C.  4-  C,  =  j^C,  4-  f^C, 

4-(8  — 5)C,4-C„ 

* 

9  9  9  9         fi    7    a  9  ß.*i9 

19],  =        4-  15C,  4-  4C.  4-  C,  =  f^C.  4-  ^7!^, 

x4-(d-3)C',4-C„ 


+n|c*4-(8-0jC.4-C„ 


910 


K    a9  9  9 


9  9  9  9         9         87    f)    5^  054^ 

[9J.=7ÜC,  +       4-  6Cr,         +  C^.  =  nä^Ti^'»     hItI^^»  • 

k    %^  9  9 

Aus  dem  Entwickelten  llMt  lieb  nno  ■cblieisen,  dan  allgenein 
■ein  werde: 

W,=(i.--i)C'.-i-c„ 

,      _fi(ii-l)  (n-2)       (f,-.2)  (i»-3)"        ,  aS'^ 


§9 


(n-2)  (n-i)-  .  (w-A)j; 

I  1        Hn—l)  (yi-2)  (//-•■*)  (//-3)  (n—A)J', 

l»J«—  1.2.1.4  1.2.J  • 

=         1.2,8.4  —  no  ^« 


I 
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AnffenommeD,  das«  dieses  UiiduDgsgeseiz  der  Coefficieoten  für 
all«  Zalileii  voo  1  bii  «  gültig  sei,  lo  wolleo  wir  zeigen,  dast 
dasselbe  anch  für  M+i  stattHode.  — '  Deakt  aaa  sicii  nun  die 
Gleichung  vom  2»ten  Grado  in  s  mit  -j- ««,,.15 -f- 1  multiplicir^ 
80  erhellet  leicht,  dass,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  jeder 
Coefficient  der  neuen  Gleichung  gebildet  wird  ans  drei  auf  einan* 
der  foigendea  Caeffideotea  der  Toriiergebaaden  Gl6iebuD§^  und 
zwar  nach  folgaadeB  Geietse: 

|*H-  1]ä  =  [»)/.-2  +  a„^i\n]h^i  -+-  («Ja  (4) 

Für  den  ersteu  und  letiLten  Cocfficienten  hat  man 

[»-t-  1],  =«„+1  -f-  [»),, 

oder  man  kann  sich  mich  allg-emeiu  der  Gleicbung  (4)  bedienen» 
wenn  man  nur  [/t]^  =  1  und  [//]— i  =  0  setzt. 
'   Hit  steter  Berüokaiebtigung  der  Gieicbang  (3)  hat-  mm  alte 


(« + 1 1 ,  =="  «»4.1  +  ^1  =  C^i . 


SÄ  <r 1 ««+1     +  C,  =  « -f- 1 
Hh  («  ~  1)^1  4-  C\  =  (ht^in  -h  nC,  -f-  a«+,C,  -f- 

H  n  n  »+1  i»-f-l 


I« + 1]^    M,  H-  <*H.i  W ,  -I-  M« = »  -I-  c,  -I-  «M-iC, 
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HieniM  ersiebt  Aan  nun,  dus  dai  obeo  angenommene  BO« 
^■■yigMetx  der  Coefficienten  aoch  fiir  gültig  ist;  de»  wena 
man  in  den  für  [mjim  und  [mJsot^i  aufgestellten  Ausdrücken  «»  +  1 
statt  m  setzt,  so  geben  dieselben  in  die  so  eben  fiir  [js-f-ljjhi  bd4 
l»     lj3«4-i  entwickelten  über. 

Wir  wenden  uns  jetzt  sa  dem  andern  Tbeile  te  UntemchMBif 
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Dämlicli  zur  Restimmun^  der  verscbicdeneu  C  aus  den  CoefücleD- 
teo  der  GleicLuog  vom  2/»teD  Grade;  wollea  aber  fortaa  diese 
^effieienten  mit  A^<t,*,Am^  und  An  liexeieli- 

nen.  —  Durcli  succeative  BlMÜnatiaa  erhalten  wir  «ns  den  oben 
anfgeatelUen  Gleichungea: 

H 


n 

c. 


=  ^.  -  (•  -  2)  C,  -  =^=ü  =  ^.  -  (•  -  2)^.  +  =^75?^, 

Ö,  =  ^,  -  (•  -  3)  C.  -  ("-'H«-2)g^  =  A  -  (i.  -  3)^. 

(« -!)(»-*) 
.  1.«   .  •• 

—  5)  (/?  —  C)  (»  —  7) 

''         ii  * 

(w  — 1)  (yg  — C)  i:/?-7)  (/^  — 8)  ^ 

4!  ^»  W  ' 

Das  Gesetz,  Dach  welchem  man  die  auf  einander  folgenden  C 
aus  den  Coefficienten  A  zu  bilden  bat,  liegt  deutlich  zu  Tage,  uad 
man  leUieMt  Jiiaiaiii^  dam  aOgemeb  aein  weide: 
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Wir  wollen  nun  wieder  zeigen,  dass,  wenn  diese  Relationen  für 

n  n  H  n 

alle  C  von  C^  bis  Ctm  und  CW«-i  ^eUen,  sie  audi  für  CW^s  und 
CWi  sind, 
.  Es  ist  ttber  nach  4eai  Obigen 
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Sabstituirt 
gi«bt  Mcb 


für  die  venchiedenen  C  ibre  Wertbe,  lo 
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•  * 

Setzt  man  nw  der'KBfie  w^n  ü-^(«  +  |)=5|»,  »  triiiat 
filr  dM  «ilgemeine  Glied  in  Ca^t  den  Ausdruck: 

•  T  * 

I  • 
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Zieht  B»  die  beiden  letiten  GKeder  in' 4er  Klammer  zusammen, 
ae  erbält       Ar  deren  Samnie  den  Anmiraek 

fügt  man  dun  den  drittletsten»  le  wiid  die  Aunne 

^    ^  C*-«)!  ^  

tl  (Ar -2)!  — ^  ^  • 

Uena  dai  vierte  Glied  addlr^  ^ebt: 

^  2!   

""^  .  I!   ' 

and  Bit  flinsnnnbnM  des  liinlken  Gliedei  bekemC  mn 

  •!  

X(;»+*-l)  (;.H-A-2)  ^^^"!) 

XO»-t-*— 1)  (,;-f-A-2)  (;,-j-it-3)  (;,-H*-4). 

Man  schliesat  aus  diespn  Ergebnissen,  des»  Man  fiir  die  Snaae  der 
g  letzten  Cvlieder  den  Ausdruek 


erhalten  werde.  Nimmt  man  hieza  das  vorhergebend6|  das  (gH'^)^ 
,  Glied  vom  Ende,  nämlich  üa&  Glied 


21 
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1^ 
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1 


10  ergiobt  lieh  für  di«  Smmmt  <ler  ^H- 1  letsten  Glieder 

nod  dieser  Audrnck  gebt  mm  de»  voriierifebeiidett  benror»  wen  • 


man  darin  g'-^-  l  statt  g  setzt.  Der  fragliche  Ausdruck  gilt  uIho 
auch  für  g--\-f,  wenn  cY  für  g-  gilt;  nun  gilt  ober  derselbe  für  1, 
2,  3,  4,  5,  also  auch  fdr  6,  ood  daher  Dach  einer  bekannten 
SeUnifolge  allgeneiii. 

Das  zweite  Glied  Teai  Anfange  ist  offenbar  das  (A:  —  l)le  vom 
Ende,  und  wenn  man  also  g'=k — 1  setzt,  so  erhält  man  Ar  die 
Saaine  aller  Glieder^  mit  Ausschlass  des  ersten,  den  Werth 


Nimmt  man  dazu  das  erste  Glied,  so  ergiebt  sieb- fdr  die  Geaammt- 
miaae  der  Glieder  in  der  Kianaer  der 


(^-2)!  ^k-l  k  ' 

—  ^  w — —  * 

und  hieroacli,  wenn  man  wieder  für  p  seinen  Werth         — 3(iis-K-i) 

n 

seist,  für  das  allgemeine  (Slied  in  C^%%  der  Werth 
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Dieser  Aiudrttck  ist  aber  ia  m  +  I  eben  so  gebildet,  wie  des  «U- 

n 

geneiDe  Glied  des  Aasdraekes  für       in  es  gebildet  ist,  and  sosiit 

n  • 

ist  aisü  das  für  CUjh  als  gültig  augcDoinmene  Bildungsgesetz  auch  f&r 

ff  m 

necbgewiesen.  Gans  ebenso  seigt  sieb,  dass  das  für  C^n-i-i 

m 

aflgeaa«Maa  Gesets  ancb  für  »CWn  gilt  Wir  benerkea  noeb. 
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H  n 

dass  man  die  Atudrücke  Cur  C^m  uod  (ygm^-i  in  folgenden  zusam- 


^.(_  !)*(„_(„_ 8*)) 


wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  sc:  1  und  jedes  Jf  mit 
negatifeM  Moi  csQ  an  MtMii  iit 

Setst  man  hiaria  nach  euiaader  «t  ==:  1,  2,  3  . . .  9,  so  erhält 
man  die  von  Euler  gegebenen,  im  Archiv.  B.  II.  S.  22-4  mitgetheil« 
teo,  \Verth(>  der  Cocß^ieoten  der  naaii  ersten  Glieder  der  Gleicbung 
für  die  Hülfsgrösse  tr. 

Nael  der  Theorie  Jer  GUiebangen  hat  mttn  nra  m  Beatii». 
mnng  der  Hfilfiigroise  m  die  Gleieiiniigs 


XXXVL 

Deber  die  £iitwiokelwg  von  ^slim  (1+^)*^* 

Von 

Herrn  T.  Wittstein 

Lehrer  am  Lyceum  ZQ  Hannover. 


In  dem  ersten  Theile  (2.  Heft  S.  204.  flF.)  dieses  Archivs  ist 
von  dem  Herrn  l'rofeasor  Gruuert  einer  Einwendung  ErwftbDOiig 


geschehen,  welclie  Uottvilic  gegen  dea  ton  Caaeliy  gegebeaeaBe- 
weie  dea  Sattea,  daie 

Ii«  (n-*)'=i4-r  -*-ni ■*-r:in-^- •  • 
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t 

.feei,  während  x  f^egen  0  convergirt«  ^emacbt  bat.  Ei  wird  dort 
dieselbe  Einwendung  'anf  den  Ton  Moigno  gegebenen  Beweie  dea- 
selben  Satzes  ausgedehnt;  indessen  so  sdir  wir  auch  bereit  sind, 
die  von  dem  Herro  Herausgeber  des  Anliivs  bei  dieser  Gelo^on- 
beit  gemachte  Bemerkung:   91  Auf  jeden  Fall  miUtte  doch  bewiesen 

weiden,  dasa  sich  wirklieh  einer  bcstinten  Grenae 

nähert,  wenn  a:  sich  der  Null  nähert,  ....  nueh  fürs  Rrste  gnns 
abcreseiien  von  der  Grösse  dieses  AVerths,'*  aus  voller  Teberzeu- 
guug  zu  unterschreiben,  so  scheint  es  uns  dennoch,  es  lasse  sich 
die  von  Moi^uo  gegebene  Dar^ielluDg  —  dage^^en  nicht  die  von 
C^uchy  in  seinen  Lc^ous  vorgetrogene  noen  tn  einer  Weise  nuf- 
^Msen,  in  wvMier  nie  von  allem  Tadel  Üpeisaninehen  Ist  Wir 
wollen  versuchen  unsere  Meinung  hier  ans  einanaer  xu  s^zen. 

Moigno  beweist  nümlicb 9  nach  nnaerem  Dafürhalten,  auf  S.  3 

Iiis  5  seiner  Le^ons  nichts  weiter,  als  dass  der  Ausdruck 
für  d?=sO  sieh  einer  beatinimten  Grenae  nllbert,  welche  swisehen 
den  ganzen  Zahlen  2  und  3  liegt.   Der  Gnng  dieses  Beweises,  den 
wir  hier  etwaa  ansfuhrÜcher  darstellen  wollen,  ist  folgender» 

Ea  a^  «^s^fli,  nnd  m  snalehst  ebn  poailirQ  gnnne  2«hl,  an 
bat  man  nach  dem  hinomisehen  Lehraatse 

ii-t^i^— fi iH--^-- ~ -4- -  —  ^ 

.  m  m  —  l  m — 2       w— (w  — 1)  1 
1      2        3  m  «-» 

oder  indem  man  die  Divisionen  ausführt 

Wenn  m  aehr  klein  oder  m  eehr  gtosn  wifd»  ao  aipd  alle  Glieder 

dieser  Reihe  positiv,  folglich  hat  man  für  ^  =  0,  indem  nnr  die 
beiden  ersten  Glieder  der  Keihe  beibehalten  werden, 

lim  (l-»-^)'>Sfc. 
Vergleicht  nnn  aber  jene  Reihe  (1)  mit  der  folgenden 

so  findet  sich  für  sehr  klebe  Werthe  von  a:  oder  sehr  grosse 
Wcrthe  von  «1,  doss  die  succrssiven  Glieder  von  (1),  von  dem 

dritten  Gliede  beginnend,  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  correspoo- 
direnden  Glieder  der  Reihe  (2);  die  letatere  aber  liefert  fUr  «i=sas 
die  iSumme  3,  folglich  hat  man 

i 

lim  (lH-a:)^<3. 
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Ist  m  eine  gebrochene  oder  iiegmli?e  Zaiil,  so  wild  der  Beweit 

auf  bckanntp  "Weis«  auf  den  vorigfcn  zurückti^cführt  ,  was  hier,  als 
UDwescDtlich  für  deo  gegenwärtigen  Zweck,  übergangen  wer» 
den  maar.  • 

1 

Hieroit  ist  also  dargetlmn,  dass  der  Anidrnck  (l-f-^)'  für 
sc  =  0  sich  wirklich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welolic  zwi- 
schen den  ganzen  Zahlen  2  Qnd  lic^t,  und  zu  deren  ani^euäher- 
ter  Berechnung  man  nun  sofort  den  Ausdruck  selbst  gebrfiucben 
k«in.  Dim  GnwBit  wird  mit  0  beieiebnet«^  und  «•  ift  wichtig  m  ' 
beaerkeD,  dam  hieoaek  #  dnrck  die  Gleicknog 

i 

.  #=slim(l+4[r)' 
für  ^s=0^  oder  dnrcb  die  Gleiebnag 

für  Mssoo,  definirt  wird.  * 

Cm  DUii  aber  e  durch  eine  von  dem  Zeichen  ,,lim"  freie  For« 
mel  darsoateiien ,  bedarf  es  noch  eines  Schrittes»  der  sich  in  der 
That  in  dem  Werke  von  Moigno  gar  nicht  findet;  eine  solche 
Formel  ist  aber  auch  unwesentlich  und  mindestens  zur  Entwicke- 
luug  der  Lehren  deir  Differentialrechnung^  wie  rieh  hei^Moigne 
zeigt,  unnöthig.  Verlangt  man  sie  indessen  deoDeeh,  ao  lässt  sie 
sich  leicht  aus  den  Legans  von  Moigno  herauslesen.  Es  wird  dort 
nämlich  durch  den  Taylorschen  Lehrsatz  die  Entwickelung  von  e* 
gegeben;  es  wird  bewiesen,  dass  ^dieselbe  für  alle  Wertbe  von  a: 
convcrgent  bleibt;  setzt  man  also  in  ihr  x  =  l,  so  bat  man  die 
gewüeachte  Foniel. 


xxxvu« 

lieber  den  Satz  Tom  Paralielogramme  der 

Kräftie. 

Von 

Herrn  Doctor  Dippe 
Oberlehrer  am  Gymn.  Frider.  zu  Schwerin. 


Tn  dem  Beweise,  welchen  Poisson  (Traifi^  de  Mecau.  I. 
.  43  —  51)  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  giebt,  kommt  die 
lebau|)tuog  vor,  duss 


I 


die  eiAsige  FmictioD  sei,  welch«  der  Bediogung 

•     9(^)  9<»)^SP(*-H*)  +  f(«  — «) 
Genüge  leiste.  Ua  jedoch  . 

'  lit,  so  liegt  der  .Scbloss  nahe,  dass  anch  die  reelle  Fanction 

> 

jene  Gleichung  befriedigen  müsse,  was  in  der  That  der  Fall  ist 

Dieser  Omstand  macht  eioe  Ahäuderung  des  von  Poissoo  ge- 
Ührtea  Beweues.  nlKhig.  .  Vielleicht  findet  der  folgendo  Versueli 
BeuMiHiing. 

Von  den  Kriften,  die  in  einer  Bliene  aaf  «inen  PluM  nirlMn» 
wird  Folgende»  nngenomnien: 

1)  Wenn  auf  einen  Punl(t  swei  gleiche  Kräfte  nach  entgegen« 
gesetzten  Richtunprrn  wirken,  so  ist  ihre  Resiiltirende  Null. 

2)  Wenn  zwei  Kriifte  Q  nach  derselben  Richtuni^  wirken, 
80  ist  ihre  Resulüreode  P-^  und  wirkt  nach  dersellen  Rich- 
tung. 

3)  Wenn  zwei  Kräfte  /*,  Q  nach  entgegengesetzten  Richtun. 
gen  wirken,  und  P"^  Q  ist,  so  ist  ihre  Kesultirende  P^Q^  und 
wirl^t  nach  der  Richtung  von  P. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  P,  P  beliebig  gerichtet  sind,  so 
ist  ihre  Resnitlrende  nicht  gritaier  nis  P+  nnd  nicht  kielner 
^P--P. 

5)  Wenn  die  Richtunpfen  von  zwei  gleichen  Kräften  mit  ein> 
ander  einen  Winkel  2:r<:  l80'*  bilden,  so  halhirt  die  Eichtonj^ 
der  Resultirendeu  diesen  Winkel. 

6)  '  Wenn  die  Richtungen  von  drei  ffleichen  Kritflen  Winkel  ten 
120°  mit  einander  bilden,  so  ist  die  Resultireüde  Noll;  auch  ist 
jede  Kraft  der  Resultirenden  der  beiden  andern  gleich,  lint  aber 
die  eatgegeogeaetate  Richtaag« 


Wenn  swei  gleiche  Kräfte  einen  Winkel  von  120*  ait  ein* 
ander  bilden,  so  stellt  dio  Diagonale  ihres  Parallelogmnmes  die 
Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  aus      1.  Nr.  6. 

§.  3. 

Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  P,  P  einen   beliebigen  Winkel 
2^  <t  180**  bilden,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Farallelegl 
die  Kesultirende  nach  Ui-uäse  und  Richtung  dar. 
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Beweis.  Die  fticfatntir  der  Resiiltireiiieft  H  kildet  mit 
Ricfctnoff  jeder  Kraft  P  dta  WinkH  jf  (f.  1.  Nr.  «.I«  Mi  ibn 
tentitilt  luiBB  nar  abkäMgig  mtu  von  P  uni  aei  folglipk  iit  " 

Jl=sI\P,  dr). 

Aendert  man  die  Binheit,  wtlelie  den  Grössen  P,  II  zu  Grooda 
liegt,  und  aiad  dm  naett  WciÄe  deneibM  Kriftt  üi, 


P.l  PiSJS^ditMi  ' 

Hid  SBfiM«|| 

•ein,  woraus  aicli  ergieJ»t 

PtP,z=zjF\P,Jf)lJIXJfu*) 

für  jeden  Wertb  von  :r.  Diess  fordert,  dass  F{Pt  Jc)sssP ,/\a;) 
sei,  oder  wenn  man  /(o;)  =  '^(-r)  setzt,  * 

l>eBkt  man  liek  enn  Jedet  P  alt  Resnlttrende  von  iwel  gleicbea 
Kräften  0,  dcMO  Kioktnogen  mit  der  RiehtaMr  van  P  4m 
Wiokal  •  kü4e%     daa  jPaaSdM«)» 

wird:  dann  kann  man  die  vier  Kräfte  d  paarweise  zniammen  neh- 
tticn.  In  dem  äussern  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Richtung 
von  jR  den  Winkel  ^  +  4,  und  lieine  Reüultireude  iat 

w 

In  dem  innern  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Ricbtuug  vou  H  den 
.  Wiokel    — Mf  ond  leiae  Resoltireade  Itt 

Bodlick  Mt  die  RendtiraBde  der  vier  Krifte  Q  der  Reinltiroaden 
der  awBi  ibifle  /»fWek,  alae  ilsait,  -l-A.,  andbia 


Daher  man  ^jf)  ftr  Jede«  Wertk  of^K^  die  folgende  Gleieknag 
kefriedigea: 

(1)  ...2sp(^)  9)(*)  =  9p(^H-a)H-f>(«  — «K 

Nan  kann  Jt  nicht  ffrösser  sein  aia  P-hP^^^^P*  Ufid  nickt  kleiner 
aU  P — P=0,  undsugleicb  ist 

folglich  muM         immer  zwischen  Null  und  Eins  liegen.  Daher 


m 

siebt  es  für  jr  eioen  zwischen  Null  und  90*  Megwideii  IHak«! 
2wMB  CoMDQS  de«  sK^)  gleich  iat,  abi» 

9P(;r)  =  cos  ».      *  '  ^ 

Nun  giebt  die  Gleiebnng  (1)  fdr  «ssO 

2y(ar)  y(0)  =  2y(Ä0,  aliu  y(0)  =  1  =  cos  0. 

Mithin  ist  tp  =  a:  für  ar  =  0. 

Ferner  ut  för  2x=  120«  nach  f.  3. 

'  it=P,  uod  avcb  itssSiP  9(60«), 

lolgHc^'  9(60»)  =  A  =  co8  60^,  also  tü  =  .T  auch  für  ^  =  60°. 

Netzt  man  ferner  jc^x  =  u,  jc  —  x=0,  no  giebt  die  Glei- 
chung (1) 

und 

we  nur  das  posidfe.  Vorxeicban  «■  MhMen  ist,  weil  ffjr)  iMaer 
positiv  ist.  Weoo  ii«ii^y(a)a5'eoa  «  iit,  ao  iit  aicb'BM  (S) 

=  cos  -jf, 
9<y)=cos  -y, 

wio  aneb 

9(5;)  =  CO»  5;. 

Aus  Gleichung  (l)  erhält  man  f/C^z: -+-»)  =  29(jf)  — ^JT— a); 
wäre  daher  für  die  drei  W  erlhe 

9(dr)=sooa      9(a)seo8  s,  9(4r«^»)scoB  (4P~-4); 

so  würde  auch  9{ar-f-x)='^cos  :r  cos» — coa(^  —  «)=coa  (^r-l-*) 
sein.  Man  setae  nun  ^sss-ß,  nithip        =  2^  und 

a:=z2ß,  »  =  ß,  a!^%  =  ß^  also  ^  +  »  =  3^, 

(eraer 

«ras%9,  «sft  4r  — as%9,  also  «+«=s4/l»' 

so  wie 

und  allgemein 
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^=s!(«i— s  =  /9,  jr— »sssffi  — 2)/?,  also  »H-M^mß. 
IHinB  ichUeMt.aan»  dass  9>(m^)  =  cos  m^,  oUer 

ift,  sotialfi  f{ß)z=co»  ß,  m{2ß)=zco&  2ß  ist.  Da  letzteres  gilt, 
wImM  für  «Imb  «iozigen  Wflrtb  y(a)sscoi  «  ist,  aml  da  bewie* 
M  iit,  4aM 

ist,  so  gilt  aUgemeio 

«Kg  W«)=s  €«1(^60»). 

Itaff  AoidfMk  ~  CO«  kaDD  jaden  Miabigaa  Wiakal  of  gtoicb  wer^ 
deo,  folgliek  iit  )p(jp)^coa  dr,  nnd' 

Ii  =  '2P  cos  a;. 


Aber  2P  cos  a:  ist  Diasronale  in  dem  Parallelogramme,  dessen  Sai« 
tum  J^f  JP  das  Winkel  2»  eiiiidilieaaeii»  Bitbin  der  Sata  arwieaaiu 

Wenn  zwei  beliebige  Kräfte  einen  beliebigen  Winkel  ein- 
scbliessen,  so  stellt  die  Diagonale  ibres  Parallelagrammes  die  Re« 
sultirende  nach  Grttaie  nad  RiehtoDg  dar. 

Der  Beweia  ganz  wie  bei  Poisson,  indeai  erat  ein  recbter  Win- 
kel angenommen  wird,  dnnn  ein  beliebiger.  Der  erste  Fall  Wird 
anC  f.  3.,  der  iweite  Fall  aof^den  ersteo  snrückfiUirt.* 


XXXVIIL 

Uebirngsaiifgaben  für  Schttler. 


1.  In  einen  Kreis  ein  Recbteck  za  beschreiben,  dessen  eine 
Seite  dorcb  einen  gegebenen  Pnnkt  geht  nnd  einer  gisgebenen  ge* 
radeo  Linie  gleich  ist. 

2.  In  einen  Kreis  ein  Dreieck  zu  bcacbreiben,  dessen  eine 
Seite  dnbeb  einen  gegebenen  Ptankt  geht  und  einer  gegebenen  ge« 


m 

raden  iMm  Muk  iit«  vad  ?•&  welchem  eine  nndm  Saite  «teer 
der  Lage  liaai  gegebeoen  geraden  Lioie  paraUel  ia^ 

3.  Ein  Grloirlisoifigfps  f)reicck  zu  construiren,  dessen  Spitsea 
auf  drei  gegebeueu  cuuceotrisclif  n  KreisUnieo  liegen. 

^  •  •  ' 

4«  Eine  gerade  Lioie  jiß  tod  bestimaiUr  I^oge  sei  io  dem 
Pnnkle  C  anf  Miebiga  Waise  io  »rai  Tl^Ua        nad  BC  ga- 

theiit  ,  und  durch  den  Punkt  B  sei  auf  u4B  ein  Parpaadil^el  von 

nnbetitimmter  Länp^e  errichtet.  Alan  soll  in  diesem  Perpendikel 
einen  Punkt  D  so  bestimmen,  dass,  wenn  man  die  Linio  /}  zieht, 
diese  Liuie  der  iSumme  der  beiden  Linien  JJC  ood  BU  gleich  ist. 

4 

5.  Wenn  in  einen  Kraia  aia  gleicbsattigea  Dreieck  jiBC  be- 
schrieben ist«  und  von  der  Spitoe      aus  eine  beliebige  die  Seite 
BC  in        (iie  (Kreislinie  zum  zweiten  Male  in  E  schneidende 
rade  Linie  u4E  gezogen  ist,  so  ist  immer  die  äiumma  der  Linien 
B£  und  CE  der  Linie  ui£  gleich. 

6.  In  ddr  Bbana  einea  Vierecke  ABCD  einen  Paukt  &  van 

solcher  Lage  anzugeben,  duss  die  vier  Produkte  OA.Btf^CD^ 
OB.AB.CB^  iFc.AB.AB,  .  AB .  BC  ^amäm  glateli 
aind. 

♦ 

7.  Die  Seite  dea  in  einen  Kreia,  dessen  Halbmesser  als  Ein- 
heit anffeoommen  wird,  beschriebenen  regulären  Zehnecks  in  einen 
Kafttcnarack  entwickelt  danoateUen« 

4 

8.  WaM  in  einer  Ebene  zwei  Linien  AB  und  CD  dar  .Lage 

und  Grösse  nach  gegeben  sind»  und  eine  Linie  iV^V  der  Lage  nach 
iresreben  ist:  in  dieser  Kbene  einen  Punkt  O  so  zu  bestimmen, 
class,  wenn  man  die  Linien  AOy  BO  und  CO^  DO  zieht,  welche 
die  Linie  MB  In  den  Punkten  4^  /l'  und  JP  achneiden,  die 
I^inien  AB^  und  CBf  auf  der  Juinie  MB  i^  einem  gagebenen 
Varbälteiase  sn  einander  ateben. 

9.  Wenn  AB,  A'R',  A'ß"  drei  einaudrr  parallele  gerade 
Linien  in  derselben  Eb(>ue  sind ,  su  liegen  der  Durchscbnittspuukt 
der  Linien  AA*  und  BB*,  der  Durcbacbnütopnakt  der  Linien  AA" 
und  ßB\  der  Durebachnittspunkt  der  Linien  AAT  uad  B'B* 
jederaeit  in  daiaftlMa  gaafto  ' 

10.  Eine  gerade  f^inie  schneide  die  Seiten  AB,  AC  eine«! 
Dreiecks  ABC  in  A\  die  Verlängerung  der  dritten  Seite  BC 
Uber  C  binana  in  F»  Man  aoll^etne  Parmel  entwickeln,  mittelat 
weicher  aus  den  drei  gegebenen  Seiten  AB^  AC^  BC  des  Drei* 
ecks  ABC,  aua  4»  Liwan  CB  CF  4im  Unaa  BU.  bai«alinal 
werden  iiann. 

11.  I>urch  gerade  Linien,  welche  dea  vier  vSeiten  eines  sfp?e- 
beueu  Vierecks  AB  CB ^parsliel  und  vuu  dca^elbeu  laüuuutliiJi  ^kicii 
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waH  mtftnit  nnAf  wll  mii  eis  .f«B«iMlb  des  gegebmn  Vieiteki 
.  jiBCD  liegende!  Tiereck  A*BfCV  ^MmmMiy  dessen  Fläeli^mi. 
iohalt  zo  dem  Flächeninhalte  dM  g«geb«WB  Vieracks  in  etnaa  ge* 
gebeneo  VerbiltaiiM  atebt 

> 

12.  WeoD  man  auä  einem  Punkte  A  in  dem  tmfange  eines 
Kreisel  als  JliltelraDkt  eioe  sweit  dmi  Ualkng  des  entea  Keisee 

u  den  Punkten  C  sekneideiide  RreisHoie  beschreibt,  and  dann 
einen  beliebigen  Durchmesser  dieser  letzteren  KrcisHnie  zieht,  wel- 
cher die  gcrneinscbaftlichi!  Sehne  BC  beider  Kreise  in  D,  die 
sweite  Kreislinie  in  Ey  die  erste  Kreislinie  in  schneidet,  so  ist 
iMMT  AD  :  ABpsAM  x  AP. 

13.  Eine  abgestumpfte  Pyramide  mit  zwei  eioander  imrallelen 
Qnindflächen  durch  eine  diesen  beiden  GrundHachen  parallele  Kbene 
so  zu  theilen,  dnss  die  beiden  Tbeile  in  einem  gegeaeaen  Verhält- 
noMie  zu  einander  stehen. 


In  Nr.  442.  der  aatfWHtaiiaOiett  Naabtielfta»  bat  Herr  Tb.  Glaiu 
aan  daa  Integral 


xo  welchem  f^egendre  in  dem  Trait^  dea  fenetiona  elliptiques. 
Chai».  XX?I.  Nr.  186.  auf  einem  sleailich  weitläufigen  Wege  ge- 
langt, auf  falgende  einfacba  W eia«  nntwiekelt 
Mat  MB  ^ 

»•  -iy»->-a  . 


3a6 

  (y»~l)t   

<fa  ,       —  2y  — 2  dy 

Addirt  man  diese  drei  Gleicliuugeu,  so  ündet  man: 
//•s  rfx   6y//v 

folglich  ist: 

(y»  4-  8)1/  y»  —  1 

o4«r»  wann  mm  ftr  «,  x',  ikre  Werth«  lobititnirt  Bod  'die  B5- 
gen  Muuiiit: 


Drnckfekler. 


Auf  dar  letstan  Saita  daa  letea  Bag^  muas  dia  Pagioa  tM  atatt  SM» 

heiMcn. 


XL. 

Ueber  die  BerecLniujg  der  Parallaxen. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


IKe  FonMln  sor  BrnrecbBonff  dtr  Ptoillazaii  iiD4  in  J«der  Be«- 
liebliBg,  natürlich  aber  Torzuglich  fBr  die  Aitronomie,  von  w 

grosser  Wiclitifj;kcit,  dnss  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnt,  diesolbcn 
10  dieser  Zeitscbritt  einmal  vollständig  im  Zusammeohuagc  zu  eot* 
wickeln,  wobei  jch  zugleich  beubsicbtige,  bei  dieser  Gelegenheit 
«ioige,  so  viel  ich  weisi,  Boeh  nicbl  befcaiiiite  PoraMln  cor  Sprache 
sn  bringen.  Auch  hoffe  ich,  das»  die  Botwiekelang  sich  insbeson- 
dere dnrcli  ihre  AUgeaeiAheit  m  eapfeUen  geeignet  leie  wird. 

f  «. 

Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Erde,  welche  wir  hier  als  ein 
durch  dmdrebunjg;'  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  eutslandenes 
Sphiroid  betrecbteo,  and  eioeo  beliebi^n  Punkt  O  anf  ihrer  Ober- 
iiche  denke  man  sieb  zwei  beliebige  einander  porallele  recbtwink* 
)ige  Coordinatensystenfe  gelegt,  und  nehme  in  diesen  beiden  Syste- 
men, wie  mau  in  der  analytischen  Geometrie  bei  parallelen  Coordi- 
Dateosjstemeu  bekanntlich  immer  zu  thun  pflegt,  die  posiliveo 
Tbetle  Jeder  'nwei  gleiebneniigen  Axeii  von  den  entapreebenden  An* 
fangsponkten  an  nach  denselben  Seiten  hin.  Sind  y,  s 
die  Coordinaten  eines  Weltkörpers  in  Bezncf  auf  das  System,  des-' 
sen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  C  der  I?rde  ist,  und  .t',  i/,  »' 
die  Coordinaten  dieses  Weltkörpers  in  Bezuff  auf  das  System,  des- 
WB  Anfangspunkt  der  Punkt  O  anf  der  Onerfliebe  der  Brde  ist, 
in  denwelben  Zeitmomeete,  so  heisseo  jederaeit  y,  x  die  wab* 
ren,  dagegen  f/,  s'  die  scheinbaren  Coordinaten  dieses 
Weltkörpers  in  dem  in  Rede  stehenden  Zeitmomente.  Sind  nun 
a,  c  die  Coordinaten  des  Punktes  0  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  in  Bezug  adf  daa  Syetem,  deaien  An&ngspuokt  der  llittel- 
C  der  Brde  i«^  8#b«t  nan  nach  der  ans  der  analytiieben  Geone« 
ThiOIIL  22 
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trie  liekannten  Theorie  der  CoordinateoverwandliiBg  zwischen  den 
Grösien  a,  e;  op^  »%  0^9  ^%  «'  die  folgenden  gern  nUgeaeiB 
gfilkigen  Gleichungen:  « 

Jetzt  wollen  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Erde  noch  ein 
veues  rcclitwlnkliges  Coordinatensystem  der  XYZ  gelegt  denken, 
und  wullcu  zugleich,  was  ofl'eubur  verstattet  ist.  Folgendes  anneh- 
men. Die  positiven  Theile  der  Azen  der  und  X  sonen  mit 
einander  sosammenfaUcn.  Femer  aoUen  die  positiven  Tlieile  der 
Axen  der  1/  und  Y  so  nncrenommon  werden,  dass  der  von  densel- 
ben eingeschlossene,  180"  nicbt  übersteigende  Winkel,  welcher 
durch  0  bezeichnet  werden  mag,  nicbt  grösser  als  90°  ist,  und 
.dass  der  positive  Theil  der  Am  der  y  auf  der  peeitiven  Seite  der 
Ebene  der  X  Y  liegt.  Endlich  sollen  die  positiven  Tbeile  der 
Axen  der  z  und  Z  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Ebene  /der 
^ry  oder  auch  der  Ebene  der  X  Y  liegen.  Dies  vorausgesetzt,  hat 
man,  wenn  J/,  N  die  Coerdinatea  dea  Punktes  O  in  Bexug 
anf  das  (System  der  X  YZ  beselchnen»  nach  den  allgemeinen  For- 
meln der  i.ehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgen* 
den  Gleichungen: 

a=^€Os  dH-JFcoa  (90<»^9), 
tfssjV'coa  (90«-|-9)+ir  €oa9; 
d,  i.  ' 

2)      =      cos  0  +  i\  sin  0, 
(c  =  —  üf  sin  cos  0/ 

Folglich  ist  nach  1) 

yssifcone-t-A^aia  B-^^, 

Msss^JU  litt  S'hJ»  eol 

Nnn  wollen  wir  sn  polaien  Coordinaten  tibergehen ,  von  denen 
bekanntlich  in  der  Astronomie  vorzugsweise  Gebraacb  gemacht 

wird.  Zu  dem  Kode  bezeicbnen  wir  der  Kürze  wegen  ticn  id  Rede 
stehenden  Weltkörper  durch  IF,  die  Projectionen  der  Linien  C^V 
und  O  H'  auf  den  Ebenen  der  :rv  und  ory'  respective  durch  CP 
nnd  OP'.  Die  von  CP  und  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  jp  und  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  dioia 
Winkel  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .r  und  ^r'  an 
durch  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  und  y,  und 
der  Axeu  der  a;  uud  1/'  eingeschlussencn  rechten  Winkel  hindurch 
immer  naeb  einer  Riebtnng  hin  von  0  bin  360**  slUilt,  seien  l 
«nd  k'.  Die  90'*  nicht  ibersteige udea  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  Cll'  und  OlV  gegen  die  Ebenen  der  .ry  und  .r'y  geneigt 
sind,  indem  man  diese  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betruohtet, 
jenachdcni  die  Linien  CW  uud  ff  auf  deu  positiven  udcr  nega- 
tiven Seiten  der  Bbenen  der  Jff  und  «V  lieg^»  aeien  ßnmi  ß^. 


BOD  Q  und  Q*  4ie  Bolfehimgeti  CW  nad  OW  dea 
Weltkürpers  W  von  dm  MUftelpukte  C       Erde  und  dm»  Otto 
O  auf  ihrer  Oberfläche;  so  hat  QMB  offeobar  die  lolgeodeii  giM 
aUguMui  gültigen  üuBdrüekei 

idrsss^  cot  A  cos  ^, 
SfCsf  ik  i  €01  Ä 
«s^  (dB  ß 

und 

coa  A,'  coa  ß", 
y'=Q'  sin  X'  cos  ßf, 

■ad  €i  iit  folglich  nach  3) 

!^  coa  A  cos  ßssslß'^'^  coa  ^'  coa  /f, 
C  IIB  a  coa  ßsssMwB  B-^  N  ain  ^-l-e'      ^'  ^* 
Q  sin  ß^^M  als  94--^ coa  0+^'«tB  /P. 

Ift  aber  CQ  die  Projection  der  Linie  CO  auf  der  Ebene  der 
X  r,  und  ^  der  von  ffQ  mit  den  poiKiTcn  Tbeile  der  Axe  der 
X  oder  ce  einffeschlosaene  Winkel^  indem  aian  diesen  Winkel  von 
dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  X  oder  x  an  durch  (!cd  von 
den  positiven  Tbcilen  der  Axen  der  X  und  Y  eiDgescblosscnea 
rcditen  Winkel  hindoreb  immer  nach  einer  Richtung  hin  von  0 
bis  360*  zählt,  9  der  90*  nicht  übersteigende  Winkel,  unter  wel- 
clirm  die  Linie  CO  gegen  die  Ebene  der  XFgenci«^t  ist,  indem 
man  dirseo  Winkel  als  pusitiv  oder  negativ  betrachtet,  ienachdom 
die  Linie  CO  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Bbene 
dar  liegt;  so  ist  o«r  gaos  Ümlicko  Art  wio  Yorhcr»  wcan  wir 
den  EfdlMllmioaBer  COssr  ietBOo: 

S£  =sr  cos  ^  OOS 
Jf==:r8\nA  cos  y, 
iV  =  r  sin  5p; 

nnd  folglich  nach  6) 

Q  cos  X  coa  ß=s    r  cos  A  cos  ^'hQ'  cos  2/  cos  ß', 
Uf  tm  il.cos  ßsss  '  r  sin  ^  cos  9  cos         sin  S  sin  9 
8){  .       -l-t' ab  1' cos 

Q  sin  ßss-^r  i&m  A  ünB  cos  jp-l-r  cos  B  sin  f 

Ii«  ^  i 

oder 

q'  cos  X'  cos  ß^^Q  cos  X  cos  |S  — r  cos  A  cos  9, 
1^'  sin     cos  sin  X  cos  ß^r  sin  ^  cos  0  cos  9 

0){  '       ,  .  i^rsin^sinf^ 

^4BfzSi^^ß^rmAwiAB^9 

^  — r  CO»  9  MB  f* 
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DSridiit  waii  die  iwtito  «b4  dritte  der  Gleidiungen  9)  dtieh  die 
erste  Glelttkneg  ia  dieeeii  Syitae,  ee  erhilt  mn 

i Q  sin  A  cos  /9  —  r(sin  G  sin  y-f-cos  G  sin  yl  cos  y) 
tang  i  —  ,  ^  coi  i  OOS  ^— r  cos  ^  oof  9  *  ^ 

oder»  weu 

•    11)  SID  3r  =  — 

geiefst  wird,  V  ' 

I  «in  A  eo»       tin  at(stn  ^.sjn.  y  «f.  cot  8  tm  A  coi  y) 

tang  A  —  cos  1  coa  ^^sin  »  cos  ^  cos  y  ^ 

cos  A'jsin  /9  —  sin  7i(cos  ö  stn  y  —  sin  ©  sin      cos  y)} 
taog  /r—  cos  Xxos  /i— 'Sm  s  cos  ^  cos~y 

Auf  ganz  äbnliche  Art  erLaU  man  aus  den  Glcicliuugeu  S) 

^  sIb  y  cos     -f-  r(sin  <9  sin  y  -j-  cos  G  sin  if  eos  y) 

q  cos  r  cos  ß'-hr  cos      cos  y  * 

A       COS  ilt^'  sin  ß'  -h  y(co.s  O  sin  y  —  sin  ö  sin  A  cos  #)|  , 
tang  p  c=  ^'  cos  il'  CO«  ^'  4- r  cos  ^  cos  y  • 

eder,  wen» 

14)  eio 

•  ? 

geietit  trirdi 

.   sin  l*  cos  f^-jmtm  n'(sm  Q  sin  y -neos  g  sin  ^rf  COS  y) 

iet\/^'^  ^'  ^'''^  /J* sin  »'  COS  ^  COS  y  * 

\       Ä  _  cos  Jt|sin  ß^-j-sin  n'jcoa  e  sin  y  —  sin  O  sin  ^d  OOS  f)\ 
tang  p  —  cos  X'  cosV  +  ^i"  ^'  (^os  A  cos  y 


13j 


Zwisclion  den  Grössen  X,      ^  und  X'f  /f»  ^'  ket  Beil  Beek 
Obigen  die  Gleicbong 

16)r  r  cos  ^  ees  9=^  eee  A  eoi       f'  cot  X'  cos  ; 

und  daber  iwischen  X,     w  and  V ,  ß\  -n^  die  Gleicbong; 

Iii  eoB\^  coB*yaes—    .  ■  — •  . — p^-* 

^         sin  ff  sin  ff 

Auch  ergiebt  sieb  ans  den  Gleicbungen  8),  wene  aeii 
qnadrirt  und  dann  zu  einander  addirt,  leicht 

18)  ^*  =  >-*-|-9'*  +  2r^'/     cos  ;/  coB      cos  A  cos  y 

1+eie  ^  cos  ^(lio  #  sie  ^ 

^  eee  d  eee 

+  iie  Acee  9  ein  9 

— sfn  jtf  ihi  9  cos  9) 

und  auf  gani  ähnliche  Arft  ergiebt  sich  aus  den  Gfeichnngen  9) 
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]+iio  X  cos  /^(sin  9  sin  9  I 

-f-  siD      GOl  0  coa  9») 
+  ■10  ß{eoB  &  sin  9> 

—  tio  ^  MB  9  cot  )p) 

BmclMt  MW      Bllfiiiri^I  ^  atttolit  der  Vm 

20)  taug  yssaia  ^  col:  9», 

if  t  * 

Bin  &  SED  94- Bin  Jl  cos  6^  cos  cp  =  —  — 

COS  0  sta  9  —  sio  ^  sio  O  cos  q>  =         ^  ^^"^^K 

22)  ('=r*+^''4-2r^[cos  V  cos  ß'  cos  ^  cot  f 


sin  o»  r  . 
 E  r-..j 

na     coä  ß'  sin  (0+^)] 


sin  o)  ,  . 

sin  A  cos     sio  (6)  +  ^}] 


Sstst  naD  nao  noch 

■  itang  |=s«in  Ä  cot /?, 

*  • 

10  wird 

25)     =r* -h^'\-i-2r^'{co8  iL'  cos  /5'  cos  j4  cos  9 

,  sin  ^  sin  y  cos  (9h-V>  —  g*)« 
**  cos     cos  1*  ' 

ODd  ' 

sin  ß  sin  y  cos  (»4.^  —  !), 
*•  cos  V  cos  I  '* 

Weil,  da  r,  q,  q'  die  drei  Seiten  eioea  Dreiecks  sind,  immer 

ist,  80  ist  der  absolute  Werth  von  q  —  q'  immer  kle^ier  ali  und 
also  aach  immer  kleiner  als  q.   Weil  nun 
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Mi,  SO  ist  nMh  de»  BiBoiaisclieo  LeliraaUe 

e        e        «        e  * 
und  weil  nach  dem  Vorhergeheaden  dkt:  ebielttte  Wertk  von 

Q  Q 

Immw  kloner  nb  ( y)*,  dieie  Grdwe  eher  in  Beeng  anf  die  Jeder. 

seit  äusserst  kleine  Grösse  —  von  der  zweiten  Ordaung  ist,  so 

9  .  "  . 

dnd  die  QrSiien     nnd      oder  iin  n  nnd  ein  i^  inaier  imr  sehr 

wenig  von  einender  venehiedent  und  nun  kenn  aleo  nihernngs- 
weiie 

~7         oder  sm  arssiin 

nbo  nadi  15)  nihemngiweiie 

(        -  sin  y  cos  /g"-!- sin  ii(dn  O  itn  y  -t-  cos  9  sin  ^  cos  y) 

I  .       eot  i,' coe /r-|-«n  «r  00«  ^  CM  ^  * 

(>3  «_  COS  it|sin  ^-f-sin  n(cos  9  sin  y  —  sin  O  sin  J  co-s 


27) 


1  und  ß  heissen  die  wahren,  nnd  ^  die  scheinbaren  po- 
laren CoordinatcQ  des  Weltkörpers  W,  und  dorcli  die  im  Vorher- 
gehenden  CDtwickclten  Formeln  können  immer  sowohl  die  erstereo 
aus  d«!n  letzteren,  als  auch  die  letzteren  aus  den  ersteren  ffefunden 
werden.  Iiie  Di&kenzen  X  —  X'  und  /f— ^  heissen  die  Parell* 
axen  des  WeitkÖrpcri  W  in  Bezug  auf  die  durch  X  und  ß  oder 
X'  und  ß'  bozeichneten  wahren  oder  scheinbaren  Coordinaten,  na- 
türlich für  die  Zeit,  welcher  diese  wahren  und  acheinharen  polaren 
Coordinaten  cotsnrecheo. 

Mittelst  der  iB^  Vorhfmhenden  entwickelten  gans  nngemeioen 
Formeln  wollen  wir  nun  die  verschiedenen  in  der  Astronomie  hei 
der  ParalInxeDrcchnung  vorkommenden  speciellen  Aufgraben  auflö* 
aetty  indem  wir  uar  udch  bemerken,  dass  zur  Berecbuung  der  so- 

Seoannteo  gcocentrischcn  Breite  eines  Orts  O  aui'  der  Oberfläche 
Br  Erde  und  dea  nach  demaelheii  gezogenen  BrdheliNneasers  r 
aus  der  Pol  höhe  dieses  Orts  und  den  beiucn  Halbnzen  der  Erde 
schon  ira  ersten  Theile  des  Archiv's  S.  177.  bei  einer  andern  Ge- 
leffenheit  die  nülbigc  Anleitung  ertheilt  worden  iät,  worenf  Wir 
daher  der  Kürze  wegen  hier  bloss  verwcineu  wollen. 

Amfgaf^c.  Aus  der  wahren  Reelneeeneion  nnd  Deeli- 
TinMon  K,  6  die  scheinbnre  Reeteeeeniion  nnd  Deoli- 
natioo  o',  &  an  finden. 
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AvfflSsaDg.  Wir  hmm  dw  Systeme  der  spyx  XTZ  mit 
eiauider  sasammeDfalleD,  wo  dann  offenbar  S — 0  ist.  Feiner  Mhacn 

wir  als  Ebene  der  ory  die  Pbene  des  Aeqnators  an,  Inssen  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  a:  von  dem  IMittelpunltte  der  Erde  aus  durcb  den 
Anfangspunkt  des  Widders  oder  den  Frübltngspuukt^  den  positiven 
Theil  4«r  Axe  der  y  von  dea  Wittelpmkto  der  Erde  ras  durch  don 
■MB^gileil  CSmd  der  Rectascensionen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  s  von  dem  Mittelpun'ite  der  Erde  ans  durcb  den  Nordpol 
deü  Aequators  geben.  Unter  diesen  I  oraussetznngen  ist  im  Obigen 
offenbar  A  =  a,  ß=zdi  X'=za\  ß's=d'j  der  Winkel  w  ist  die  so-^ 
«araate  geoe«BtriMlw  Brake  dea  Orte  auf  der  ObefflÜclie  der' 
Erde,  vnd  A  ist  die  soffenraete  Rectascension  der  Mitte  des  Hirn.' 
mels,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Sterozeit  des  Orts  der 
die  wahren  und  scheinbaren  Bectasccnsionen  und  Declinotionen 
a,  d  uuil  a',  entsprechen ,  auf  bekannte  Weise  in  einen  Bogen 
Terwandell.  Hiernach  ergebea  steh  oan  aas  1%)  raauttelhar  die 
PeraMln 

,  ,      sin  «  cos  (f — Jiin  n  sin  A  cos  ^ 

itang  eos  ^ — aiais  «os  J  eos  9* 

I         |,         CM  t/^m  <f— sin  «  sin  y) 

(tang  V     «M  «  OOS  ^— «sia  n  tim  J  ci»  ^  ^ 

welcbu  üie  voUständige  Auflösung  unserer  Aufgabe  enthalten. 

Maa  kami  aber.&ee  FonieRi  aaf  aehrera  Arten  nmgestaltea, 
voa  deae»  wir  hier  aar  aaf  die  felgeadea  aafinerkiaai  aaehea 
wellen. 

Weil  näaüicby  wie  aaao  leicht  ündet, 

MB  «(eoa  m  coe  ^— ein  9v  eei  u#  eea  9)— eee  afßAu  a  oea  ^ 

— ala  ar  ala  ji  eet  f) 

=  sin  TT  cos  9  sin  {ji  —  a), 
cot  a(cos  a  cos  ^  — sin  tt  cos  A  cos  y)  +  8in  a{»m  a  cos  S 

—  sia  n  wk  A  cos  jp) 
sseea       sia  ir  cos  9  coa  (^tf— '«) 


sin  ^(cos  a  cos  ^  —  sin  n  cos  A  cos  9>)  —  cos  A(tAQ  a  cos  d 

—  sin  as  sin..^  cos  9») 

sss  eoa  ^  aia     —  a), 
cea  ^€08  a  eof      aia  »  eoa  ^  eoa  9)-^iia  ^(ib  «  eea  ^ 

—  sia  jv  tia  ^  eea  9)' 
^               scoa  ^  cos      —  a)— aiawcoBy 

isl}  ao  ist,  weaa  iira  jede  dieser  deicliBagea  darch. 

•coa  a  eee  ^— aia  w  cea  u#  cos  9 

difidirt»  UMh  der  enten  der  heidea  GleiohMicea  28) 
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.  «in  n  CO«  y-sin  {A  —  a) 

•III  a—- CM  a  isiiK        ^  „  OM  4f— tili  «  e«*  if  e<w 

coi  a-|-i>B  a  lang  |,  j^^,  <r.--tiii  »  coi  ^tf  coty 

MB  Jä  —  OM  ^  IBIlfr  »  Ä  ''      '     'J  Jl<     V  ^#  't 

e         coa  »  co^  (r-7>siii  »  eos  ^  cm  y* 

Alio  ist,  wie  sogleicli  io  di«  Aug^D  fallen  wird» 

.V        CO!  €t  mn'n  cos  y>  sin     —  c)  ' 

sin  (a      J     eot  a  eog  cf-:  sin  »  cot  ^  cos  9* 

cos  («  ~  g-i  =      ^''^  CO«  y  cof  {d^u)\ 

^        *  '  ^,   eos  «  CO«  ^— sin  if  cos  ^  cos  y 


29) 


i  sin      —  a  j  ^  OOS  «  w  cT— sin  h  cos  ^  coTJ' 


cos  g^jcos  ^  cos     -rii)Tsin  ir  cos  yl 


i  cos  (-df  —  a  i  =  2   —  , 

^       ^  .     cos  «  cos  d —  sin  X  cos  ^  cos  9 

Am  dieMB  Fomeln  ergiebt  sich  aber  anf  der  Stelle 

.        /  sin  T  cos  o«  sin  (.4  —  a) 

tang  10  —  0')  =  :f  ^  ~  

°  *  '  ^     cos  (?  —  sni  n  cos  y  cos  {A  —  «j* 


31) 


cos  J  sin  ■ —  n) 


^  *  '      CO«  ö  cos  {A  —  o)  — sin  n  cos  y 

Weil  £emer  nacb  der  sweltea  der  Gleicbnogea  S8)  ^ 

CO«  a  '  tang  cT  

cos  «r  cos  <f  —  sin  9f  cos  ^  cos  y  ^  «in  if->ain  tt  sin  y 

ist,  SU  lassen  sich  die  Gleichongen  29)  oad  30)  aacb  aater  der 

fülgendeo  Form  durstcUeo: 

♦ 


32) 


:.m  («-a'}=''".''?*fX^-«) 


sin  «f — sin  n  sin  y 


tang 


cos 


and 


/„   cos  ^— sfa  »  CO«  y  CO«  f^'-^g)  .  ^ 


33) 


> 

[-:-  /»       cos  ifsin  (A-^n}  *  a 

CO.  M-«-)=      ^  »  ««  V  ,~ 

I      ^         '  Sin  ^— >stn  «  sin  y 

Verbindet  man  die  ersten  Gleicbuogen  in  diesen  beiden  Systemen 
darch  AddiHoa  aad  SabtracUoa  ait  eioaoder,  und  bemerkt/  duss 
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■io  («--«0+«S>  M— a'JrsMi  {i(i-f-a)  — o^l  cm  4(^— 
ain  (a  —  aO  — MO  (^^iOa«^2co8  |^(^  +  a)— o"!  sin  o) 

Isti  M  trlOUt  MB 

C08  cT-f-gin  TV  cos  »   .    .  ,^       \  a 

2co8  ^(^-|.a)»a'|  sio  ^(^— «) 

«08  (f —  sin  71  COS  9   .    .  ^       V  - 

an  «f — tiD  )f  am  9       ^      '      *»  t 

alfo,  weil 

sin      — a)  =  2«ii  ^ui  — a)  coi  ^A^n) 

sin  UM+a)  -  ol\  =  <^o«  ^  <^Q'  y       ,  (^»«)  taog  9, 

•    '         '      siii  a  —  sin  n  sin  9)  '       o  » 

folgtich  duck  Difi^oB 

•KV  A        tw  ^  .     \        fi  J-i- sin  71  cos  7>  ^  ^  X 

35)  Ung  UM4-a)-a^i  =  ^  ^  ^  ^  taog  i(^-o). 

Gbdx  dieselbeo  Gleichuogen  erhält  man  auch,  wenn  man  die  zwei- 
ten GlvieliBngen  in  den  iMiden  Syitenen  82)  nnd  33)  dareh  Addi- 
tion und  Snbtraction  mit  einander  verbindet. 

Hat  man  mittelst  der  Formel  35)  die  scheinbare  RectasceDBioo 

a'  gefunden,  so  ergiebt  sich  die  scheinbare  Deciination  mittelst 
einer  der  beiden  folgenden  unmittelbar  aus  34)  ilieaaenden  For- 
meln: . 


34) 


36) 


j,__ain  IK^H-«)  — «'{    rin       ain  ar  da  » 
langir—     «in  ^(ir— «)     *  coa  ^-nain  «v  eoa  9* 

L   001  \\{A^«)-^a\    sin  ^-^ain  n  sin  y 

'   tU^dSu)     '  eoa.ir-ain  »  coa  9' 


Wenn  man  die  Gleichungen  34)  quadrirt  und  dann  au  einander 
addirt,  ao  erhält  man  ohne  ijchwierigkeifc 
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wo  sich  ntm  noch  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  bat. 
Um  hierüber  zu  völliger  Gewisaheit  zu  •  kommen ,  müssen  wir  auf 
die  Gleichungen  9)  surückgehen,  welche  im  vorliegenden  Falle  die 
folgende  Gcitalt: 


1^'  cos  (xf  cos 
if  uuvf  cos  &  \ 

oder  die  Gestalt 


Q  cos  a  cos  d  —  r  cos  A  cos  y, 
q  sin  a  cos  6  —  r  tU  A  cee  )p/ 
;f  lin  ^— r  nn 


Digitized  by  Google 


M7 

CM    oof  ^seot  a  cot  ^— ab  n  cm  A  ff 


1  o'  >  < 

88)  {-^  lia  y  oot  ^ss  iin  «1  CM      iIb  n  mm  A  am  ft 
iln  ^a=5«iii.^«^iiii  n  m  'w 

9 

erhalten.  Am  4er  dfitton  Bieter  Gleidmagw  eriMllet,  dM»  die 
GriMtee  , 

iia  J »  eio  jr  ab  9  itt4^  mm  9 

r  gleide  Toneichen  Mei;  nid  de  nn,  weil     lAeelut  ge- 
en,  nie  90<*  nbenteigt,  iw  9  ned  teeg  ^  Jedeneil  gleicke 
TorseieheB  hebee»  lo  kei»eB  Wieb 

sia  d  —  üia  n  sio  9  und  tang  9 

imer  gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  der  oben 
fnr  tang  9  gefiudeiMB  Fonnel  inoier  des  obere  Voneicbea  ge- 
nommen» alto 
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gesetzt  werden  muss. 

Hierbei  bcmerkon  wir  zuffleirh,  dass  bei  allen  obiw^en  Formeln 
noch  eine  besondere  Beurtheilunc^  nütbig  ist,  in  welcbem  Quadraa* 
teo  man  sich  die  gesuchte  scheinbare  Rectasceosioa  a',  welche  be- 
kaoHtlieh  inor  podtiv  iit,  aber  bis  960*  waehaeo  kaoM»  «adigea 
laaae«  maa,  und  ea  iat  achr  wiebtif,  im  Beiitx  bestintar  Regalo 
zu  sein,  nach  denen  man  diese  Beurtheilung  in  ollen  Fällen  mit 
TÖlliger  Sicherheit  ansteilen  kann.  In  dieser  Beziebunfi^  bemerken 
wir  daher  zuvörderat,  (|ua  wegen  der  beiüeo  ersten  6leicbuDgea 
in  38)  jedeneit 

cos  Ol'  cot  ^  aik  coi  a  coa      aia  w  tn»  A  coa-y, 

■in     coa  ^  mt  uin  a  cos  J^sio     ain  ^  cos  SPi 
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IdM»  Will  ew  9        ^iiv  iK,  Jedtneit 

f«t     «il  «ot  a  cos  ^-^tiii  %  «ot  ^  eof 
fiii     ait  liii  «  eM       litt  s  iIq  ^  cos  9 

fleiches  Vorzeichen  bat.  Also  endigt  sich  a'  im  ersten,  zweiten, 
ritten  oder  vierten  Quadrenten,  jeoacbdem  von  den  beiden  be- 

col  a  cos  6  —  sin  n  cos  A  coo 

lin  a  €00  d — sin  9  m  A  cot  9 

*      "    *      .  • 

die  erste  poiitir  md  dio  zweite  positi?^  4io  oimte  negatiT  und  die 
«weite  positiv  j  die  erste  off^ativ  aad  die  swoito  Desrati?,  die  erste 
positiv  nnd  die  zweite  negativ  ist,  mittelst  welcher  Kegeln  also  die 
TOrlangte  Beurtheilung  immer  sicher  angestellt  werden  kann. 

Berechnet  man  nun  oi  uad     s.  B«  mittelst  der  Formela 
Dämlieli  miUelit  der  Foraeln 

B     "     coü  a  cos  ö  —  jjia  n  cos  A  cos  ^* 
.         ^  cos  a  (sin  cf — sin  n  sin  o*) 

^         cos  a  cos  d — sin  »  cos  ^  cos  ^'  * 

PO  aioas  sich  o*  im  enten,  aweileii,.  dritte»  oder  Tierieo  Quadran- 
ten endigen,  jenaclidem  in  Bezu^  au^  den  der  Grösse  tang 

gleichen  Bruch  der  Nenner  positiv  und  der  Zähler  positiv,  der 
eoner  negativ  und  der  Zähler  positiv,  der  Neoner  negativ  nnd 
der  Züliler  oegaCir,  der  Nenner  positiv  aod  der  ZAhter  oegativ  ist* 
Der  Aasdruck  für  tang  (T  lässt  keinen  Zweifel  über  die  Art  und 
Weise,  wie  d*,  welches,  abiolat  geDommeo»  nie  90<*  übersteigt»  sa 
nehaien  ist,  zu.  "  . 

Berechoet  mao  af  und  &  Bittoist  der  beiden  aas  28)  und  31) 
\  Foraefai 

« 

.       .        »  siiiif  cos  »  eiB  M—st) 

wog  \ß    "^^^tM  d^sio  it  cos  9  cot 

cos  ß'  (sin  ff — sin  n  sin  7) 


tSBg  &=i 


COS  «  cos  if— sin  is  cos     cos  • 


,  -       ,v  cos  cf  sin  jJ  —  tt)  

tang      —  aj  — ^  ^  (>_«y_g|a  ^» 

,  cos  «'  {'nim  if  —  sin  rr  sin  y) 

"^fif    7^  COS  «  COS  d — sin  »  cos  if  cos 

so  hat  man  zu  bemerken,  dais  die  beiden  Wertbe,  welche  a'  haben 
kaoB,  imoier  yob  der  Forsi  0*  nnd  «'-1-180*  sind,  wo  o'-niebt 
grSsser  «Is  180*  sein  soll.    Diesen  beiden  Wertlien  von  o'  eBt- 

sprechen  non  nach  der  zweiten  Formel  der  beiden  obigen  Svsfome  von 
Formeln  immer  entgegengesetzte  Wertbe  von  tuog  6\  uud  da  man, 
weil  bekanntlich  tang  6'  immer  einerlei  Vurzcicheu  mit  sin  d — sin  jf 
iiB  f  ba^  das  ?oneicbeii  tob  tang ^koBBt»  10  laiat  aicb  olleBbar 
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«aeh  immer  oboe  Sebwieiigkill  ridMr  iNHurtkiilVis  wMttn  4fMr 
beiden  WerAe  von  a'  man  zu  neliBen  bat. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  hat  man  sich  zn  verhalten,  -wenn  man 
a'  und  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  aiia  dem  Obigen,  be- 
kannten  Sjrfteme  von  Formelp  berecbnet: 

k.     tin  14(^-4- c)  —  «I    sin     —  8in  n  sin  y  ' 
trag  ^—7—^  ^(j^T^j      •  CO«  d  -^sin  n  cos 

oder 

fw^.     V      -ji      *  .  cos  cf-f-sin  n  cos  <^ 

fang  U(^+a)-of!=:tong  i^-a)  ,os  <f sin  7,  cos 

*      CO8  )j(/l-f-«)  —  «j^    sin  (f — sin  n  sin  y 


Diese  beiden  letsten  Systeme  von  Formeln  eM,  M  viel  iek 
bU  jetzt  Docb  nicht  bekannt  gewesen. 

Sich  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  durcb  die  Ein-  « 
fübrung  von  Uülfswiokelo  zo  erleichtern,  bat  nicbt  die  »indeite 
Sebwierigkeil,  nnd  im  irolieB  diee  dnber  nncb  nnr  beiifielebnlber 
•B  den  letzten  Formelo  eilftnteni. 

Seist  mm  näniicb 

,  iül  w  cos  or   ,       ^      sin  n  sin  y 

40)  tang  lisnr  •  ^  *  — '  sin  4  ^ 

M  bei  man  nur  Beredinnnfp  tob  $f  die  Forneln  - 

41)  trag  {M-^-*-a)--a'|=LtftBf  HJ-a)  taug  (45«^-x) 
oder 

d2)  taBg  |i(ul+a)-«'|=trag  iM-a)  cot  (45«-x)$ 

und  zur  Berecbnung  von  ä'  bat  man  die  Formeln  , 

teng  ^  =  tang  d  —^^^(JZTäf-^'  cos  {  sin  (45»  +  j^)* 
"*"o  w  V      ^  cos  £  sm  (W«--jf)' 


43) 


44) 


^tang  d'  =  tang  d  —5^1(2=^)     '  eos^  cos  (4&*-jr>' 

r,  f  cot  \UA-i-a)  —  a'\    cosjf  co«  (45°-f-Ö 

tang  d  =  tang  6      Jos  4(J-.ä)~"  '  cos  |  cos  (45«^* 


Ans  des  beid«  «iteB  GleiebnBgBB  ib  83)  iMid  tt)  aibilt 

loidil 

,        j,  sin  («  — d*)  ,     «in  <f  . 

\ .  sin  (/I  —  o')            .     sin  n  sin  a>^ 

tulg  ^=^^_^;  (tttDg  d — ^-)5 
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und  wenn  naD  die  erfft«jBI«Müng  in  33)  dffdkiiBMteCHfichng 
in  88)  diTidlft,  m  ergiebl  fleh 

.  •  gin  (« —  et')       am  n  cos  y 

*•)  »in      — a  )  —     cos  <f 

•der 

mm\   •    t  A     ^      cos  <f  sin  («  — o") 
47)  nil  M^<0=     ,^1  n  CO.  y 

Dm  iweite  der  GleleliODgeB  4&)  kauft  mb  auch  unter  der  Fora 

tag  teiig  d'H  jspy- 

•ehreiben,  and-weil  nun 

tang<J=stag^4-^^j^5; 

igt,  M  ist 

j,  .  dn  (<f-"<r)       sin  (^  — «)  .        j,  ,  «in  tt  sin  y 


«in  (^  — «)  —  «in  {A^a)   sift  ir  ein  y      sin  (J— 

lin  ''^         eo«  *  eoeiTcoe^' 

flwn  i(g  —  a')  cos  1    —  Ka -f-g  )|  A^»'nn  sin  y  sin  (J— cT)^ 

■ 

Nach.  47)  iit  alicr 

gin  \{a  —  a)  «n  it  cos  y 

gin  M  — a'}       »«Mi  ^  cos       —  «  )' 


ond  folgUeh  naeh  dem  Vorhergehenden 

ein  «  CO«  y  CO«  \d  —  ^{tt-^a)\  ,   ^i"  y 


sin  (J — cT) 
oo«4f  eoaiT' 


na  (d — 9)  vstwm  9  mm  ^  ^  9 

gin  »  eoo  y  iia  <r  coe  U^4(«H-Ot 
"  co«K«— «^) 

>Sotat  flun  nnn 
BO  wird 

49)  ua  (d>-d^)s=s  ^  sin  (C-^), 
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•dter,  inmm  wir  der  Kiine  wsgra 

vA<k         sin  n  sin  a> 

seUeo> 

51)  sin  ((r-(r)=|ft  lin  (C— ^. 

Nttii  iit  aber  • 


und  folglieb 

52)  uog 

sinjfWt* 

ao  iit  nadb  31) 

>  Wenn  man  jetxt  überbaopt  die  Gleicbaog 

hat,  und  der  absolute  Werth  von  «  nicht  grtoer  ala  dar  ?itH» 
Theil  der  halben  Peripheria  iat;  ao  iat  nach  einer  ana  der  Aialy* 
aia  beiuinnten  Reibe 

u  z=:  taug  «/  —  itaug  ^taog      — -ftaog      -|-  . , .  .| 

und  folglichy  weil 

taog  Mi  =  a:  sin  f;(l — cos  v)—^ 
Iii»  •  ' 

if=         sin  r(l — cos  r)— *  ^ 
—  ^*  sin  jr  coa  r)"* 

iitt«'0«(l— coi  «)r-< 
— fj?'  iin       —  jf  coi  9)r^  r 


Ist  nun  der  absolute  Werth  von  jr  cos  v  klcioer  als  die  Einheit, 
so  ist  es  verstattet,  die  sammtlichen  Potenzeo  von  l—orcosc' 
nach  dem  Biaoniischen  Lehrsätze  in  Reihen  ta  entwickeln.  Tbat 
■an  dies,  und  ordnet  dann  nach  den  Potensen  von  jc,  so  erhält 
muk  Bittelit  der  noa  der  TrigonoBetrie  bekannten  Aoadnieke  für 
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4m  SIbm  der  vielfaclieo  Bpfw  «kM  all«  Sebfritriglciit  die  fei* 
geade  aarkwürdige  Reihe: 

X  iin  V  «ip  2tr      jr»  lio  oj*  sin  4v  _ 

— j  1  5 —  -f-  1  -1  ^ — . . . 

oder,  wenn  m  in.Secunden  eaig^driickt  fein  soll, 

* "~   «in  1"   "'f     g^n  i"  f^p  1"      *~  .  4tia  I"  +••••» 

■  t 

oder  auch,  wenn  man  nur  einige  wenige  Anfangtglieder  der  Reihe 
hcrfiekeiehtigt,  ohne  aerklieken  Fehler 

J7  sin      .    J**  sin  2v  .   dr'  sin       .    J^*  sin  4cf 


" —  sin  Äinr  sin  r'  sin  4f' 

Hiernach  hält  man  unter  der  Voranssetznng,  dass  die  absolaten 
Werthe  von  a  —  o'  nnd  d — S'  nicht  grosser  als  der  rierte  Tbeil 
der  balben  Periplieric,  und  die  absoluten  Werthe  von  A:  cos  {A — a) 
und  u  cos  —  d)  Icleiner  als  die  ^inheit  sind,  n.ach  54)  und  52) 
die  Forneln  *  .      -    .      ,  ... 

55)  a—cc— — Sur  — SSTr — 

■     .  ^  «in  3M-a) 

'    .  '  ssin  r —  • 

*v8fnjy[— • 
«sii^.  r 


ud 


5«)  <^-,i?>  ■       »in  2(C-d) 

,  /<*  sin  S(C— <f) 
"»^    .  täte  1* 

.       »'0  ^C— d) 
♦  JUin  r 


wo  eacb  dem  Obigen- 

'  im  1.^"»  ^  cos  y  sin  g  »in  y ,  . 

—     cos  if    »  sinC 
istj  Qod  £  aas  der  Formel     '  ^  * 

«A\         — cot  y  cos  M  —  i(«_+fOj 
™       ^ =  -  «^) 

bestimmt  werden  muss. 

Ist  man  berechtigt  mit  hinreichender  Näherung  bei  den  erüten 
Gliedern  der  Reihen  55)  und  56)  stehen  xu  hleiben,  so  ediftU  «y» 


UL 


oder  aiicli  n&lieraogiweiie 

/  ,      »  cos  71  . 


>  • 

Weil  aber 


«08  d 

n  sin  rp 


iat,  so  ist  Badt  58),  iHe  neu  leicht  findet,  wenn  maa 

cos  \A  —  |(a4-aO} 

=  ciw  (w<r-«)  «ea  W«  — «')  —      M  —  *0      ¥(«  —  <*') 
aetst, 

cot  C=€Ot  jp^coi  (wif— a)  — aio  (^~«)  taDg  T(<(~<Olf  > 
alao  niiiA  50) 

_  sin  71  sin  7)  .         *        •     •      -  /  ^  V 

0^d'= — —  »^®*  — "°  ^    y     x*^ — 

+     4I  cot  9>  tili  (jtf — «)  toBg  Kci^of)!» 
imd  folglich,  weil  daa  Glied 

— ^'^M  ^  ein  <y  cpt^y  fiin  {A  —  a)  taDg^(a  — 

offenbar  in  Bezupp  auf  sin  n  taog  ^(o — von  der  sweiten  Ordnung 
ist>  BftheniDgiweif  e 

^— <ya— *^J^*jr  -  {cos  d^aio  d  cot  y  cos      —  a)}; 
also,  wenn  man  den  Hülfswinkel  ij  mittelst  der  Formel 

« 

#1)  «ot  ^scot  y  coe  (itf— a) 

heffechnet^ 

*  •"•in  n  sin  •    •    /  *\ 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Näherungsformeln 

/  cot  9  s  eot  9  coa  a), 

I        .     sin  n  cos »  .    ,  ^  v 
«3)  [  "          ^STST      ^  ~ 

»      I  j     ji     sin » sin  •   #  ^ 
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n  cos  9   .    /  ^  X 

«-•'=-sr*  "■(^-«), 

Die  VoraassetzuDffen ,  anter  denen  die  im  Vorhergehenden  für 
a  —  a'  and  S  —  a  gefondeotD  Ausdrücke  nur  gättiff  sind,  haben 
wir  oben  nngegebeo.  Will  sich  also  dieser  Aosdrieke  alt 
Sicherheit  bedienen ,  so  muss  man  sich  jederzeit  vorher  nberzeugt 
haben,  dass  die  in  Rede  stehenden  Voraussetzungen  sämmtlich  er- 
füllt sind.  Vorzüglich  scheint  j&Dn,  wenn  die  wahre  Rectascension 
a  nahe  0  oder  nahe  360^  ist,  Vorsicht  nüthi^  zu  sein,  weil  dann 
•llerdiMfi  -iw  »bsolale  Werth  von  a  —  o'  mehr  nehe  0,  londeni 
nhe  3m)o  sein  kann,' was  man  also  bei  praktischen  ABweadaBgen 
stets  wohl  SB  beiMhteB  bbU  bb  berickiichtigeB  hat. 

4.  ' 

Avfgabe,  Aus  der  scheinbaren  Rectascension  und 
DecliniitioB  o*,  9  die  wahre  ReetaieentioB  Bod  Deeli* 
BBtioD  «,  9  SB  findea* 

Anflösuog.  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  ParagTB» 
fhea  erhäU  aian  bbs  dea  Gleichuogen  15j  die  Gleichaagea 

/  sin  CT*  cos  (f-f-sin      sin  A  cos  y 

I     8^  ""^  cos  0^  eee  ^-i-sin     cos  ^  cos 

J  '      "(sin  cT  -I- sin  n   sin  /) 

I  lang        OOS     OOS  dT-^sia  f(      Ä  cos~9* 

Da  nun  diese  Gleich uDgen  aus  den  Gleichungen  28)  henror- 
gehea,  weaa  «bb  fär  a,  a\  (T,  it  reepeelife  V,  if,  a,  cf,  --Br' 
setzt,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  zur  Auflösung  der  gegeswärtigea 

Aufgabe  dienenden  Formeln  nus  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Formeln  durch  einfache  äubstitutionen  herzuleitea.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  aus  31) 

taBff  (a  — «rt  sin  n'  cos  y  sin  {A  —  a) 

I      *  ^  '       cos  (T     sin  T<  cos  y  cos      —  a )' 

*  ^       ^                  eos  tf  sin  (^J  — «') 
iBBg  f^'— o)s=  -r^  ^  3  ? 

"  *  '      cos  <J  cüs  (/jf  —  a)-i-sia  ii  co»  y 

Bad  aas  35)  und  36)  ergiebt  sich 
and 

Itan    j  »jp  U(-^  -4-  «  )     «{     sin  tT-f-sin  n'  sin  y 
^  sin  \{A  —  «')      '  cos  t)"  —  sin  ti'  coi  y' 

.  }t(-<^-H«  )  — g{    »in  if  -f.  sin  i^  »in  y 

^  cos       —  o')      ■  cos  (f^-sio  »'  CO»  y' 

Auch  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  kann  maa  sieh  leicht 
durch  Kiaführang  voa  Hiilfswiakeln  erleichtera. 

23* 
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oder 


Nack  37)  Ut 

p  CO!  «  cos  tw  fif      ^H-r  cos  ^  coi 

sin  o  cos  d  =    sio  a'  cos  ^^i-r  sin  ^tf  coo 
^  Ii»  ^s^'  sia  d'-l-r  tia 


»7  ^ 

»  « 

<^  coi  a  COS  ^seot  ti  eot  ^-f-dn     co»  A  tiom 

« 

.-^  UB  a  CM  ^sB  flln     CM  9'+siii  sr'  ua  mb 

IT  ' 

ein  ^ssiiB  ^-l-im  iv'  li»  ^ 

Hieraoa  erhellet,  dass 

cos  a  mit  cos  a'  cos  J^+sio  tt'  cos  A  cos  jjp, 
fl'iD  a  mit  lio  a'  cos  d'+sio      sin  ^  cos  9), 
MD  d,       «Im  Mth  Uag  A       sib  4^«^tih  jv'  lin 

jederzeit  eiuerlei  Vorxeicken  bat.«  Also  eodigt  sich  a  in  ersten, 
sweiten,  drittcii  o4er  vf^rten  ttu«drMteo,  jeaMbdcn  tod  den  bei- 
den GrSues 

CM"«'  cce.^+ctD  ^  CM  jtf  «M  9> 

■in     cos  ^4- sin     nn  jtf  cm  «9 

die  erste  positiv  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die 
»weite  positiv,  die  erste  negativ  und  die  zweite  neffanv,  die  erste 

positiv  und  die  aweite  negativ  ist,  wodurch  sich  auf  ganz  ähnliche 
Art  wie  Im  vorig-cn  Paragraphen  immer  leicht  mit  völliger  Sicher- 
beit  beurtheiien  lässt,  wie  man  a  zu  nehmen  bat. 
Ans  55)  Dod  56)  'crgiebt  sieb 

-rtv    t  ^  sin  {A  — «')    .  /t»  sin        — «') 

St'm  r 


sin  M-iQ 
4Mn  r 


und 


-tv  ^      .  /4  sin  (C  — <r)    .  ^»  sin  2({  — cT) 


/u'  sin  3(C  —  <r) 

Ssin  r 
4sui  1" 


wo 


jj^.  ^  ^  ^     sm  n  cos  9        ^      sin  n  sin  ^ 

'  cos  cr'»'**^*~         SiU  C 

ist|  uod  ^  mitteUt  der  Formel 

•    •    TO  ot  g— ''"^  ^  }^-4(«-f-«')i 

bcstisiait  werden  mosa. 


Die  10  eben  CDtwickelteo  Alpdrücke  vou  u — a  und  &  —  $ 
tetittt  Toniis,  4iw  4i«  abiointea  Wertke  dieier  OUforeoMM  dm 

vierten  Theil  Jer  halben  Peripherie  nicht  üb^riteigen;  und  dass  die 
absoluten  Wertbe  von  Jb  COB  (^-^of)  and  ^  cei  ((— <f)  kleiaer 

als  die  Einheit  sind.  ,  . 

'  Aus  6J)  erhält  man 

cot  i}=scot  y  eot  iA — 

I  f  sin  V  coa  y    .    .  - 

74) /'^-«=-ijr^-jirr,  • 


i.     i        sin     lia  y    .    ,  j,. 


•der  'aneh 


Icot  qsseot  9>  coa  (jf  o^, 

In  atten  ▼orbergehenden  FoiSieln  kann  man,  wie  wir  ana 
maaeni  fiir  tt'  näberangsweise      aetien.    Wollte  man  sick  dien 
aber  nicht  gestatten»  an  würde  man  sieb  auf  folgende  Art  so  ver- 

halten  haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegcDiien  Fülle,  wie  muu  leicht  findet, 
70)  ^«  s r*         «4- 2ri('\nu  d"  ein  ^+coi  ^  coi  y  coa  M— tf')!» 
oder,  wenn  wir  •  .  * 

77)  cot  <r=cot  d"  cos     — tt'} 

aeteen, 
oder 

mUtelat  weleber*  ovidratiicben  Gleiebang  man  ana  den  geKebenen 
Grttsaen  r,  ^,  <  tf"  die  Msae     dnd  daiana  mittelat  der  Formel 

sin  Jr'=:j 

die  Grtae  ^  beaämmen  mKiate.  Weil 

,^ar  eeaec  ar,  ^sr  eeaee  sv' 
iat,  ao  kann  man  die  Gldehung  79)  aucb  auf  die  Form 

■ 

coiee  jf^  H  — ^-^  *  coiee  ü'äs  cosec  n*  —  1, 

d.  i.  auf  die  Form 
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•in  <r 


80)  cogec  7t**  -4-  .  '  ^        cosec  n'  =  cot  ir' 

• '  Bill  <r 


«.  5. 

Wenn  man  an  zwei  Beobacbtoogsorten ,  deren  geographische 
Positionen  als  genau  hekannt  angenommen  werden  können,  za 
«Derlei  Zeitmonent ")  durch  Beobachtungen  die  scheinbaren  Ree- 
tasceiMioDen  und  Deelinationen  a\  6'  und  o'i,  d'i  eines  WeltkSr- 
ftts  bestimmt  bnl;  so  ist,  wenn  a,  q  die  dea  In  Rede 
stehenden  Zeitmoment  entsprechende  wahre  Rectascension ,  Dccii- 
natioD  und  Entfernung  dieses  VVeltknrpers  vom  Mittelpunkte  der. 
Erde  bezeichnen  und  9,  r,  q'  und  A^,  9)1,  r.,  q\  fiir  beide  Be- 
•bnclitangsorte  gleiche  Bedeutung  kabeuK  nnoli  o7j 

!q*  cos     «OS  eos  a  eos  ^ — r  eos  ^  cos  jp, 

^  sin     cos  ^ss^  sin  a  cos r  sin  A  cos  jp, 
^  sin  sin      r  sin  ij^ 

«■d 

cos  u\  cos  (Tj  =p  cos  a  cos  d  —  r,  cos  A^  cos  5p,, 
^\  ain  a\  cos  (f,  =^  sin  a  cos  6  —  r,  sin       cos  fp,, 
^1  sin  d',  =^  ain    — ain  y,. 

Dnrcli  SobtrnctioB  erbllt  »nn  ous  diesen  Gleichongnn  nnf  der  Stello 
die  Gleichungen 

'  £'  €08  O'  COS  cos  tt',   COS  J',  =        COS  COS  y, 

,  — r  cos  A  cos  jp, 

'  ^  sin  1^  cos  ^— f'i  sin  a',  cos     =0  sin  uf,  cos 

— r  sin  ^  cos  % 
^  sin  ^—^1  iin     ssr^  sin  9,*~r  sin  9; 

welche  nun  bloss  noch  die  beiden  unbekannten  Grössen  q*  und  q\ 
enthalten.  Ans  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man 
*  '  gewübnliclier  nlgebrniscber  Blisiinntion 


äj  sin  {A^  —  tt\)  cos  y,  — r  sin  {d  —  a  J       9  ' 

gj^-  ^  sin  («'  —  «',)  cos  cf  * 

"1  -  sin  (i^t  —  «')  '^o-'^    I  ~  ^  sin  {A  —  a)  cos  y 

ain  (a — «',)  cos  t)',  * 


■ad  die  lotste  der  drei  obigen  Gieicbnogen»  iMMieb  die  Gleiebwg 


')  Dies  ist  abglich,  weü  nnai  die  Längen,  wenigstens  die  Lingm> 
tlWfww  der  eeidtn  Beebeibipnasite  kennt. 


t 


3a0 

*  » 

84)  ^'  tin  9 — ^,  lin  ^,  =sr,  lia     — r  iin  91 

kann  dann  als  Prüfungsg-Ieichung  benutzt  werden. 

Aus  q'  und  q\  erkält  man  w  und  tv' ^  fär  die  beiden  Beobacb- 
tiiBgiorte  aictclit  der  FomelB 

85)  lio  jf'ss'^,  tin  ar*, 

ttad  kann  dann  a  und  6  mittelst  der  nus  dem  voripfen  Pnraj^^raphen 
bekanutea  Formelu  bcrccbucu,  wuruul  duiiu  teruer  zur  HerecbouDg 
T90  Q  die  GleicbuDgeo  81)  und  82)  Wege  geoug  darbieten.  Die 
leichteste  Berechnung  scheinen  jedoch  die  leicht  aus  dea  beiden 
ersceo  der  Gleicbungeo  8t)  und  82)  flieaseadciB  ForMla 


**    sin  («  — «^:).cfii»;tr' 


86) , 

]    sin  (Ji  —«'1)  f^os  <pi 

y — ^»    lin  («r— 1^,)  CO«  ^i*» 


ZU  gestatten.  Zur  Berechnung  von  n  und  für  die  beiden  Be- 
obacbtungiorte  hat  Mi  die  Pimiela   .  •  • 


87) 


r           sin  (flf  —  a')  cos  <f 

sin      —  a' j  c«s  ff' 

,.         ■    sin  f«  — «',)  cos  <f,  ' 

■       ff        wn  (.df, «  i)  cos  <y  j 


JMan  sieht  hieraus,  wie  bbd  aus  gleichzeitigen  Beelioimungen 
der  scheinbaren  Rectuscenainnen  und  Neclinationen  eines  Wcltkör- 
pera  an  zwei  BeühaclitunQ;^sorten ,  deren  geographische  Positionen 
als  bekannt  Torausffeseut  werden»  die  dem  in  Rede  steliesdea  Zeit* 
punkte  enteprecbeBde  BotferDODg  dea  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  bestimmen  kann,  und  in  der  That  ist  das  vorherg-ehende 
Verfahren  die  uligemeinste  Methode  zur  BeatiiMBfBng  dec  Biitfer- 
Dungen  der  VVelti^örpcr  von  der  Erde. 

'  ^*  4u  *•  - 

Aufgabe.   Aua  dem  wahren  Asimath  nnd  der  wahren 

Höhe  a>,  h  das  scheinbare  Asimuth  und  die  scheinbare 
'Höhe  io\  //  zu  finden. 

Auflösung:.  (Grösserer  Bestimmtheit  wegen  wollen  wir  anneh- 
men, duss  der  Beobucbtungsort  iu  der  nördlichen  Hälfte  der  Erd- 
oberfläche liegen- soll.  Die  AsimnHje  sihlen  wir  von  Süden  an. 
nach  Westen  und  nach  Osten  hin  von  0  bis  180*^,  und  nehmen 
westlirhe  Azimutlic  positiv,  östliche  Ar.imuthe  dac^ea^en  negativ.  Die 
Polböhc  des  Beohachluncfsorts  bezeichnen  wir  durch  ^>\  Die  Ebe- 
nen der  a:y  und  a^y'  sind  die.  Ebenen  des  wahren  und  scheinbaren 
BeriveBta.  die  Ebene  der  ist  dfe  Ebene  det  Aequatora.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Frde 
nach  Osten,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  vom  .^littelpunkte 
der  Erde  nach  Norden,  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  %  vom  Mit- 
teltounkte  der  Erde  nach  dem  Zenilh  des  Beobachtungsoita  hin  ge^« 
richtet  aein.  Nimmt  man  nnn,  dinn  fwanigfeeelsly  amr  in  4.  ge- 
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■wckteB  Vommtzuogeir,  wie  es  veratottet  ist,  als  erfüllt  «n :  so 
ut  ofleabar  i  • 

a'  =  270°  -i-  w'  oder  V  =  (270«  —  w')  —  360° ; 

'  '        '  ■•    .        • '      ■  "  .   •  • 

sod  folglicli  nach  12)^  wobei  maa  nur  sa  fiberlegen  bat,  dass 


MB  A.=~cot  cot  Ass  — iln  ftf,  taag  l  =  eot  o); 
da  l'=r— cHaV,  ooa  A'äsa— aifc  w',  tang  A'c=cot  w' 

v^t  C0i<  tü  c^s  ^ -4- «in  TT  sin  (^f^K). 


88}  J    ,  -  -  ^ 

'    ^  sin  (ü  cos  A  ' 

oder,  irie  hieraus  ietcbi  lalgt^  j     '  "  ' 

Itangitf'zi  r*^.^"«*  

J         '   »     «CDS  u)  COS  A-f-sm  3J  sm  {tp  —  (f'y 

/tan  jl'—  1*'"  ^  —  "  <^*>s  (7  —  '  ■  * 
f     P  .  >^  w*M  «OS  A-f-.siu  ;v  sin  (9)»  7')* 

Weil  aaa       •  '  '  *, 


sin  u;|cos.a>  cos  y^  +  sin  tt  sin  (91  —  y'jj  —  sin  w  cos  Ctf  cos  A 
:  .  .-SS  sin  ff  sia-^  sia  (y  — ^Ji  '  '* 

eo«  a»|eoa  o»  cot  i-f-mn  sr  sin  (c/  -      +8in'  »1  ain     eoa  ii 

•■  eoB  oos sin  n  cas  tu  sin  (y— 79') 


f.  . 


i!;t,  so  ist,«  wie  man  leicbt  findet,  wenn  mmn  dieae  GlaidivnceB 

durch  V     •  .   .  -  -  T  T 

cot  6»  COS  ^  +  sia  ff  sin  (9 — 9) 

sin  ü;  -  cos      tang  cu>=  (f -y')  '  ' 

°       .  cos  «0  cos  a-i-sin  n  sin  {9-^91 

.  ,    •  r. IS       «in»«  eo#«to  sin  (<!»—'•*) 

cos  cx>4-sin  w  tuüu:  lo  =  — 7  :  : — >-£  

°  CO«  41»  cos  •       *IO  ff  SUl  (9  —  9  ) 

d.i. 

I '    ,  sin  ir  sin'»  cos  «s*  sin  (<P  — 

'  cos  a»  coS^  a sin  9r  sin  {f  ^9) 

f  cos  ai'lcos  A-f-sin  n  cos  a>  sin  (9^9')( 

.         /  cos  Ol  cos  a-f»  sin  iK  sin  (9  — 97  / 

foiglieb»  wegen  4er  tweitao  der  Gleiebuogen  89) 


-  "ö 


„     «Ol  i-t-nn  «  «0«  M  «in  (y— »1  «, 
CS  (»» - =  (» -y> 

uuU  hieraus  durch  Difificiii 

•  ■     #  «in  a  «in  ft>  sin  (y  —  y')' 

«)         (»-«1  =  CM  A+«iii  1«  «0«  •  «in  (i-fT 

«Nack  dm  ClieidiiiDgeB  89)  ist  ferner,  wie  man  leicht  findet, 

♦  sin  V)  cos  h  ^  ,, 

»)  "»  "-Uni-äa«  "'S 

Verbindet  man  diese  Gleiebang  mit  der  ersten  der  Gleichungen 
91)  durch  Addition  nnd  SobCraetiM,  ao  «riiftlt  man 

« 

(cos  ü-i-sin  n  sin  (qr>  —  »')    ,      •  .  m* 
sm  Ä  —  sin  7J  cos  (9  —  tp)  w  • 

rin  la'— im  («— afj  — „      (y— f  )  ^  ' 

vnd  folglieh 

|COa  («^-ift>)  =  ,in  A^.in     cos  (y~y')  ^' 

L.  fin'  —  AaiW^"^  A^sin  7»  sin  (y-y)  ^  .  ^ 

•lao  durch  Division 


••) 


cos  Ä  —  sin  n  sin  (y  —  y')  , 
95)  tang  K--ia>)  =  ^  ,  ,^  ta.g  |ia. 


«6} 


Aack  kat^  m»»  nach  94) 

I cos  (tj'  --        sin  A  —  «in  n  coa  (y— y*) 
eoai»     '  eoa  A^-nn  n  sin  (y-yT 
^     «in  («»*— ja»)   sin  A  —  sin  ff  cos  (y— y*) 
^•ngA'Ä  '  eoa.A-sinic  «in  (y-y-y 

Alle  diese  Formeln  auf  ähnliche  Wei«e  wie  die  analogen  FonielB 
In  f.  3.  durck  Binfilkrang  sweier  HSlfBwinkel  zur  logarithmischen 
Rechnung  beqiieM  «nnrickten»  kat  nicht  die  ■indeate  Schwie- 
rigkeit. 

Auch  ergiebt  sich  aus  94)  leicht 


i 

CR 

II 
If 


5 
z 

•  m 

+ 
S 

M 

5' 
I 


e 
+ 

1 


I 


§■ 

I 


i 


t 

Vach  9)  ist  nun 

nn  «I'  CM  ■!■     cfM  iiy 

d'  cos      cos  li^=zQ  COS  ü>  COS  ^  +  r  sia  (9^9% 
^  rin  A's^  ib  4— r  cos  (9—9^) 


I 

sin  CD'  coi  w  cos  Ä, 

BIO  A'sna  A-^^sio  v  coi  (y^y). 

Alto  bat  immer  sio  üi'  mit  sin      cos  itf'  mit 

cos  At  CHI  A  H-  an  ^  ain  (9  —  y)» 

und  siD  A',  folglich  auch  taog  h\  mit  * 

SU  il  —  sin  :r  cos  (9—9') 

gleiches  Vorzeichen.  Daher  muas  man  in  dem  obigen  Ausdrucke 
von  taug  hl  das  obere  Zeichen  nehmen,  uj^d  folglick 


a 
II 


I 


o 
o 

4« 

t 
+ 

n 

s 


o 

3 
-  I 


i 


5' 
I 

3 

;i 
<» 

e 

OB 

I 


f  I 


♦  •  •    •    .    .  •  • 


«  -  - 

Betraehttt  nan  di«  Brd«  aU  eine  Kugel,  so  iit  9  =  9/,  nml 

aaa  den  öligen  Gleichungen  ergiebt  sich  daher  anter  dieser  Vor* 
anssetsang  auf  der  Stelle  uj'  =  tüj  so  dass  also,  wenn  man  anf  die 
Abplattung  der  Erde  keine  Rücksicht^  nimmt,  jederzeit  das  wahre 
und  scheinbare  Asiamth  einander  ffleiek  ifaM»  Femer  ^rbält  man 
ana  de«  obig««  Forndln  für  die  airiliäriielie  Erde  leidiC 


96)  tmg  ifss 


sin  h  —  sin  n 
cos  A  . 


oder 


99)  uog  ,  . 


100)  teDg  A'atwg  " 


CM 

und  folglich 
und 

1  +  taiig  il  to»g    =s  1  -f.  tog  4*  - 

d.  i. 

rf.  1  —  sinnsinü- 

lH-taiig  Ateag^ss — — 

102)  teDg  (^-^0  =  i^^„  sin^' 
Auu  der  dleiehug  101)  folgt  ■nch'aaf  der  SteHe 

103)  8in     — ^')==BiD  TT  coi  il' 

oder 

tin  jk-^A')  . 

 — -sr-^ssMn  jr, 

•  ttM  m ,        ^     '  ^ 

•bo 

cot  4r  — «n  (4-*4r)      1  — »in  « 


«in  (90^  — A')^8in  (A  — i')  _  l-t-ccp  (W—if) 
«B  (90*  —  *')  —  »in  (4— dT)      1     cce  (90»— «)* 

folglich  nach  bekaDoten  Formeln 

104)  teBg  {Jtö^H-iA^Af)=it9mf  €©l  (45»— *»)• 

oder 

lOB)  teDg  (45»4-j>l  — Ä')  =  tnng  (45»  — fl)  tong  (45* -f- jTr)». 

Bis  iinf  Glieder,  die  in  Bezug  auf  sin  tt  yon  der  ersten  Ofd* 
i|UDg  sind»  ist  u^h  102)  für  die  i^härische  l^rde 

...  106)  t8Bg  (ü— A^siM  n  cobA 

oder  aieb'  ' 

107)  h-^if^n  eoi  4,  A*— 4?=— ar  eoa  A, 

welche  Formeln  bekanntlieh  in  der  praktischeA  AetroBonle 
häufig  gebraucht  werden. 
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Uebcrlegt  Dan,  dass  die  Formeln  89)  aoi  deDF^mli  S8)  or« 
hAlteii  werden,  frena  mn  in  letzteren  mt 

a,  6,  af,      TT,  jif  ^  ' 

Mapective 

'   w,  ji,  ö*',  >i',  jr,  0,  90°         —  90 

Mtet,  eo  ergiebt  ilek  45)  anf  der  SteUe 

|teng^^£^.(t,1r^-'^^::r^'^}; 

uad  ana  55)  nad  56) 

•    •  •    »    «        ,  • 

,  Ar  sin  (u        l''  sin  2a>        k'  sin  3a> 

10»)  0.-«'  =  — -  -^-^  - 


t*  gin  4« 
4sin  r       •  •  •  •  • 


'  »in  1"  2uB  1" 

^»  iin  3(C^A) 
Uia  r 


m  nach  S7)  ud  fl^ 

ni>  jfc— "    ^^""^7  jt aa."" 

iil^  Md  C  au.der  foraiel  ^ 

112)  cot  ;  =  fng  (SP-,') 

Watiainit  werden  muss.      .  •    ^  ■ 
Ferner  ist  naoh  M) 

,cot  i^y^tn  m  «aftg  (9>  — SP")» 


i     jL,  ff  sin  (7  — - 


Für  die  eplüiiicbe  £rde  i»t  ts=:90*,  i»  =  gin  ar,  and  folffUch 
— *^  110)  .      »      ^  7.0 


368  . 


t    im  if*  eot'Sil 
tsin  1^ 

ain  sin 

odv*«  wean  n  in  Secundcia  auigedriicJU  ist: 

115)  Jk-^k'ssn  eos  ü+i^r'  afn  2ii.'fio  1^'    '  * 

—  i»*  sin  U  .  (sin  ' 

Awfgabe,  Aus ,  d«in  .  scbei nbaren  Azimutb  und  d«r 
gclieiBbap«B- Habe  f/,  ^  dat  wabre  Asiamtk  ivd  die 

wabre  Höbe  o»,  ^  zu  finden. 

Auflösanfi:.  Auf  o^nnz  älioliche  Alt  wie  fa  Torigeii  Plaragt«- 
phen  erbält  man  aus  15)  die  Vorneln  ' 


116) 


.'I 

cos  «'  cos    — sin  ii^  sin  (y  — '  »*) 
jeot  xdcp-  iin     cos   ^' 


«US  denen  sich  leicht 


tlT) 


ItaDg  m 


% 

1 

'  sin  «'  cos  K 

1 

^ 

sin  w'  cos  A' 

r 

■  • 

cos 

0)' 

cos  H  —  sin  n  hin 

€01; 

sin  //  -\-  sin  tt'  cos 

cos 

m 

cus  /«'  —  Stil  n  «in 

-9) 

ewieiit.  Da  diese  Gleichapgeo  ans  den  Gleichnngei  89)  hervor- 
gehen, weBB'  UB  iB       lefsterea  ülif  ^     *;  •    ^  i 

reapeetive  •  i  -i  > 

aetit,  ao  iai  es  leickfc,  die  der  jeizii^en  Aufgfb^  eallprecheBdeB  For- 
meln aus  den  im  TOrigeB  Paragraphen  entwickelteB  VoraMla 
Mittelbar  abzuleiten.  ,      ^  V 

Aus  91)  erhält  man  auf  diese  Weise-       -  *  i 

.    ,  sin  n  sin  w'  sjn  (y  — T"*)    .  * 

*  sin  A -4-fiui     cos  >  ^ 


118) 


-  cos  A'  —  sin      cos  to'  sin  (cp  —      ^  r 
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und  aai  9S)  «rgie&t  siek 

119j  tang  O'^  —  itt')  —  — 

eoi  Jr  —  gin  cos  ca'  sin  (y—y  )" 

Feroer  erhält  man  aus  95) 

120)  taug  i'-^  -  Ifrr^)  —  "^'^  ^'  «h»  to~o>-1  ' 
ilod  au  96)  «rgiebt  sich 

Itaog  A  =  ****  (<»~4<«>')    sin  J^^sin  n  cos  (9  —  9') 
K     *  eo»  iT  — sin  MT  sin  (9^^^* 
i:^""  sin  jT-f-sin     cos  (y-y') 

sin  i«'     •  cos  iT+sin     sin  (^—9'/ 

CO«  ft/  eoa  A'— tili  »*  aio  (9^^), 
nnd  flki  4,  also  auch  tang  mit 

A'-f-ain  ii'  cos     —  y') 

gleiches  Vorzeichen  hat. 
Ana  97)  ergieht  sich 


10. 
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■-5 
I 


D 

■  t 


9 

Für  die  sphärische  Brde  iit  iitcli  98X 

m)  taog  A= — — • 


oder 


oder  auch 


m)te]ig 


*  =  eQ»k  • 


m)  tag  Asstng 
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Fmer  kt  nadi  108) 

KW)  taug  (A  —  A  ]  —  ^ 

■nd  nach  104) 

127)  tang  («»-f-i^— 4)=ting  (45»— ji^)  cot  (45«~±»'j» 
oder 

128)  tang  (45°  -f-  ]//'-//)  =  tang  (45«  -l/i')  taog  («•  +  |„') 
Nach  106)  ist  Däbcrungsweise  für  die  aphäriseke  Erde 

129)  taug  (^~ii')ss8riii     c«i  ^, 

oder  Dteb  107) 

,      130)  ^-.il's^  ees  J^,  J^^Jkss^jg»  eoa  il'. 
For  die  epkteidiadie  Erde  ist  iiacb  108) 

Nack  100)  iat 

132>  w  — öl'  *  I  ^*  .  X»  sin  3«' 

'  "  ain  r  ^  2siD  r  3«in  1" 

1       am  W 

und  eadi  110)' iat 

133)  i    jy  —   ^  /**  2(c--it') 

'       '  -aiB  r  SST^  , 

Still  1*  ^ 

_  /»•  ain  ) 
.    4ain  r 


wo. 


134)  ^  — (y  — <y>^    ain  jg^  cos  (o*-^- 

cos  4'        •  "  aio  f 

üt»  und  C  «ttelat  der  Foniel 

135)  cot  £=-^^j  Uog  (,-^;  . 

beatiDimt  werden  muss. 
Aua  113)  ergiebt  aicb 

,     ff  sin  iü    .  , 

— — ST? —  «9»  (y-$pO. - 

24* 


372  . 
Für  die  iphäriiche  Erde  iit  ntcb  114) 

tVT\  X  Mf  iin  n'  cos  h'  wo  ff'*  sin  24* 
137}  A  — A-ss     g.^^..      ■  2^,^  

^  tin  ff'*  cos  Zk' 

is\n  r 

'    .  .  «in       sin  U' 

4hiu  1" 


oder,  wenn  if'  in  Seenodeii  uigedrilekt  iit, 

138)  /i^A'  =  7r  cos  A' —  Itt**  sin  2Ä' .  sin  1" 

—  jff'»  cos  .  (sin  1")'  % 
H-K*.  »io  4Ä'.(gm  l'l» 


Dws  man  in  alleii  Torbergebenden  Formeln  für  tt'  nilierDBgBweife 

TT  schreiben  kann,  >  ist  aus  §.  2.  bekannt.  Wollte  man  sich  dies 
aber  nicbt  gestatteO)  so  würde  mao  sich  oof  folgende  Arfc  zu  ver- 

kalteu  iial^en. 

Neeh  18)  iit  im  Torliegenden  Falle,  wie  mn  leiclit  fiadet» 

139)  ^»  =  r *         -I-  2r^' j  sin  /*'  cos  (y  —  y  ) 

—  eet  0»'  eot  Ji^  mn  (j^— SP*)!» 

oder,  wenn  man  ' 

110)  cot  ffssscos     cot  il' 

■etat,  ' 

Ul)  ^»=r»H'^'»-*-2re'   y-r-y/^ 

oder 

142)  ^,.^*-.fa.iry-y-H,)  ^^^^^ 

mitteilt  weUber  quadratii'cbeii  Gleichang  man  q\  und  daraoi  mit- 
telat  der  Formel 

tin  7^  =  -^ 
9 

ie  bestimmen  miisste.  Ancb  iat,  wie  man  leicbt  anf  timliche  Art 
wie  in  f.  4.  findet, 

iAi\  M  .  2sin  ÜC  sin  (ff— cr-f-7>')  ,        ^  , 

143)  cosec   . '  *  ^  cosec  ff'=:cot  ff», 

sin  9 

mitteilt  weleber  Gleicbnag  vf  nnmittelbar  gefimdeii  werden  kann. 

.  f«.      .  • 

Aufgabe,  Am  der  wabren  Länge  nnd  Breite  p  die 
•cbeinbare  Lftnge  nnd  Breite     ß  in  finden. 
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3?a 

■  * 

Anflösunff.   Die  Ebenen  der  xy  und  XF  seien  respective 
Ebene  der  Ekliptik  und  die  Ebene  des  Aequatora.   Die  mit  ein- 
ander susfliBeDfalleBdeii '  |>otiti?eB  Theile '  der  ilxen  der  Oß  und  X 

seien  von  dem  Mittel^» unkte  4er  Erde  nach  dem  Anfangspunkte  dei 
Widders  oder  dem  1*  rühlingspunkte  bin  gerichtet.  Die  positiven 
Theile  der  Axen  der  y  und  Y  gehen  vom  Mittelpunkte  der  Krdc 
respective  durch  den  neunzi^teo  Grad  der  Längen  und  den  neun- 
lif^n  €lred  der  Recteeeensionen.  Die  poeitireii  Theile  der  Aze» 
der  %  und  Z  sind  vom  Mittelpunkte  der  Erde  respective  nach  dem 
Nordpole  der  Ekliptik  und  dem  Nurdpole  des  Aequators  hin  gerich- 
tet.  Dies  vorausgesetzt  ist,  wenn  £  die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
zeichnet, und  ^  und  y  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  f.  3., 
Steh  It)  olEBafcar 

!^       ^,      sin  jl  cos  /3  —  sin  Tifsin  t  sin  y  -f-  cos  t  sin  A  cos  y) 
ö                       cos  A  cos  ^  —  sin  n  cos  A  cos  qp  ' 
a,  .    cos  Jl'lsin  8 — sin  ;r(cos  f  sin  <p  —  sin  «  sin  A  cos  y)| 
taut;  ]Tg5B  *  ■  .   ^  '» 

°  '  '        cos  k  cos  ^  —  sui  ff  cos  ^  cos  9 

Bezeicknen  wir  die  Goandinates  des  BeobachtangsortB  in  Be- 
zug auf  die  Systeme  der  a:y%  und  X  FZ  jetzt  durch  .r,,  y,,  *, 
und  Jf,,  y, ,  Z,,  dessen  polare  Coordinateu  in  Bezug  auf  das 
System  der  a:yy»  durch  r\  so  ist,  weil  r  offenbar 

■eine  nolarea  Goofdinaten  in  Beraif  anf  das  S^yilea  4er  XYZ 
lind*):   .  ^ 

=sr  eaa  X  cm 

145)  { =r  sfn  L  eos  ^> 

Xi  =r  sin 


und 


( =r  cos  A  coB  SP» 
14ftH  y.sr  rin  utf  eoi 
(  Z,  sr  ein  9.' 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaien  ist  aber 


=  Fl  cos       Z,  €01  (90*  —  «), 

»4=  r,  cos  (dO»-f-«)-+-Z,  CO8  i; 


d.  i. 


ffi  =  yt  cos  e-f-  Z,  sin  f, 
«lax— »y,  ein  e  +  ^i  «oi  «; 

also  nach  145)  und  14(>) 


*)  Um  die  Begriffe  M  fixiren,  dekken  wür  uns  den  Beobacbtnogiort  euf 
der  nSrdlidien  Bilfte  der  Erde  Hegend. 
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SM  X  «m'-I^OBOM  J#  CM  99 
siD  JL  col  Ä=M«  «      9  +      »  «ü  urf  cot  9, 
■io  iffscoi  «  sin  f  —      «  iin  ^  CM  91 

and  fol^di  nach  144) 

I ■  sin  A  cos  /?  —  sin  rr  sin  L  cos  B: 
teng  *  ™  'cM  1  coa  i»— «in  »  eot  J&  cos 
UDg  ff  =  MS  JLoM^— ain«  MiX.«!«^' 


wobei  wir  bemefkcD,  dass  L  umi  //  eigentlich  blaii  all 
daw  des  -drai  Gleichno(;cn  147)  genügt  wird,  sa  bestmmde  Balfii- 
wiok«!  so  betrachten  «lod.  '     ,  ^ 

Aus  den  Gkicbmigfii  U7)  «rhäU  w  auf  der  Stelle 


t ■  lin  <«|»eoi  t  «in  ^  cot  y  ^        '  , 
**»«f   cof  ^  eot  9»  » 
sin  ^«dn  ^(eM  t— ain  a  ein     ea«  y); 

und  falglicb«  wenn  man  den  Uülüiwijikel  w  mitteUt  der  Fornel 

150)  toog  «rssain  ^  cat  fp  . 

berechnet, 

tang  i  «oe     cot  >» 

.    »     Mi  y  eoi 
■in  *«• «,  » 

cos  w 


oder,  weil 


iat, 


ISI) 


am  tsr 

«oa  aa  cot  ^=-^1^ 
tnng  L  Ä  81D  (a+a^)i 


1    •     M       Sin  </>  g    ^  \ 

I  ain     =  — ^  coa  .(•->- ap); 

\  cos  ^^/         '  ' 

mittelst  welcher  Formeln  L  und  B  leicht  berechoet  werden  iLÖnnen. 
Nach  147)  iit 

Icoa  Li  cos  iff  =  co8  ^  cos 
■k       sin  7>  #     .  \ 

und  da  L  und  //  so  bestimmt  werden  müssen,  dasa  diesen  drei 
Gleichungen  zugleich  genügt  wird,  so  mnss  man,  indem  man  den 
abaolaten  Werth  von  &,  was  offenbar  rerstattet  ist,  nicht  grösser 
nla  \rt  nimmt,  nittelst  der  ersten  dar  beiden  Formeln  151)  die 
GrSme  Is  immer  so  bestiaunes»  daaa 


I 

\ 


C4M  MitWit  CM  A 


Bin  £t  mit  - —  ^ 


«od 


fAeicbes  Vorzeicheo  echält. 

Die  Gl<i€bmigepl48)  geben  wii  den  Gleielinngett  28)  berter, 
wenn  nmn  in  den  leteteren  für 

b,      a',  <r,  ?r,  ^,  9 

reapectire   '  ' 

X,     iJ,  ff,      JL,  B  , 

setzt  AlM  iit  naefc  31) 

!'     /•     «f.  du»  coe  ^  «tn  jL^l) 

tsng  (A-iO  =  «»,  ^_.|„    «08  ir  «OS 
i-„.fX-n  cos  4  «in  (^^^) 

tnng  iZ,—    — ««•  /!  OOS  (L-Jl)-siD  «  «os  t 

Nach  35)  ist 

154)  tnnff  W^-*-A)-A'|  «S^f^sf^  ^« 

uod  D&cii  ^6)  ist 

 sin  \\{L  +  X)^k'\    sin  ^-^sin  n  ntk-B  . 

rtnng    —         i^iL  —  l)     '  «os  /f-i-sia  »  «osiT 

«0«  \iiL^k)-X'\    sin       sin  if  sin  g 
(tnng  P'Ä     eos         2)     '  «os  ^^sin  9i  cos 

Ancli  ist  %u  bemerlien»  dass 

V  I 

CM  V  ait  cos  X  cos       sin  9r  ces  ^  cos 

sin     mit  sin  k  cos  ^  — sia  tt  sin  Zr  cos 

nnd  ein     nbe  auch  tnng  mit- 

sin    —  sin  n  sin 

ffMcbes  Vorzeichen  bat. 
llndi39)ift 


S76 

.1 


s 

"«^ 

II 

n 

s 

+ 


n 

s 


l 


8 


I 

3" 
5* 


I 

m 

i 
I 


Aoi  45)  «rgwU  mcb 

^      sin  (1  —  X')  f     sin  ß 

,    •       ■      sin  {L  —  k') 

Naeli  55)  1104  56),iit 


157) 
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t 

i«cfi\  1      V  ^«P      — ^)  .  X-*  sin  2iL  —  k) 

,r  I — — p — 


sin  3(£  — jl) 

sin  — jl) 
«Bin  r 


sin  r      ~       2sin  1" 


jti»  sin  3(C-jy) 
3sin  1" 

•  sin  -KC-jg) 
^       4siu  1" 

"fr"  ••••««•• 


wo 


1 W)  j&  SS  »in  71  cos  g  ^  «in  n  sin  ig 


cos  i»     '  ^  —     sin  f 
ilt,  ood  {  mUtelit  lice  PoroNl 

IftI)  tot  Cnrr*'^'^  ^       l^^-jq-^-^X  ' 

cos  ^(X  —  jl') 

bestinat  werJeu  muss.  .  i 

Nteb  M)  ist 

icüt    =  cot  B  cos  (Z^  —  il),     ■  ^ 

Aufgabe.    Aus  der  sclieiubaren  Länge  und  Brtite 
die  wahre  Länge  und  Breite  ^,      zu  finden. 
AuflüeuBg.    Ganz  auf  äbnliclie  Art  wie  in  der  Torigen  Auf- 
gtbe  «rhSIt  aaa  am  16) 


1«3) 


tl^P    ^^_^«in  A'  cp«  ^'-f-  sin  7i'(sin  «  sin  y -f- cos  e  sin  A.  CO«  9») 

*^     "  cos  K  cos  ;?*  -f-  sin  TT*  cos  Ä  cos  »jp  * 

.        A cos  Ajsin  ^'  Ti'ffris  f  sin  71  —  sin  9  sin     cos  y)| 

*  cos  K  CO«  /-f-j^üi  71'  cos  ^  CO«  9  * 

welehe  Fomeln  am  144)  bervorgehco,  w«bd  aan  fiir 

^      ^'1  *,  ^,  9P 


mpective 
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Mtet  Alto  kal  man  aadi  150)md'l51) 

1§4)  tang  10  =  sin  ^  cot  y 

'  cot  w       ^  , 

und  mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Gleicluogen  muss,  indem  man 
den  absoluten  Werth  von  B  nicht  grösser  als  \n  nimmt,  L  ao  be- 
stimmt  werden,  dass 

cos  Li  mit  coa  A 

T 

.'Bad 

aiiiXttit  ■ 

gleiches  Vorzeichen  erhält 
Nach  153)  Ist 

1^*  '    -rv  sin  1^  coa  g  sin  (L-^l') 

tang  (y— *)— — coa^+sini^  eos     ooa(L— Ar 
/-r  cos     sin  (L-A') 

tang  eoa  Jr  sin  (irr-i')^sin  if  cos  ^ 

•  Nacli  154)  und  1^5)  Ut 

'  V  cos  3' —  sin  n'  cos  /?  »|» 

lei)  tang  U(Z  +  V)-A|  =  ^,^.^,^„>  tang«^-!) 
vnd 

Isin  U(i[>-t-A')  — sin  ^H-sin      sin  B 
tang    =  sin       — A')      *  cos  ^  —  sin  ti'  cos  B* 
cos  {^(£>-|-r)  — A{    sin  ^-i-sin  7»^  sin  B 
tong  P=     CO«  "  cos  ^  +  8in     cos  ^ 

Aneh  fat  sn  tmarkan,  daaa 

cos  X  mit  cos  X'  cos  /J'-f-siu  ^r"  cos  L  cos  iff, 
Bin  il  aut  nn  A.'  coa  /S'-hain  av'  ain  /#  coa  B, 

uud  biu  ß',  also  auch  tang  mit 

sin  ^  +  ain  ;^  sin  i9 

fflaicbes  Vorzeichen  bat» 
NacIi  156)  iat 
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J 

ff  ■ 


Sach  157)  ift 


II 


51 

A 

8 

•«^ 

I 

5' 


o 

o 
« 

+ 


o 


Ä 

ir 

s 

m 

fr 

I 


+ 

SB 

s' 

OB 

3 

6Q 


170) 


Nack  15$)  ood  159)  ist 


IlOd 


880 

I7n  V  ._^«in  (L-l')  .  Jfl  «in  2{L-^l') 
Iii)  A— A   ^  ^„        1-  j„ 

4r*  »in       — r) 

3siu  r 

k*  «in 

4«in  1" 

172)  "-IST^  +  itoüii" 

,  ^*  sin  3(C  — /f) 
"*"       Ssin  1" 

«in  ^(C-.^ 
4Hin  1" 


WO 


,  sin  7i'  cos  B  sin  rr*  sin  J9 

1.3)  *= — iiTT''   arr- 

ist,  und     Drittelst  der  Formel  • 

bestimmt  werden  nilllSt 
Nach  162)  ut 

^-^=^^  ™  ('-<^>- 

Dbbs  man  in  allen  diesen  Formeln  näberuogsweise  n  für  tf'  tset/m 
kann,  wisseo  wir  aus  ^.  2.  Wollte  man  sich  diese  Näherung  utcht 
ffestatteo,  so  MÜMte  moD  oof  gai»  ähnliche  Art«  wie  in  f..  4.  nod 
f.  7.  gezeigt  worden  ist,  verfihreo,  Wie  wir  hier  der  Kilne  we- 
gen nicht  wiederholen  wollen. 

§.  10. 

Bezeichnet  man  durch  D  den   aus  dem  Mittelpunkte  C  der 
Erde,  durch       den  aus  dem  Orte  O  gesehenen  scheinbaren  Unlh- 
•  Besser  des  Weltkörpcrs        so  ist  offenhar 

«  ein  üsse'vitt  ^> 

'lud  filgUeh 
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Weil  Bin  jUüA  9)*         .  « 

<  ■  • 

nn  V  c»s  /V'ss  nn  X  CM  /}  . 
^'^^^  \  — lin  3r(siQ  0  sin  jp  +  lio  ^  cos  0  cos  y)^ 

dtt  f^un  /I— liD  9r(MS  9  sin  9 

—  üa  Ji  sin  0  cos^  9) 
iit,  so  Ist  DMk  177) 

^    cos  r  cos  /J' 


sin  cos  i  cos  ^  —  sin  »  cos  A  cos  9» 

  '      sin  Ä'  cos 


sin  A  cos    —  siu  ;i(siu  O  sin  ^     sin  A  cot  9  cos  ^) 

^  sin   

""sin  ß  —  sin  n(cos  S  sin  y~sin  A  sin  Ö  cos  9)*  * 

Multiplicirt  man  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  17S)  ro- 
spective  mit  sin  G  und  cos  0»  und  addift  die  Gleichaiigen  diuin  sb 
einander,  so  erhält  man 

(sin  ^  cos  0  +  Biu  X'  cos  ^9"  sin  0) 

SSW  ß  CM  O-f-siB  it  CM  /I  Sin       «in  9f  sb  9p,  ^ 

■ad  folglich  , 

ifiA\       ^  _   sin  ^  cos  9-t-8'>n     cos  /?*  sin  O  

'  sin  /I  ^  sin  ^  cos  ^H-si^i  JL  cos  ^  sin  8-«>sin  n  sin 

welcher  Ausdruck  die  Grösse  A  gor  nicht  mehr  enthält. 

Ans  diese«  aUgesMlnen  Formeln  crhttlt  man,  wenn  die  io  f.  8. 
gebmckten  Zeichen  anch  Jetit  ihre  dortige  Bedentniig  behalten: 

ifii\      ^  —  ^ 

'  sin  D       cos  a  cos  J' — siu  n  cos  A  cos  9 

'   «in  tt'  cos  (T 

■*  *~  sin  «  cos  (f  —  sin  »  sm  A  cos  9 

 sin  (T  

sin  a  — sin  n  sin  9' 

Eben  so  hat  man,  wenn  die  in  §.6.  gebranchtea  Zeichen  aach 
jetsfc  ilure  dortige  Bedeutung  behalten: 
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>in  U   gin  &>'  cos  h ' 

'  sin  »in  «  cos  A 

COS  «'  CO»  V 


cos  Ol  cos  A  -f-  sin  n  sin  — 

 sin   

"~8io  h  —  sin  n  cos  {(f  — '/') 

sin  h'  sin  y'  —  cos  <o'  cos  A'  cos 
sio  A  &in  9'  ^cos  o»  cos  A  OOS  f'  —  «n  n  sin  |»* 

BeCraektet  aitii  die  , Erde  ab  eine  Kogel,  so  ist  9=9^$  nod 
folglieh 

183^  — —    ^ 

^  sin  sin  A  —  sin  n 


oder 


«itt  i>  ""«sin      — a)  cos  i(A-i-w/ 


Unter  der  in  Rede  stehenden  Voruiissetznng  ist  aber  Mck  f .  6. 
auch  immer  o)  =  oi',  und  folglicii  onoh  der  entea  und  sweiten  der 
Gl^ieiinngeD  182)  auch  ' 

'    tQK\      ^  —  5!!lA'     •  '  . 

™^  sin      ~*cos  A' 

Endlich  bat  nan»  wenn  die  in  f.  8.  gebranehten  Zeichen  noch 
Jetst  noch  ihre  doitige  Bedeatnng  hebaltea: 

IfiA^  ^  ^  COS  k'  COS  ß' 

*™  sin  D      eos  X  cos  /I— sin  w  cos  J  ton  9 

^  sin  X*  cos  ^ 

sin  A  «es   — sin  7i(8iB  «  sin  f +siD  ^  cos  •  cos  9) 

 sin^  '   

^sin  ß — sin  ji(cob  t  sin  9 — sin  ^  sin  t  cos  ^) 


sin  jf  cos  s«t-sin  Jl'  cos  ^  sin  f 
sin  ß  cos  «-i-sin  2  cos  /I  sm  s^sin  ii  sin  9 


Wegen  der  Kleinheit  von  B  und  l&ann  man  in  allen  vorher- 
gebenden  Formeln  uaberungswcisc 


sin^^  _ 
sin 

tetsen. 


a.  » 
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Rein  geometrisdie  Behandlang  der  im  Archi? 

der  Mathematik  und  Physik  Th.  III.  Heft  L 
S.  40  vorgelegten  geodätischen  Aufgabe. 

Ton 

« 

Henm  Fr.  Seydewits 

ObMkbnr  am  GymiwiiaB  lu  Hoiligfinfilt. 


Efl  B%Um  (Ti£  y.  Fig.  1.)  swei  Punkte  M  nmi  Jlf,  ^e- 
geben;  mon  soll  4iireli  den  Punkt  Jf  drei  nntkr  ge^ebe» 

Den  Winkeln  gegen  euiander  geneigte  gerade  Linien 
MBy  ßfCf  durch  den  i'unkt  Jl^  drei  ebenfalls  uuter 

tegebenen  VVinkeln  gegen  einander  geneigte  gerade 
Inien  Miji,  MiB,  M^V  so  leren,  dete  des  dvrch  die 
'Dorchscbnittspunkte  C  der  Linien  MA  und  M^A^ 

MB  und  M^B,  MC  und  M^C  bettioiBite  Dreieck  eines 
g^ebenen  Dreiecke  ähnlicii  sei. 

Anfideung. 

1)  Betrachtet  man  eine  jede  der  Figuren  MABCvluA  M^ABC 
nnniclist  ftr  stek  nod  nnabhäogig  von  der  enderen,  i.  B.  die 
entere  in  der  Loge  der  Figur  ^yf, ,  und  denkt  sich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  M^  der  Linie  MA^  (oder  MB^,  MC^)  mit 
AyBi  und  yf,^,  bezüglich  die  Parallelen  M^b  und  M^c  geleirt, 
welche  die  Linien  und  J/C^  bezüglich  in  den  Punkten  ö  und 

e  icbnelden,  so  verbnlt  sich: 

M^b  :  A^B^  =: MM^  :  MA^  =zM^e  :  A, C„ 


Femer  ist 

LbM,c:=:zLJB,A,C,ssLBAa 

Da  DOD  ^A^B^C^  oder  ABC  einem  gegebenen  Dreleeke  ihniich 
ist,  80  ist  das  Verhältniss  der  Linien  iff,fi>  und  und  der  Win* 

kel  Winkel  öM^c  gef^ebrn.  Es  ist  aber  auch  der  Punkt  3/.  und 
die  gerade  Linie  wBi  iMCt),  welcher  der  Punkt  b  augehurt,  ge- 
geben,  indes  die  linie  MA^  elf  l»eliebige,  und  m  Winkel 
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ß^MAx  gegeben  iit;  also  ist  ancb,  nach  einem  bekannten  Loeal- 
tbeorem,  eine  s^erade  Linie  cy  als  Ort  des  Punktes  c  gegeben.  , 
Dieser  Punkt  gehört  aber  aucb  der  Linie  MC\  [MBA  an,  welche  • 
durch  den  Winkel  C^MA^  gegeben  ist;  also  ist  dieser  Punkt 
selbst,  und  somit  sind  unter  anderen  die  Winkel  MM^b  und  MbM^^ 
und  die  ihnen  gleichen  MAB  und  MBA  gegeben.  Dasselbe  gilt 
andererseits  Ton  den  Winkeln  M^AB  und  M^BA. 

1)  Pemnach  sind  auch  die  Winkel  MAM ^  und  MBMy  gege- 
ben, uod_,  da  die  Punkte  3/ und  M^y  so  sind  auch  die  Kreise  am 
MAM^  und  um  MBM^  gegeben,  Es  sind  aber  auch  die  Peripbe- 
tie »Winkel  MAB  und  MBA^  folglich  die  ihnen  zuj^ehorigen  Bö- 
tzen dieser  Kreise,  und  somit  auf  dem  Umfange  eines  jeuen  ein 
Punkt  S  gegeben,  in  welchem  derselbe  von  der  geraden  Linie  AB 
eschnittcn  wird.  Also  ist  die  Linie  AB  der  Richtung  nach,  die 
unkte  A  und  B  und  sonach  aucb  der  Punkt  C  gegeben  —  oder: 
weil  der  Kreis  um  MAM^^  auf  seinem  Umfange  der  Punkt  8y  und 
die  Winkel  MBS  und  MiBS  geg^oben  sind,  so  sind  es  auch  die 
Kreise  um  MBS  und  um  Mi^BS\  also  ihr  Duichschnittspunkt 
B,  die  gerade  Linie  *SB  u.  s.  w. 


Konstruktion. 

1)  Man  gebe  den  geraden  i^inicn  Mb  und  Mc  gegen  MMi^ 
und  den  geraden  Linien  ^,^|  und  M^c^  ge^en  il/, bezüglich 
die  Neigungen,  welche  die  liinieu  MB  und  MC  gegen  MA^  und 
die  Linien  M^B  und  M^C  iroj^m  3f^A  erhalten  sollen.  Vom 
Punkte  My  fälle  man  auf  eine  der  IJnien  W/,  z.  B.  auf  Mb^ 
die  Senkrechte  M^ß^  und  construire  über  M^d  eiu  dem  gegebenen 
ähnliches  Dreieck  M^ßy^  »it  Rücksicht  aof  die  Art,  wie  die  Win» 
kel  des  erstereu'den  gegebenen  Neigungswinkeln  der  Linien  MA,' 
MB)  MC  entsprechen  sollen.  Solcher  Dreiecke  gibt  es  auf  jeder 
Seite  von  Myß  eines.  Auf  M^y  errichte  man  in  die  Senkrechte 
yCy  und  verbinde  den  l'uukt  c,  wo  letztere  die  Linie  Mc  schneide^ 
mit  My  durch  ^/|C;  mache  endlich  £.irJlf,^r=s£.yilf,/7  und  ver- 
binde den  Punkt  //,  den  Durchschnitt  der  Linien  Mö  und  M^b^ 
mit  c  durch  die  Linie  bc.  So  erliklt  man  ein  Dreieck  Mybc,  und 
durch  da.ssclbe  Verfuhren  iu  Bezug  auf  den  Punkt  M  und  die  Li- 
nien M^b^f  -^A^i  c'i*  anderes  Dreieck  Mb^c^,  welche  beide  dem 
gegebenen  ähnlich  sind. 

2)  Die  entsprechenden  Seiten  M^b  und  üfft,,  und  3fc^ 
dieser  [x'iden  Drricike  mögen  sich  bezüglich  in  den  Punkten  S\  0 
schneiden.  I^Ian  beschreibe  nun  nm  die  drei  Dreiecke  J/J/, <V  (oder 
MMiO)y  MbS  und  M^b^S  drei  kreise,  von  denen  die  beiden  letz- 
tem sieh  zum  zweiten  Mal  im  Punkte  B  schneiden,  verbinde  S 
mit  JB  durch  die  gerade  i^inie  SB^  die  den  Kreis  um  MSM^  zum 
zweiten  Mal  im  Punkte  A  schneidet,  endlich  den  Punkt  0  mit  A 
durch  OA,  und  den  Punkt  Q  (oder  wo  die  Seite  bc  (oder 
biCi)  den  Kreis  um  MSb  {M^Sbj  noch  einmal  schneidet,  mit  dem 
l^iukte  B  durch  BQ,  welche  der  Linie  OA  in  C  begegnet;  so 
sind  die  Punkte  A^  By  C  die  Durchschnitte  der  gesuchten  Linien. 

Anmerkung:  Da  es  zwei  Dreiecke  M^bc  und  zwei  Dreiecke 
MbiCx  gibt,  so  bat  die  Aufgabe  im  Ailgeaeinen  vier  Anfläsungeik 
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Beweis. 

1)  Da  LM,Yc  =  LM,^ü:=R,  und  LY^,ß=^ LcM^b,  also 
Mch  L7^iC'=^LßMJt,  so  ist  ^M.cyco  tli^ibß,  afstf  ▼erhält 
Sick  eif,  :  bM^^yM^  :  /JiV,,  folglich  ist  ^  i¥,^  dem  ^  -^»ft^ 
und  snmit  dem  gegebenen  Dreiecke^  Hbnlicli.   Ebenso  ist  ^  Mb^Cx 

^em  gegebenen  ähnlich. 

2)  Da  üMXi  LWiC^Lf*iMc^z^LS^J^'  so  liegt  dtjr 
^  Psakt  ^  auf  d«tti  Unfiinge  des  Kreüsefe  im  folglich 

and  * 

m 

Also  ist  das  Dreieck  ABC  dem  gegebenen  ähnlich. 

3)  Da  einerseits 

andereneiti 
10  ist 

L  M,  MS  ~  LM,h,S=:l^M^  AS  —  L      BS,  d.  Ii. 
bMM,  =  L  J^MA  und  L  l^M^Mr=z  L  BMyA^  \ 
'  4)  Da  tk^M^bcöb,MAB^  Ü^Mi^cotiABC, 
^M^m^xs> [iM^xAB,  ^m^c^oi>^AJBC^ 
M  TerhiÜ  didi 

jVilf,  :  MA=IM,  X  äA=e}Si^  :  CA^  • 
üf.iT/r  M,A  =  6,M:  ßA  =  CtAI  :  CA-, 
also  ilSfiV,  :  l\IAz=zcM,  .CA; 

MxM  X  MxAsxtxM  ,  CA. 
AUrMi«li\.  • 

feTglieb*    •  ' 

^ MM^cpo  ^  MAC^  und  A -3^»^<^i  cy  A  i'i'i-^C', 

also 

4,  cilW,  =  U  CMA,  und  LPxM^M^ L  CM>A\ 

i|.  t.  d.  ' 
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Einige  Sfttze  von  Sechsecken,  welche  in  oder 
,  um  dnen  Kegelscbnitt  beMhriebeii  alud. 

Ton 

> 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

ta  Weimar. 


Sei  in  Taf.  V.  Fig.  2.  ahcdef  ein  Sechseck,  dessen  Spitsen 
in  der  Periuberie  eines  Keselschnitts  liegen.  Jede  Hauptdiagonale 
wie  md  tbeilt  dasselbe  in  3  Viaracl»  mfßd  wiA  defa^  in  welchen 
wir  4ie  einander  gegenüberliegenden  Seiten  verlängern,  bis  sie  die 
Gerade  ad  in  den  runkten  u,  und  a,  schneiden.  Verfahren  wir 
ebenso  mit  den  übrigen  Uauptdingonnlen  und  den  ihnen  gegenüber- 
stehenden Seiten ,  so  entitcueo  im  tiaosen  6  solcher  Durcbscbnitte 
Ai)       ßi,  ßi*  Yiy  y»-  dief  en  liegen  3  und  3  in  einer 

Geraden,  so  dass  es  swei  Söldier  Geraden  a, und  a^ß^f^ 
gieht,  die  wir  p  und  ^  nennen' wollen.  Nach  Pnscal's  Sats  liegen 
aber  auch  die  Durchschnitte  der  3  Pnur  (icgcnseitcn,  nümlich  die 
Punkte  Jj,  d,,  d,,  in  einer  Gcradeu  r.  Diese  3  Geraden  g, 
r  schneiden  sieh  In  eines  Pnnl|^tt.  * 

Der  Torstehende  Doppelsntz  liast  sieb  athr  eniach  mit  Hülfe 
da*  perspeclivischen  Projektion  erweisen,  Indem  man  die  letztere 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt  anwendet,  wie  dies  in  einem  früheren 
Aufsatze  von  mir  (Archiv.  Band  I.  S.  248)  geschehen  ist. 

Man  nebaie  zuerst  die  Gerade  a^fit  als  Polare  des  Kegelscbnitis 
an.  Dann  lässt  sich  derselbe  so  projiciren,  dass  die  Projektion  ein 
Kreis  ist,  in  welchem  die  Geraden  AO  und  ßC^  BE  und  AJF 
einander  parallel  laufen  (weil  sieb  die  entsprechenden  Geraden  ad 
and  (e  nnd  mf  avf  dar  Pelare  sehneiden).  !Van  sagt  aber  ein 
SaCs  der  KlementargeoBetrie: 

,,Zwisclirn  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Kreisbogen" 
und  umgekehrt:   ,,Sind  die  Bo^en  zwischen  zwei  Sennen 
gleich,  so  laufen  die  letzteren  einander  parallel." 
Weil  daher  in  T9I  ?.  Fig.  8.  Aa\\BC,  BE\\AF',  so  folgt 
daraus 

nre.^^s«re  Cü,  nre  AB:^m  BF 

■Ithin  anch 

arc  CZI  =  arc  BF 
so  dass  also  CF  jj  DE  ist«   Der  Durcbscbiiitt      der  entsprechen« 

I 
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in  ISendw  ef  mU  in  Taf.  V.  Fig.  2.  nnit  daher  mit  aaf . 
der  Polares  «tÄ  liegea. 

Nimmt  man  ebenso  a,^,  als  Pofare  an,  so  wird  gans  analog 
l^ezeigt,  dais  auch  auf  dieser  Geraden  liegen  muss;  und  damit 
ut  der  erste  Theil  unseres  Satzes  bewiesen,  dass  näailidi  sowohl 
^ißt/t  ^  "ißi/i  «>D«  Gerade  hildea. 

Ks  werde  jetzt  die  Gernde  <^,4^,^tt  weldier  dief  Dnrehaehnitte 
der  Gegenseiten  liog;en,  als  Polare  angenommen  und  demgemäss  der 
Kegplscfiuitt  projizirt.  Es  ents|iriclit  ihm  dann  in  Taf.  V.  Fig.  4. 
ein  Kreis  mit  eioea  Sehnensecbseck,  dessen  Gegenseitco  einander 
paarweii  parallel  lanfea.  Aneh  tob  diesen  mau»  d^  eheBhewie- 
seoe  Sats  geltea,  dass  naailicb  sowohl  als  a^ßift  in  einer 

Geraden  liegen.  Die  gegenseitige  Loge  dieser  beiden  Geraden 
ist  leicbt  zu  ermitteln.  Denn  mnn  hat  \  A/iYxO0  ^  DHy^^ 
^CHa^co  ^Fl/a^,  endlich  ^JUFco^CIW,  woraus  der  Reib« 
'  Bach  die  ProportioBCB  fliessea: 

AH  X  Hf^TszDH  X  Hu  \ 
CM  i  M^^^jFM i  Ha^ 
ÄHt  DMi=FHi  ca.  ' 

Durch  TergleichoBg  der  letstereii  aiit  dea  heidea  erstes  hat  n^an 
oder 

HYi  :  Ha^^Hy^  :  /fa, 

woraus  folgt,  dass  a^y^  \\  «,;',,  also  auch  die  Gerade  ci^ß^y^  \\  cc^ßiy^ 
ist,  mitbin  die  gleicbnamijgen  Geraden  in  Tuf.  V.  Fig.  2.  sich  auf 
der  Polare  SyS^S^  sehBeideo.  D.  h.  die  S  GerAdeB  a,/9a/,»  °^*ßiY\  ' 
■od  ^t^%^,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  w.  z.  b.  w. 

^'ermöc^e  der  ,  thdorie  dcf  polairei  rdciprofBeo"  leitet  naa  dar« 
ans  <Ien  t'olg;cnden  8atz  nb. 

üiei  abctef  ein  beliebiges  einem   Kegelschnitt  umschriebenes 
Sechseck,  d^ssea  Sehea  at,  t>c,..n.i,w.  der  Reihe  Boch  «,  6,  c, 
#,  jfheissen  mögen.    Vob  den  Durchschaittrri  je  zweier  Gegen  sei* 
ten  a  und  ff,  h  und      c  und  f  ziehe  man  Gera<Ie  nach  den  jedes« 
mnlij^en  beiden  übrigen  Ecken  des  Sechseck»;  iilso  vom  Durchschnitt 

iad\  nach  c  und  f  u.  s.  f.    So  entstehen  6  Gerade,  diese  sehne i« 
Ion  sich  tn  8  Bad  8  Ib  elBen  Paakte,  so  dastf  es  swei  lol- 
cher  Punkte  f»y  q  gieht. 

Nach  Brianchon's  Satz  schneiden  sich  ancb  die  3  Rauptdiago- 
nalen  des  Tangentenseclisecks  in  einem  Tunkte  r.  Diese  3 
Punkte  r,  liegen  in  einer  Geraden. 

B!b  aaderer  aiitlelst  der  aäialiil^a  Priaeipiea  leicht  b«.  erwei-  , 
seader  Sats  Ist  folgender. 

In  einem  Sehnensechseck  verlängere  man  diejenigen  Diagona- 
len, welche  von  donselben  ein  Dreieck  abschneiden,  bis  sich  die 
einander  gegenüberliegenden  Diagonalen  dieser  Art  schneiden, 
Maa  aeaae  «t  dea  Darebsehailt  tob  hfntA  ce,      dea  voa  aad 

f,  den  von  6i/  und  ae.    Je  zwei  dieser  Punkte  liegen  mit  einem  ' 
der  Durcbs^hnilte   der  Gegenseiten   d, ,  d^,,  J,  in  einer  Geradea« 
£s  gieht  daher  3  solcher  üeradea,  Bümlich  «t««^»«  't<«<^a>  *s<<^a* 

«5* 


Digitized  by  Google 


388 

lo  tUmm  Tti^jgietttüBfeebieck,  deMen  Selten  «r,  6,  c^ä^^f 
beissen  mögen,  verbinde  man  mit  einander  die  Durchschnitte  däir 
Seiten  f  und  r,  r,  der  Seiten  r,  a  und  //,  fy  und  der  Seiten 
r/,  //  und  Cy  a.  So  entstehen  B  Gerade  «i»  c,,  t,.  Sind  femer 
d,,  d,.  d,  die  3  Hauptdiaffonalett  den  Seehaecki,  M  ndunidan  snh 
je  swei  der  Geraden  «  nif  einer      Diigonelea  d  in  eines  Pankte. 


Xldlll. 

Ueber  ausgezeichDctc  Sehnen  im  Kreise,  die 
durch  einen  bestimniten  Punkt  gehen« 

•  •  • 

Von  dem 

♦ 

Herrn  Docior  Bttchner 

■ 

Lehrer  der  Uathematik  am  Henoglidien  GymnMiun  in  EfiMbnishiimni« 


Von  den  Ergebnissen  der  folgeuJeu  Lolersucbung  finden  sich 
bin  vnd  wieder  einige  in  ^rometriseliea  Werken  angeführt,  der 
Verfasser  kann  eich  aber  nicht  erinnern,  dieae  alle,  und  zugleich 
unter  einem  gemeinünmrn  Gesichtspunkt  vereinigt,  vorgefunden  zu 
haben.  Es  waren  bogur  ihm  etliche  gänzlich  neu  und  daher  Grund, 
warom  er  die  Frage  in  grösserer  Ausdehnung  der  Cnteraueliang^ 
unterwarf.  Auch  der  cinfuchc  gewöhnliche  Weg,  welchen  er  ein- 
schlup:,  wurde  nicht  oliuc  Trsache  gewählt»  da  andere  nicht  ao  viele 
Antworten  uuf  ein  Mai  darboten. 

Wenn  durch  eiueu  beliebig  zu  wählenden  Punkt  d)  eine 
oerade  Linie  ao  gelegt  werden  aoll ,  dasa  aie  einen  gegebenen 
Kreis  durchschneidet  und  daaa  die  ao  entstehende  Sehne  einen  aus- 
gezeichneten Werth  erhält,  welchen  Winkel  mnaa  aie  mit  der  Ab- 
acisseoaxe  bilden  i* 

Ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  vom  Mittelpunkte  aus 
genommen:  y*  +  «^=7r*,  .m  d  Ordinate  und  Abaeisae  dea  will- 
kii lirlich  zu  hostimmenden  Punbea,  Und  nimmt  man  letzteren  noch 
zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  CoordinutcMisvsfems ,  so 
wird  aus  der  ersten  (//-i- y)» -f- (ur-f- J)»  =  r'.  Die  tiigonometri- 
aebe  Tangente  dea  Winkels,  unter  welchem  die  Sehne  die  Ahscia- 
seuaxe  schneidet,  heisse  kum  n,  80  folgt  fur  die  Gleichnog  der  in 
Rede  stehenden  Geraden:  y  =  *jr,  wofern  kleiner  nli  W  vor- 
ausgesetzt wird.   Dann  folgt: 

iMx^yy  "hlat-h  dj«  =s  r-, 
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daher 

■  » 

duM»  ergebtn  sieh  die  swei  AfcscIn^B  -det  DnrdMKliitliiiHnlite  der 
cingele^n  IJnie  mit  dem  Kreise,  oder.  -  .  \ 

^  1  ^  —  (Xy  H-  <f)  =i=  ^^L(r»  —  (f*      y a  )  (a;^  -|,  1)  4-  (sy  4,  d)»] 

somit  die  zogehörig'pii  Ordinaten: 


)       xj-  jzy  -^djzk:  \/Hr*  ->  <f^  ~     )  («»  4. 1)  +  (»y  -h  «fj»]) 


.Die  Linge  T  der  Seline  !■  KreiM  eber  ^ird  dnrcili  . 

T=  y'W^t/)'  -f-  — ^'n  .  . 

__^i(i-h«»)  ((r»~J— ;  (»»-4-l)^(»y":j:^l 

  a'  +  l  

=3«l/^lr»  — (y  Co«  Sio.«)»l.  . 

sieb  aosdrücken  lassen.  ' 
flierstti  folgt: 

^  -f-  1)  lyd:;^  -4-  («f»  -  y')a'  —  (y^  -  (P>  -  yö] 

dx  V/[(r2  —  J^)2'  H-  2ythi     (r»  —  y»)T 

Setzt  man  dieses  =  0,  so  folgt,  wofera  man  die  positiven  Wertbe 
von  T  berücksichtigt:  '    :     :  . 

2)Sec«'sO. 

Der  Hemer  bringt' 

•)  *— *      ~  f>%^f^  "'•^  r*— d"  • 

Dieter  letzte  Werth  ist  die  trigoDeflMBtrieelke  Teegeote  dee  Wiol(ele 
einer  Ton  dem  PnolLte  0^,  d)  aas  an  den  Kreis  gehenden  Berühren- 
den. Ist  aber 

so  wird  dieser  Werth  sehr  veracbiedene.  Antworten  aiif  unsere 

^»  * 
Frage  geben,  je  naebdeM  dssy  aa^eneMnien  wnide*  Bs  sei  Itini 

Erste  d>f,  also  ydb*-f^(d» -t-(yV— —y^  =  0.  ao 

folgt: .)  «=^.1,  .).-.^r'-'r=^»>yr-V'^l. 

DftBser  lotste  AnsdhieV  tteibt  bmHelrbar  so  lange :  (r'— <^*)'>4r'^ 
D^er  die  AH  der  enteeiten  Weitbo  in  iietea  Füllen  gibt». 
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B«mMU  Für  « a= 1  wird:  ;5r  =  -'  ^,tur*  — —  i 

»b§r:  ^ssÖli^J^f^^-   St  ergiebt' »Icli  demaeli  bi  «fite» 
Fan«  wofm:  y^<K=fcW^+l). 

sweili«  Falle,  iwfc«:  «der  y<cy(=fc\/^-l)  i-t, 

filr  daa  obere  Zeiclien  ein  Maximum,  für  das  untere  Zeicbmi  eio 
HiniBiW,  iobald  T  poaitiv  ist,  wie  vorausgesetat  wurde. 

rlir  »—  ^ 

.   -357=  ^     «yW 

—  ayifr  • 

Hior  clbt  ea  denooeb  sowohl  Maxima  als  MlBima,  je  nacl.dem  /, 

X  «  5m  Zeichen  ändert.  Der  Werth  {y^  ^9*)* ^  ky^d^  mu«i 
•tote  poaiUT  bleiben,  da>U  *  möglich  wird,  T  wurde  jjositiv  vor- 

•oigeiotst,  vod  «i  hingt  aonüt  daa  Zeichen  von  ^  bloss  von 
denen  des  ^  vnd  s  nh,  IKe  firö-e  der  adagMeltbnefen  Sehne 
wird  hierfür  aber: 

Für  «  =  ±1  laaat  aieh  die  Usfe  der  Sehnen  durch  eine  ein- 
fnebe  Conatmction  U'\cht  nnschaulich  machen.  Der  allgemeine  Ana- 
druck: T=2W^p^(r  l  os  x  —  6  Sin  kann,  je  nachdem 
nämlich  y  oder  ö  positiv  oder  negativ  angenoOMiei»  Wwrd,  durch  die 
einaeineu  Quadrunteo  nur  folgende  Formen: 

T=i^V\r*  —  (±/  Coa  nrisJ  Sin 

oder 

TÄ^I/lr»  —  (ity  Sin  «=t<J^,  t^*  »J'l 

hlAMi.  Ist  UM  in  9Vf,  V.  Fig.  5.:  FD  —  y,  CD=x6  und 
die  unter  dem  Winkel  %=^LFED  durch  den  Kreis  gehende 
Sehne,  CM  so  wie        perpcndikular  xu  dieser  l.inie,  lautt  ferner 
CL  parallel  derselben,  so  wird:  DK^y  tos  ä,  DL^O  SlO  », 
aemit  AXr=  Cilfr=y  Cos  *  — Sin  *, 

=  2V^{r»— (y  Cos  »  — <f  Sin        =  T. 

Legt  man  aber  Sehne  PQ,  unter  dem  Winkel  %=zLQHS 
indem         =      CT—S  genommen  wird,  fallt  von  ^'  das  lor- 
fieaUULcl        auf  i»^  und  sieht  7/i  parallel  teenut»  7lr  eher 
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perpendiknlär  zu  CJV,  lo  folgt:  rW=S  Sin       Tü=/  Cos 
•lio  CJa=d  Sin  x-i-y  Cos  Jt,  tiuLer  ieroer 

Fir  ^«=s45«  wird  Coi  «sSin  s  =  Taüga  =  l; 
r  Ä  2  |/[fi^3lEiillj.    Fl,  Tang  k»Bt  «Wr 

rsB^y^»  — Ziekt  mtn  4miMk        darck  4«»  g«- 

frak«Beit  Pmikt      4,  oder  aack  PQ  darok  doBMlkea  pafalM  aiil 

den  Seiten  eioei  im  Kreise  ^exeicbneten  Quadrates,  so  aiad  dicMf 
die  gewünschten  eminenten  Sehnen  für  Fall  a)  aad  b). 
Weniger  korz  wird  die  Construction  für: 

 y»  —  rf»  afc  i^l(>  ~  d«)»  —  ky*4*] 

oder  für  c)  unter  Nr.  4.;  indessen  gelingt  lie»  weaa  muä  dia  Ba- 
diagaag:      —  d*)'  ^  Ay*i*  einhält  und 

aaf  dia  Fanas 

*  =  ••  — is=fcV/((as— is)-i-l)  ((«•  —  »)  — 1) 

bringt,  oder  wo^rn  man,  und  was  noch  mehr  Klarheit  über  die 
Lage  der  dareb  diesaa  Warlk  kediagtea  Sekaa  Torbreitet,  falgea- 
der  Betrachtung  folgt.  Nennt  bud  den  Winkel  der  Geraden,  wel- 
cke  dea  Mittalpaakt  dea  Kreisai  and  den  Pnakt  {y^  dj  Terbiadet»' 

aiit  dem  der  Akiciüaaaza  pattdielai  ftadiaa  tr,  la  wird  ^^Tg  r« 

dikar: 

m 

a«^g  '^-^'^^  db^/((S/~9^^>^l) 

=  — Cot  2(;zt:\/ {[tot  2rJ'  —  1). 

Wira  ia  Ta&V.Fiy.S.  ana  CE^EF^  L^CEzs^LEFC=w,  la 

folgte  LFBDss%i^^L»^  wm\i  Tg  sssTg 

woraus  ferner  Tg  «»  =  —  Cot  ^db  i/((Cot  %wy  -+-  Ij  sich  ergibt. 
Der  obige  Wem  vaa  a  liiat  iidb  laiekl  aaf  diaea  Kana  »ailek» 

fthrea»  aabafd  »aa  aar;  Cat  2rggdbi^((C«t  1}  mW. 

Haan  kaaat:  s|^((Gat  Ster)* +  !)::£: Cat  Siasa.  Da  aaa  ta 
aia  gaaa  wUlkikrlieker  Wiakel  iit,  sa  gibt  dia  Sabetitatiaa. 

Cot  arssiizV^KCot  2«7)»  -H l)=db  gj^g^^  oder  zfcSin  2K7=tg  %v 
für  r  aofik  aila  ao^iciie  C>röiaeB.  £•  eatipricbi  deauiack 
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.  '  —  ^    ^  ^ 

AU«»«»,  d»  jMW  S»=5p^  Ig  Ij^^l^l-  »• 

8>=ag^^  |gV-;;'"  f  tSl,  woro.  tinr:Uer  i-M»  J»r 

der  eine  Werth,  weiter  uutcu  ulicr  auch  der  andere  leioe  VerweD* 
duDg  ÜDdet.    Liisst  sieh  mit  dieser  Substitution  noeb  die  Bedin- 

gang:  (Cot  "iv)- "^l,  suuiit:  (tot  2w)^^0,  vereinigen,  se  lit<Ü< 

Lage  der  Seliuc  immer  müu:licb.    i^ctzlcrcs  verlans^t  aber  nur: 

2«? ^00*»,  und  es  wird        der  Aussenwiukcl  ia  einem  gleich- 

■eheoidigeo  Dreieelc,  von  dcfsen  gleichen  Winkeln  jeder  v  ist 
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•Uet  tritt  eis,  wtfeni  r<.^  gesetil  wird,  wm  lidi  twkt 
g«t  »t  (y»  — ^>)»>  VM»  vorträgt 
llinnt  aan  in  der  Formel: 

— (y' — — = 0 

aber  t^Ot  so  genügt  derselben:  «  =  -^  und  jsss  ,  nebst: 

=  Cot  2r  db  1/  [(Cot  Är)*  —  1 J, 
nacii  den  oben  gemachten  Vomussefziin^en.  Die  ersten  beiden 
Wertbe  geben  für.  T  stets  2r  uuü  ik  |r»  — -  (/»  -h  (J»)].  Auf  den 
Itttiten  Immo  ticb  aber  die  oben  nngegebdeep  Betmchtongea  wie- 
der in  Anwwailttnir  :h«iiig«i:  .  rÄ«|/Ir»--.(f.»  -ftd»))  igt  eiee 
kleinste  Sebne,  wie  sich  leicht  an  Taf.  V.  Fig«  6.  seigen  lässt. 
Ist  nämlirli  rD-=d,  DE-=Yi  entspricht  die  anf  Ci?  senkrechte 
Linie  MiA  dem  eben  genannten  Wenihe  von  71  Jede  andere  Sehne 
aber,  wie  'PQ  bat,  wcgea  CL<^ECy  wofern  CL,  perijcudikulär 
so  QP  ateht,  aaeb  eine  grössere  Länge  uls  MM.  Dieses  ist  der 
Fall,  ^rlrlier  in  mancheu  Lehrhiirliera  allein,  als  eine  ausgeteicb* 

acte  St'linc  ifohrrid,  angeführt  wird.  ' 

Kndlicli  bringt  noch  tur  die  vorige  (lieichung  \),  c):  y  =  ^ 

X  =      1/ —  1  und  *  =  =tl  und  somit  T=.tr, 

Liegt  der  PoDl^t  {y^  6)  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  oder 

ist  V/(r»-4-d»)  =  r,  folgUcb  -^=:*,  r=2r,  ebenfalls  ein  be- 
kannter  Fall. 

Die  ganze  Untersuchung  gibt  nun  unter  der  Voraussetzung, 
das«  ^.s^'ÜO*'  ist,  in  AUgeaeinen  drei  wesentlicb  Tenebiedene 
TOB  demselben  Ptt&kte  dnrdi  dea  Kreia  g^eade  ansgezeiebnete  Seih 
nen,  abgesehen  von  der  aar  BBtor  ÜBStilad^a  als  kleinstea  aaia* 
sebenden  Berührenden. 

Setzt  man  gleich  anfänglich         grösser  als  90°,  also  etwa 
=:90*-f-s'  voraaa,  so  koamtillr  Tanff  s  Dva  iiberall;  —Cot 
wns  zwar  4).  a)  und  4).  M  nicbt^  wobl  aber  4).  c)  wesentlich  Ködert. 
Wir  erbaltea  in  leisten  Falle: 

'  ~"  y»  _  rf»  Sk V/  [(y»  —  4«)»  -  J|y»cf»l 

Aoo  der  BeribroDden  wird  jetat  eiae  Normale,  ein  Resultat,  was 
in  menren  Lehrbüchern  wieder  als  einzige  ausgezeichnete  Sehne  aa« 
geführt  sich  vorfindet.  Ks  ist  leicht  dieses  auf  andere  Weise  auf- 
zufinden. Aus  T=  —  /)*  -f-  (or  —  d)^\  folgt  nämlicli,  wenn 
y  und  S!  Coordinalen  «ier  l'eri^berie,  wie  oben,  bedeuten,  wegen 

y'+«»  =  r',  .1.0  wege»  y=/(.rj.  jj  =p^======,. 
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i/fji)'  WM  «B  «len  iMs  gaaogvM  Nonük»  wie  Mkoii^  iMttMt 

Wef^n  y  ergibt «cb:  07—^^=0,  ^  s  ^.  wm  l^tr 

briufl[t.  •  , 

Jjknt  ma  ^  s  ^  190*  werden,  eö  ledert  lieb  i»  des  eBfite- 

lieben  Bestimmunsrcii  (för  deo  ersten  Quadranten)  eicbta,  wdl 
aber  fUr  Z.»^^'^*»  leicbt  sa  &berseheo  Ut. 


xuv. 

Anderer  Beweis  für  die  beiden  Hieoreme  in 

Tbl.  III.  Nr.  XXXV. 

•v.» 

HenB  A»  Göpel 


Wenn 

aß»        Ji^»  -I-  -rf,»*^  H-  ui^»*  H-  ji»»  H- 1  as 

(«•-f-ftis+l)  1)  («<+a^-f-l) 

geeetst  wird,  »•  iet 

1)  A  =  C-^(»  — «  +  2),  «»-4-4), 

2)  C«  =  ^«  — [(»  — «-M), +(/*  — »»)ol  ^«.-» 

— 2), — <w-Hl),J 
--[(ü  — «^-3),-^(l»  — «14-2),]  ^^4-  ^ 

wo  Cm  iiie  Summe  der  Prodaele  sn  m  ene  de«  BleaeateB 

«„  et,,  ...  a„  ist. 

Beweis.    1)  Man  hat  bekanntlich 

(»»  -h       H-  1)  (*»  H-  a,a  -h  1)  («»  -h  a«a  -f- 1)  =s 

(«»-f-l-f-a,*)  (a'-M-f-«,»)  (x'+l  +  4^)  = 

i>«-hC,(»»^i)^i«^c;(»»-|.i)^»-t.  + 

Da  noD  Jm  der  CoefSeleot  von  as*  in  der  IBetwiekeIu|f  dleeei 

Ausdrucks  ist,  so  darf  man,  um  j4m  zu  Gndeu,  nur  die  mit  s"*  be- 
hafteten Glieder  in  der  tntwickelung  jedes  einzelnen  Summanden 
jenes  Ausdrucks  ausäciieiden.  Es  entbaltco  aber  die  auf  dos  Glied 
Cm(%*  H-  ly"^  folgeoden  Glledet  eUtabw  w  Irittm  Tolmmm 
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tm  Müadh  «It.  Dm  raanate  GM  aattilt  4ia  ipatess 

dM  forhergebende  Glied  C^^-iCa* -f- aalbilt  kaiaa 

Potenz  weil  -f- 1)«— «»-n  nur  fremde  Potenten  von  x  eot- 
hält.  Dos  oächstvorhergeLende  Glied  C,,  ^2(5' -h  1)"— *»-«-2;8««-^  ent- 
hält die  Puteiiz  (/i  —  M  +  2)i  ^m— s*"*;  "ud  so  ubwecbselnd  weiter: 

0,  (»^— «^4J,<V^,     (»— «-f-ö), O,-«»*,  0,   Folg- 

lidb  bat  ma 

«+tj,CU-t+(i» --«+4),  C»^-f-  

t)  FBgt  oiaB  la  der  vorffegebeaea  Gleiebnog  liaka  4ia  glei«b- 
areit  Ton  der  Mitte  abstehenden  Glieder  aa  je  eiaett  GÜede  zusaa- 

men .  dividirt  dann  beiderseits  durch  x"  und  setzt  zur  Abkür* 
zung  ;s-|-4~i  =  jr.  so  erhält  Man,  weoo  der  Gleicbfönaigkeit 

wegen  1  =       ^osptzt  wird, 

^•(»*  ~\- J  + . . . .  -f  -  ^M-iCx  -f-       -4-  ^» 

s^-h  C;jr«^H- Oh-u^H-' 

» 

Um  aaa  Cm  aa  fiadea ,  ilaif  aiaa  aar  dea  entea  Üeter  Aaidrtteke 
aacb  Potenzen  tob  jp  entwickeln.    Za  dieMai  Behufe  setze  maa 

anstatt        ^,  Jn  bezichlich  W,  «—1,  Ba  iai.kto 

dass  wenn  man  den  so  eotstehendeo  Ausdruck 

in  Bezug-  auf  a;  und  •»  eatwiokelt  und  dann  für  i/,  . .  .  be- 
zieblicb  wieder  ^n-  \ ....  -«^o  einsetzt,  die  verlangte  Entfvicke> 
lang  erhalten  werden  wird.  Die  beiden  {reonetriscbeo  Progresaio- 
aaa  4ea  letBlgeaaaatta  Aaidraeks  aiad  leicht  aa  laaiMiraa,  aad 
erhalt 


oiar  aach'  juugelttkrler  Addilioa 

Der  sweite  dieeer  Briicbe  hat  ia  leiaer  Batwfekeloag  aar  bShava 
Foteaiea  Yoa  •  als  die  itte.  Da  aber  der  ganze  Ausdruck  keiaa  aal» 
ehea  Porenzen  enthält,  so  fol^t  dnss  dieser  zweite  Bruch  sich  ^egeo 
die  höheren  Poteoxea  tob  ü  ib  der  Eatwickelung  des  ersten  Bruchs 
1  —  u  * 

i-.^^,isi  Terlaagfe  Batwiekelaag  dei 

iatdracka  iJ)  aaa  dea  ere&B  Gliedera  der  BajtwiekalaBg  voa 

1 —  .    ,  bis  zur  «ten  Potenz  von  « ,  einscbliesslich  beetebt, 

Die«e  JSotwickeluog  ist  nuo 

1  -f  -  i<4r  ^  «)  «t«  »»(df  ^  «}  •  -I-    (4r  ^  »)  •  4-  •  •  •  • 

Sammelt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  (i»  —  «n)ten  Potenzen  von 
zusammen,  so  findet  sieb  dass  io  deo  beiUeo  Reiben  die  Glieder 
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sind,  welche  eine  solche  Potens  enthalte o,  und  dasi  der  CeefliiiMt 
von  4?***  deher  fbigenderoiaseeB  ausgedrückt  ist : 

es  +  l)i*"-«^+(»  — ei-i-^).«''-'**^'-  .... 

Wo  die  Potenseo  von  «  nur  bis  cor  Mten  eiDsebltesslicli  fbrtsiiä^lseB 

sind.  Setst  sian  eodlicb  für         »«-«h-^,  bezieblieh.  wlfsler 

Am,  ./w-i4.  ..••*•  ein,  se  ergiebt  sieb  der  CoelQcient  tob  a**  *» 
nämlich  Cm 

<4i=ui«  —  K»  —  as  -i- 1),  -♦-(»— e»).!^*.-« 

Aumerkuug.   Setxt  man       s=^,  =s  .  •  •  ss^jiSsO,' wä|^> 
read  u^^sl  bleibt,  so  erb&lt  man 

=  [(//- 2). -f. (ü-. 3),),  r,=d, 

=  -  [(/*  -  3),      (»  —  4),J,  

(ülglich  die  bekuunte  Entwickelung  ' 

oder  ^s=2  cos  y  gesetst,  wodurch  «scos  sr+^  shi  jr  wird, 
2cos  i^s(2cos  y)*  — l)i  +  (»-^*)ol  P«o« 

2), -f-(»  — 3),)  (2cos  y)«^— ... 

welche  auch  hiit^e  zu  Hülfe  gcnunimen  werden  köoneo,  um  uumit- 
telbar  anm  erwünschten  Resultate  an  gelangen. 

Zusatz.  In  den  oben  bewiesenen  lioidea  Porsieln  sind  die' 
Summen  der  Producte  der  Warseln  der  einen  toq  den  beiden 

Gleichungen 

dmeb  die  der  undern  ausgedrückt.  Die  Porawlo  für  die  Puteni- 
summen  der  Wurzeln  derselben  Gleichungen  sind  eben  so  leicht 
herstellbiir  und  einfach.  Bezeichnet  nämlich  die  Sumnip  der 
«Bteu  rotensen  der  Wurzeln  der  orsUii  Gleicbuug,  *m  die  der  zwei- 
ten, so  findet  sich: 

9m  =  Sm  -+-  tnSm^2       W  j  Sm — 4  -+-  

=  #«,  —  (( W  —  1 )  ,  -f-  (»/  —  2)„ J*,^ 

-hl(ai  — 2),H-(jw-3),V«_4—  

In  der  ersten  mnss  das  letsto  Glied  nsi  die  Hälfte  vermindert  wer« 
den,  wenn  ai  gerade  ist. 
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XLV. 

Bemerkmig  Über  eine  von  Ivori  geftindene 

Eigenschaft  convokaler  EUipsoide. 

«  ■ 

.      .      •  Von  den 

Herrn  Doctor^  Ha  e  den  kam  p 
Obmlelurtr  an  dymnasinn  lä  Hann  in  Wcatphalan. 


Bckaniitlieli  hat  Ivori  gefunden ,  dan  ei  anf  iweion  coiiTOka« 

ICB  Kliipsoiden  je  2  correspoodireade  Punkte  g^be,  waldia  die 

Kiprenschaft  haben,  Hnss  die  von  diespti  Punkfen  narli  zweien  an- 
deren cnrrespondiroiulon  Punkten  gezogenen  Hadieo  immer  wieder 

Sleich  sind.  IcL  will  hie^  zeigen,  ooss  diese  sogenaonten  correspon- 
ireaden  Pmilile'  die  DwrclitelialtttpaBkle  der  beiden  conrokalen 
Byperboloide  (arff  gebrochener  und  ununterbrochener  Höhlung)  mit 
den  beiden  convokr.lcn  Ellipüiu'Kjpn  sind.  >lan  kann  diesen  Satz 
leicht  aus  der  von  Ivori  selbst  geführten  Analyse  herleiten.  Der 
folgende  Beweis  deckt  noch  einige  merkwürdige  Beziehungen  der 
3  cooTokaleD  OberflScben  Isweiler  Ordnung  auf. 

Bezeicbnen'ar,  ^,  c  die  Quadrate  der  halben  Axen  eines  Ellip* 
soids  und  a:,  ?/,  %  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktos  desselben. 
I^gt  Diun  durch  den  Mitteljtutikt  des  Kllpsoids  eine  Kbene,  die  pa« 
rallel  aiit  der. durch  (o^^l  gelegten  Taogenlen- Ebene  ist^  so  wer* 
den  die  Quadrate  der  balben  Axen  diesea  Scbniltea  die  wir  darcb 
r,y     bexeichnen,  durch  die  Wurzeln  der  l^leichung 


.  «  — r      h  —  r  C'-r 

bestimmt.  Drückt  man  die  Coordinaten  a:y%  durch  diese  Axen  aus, 
so  hat  man  folgende,  fiir  viele  (JnUirsncbyilgen  w.ichtige,  Coordiua* 
ten  •TraDiformation : 

. '        "      '  »  gfr  — r,)  ff  —  r,) 

*  —   {c  —  a)(c  —  6)  * 

Legt  mau  nun  durch  den  Punkt  {a:yx)  die  beiden  Hyperboloiden 
■it  gebrochener  und  ununterbrochener  Höhlung,  die  dem  gegebenen 
Bilipsoide  convokal  atnd,  und  nennt  nan  die  Quadrate  der  halben 
Axen  derselben  «r,^,<7,  und  aJi^t\^  so  werden  dieselben  folgwder- 
naiaen  durch  die  Asen  dea  Sclinittea  auagedrtickt, 
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dfther  wir4  «neb  nach  (1): 


I  ^ 


Die  beiden  Tangenten-Ebenen  im  Punkte  {jcjfx)  an  die  beiden  con- 
vokalen  Hyuerboloidi-n  gelogt,  seliDeiden  die  Talij|;eo(ea-Bbene, 
welche  Ben  m  deMtelbcn  Punkte  {.ryx)  an  das  Kllipioid  legt,  lo 
Linien,  die  der  Ricbtling  der  Axen  des  Schnittes  pnrullel  sind. 
Nennt  man  die  Determinanten  dieser  Linien  (die  Abscissen  der  W  in- 
kei  die  diese  Ltaien  mit  den  Axen  bilden  ,  ^tjj^  und  so  erbäU 

man  leicht 

«=f:®. 


"~  «,»      A,*      Ci»  *' 

O  lind  0,  sind  die  auf  die  geoaoote  TangeDten- Ebene  ge- 
fällten Perpendikel. 

Da  die  Durchscbnitteliftieo  der  HfperboloSdeii  mit  den  Ellipieid€ 
krfiiUBungsliiiieo  aiBd,  so  ergibt  sieb  aus  den  GleichviigeB  (S), 
dass  für  die  eine  dieser  Cur\cn  die  eine  Axe,  und  für  die  andere 
Curve  die  andere  Axe  der  entspreclionden  Schnitte  constnnt  ist. 
Die  bekannten  Gleichungen  der  Pruicciionen  dieser  Krümmungs« 
.linicn  lassen  sich  leicht  aus  den  Gfeicboogen  (1)  in  TcrbioduDg 
■it  der  dee  Ellipsoids  ableiten.  Die  ProiectioneB  der  Curven  ia 
der  Bbeae  («^  liad  d«rch  folgeade  Gleicbaageo  «osgedfikckt: 

5(i37j-*+J(f^  »•  =  »•. 

Die  eine  dieser  CurrtD  iat  eise  BHipse,  die  andara  eine  Hyperbel, 
da  die  eine  der  Axen  r,  und  r,  zwisclieo  a  und  b  und  die  andere 
zwischen  b  und  c  liegt.  Die  Muibmcsser  der  grössteo  und  kleia- 
sten  krüuiiauug  im  i'unkte  (^'y«)  sind: 

Mit  Haifa  der  votftergahaadaa  Gaorduataa-TnailHmtiaa  findcl 
■BB  auch  leiekt  die  ? ob  Jaeabi  gefiwdeaa  Gleiobnaf  der  künaata» 
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Linie  aaf  eioeoi  dreiuigcii  EUipsoide,  wie  ich  im  22.  Baode  d.  J. 
1  d.  r.  «.  «.  H .  8.  188  gtttiif^t  habe.  - 

Deaken  wir  um  ferner  ein  xweitei  Ellipsold,  weichet  dem  er* 
stCD  coovokal  ist,  dessen  Quadrate  der  halben  Axen  durch  a^^o^a 
bezeichnet  werden  sollen,  s<i  wird  dieses  die  p^cnaunten  Hyperbo- 
loide in  einem  Punkte  icbneideD»  desaeo  Coordiooteo  Jc^y^x^  nach 
(3)  eo  aojigedrfiekt. 


Die  Relntionen  zwi8e|ttt  den  CoorAMatCB  der  keidtn  Harctolwitti» 
fukto  (^)  und  (Jr«ar.«,)  «od: 


UmImb  wir  «M  jttet  swai  Mdflrc^  Mm  gegebeMB  EUipeoideii 
ffcito  Hyperiioloidea  Bit  gebrochener  und  nnunterbrochener  Höh- 
Iniig,  die  das  erste  und  zweite  Ellipsoid  in  Punkten  schneiden» 
deren  Coordinaten  durch  aß/  und  «o^«/»  bezeichnet  werden,  so 
hat  man  ebenso  zwischen  dicaen  CooMiaalna  dfo  Rd«ti#Ma: 

• 

•?  —  r  •  •  7     r      f  —  r  c ' 

•••—«•  4- /J.» —     -hr«*  -  f  =  ar. =  — 
Hienu  «rkilt  mi  in  Verbindnng  mit  den  Gieickungaa  (5): 
o.jr&s:«r,,  /?»sr=ftf„ 

«■d  lalglick 

walche  Gleickrag  dei  Imtiekte  Sati  Aiudriekt. 
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XLVI. 

Mechanische  Constractton  der  Leniiiiscate« 

Herrn  Doc^or  Haedenkamp 
Oberlehrer  au  Gynoatiiiiii  sa  Hmoi  in  Wetiphalen. 


Denkt  mau  sich  zwei  gleicbe  Kreise,  deren  Mittelpunkte  C  und 
Oy  und  bewegt  eine  Linie  gleich  der  Aie  €!0  la,  dasi  deren  Bnd* 
punkte  sich  in  eatgegoagneetzler  Richtung  in  den  Peripherien  der 
beiden  Kreise  bewegen ,  so  beschreibt  die  Mitte  der  Lioie  CV  di<l 
Funspunktencurve  einer  Hjperbel,  deren  Gleichung 

ist;  iu  welcher  r  der  Radius  der  Kreise,  d  die  Kntfernung  der  Mit- 
telpunkte und  ^  ein  Radius  der  Curve.   Macht  man 

so  wird  die  Curve  eine  LeMnUcate.  Diese  läast  sich  hiernach  leicht 
mechauiich  conatrairen. 


XLVU.  . 

Allgemeines  Theorem  für  die  Yerwandlang  einer 
Fuulktion  in  eine  unendliche  Reihe. 

Von 

üerm  Doctor  O.  Scklö milch 

«n  Wehnar. 


dateh 


Die  DifferenzialrechnuDg  gicbt  bekanntlicli  d!o  Methoden  an, 
ih  welche  man  eine  belieoige  Fuoktiuu  t\a:)  in  eine  Reihe 
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eofcwickelo  kann,  die  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  anderen 
willkUftrlifilitei  FoDklion  v(^)  forlliiift,  to  datt  das  Rmltat  dia 
Pom  bat 

js   I 


•  •  •  • 


Hiarker  gekört  besonders  der  von  Bürmann  gefundene  Satz*), 
nus  welchem  aick  für /X^r)  =:  tolgeade  Reike  ab- 

leiten läMt: 


Oiece  giebt  spexieller  für  «  =  ^  =  e 

i^^^-i«  £2^-1-2»   £52f_3»  JCfSLj.  /n 

H-  1      *  •  1.2  •  1.2.1    ^    1.2.1.*^ — 

Davon  kaoa  mao  folgende  cleorante  Anwendung  machen.  Mao 
multiulizire  dorcbgängig  mit  ai(jc)djf,  wohci  <p(a:)  eine  ffaqz  belie- 
bige Funktion  bedeutet,  und  intagrira.  swisekea  den  wilfkiakrUekea 
Gänsen  m  und  6,  lo  wird  , 

SHtsm  wir  jetit 

y^^'M*)'^='/ip)  ' 

worin  v  eine  willkührliche  Constante  bedeutet,  so  giebt  eine  i»ma- 
lig;«  'DilRBrensiatioa  naek  px 

oder,  wenn  wir  nach  G^psrhehener  Differenziation  »  =  setzen  und 
den.  isten  Difierenaialquotienten  von  /{p)  mit  bezeipbnen, 

Nach  dieser  Formel  und  der  vorhergebenden  (3)  lassen  sich  sännt* 
lieke  Integrale  in  (2)  nmftkren  tond  wir  erkalten  aegleidi  den 
Sntst 


•)  M.  s.  hierüber:  Lacroix,  Traite  du  caicul  differentiel  etc.  Tome  III. 
|jg|^^6gl,  oder:  Supjilemente  zum  math.  Wörterb.  Art.  Burmanniscbe 
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Ob  diese  Reihe  nncl»  don  Potenzen  eiocr  in  /{p)  enthaltenen  Con- 
itanten  fortschreite  oder  niclit,  lifinp^t  von  der  Natur  der  Funktion 
/\p)  ab,  wie  oiun  aus  den  folgenden  Heispieleo  erkeuoeo  wird. 

1)  £ft  iei  /{p)  =  (a  4-        so  ist 

also 

und  deHDMfc: 

oder,  wenn  wir  die  Bioomialkoeffizienten  mit  ft^,  n.  s.w.  be* 
zeicbnen.: 

- 1  >,(« + H- « + 8)f^  -  J>«(« -4-4V^-|. ....  (5) 

Aus  diesen  bemerkenswertbeo  Satze  Hesse  sich  eine  Reibe  Eigen* 
Schäften  der  RinoNiNilkoefBsicnten  «bleifo*,  wenn  mnn  iianilich 
Alles  attf  beiden  Seiten  nach  Potenzen  von  a  ordnete  und  die 
Coeftizienten  gleidier  Poteosea  Tcrgliehe,  8o  sind  s.  VL  die  Coof« 
fisienten  von  u°i  • 

oder:  ,  r  ' 

Will  anB  die  Reihe  (5)  für  andere  als  positive  ganze  brauchen, 
80  muss  man  darauf  sehen,  dass  sie  COBvergirt»  wAt  ttbcigaiia  !■ 

den  meisten  Fällen  statt  findet. 

2)  £•  •ei/0»)=s/(a+^)»  90  wird 

also 

und  folglich 
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Die  Reiiie  coii?ergirt  für  jedes  poiiUfe  a  uod^giebt  s.B.  fär«=l: 


3)  Bs  sei  =r:sio  a/»,  so  hat  mflD  f"{^)z=ti^  lio  (a/H-^is7r), 
folglieh 

a*  ain  2a  c*  cos  3« 


MB  «: 


wobei  das  Zeicbeo  von  Paar  zu  Paar  wechselt. 
Mao  erhält  gao»  äliolich  iüt  /{p)  =  coa  apx 


«•  sin  3a 

T7äT«~ 


1.2.1.4-  (^''^ 

I 

Beide  Reiben  convercirai  aar,  wem  m  ein  icbter  Braeli  iat  Nirat 
■an  /lp)aBtf"y»  lo  keMl  wmm.  woi  4ie  CNeiclimg  (1)  sartick. 


XLVIU. 

Auszug  aus  eioem  Schreiben  Ton  Herra  A. 
Göpel  zu  Berlin  ao  den  Herausgeber. 


Bw,  Iiebda  in  dem  Anfeatse  TM.  III.  Nr.  XXIX.  eine  ele- 

gante. EigeaaelMft  des  Kreises  bewiesen:  dass  wenn 

irgend  vier  auf  einander  fulgrnde  Punkte  seiner  Peripherie  l»e* 
seicbneo,  dann  für  jedeo  aodero  Punkt  O  teiuer  Ebene  imaer 

Oss^. O* .  ^^A^A^  --A^O*.  H^A^A^At  ^A^O* .  ^^A^A^ 

ist.  So  wenig  man  auch  diese  Eipfenschaft  zu  verallgfemeinern 
strebt,  SU  gelangt  man  doch  zu  einem  Satze,  der  keineswegs  einer 
betondern  Korve,  sendero  beliebigen  fünf  Punkten  A^  A^,  A^t 
A^  ind  O  ia  eiaer  Ebeaa  aakaauat.  Maa  erhält  aäoüidi  jeaea 
Aaidrack 


Digitized  by  Google 


404 

d.  b.  SDabh&ngigf  von  «ler  Lage  des  Pnaktea  0,  Un  diei  ta  be- 
wefMB,  befolge  ich  dem  toii  Ibnen  gebraochten  Gang,  inden  leb 
nur  stntt  r  beziehlich  r,,  r,,  r,,  setze,  nm  der  Bedingung,  dass 
alle  4  Punkte  auf  eioem  ^eise  liegen ^  su  entgebeo«   Auf  diese 

Art  erbält  maa 

^4 '  +    '  +  («•  4-     —  2««4  —       =  »-4*. 

■ 

Miiltipliciit 'mn  diese  QleidiiiBgeD  beii«bUeb  w&k 

LAtA^A^,  —AA^A^At^  ^^A^A^,  -^^A^A^A^ 

80  ergiebt  eicb,  wegen  der  in  Ibrer  Abbandlnng  bewiesenen  GIci- 
cbungen: 

AA,A,A,-^J,A,A,^^A,J,J,-^J,J,A,=:si^ 
{A)      .  ^A^A^A,  —      .  ^./,./^.'/,  -f-  a:,  .  AA^A^A^ 

—  a;^  ,  AA^A,J,=:0 
ift  •  A^%A^A^  —  y,  .  AA,A^A,      y,  . 

—  y4.A^i^t^t=<> 

Bcliliesslich  die  Gleichung 

•  H-y.  •) .  AA^A,A^  —  (4P.? + jf,»)  .  A-rfi^4-^ • 

-♦-(^.•4-ir.»).  A^4^.^«-(*4»+y4*).  A^.^.^« 

Da  nun  die  Ausdrücke  .r,*-f-y,»,  o^j'-j-y^»,  u.  s.  w.  die  Quadrate 
der  Abstände  der  Punkte  u.  s.  w.  vom  Anfangspunkte  der 

Coordinateo  sind,  da  ferner  dieser  letztere,  so  wie  auch  der  Puokt 
[a,  b)  fi^ans  willbfibriieb  sind,  so  erhellet  ans  dieier  Gleiebnng  die 
Wahrheit  dei  Behaupteten,  üm  den  Werth  jener  Constanten  zu  fin- 
den, darf  man  nur  dem  Punkte  (<7,  //)  eine  sdlclip  besondere  Lage 
geben,  welche  «Ion  obia^en  Ausdruck  möglichst  vereinfacht.  Liegen 
t.  B.  die  vier  Punkte  im  Kreise,  so  sei  (a,  0)  der  Mittelpunkt  des- 
selben; alsdann  ist  r,  ssr,  =r,  =sr«  nnd  man  erhSlt,  wegen  der 
ersten  der  Gleichungen  (^),  Nnll  alt  den  Werth  der  Constanten, 
woniif  ?lir  Lehrsatz  hcwiosrn  ist.  Liegen  die  vier  Punkte  nicht 
im  Kreise,  so  sei  (ar,  (,)  z.  B.  der  Mittelpunkt  des  durch  Jf,, 
Ag  gehenden  Kreises;  dann  hat  man  r.  =:r. ssr.  und,  wearen 
der  erslen  Gleiebnng  (A), 

•  A,0*  .A^,^,^^—  n.  s,  w.  s=(r,»— r*»)  A^,^^,. 
Hier  ist  offenbar  r,»-.r.»  gleich  der  Potenz  des  Kreises  A,A,A, 
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in  Bexog  auf  den  Punkt  ^«  oder  P{A^A^A^)A^^  welcber  Aus- 
4raclL  pMiÜT  o4er  negativ  an  nebaen  ist,  jenacbdea  Innerknlb 
oder  ausserhalb  jenes  Kreiset  liegt»  Dennack  kat  mii  Hilgenrain 
den  Wertk  jener  Constanten 

=  P(A,A,A,)A,  .  ^A,A,A, 

oder  auch 

si^JP{A^A^A^)A^  ,  ^A^A^A^ 

U.  B.  W.  • 

Alles  Obige  g^lt  uatürlich  auch  noch,  wenn  man  die  Beschränkung, 
dass  A^y  A^y  Af^  A^  die  Ecken  eines  convexen  Viereckn  sein 
sollen,  autliekt;  wenn  man  nur  noch  bestimnU,  dass  diejenigen 
Dreieektinbnite  ^A,A,yi,^  u.  s.  w,,  denn  Eeken  in  derselben 
Reihenfolge  liegen,  als  positiv  (4Mler  negativ),  die  nadern  nker  nb 
■egortiv  (oder  positiv)  in  Recliniiot^  gezogen  werden  sollen. 

Das  Unternehaien  <lea  Herrn  Strauch,  eine  Beispicisaminlung 
zur  Anwendung  des  V  uriutionscalculs  berauszugebeo,  ist  um  so  ver* 
dienstlicher  j  je  sekwieriger  eine  soleke'  Arbeit  kei  der  Mnngetlia^ 
tigkeit  aller  Vorarbeiten  ist    Es  wird  daher  gewiss  Jeder  win* 
sehen,  ein  derartiges  Werk  in  möglichster  Vollkommeaheit  ausge- 
führt zu  sehen.    Ilm  zu  diesem  Zwecke  mit  heizutrugen  und  weil 
der  Herr  Verfasser  selbst  zu  Bemerkungen  über  »eine  Abhandlung 
nu%efordert  bat,  trag«  ich  kmu  Bedenken,  Iknen  einige  Betrnek- 
tnngen  darüber  mitsntbeilen}  sohmI  da  dieselben  von  so  gefingepi 
Gewichte  sind,  dnss  sie  nur  zu  ganz  leichten  Abänderungen  veran- 
lassen würden,  falls  Herr  Strauch  sie  für  begründet  halten  sollte. 
Auf  8.  121.  wird  der  rnterschied  zwischen  der  Differentinl-  und 
der  Vu^rtiensreckiinng  darin  gesetzt,  dass  die  erstere  die  Wertke 
der  unabbingigen  Veränderlichen  iu  andere  Werthe  übergehen  lasst, 
wahrend  die   letztere  Functionen   von   Veränderlichen  in  andere 
Functionen    sich  verändern  lässt.    Diese  Unterscbeidung  dürfte 
eben  no  anbestiBinit  sein,  als  es  der^  Unterschied  swiscben  Wertben 
«nd  Functionen  ist;  innofom  nksülcb  im  Caicul  die  sogenannten 
speciellen  Werthe  eben  so  gut  durch  unbestimmte  Zeichen  (Buch- 
staben) bezeichnet  werden ,  als  die  Veränderlichen.    Der  Ausdruck 
der  Unbekannten  einer  quadratischen  Litteralgleicbung  ist  s.  B.  ein 
■olcber  sfeeieller  Werth,  insofern  die  Bucbstabenboeffieienten  der 
Gleichung  selbst  specielle  bestimmte  Warthe  bedeuten;  er  ist  aber 
auch  eine  Function  jener  C<^efGcienten ,  insofern  letztere  jeden  be- 
liebigen Werth  haben  können.    Es  darf  daher  jeder  gesuchte  Werth 
einer  Unbekannten  als  Function  der  übrigen  iu  der  Aufgabe  vor- 
keuMMuden  Unbestiaunten  nnceaeben  wenlen,  und  dieser  Wertb 
wird  im  Allgemeinen  nur  dadurch  ztt  einem  wirklichen  speciellen 
Werthe,  d.  h.  Ziffernwcrthe  werden  können ,  dass  allen  genannten 
Unbestimmten  solche  specielle  Werthe  gegeben  werden.    Auf  der 
andern  Seite  darf  jede  gesuchte  Function  als  ein  Werth  der  lln* 
heknratea  angesehen  werden,  weil  man  unter  Werth  jeden  Aus- 
druck (mag  er  ein  ^ilfernwerth  sein  oder  noch  Buchstaben  eutlial- 
ten)  versteht,  dessen  Substitution  an  die  Stelle  der  Unbekannten 
den  Bedingungen  der  Anfgabe  genügt.   Aus  diesen  Gründen  glaube 
ick,  dass  die  erwähnte  UntersebeiMBg  der  Diftrentlnl-  mw  dir^ 
VariatioMretbBnBg  nicht  kluKuglick  MotiTift  UL  DiM  wird»  ausser  - 
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•s  d«B  TOS  Hern  Verf.  gegebww  B«iipM«D,  ««di  »oeb  äs  «wii 
•odcro  Steilen  deutlich.    Auf  Seite  125.  wird  nämlich  als  einfach« 

stcr  Fall  der  mittelst  der  Variationsrechnung  zu  behandelnden  Auf- 
gabe vom  (irösslen  und  Kleinsten  die  Autgabe  angeführt:  diejenige 
Function  y  von  jc  zu  ünden,  welche  den  Werth  des  Ausdrucks 
/(.r,  y)  für  jeden  beliebigen  Wertb  den  »  so  eineni  Maximna 
macht.  Diese  Aufgabe  Usst  sieb  aber  beitanntlich  vollständig  ver- 
mittelst der  Differentialrechnung  lösen;  denn  sie  ist  nicht  verschie- 
den von  der  Aufgabe,  das  .>laximum  von  x)  oder  wenn  man 
will  /'(3,  as)  für  veraodcriicbe  Werthe  von  x  zu  finden.  Wenn 
daber  der  Berr  Verf.  S.  120.  sagl,  dasi  er  die  Probleme  der  eriteo 
Abtheilmy  aeioee  Werkel,  die  nor  aof  ürfunctionen  (obren,  alle 
selbst  zussBimensetxen  und  ausführen  musste^  so  kann  man  ihm 
hierin  nicht  ganz  Recht  geben.    Es  gehören  vielmehr  alle  in  den 

gewöhnlichen  I^brbüchern  der  Differentialrechnung  und  in  den 
amailanffen  IHr  Maximumsaufgabea  entbaltenen  Beispiele  in  seine 
erste  Ahtheilung.  —  Die  Unterscheidung  S.  125.  zwischen  priouU 
ren  und  secnnHären  Grössten  und  Kleinsten  muss  nach  dem  Obigen 
far  uoweaentlicb  ^ehalten  werden.  Man  wird  bald  jg^ewahr,  Uoss 
■ie  aof  eine  Sintneilung  der  Anfjgaben  in  aotcbe,  die  einen,  und 
solche,  die  mebrere  onabbängig  Variable  enthalten,  hinausläuti.  Ke 
würde  ebenso  pnssend  sein,  sie  je  ntich  der  AnsabI  der  letzteren 
in  primäre,  secundäre,  tertiäre,  u.  s.  w.  einzutheilen.  —  Die  Fol- 
gen der  gertigten  Ungenüj^endheit  der  Unterscheidungen  ziehen 
eicb  bin  in  die  Beispiele  bin.  Wenn  in  Anfgobe  die  CleiebAng 
jfs/r  deijenige'n  Cnrre  geinebt  wird,  bei  welcher  der  Auadnck 

l/s=y{a:  —  y)-h:v(a  —  a:) 

%iewohl  fSr  alle  Nuchhurwerthe  des  a^,  a\&  uucb  für  alle  Naebbarcurven 
Von  ^==/jf  -ein  Maxiainn  wird,  ond  wean  bieraof  ala  Reeottat  y=i 
erbalten  wird,  so  muss  dies  geradezu  für  anrieht  ig  erklärt  werden« 
denn  die  Aufgabe  wird  durch  jede  Curve  gelöst,  welche  durch  den 
Punkt  (.r=|<y,  yz={a)  geht.  Die  beiden  Gleichungen  jc — 2r/=0 
ond  y  +  «r<— SLr  =  U,  zu  denen  man  gelangt,  bestinnen  in  der 
Tbat  nor  die  beiden  genaanten  Coorduintonwercbe  filr  Jt  ond  f 

und  lassen  den  Differentialquotienten  ^  völlig  unbestimmt.  —  Ein 

Gleiches  gilt  von  den  folgenden  Aufgaben  17.  31.  32.  —  Bei  die* 
ger  Gelegenheit  rnnsa  ieb  darauf  aonaerksan  machen,  dasa  einige 

von  den  Bestimmungsgleichungcn  dieser  Aufgaben  ohne  äugen* 
sclirinlirlien  (>r(ind  identische,  die  andern  nicht  identische  (ilcicliun- 
gcn  genannt  werden.  So  hei«st  z.  U.  in  der  Aufgabe  2.  die  Glei- 
chung jc — 2y=0  eine  identische,  die  andere  ahery-f-'' — 2.2r=:0 
eine  nicbt  identiache.  Dieie  Benennung  bot  venontblich  irgeod 
einen  Zusammenhang  mit  deür  Yorhin  besprochenen  Dielinetion  swi» 
schon  Werthen  und  Functionen,  Differential-  und  \'nriutionsrech- 
Dung,  primärem  und  sccundärcm  Maximum;  weicht  aber  dermassen 
vom  üblichen  .Sprachgebrauch  ab,  dass  eine  desfuUige  Erklärung 
dee  Berrn  Straocb  erwöotcht  geweaeo  w&re.  —  Die  Bebandluog 
der  Aufgabe  52.  scheint  l^r  zu  dem  f.  24.  von  Ohn*s  Lehre  des 
GrosBten  und  Kleinsten  zu  gehören,  als  zu  dem  citirton  §.  35., 
weil  in  der  Aufgabe  zwar  ursprünglich  3  Variable  eingetubrt  sind, 
eine  derselben  aber  vermitteUt  einer  der  Bediogungsgleiehungen 
•ttmioilt  wird,  ebo  lor  VoriatioMaboncboong  geaebnitoa  wicd. 


# 
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•  iiufgabe  70.  wird  deq«- 


1b  der  zur  sweiUii  Abtheilang  _  _ 

Bige  Werth  tob  y  TerlaBgt,  welcher  I7ss^^^^^'  filr  alle  der 

CüeichoDg  —  .  a:  —  a:*  =  A  geoUg'cnde  NacLbarwertLe  von  y 
SB  ei  D  em   Maximum  B^aclit.     Ei  findet  uch  eio  Wertb  von 

entsteht.  Diese  Wertlie  sind  beide  dnppeldcuti«^.  Cm  dod  zwiseheo 
Maximum  und  Minimum  zu  entscheiden,  sng;t  der  Herr  Verf.,  pflegt 
man  sich  in  solchen  Fällen  dahin  zu  entscheiden,  dass  ein  Klein* 
•tee  tCettfiBde,  weoB  D  und  d'*V  einerlei  Zeichen,  ein  GriMw, 
wenn  sie  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Kin  solcher  Osui  wäre 
schwerlich  zu  rechtfertigen,  da  er  der  gewöhnlichen  Bedeutung  der 
Ausdrücke  Maximum  und  Minimum  widerspräche  |  auch  kommt  er, 
so  viel  mir  heknnot  iit,  nirgends  vor.  tteknnntUeh  findet  im  toi^ 
liegenden  Falle  ein  Minimum  «tatt,  wenn  und  ?/  dieselben 
Zi'icric",  ein  Maximum,  wenn  sie  entgegengesetzte  Zciclien  liaben. 
Jene  willkiihrliche  Entscheidung  veranlasst  den  Herrn  Verf.  zu 
einer  kleinen  L\'l)creilung  in  Betreff  des  zweiten,  jener  Aufgabe 

genügenden  WertLcs  von  y.    Dieser  ist  yz=\/ — or' — woraus 

l/=iO^  d'£/=  — .  .  I  .  dy'  entsteht^  und  es  wird  nun, 

wegen  der  Zeichenlosigkeit  Yon  Ij\  behauptet,  dass  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  stattfinde.  Diese  Behauptung  meint 
der  Herr  Verf.  auch  nocli  durch  den  Umstand  zu  bestätigen ,  dass 

nicht  uileio  für  den  gefundenen  Kreis  y  =  l/'«— jr*  —  sondern 
aaeh  für  alle  andere  Kreise  l/ssO  wini,  und  mithin  Ton  einem 
Maximum  oder  Minimum  nicht  die  Bede  seia  könne.  Allein  hierge- 
gen kann  wohl  mit  Reclit  eingewimdc  werden,  dass  die  besagten 
Kreise  keineswegs  die  bedungenen  Nachbnrcurven  siod,  sondern 
dass  die  letzteren  vielmehr  in  der  vom  Herrn  \  crf.  selbst  weiter 

unten  gefundenen  dieichung  j/=  +       enthalten  siod, 

and  folglich  im  vorliegenden  rale,  wo  i?s— 1  ist»  beideraeiti 

Ellipsen  werden. 

Im  Allgemeinen  könnte  noch  in  Betreff  der  Aufgaben  der  zwei» 
ten  Abtheilung  angemerkt  werden,  dass  mun  in  den  Fällen,  wo 
das  y  durch  mehr  als  eine  Gleichung  bedingt  wird,  meistenthdis 
weit  leichter  sum  Ziele  gelangt  (z.  B.  hei  Aufgabe  82.),  wenn  man 
^  und  p  eliminirt  und  mittelst  Dill'erentintion  versucht,  ob  der  für 
y  gefundene  Werth  allen  Gleichiini2;en  genügt^  als  wenn  mau  eine 
der  Bedinguoffsgleichungen  integrirt  und  das  Resultat  derselben 
Probe  unterwirft  / 
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XLIX. 

lieber  Parabeln  im  Räume. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  danken  um,  «in  rechtwinkUi^  Coordinateusystem  der 
a:y%  allen  uosero  folgenden  Betraclitung-en  zum  Grunde  leckend, 
eine  beliebige  Purabel  im  Kaume,  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
dea  Brenopuaku  und  des  Scheitels  dieser  Parabel  io  Bezug  auf 
4u  «DgieDMiam  CoordiimtMiaysteM  reapeeti?«  dnrck  c  und 
a,  ßt  'f\  IO  lind 

■ 

die  GleicboDgeo  der  Aie  denelben.    Fftllen  ^  wir  ann  von '  einen 

beliebigen  Pnnkte  der  Parabel,  dessen  Coordioaten  durch  jCy  % 
bezeichnet  werden  sollen,  auf  die  Axe  ein  Perpendikel,  und  be* 
zeiclmei)  die  Coordinaten  dea  DurchscIiniUspuoktes  dieses  Perpen- 
diiielü  mit  der  Axe  der  Parabel  durch  |,  j},  die  veränderlichen 
Coordionten  jetzt  aber  dnrck  X,      Z;  eo  alnd 

3)  * 

oder 
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die  Gleichungen  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels,  und  nach 
eiDem  bekannten  Satze  der  analytiscbeo  Geometrie  bat  naa  aUo 

5)  (a-a)  (y - 17)  +  (c - y)  («-.C)  =  0. 

Weil  aber  der  Paokt  {Snt)  in  der  Axe  der  Perabel  liegt,  la  ist 
nacb  2)  auch 


N-/»-h:^  (t-r). 


Da  nun  die  GleicbuDg  5}  auch  auf  folgende  Art  gescbriebeo  wer- 
den kaoo: 

10  iit 

■nd  fblglieh 

üeberhaupt  aber  erhält  man  nun  mittelst  dieser  Formel  ud  der 
GleicbuDgeo  0)  die  folgenden  Auadriieke: 

 («  -  u)  {.!■  -  rQ  -f-  {h  -       1>  ^      -j-  (r  -       (;  -  y) 

«  (ii-.«).H-(i-/»)»-#-(e-y)«  l«  — «/» 

.      Ä  (g-«)  (a:-a)H-(i&  — ^)  (y  - /i)  4- (c  —  y)  (»— 

(«-.«)»H-(A-^/J)»H-(r-y)»  i*-^)» 

and  folglich 

_  l(g-a)  (j:  — er) +  (y-.j)H-(g--y)  («  — y)l' 
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Dm  der  Radito  Vectör  «Ims  jei«B  Prfhktes  (oryx)  der  Pani- 

iel  der  Summe  der  Eotfernung  des  BreDopuokts  vom  Scheitel  uad 

der  Abscisse  des  io  Rede  stebenden  Punktes  ia  Bezug'  auf  die  Axe 
der  Farnbel  als  A\e,  und  deren  Sclieitei  als  Anfang  der  Abseiisen 
gleich  istj  su  habeu  wir  die  Cleichung 

— «)•  H-  (y  —  6)*  -fr-  («  —  c)» 

=         —  a)»  H-     —  (i)^  -I-  (c  — 

-  a)*  -fr-  (9  -Z')'  (C-y)*, 

4.  i.  oaek  7) 

j^ia  —  a)  ix  —  a)-hß  —  ß)  (y  —  ß)-h(c-^y)  («-y) 

oder 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  bid  la  nehMB  hat,  worüher 
auf  folgende  Art  eine  fr^ntscbeidnng  gegeben  werdea  kann«  NakBe 
■an  näoilieh  das  untere  Zeichen,  so  wäre 

und  folglich 

}(«-»)  (.r~  ff) -!-(//-/?)  (y-^)-hrg^y)  (»-c)(»  - 

|(4i-.«)«-l-(^-^)»-l-(c-y)»|  J(jr-«)»H-(|f-^)»-l-(«-c)»|~  • 

DiC'  Gleichungen  des  den  Punkte  der  Parabel  entsprechen- 

4en  Radius  Vectors  sind,  wenn  wieder  A,  y,  Z  die  Teränaerlicben 
Coordioaten  beaeiehnen: 

Beneiehnen  wir  also  jeden  4er  beiden  von  dieses  Radina  Vector 

mit  der  Axe  der  Parabel  eingeschloesenen,  180°  nicht  übersteigen, 
üen  Winkel  durch  F;  so  ist  wessen  der  Gleichungen  1)  und  8) 
nach  den  Frincipien  der  analjtischeu  Geometrie 
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oder 

vsd  folglich  oftch  den  Obigen 

cof  r*=s\f  eof  Fssrbl, 

also  F=0  oder  F=  180®,  welches  offenbar  nur  fiir  den  Scheitel 
der  Porabel  gilt.  Daher  muss  maa  io  der  obeo  gefundeoen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  oehnieD,  folglieh 

setzen,  wn  blons  noch  zn  untersuchen  ist,  ob  diese  (fleichunsf  auch 
für  deo  Scheitel  der  Purabel  gilt,  was  aber  uff'cnbar  der  Fall  ist, 
da  dieae  Gieichnog  eine  identiaehn  Gleichung  wird,  wenn  oian 
.r  =  a,  tf^ßt  »s^/  aetst,  Aleo  gUl  die  Gleichung  9)  oder  dio 
Gleichong 

für  jeden  Punkt  der  Parabel. 

Um  die  Gleichong  9)  rational  so  Bochen,  qnadrire  mnn  oaf 
beiden  Seiten  dea  Gleichheitizeichonay  ao  erhält  man ' 

+  2|(ar-Ä)»  +  (^-«»  +  (c-y)M  |(ar-a)  (^-a) 

+  2(«-«)  (or-a)  •  ^ 

-f.2(Ä-/J)  (c-/) 

-l-2(<?-y).(«-«)  (^-«)- 

# 

Der  Theil  auf  der  linken  Seite  def  Gloichheitasoichena  kuin  auf 
folgende  Art  dargeitellt  werden: 
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a  7  jd  »«s  «I 

i  '  i  I  I  ' 

-i.  H  +  I    I  1 


I 

Hebt  man  Dun  auf  beiden  Seiten  des  GleicbheitsxeicheM  d«r  obigen' 
Gleicbuug  auf,  WM  ticb  anftebcB  litit,  so  nMt  aan 

|(Ä-/?)'-f-(<:-r)M  (^-a)' 
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4-«(-r-a)  (i-fl  (^-ä)  (y-fl 

-1-^«?— r)  («— «)  (*— «),  ' 

osd  kienu  eigiebt  uch  leicht 

die  Gleicbang  der  Ebene  ist,  in  welcher  unsere  Parabel  liegt,  so 
sind  deren  beide  Gleichunffen,  durch  welche  dieselbe.  voUkooiBien 
ebmkteritirt  wird,  die  OleicliUffM  11)  uad  Ifl,  asd  switeben 
den  neun  Constanten         c;  a,  %  f\  C  Ml  mi  die  bei- 

den  folgeodee  Gieiebeegen: 

Aae  den  drei  Gieiebrngen 

folgt  ' 

« — y  SS  ud(jf — «)  +  i?(y  - 

Also  ist  offenbar 

(«— a)  («— f)— f)  (^^a) 

and  folgiicb 

Diber  km       die  Gleiebung  11)  umA  «etar  dw  Pem 
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oder  anttr  der  Form 

—      f.r  —  rr)  —  far  —  fr)  fy  — 


darstellen. 

Weil  \/  (a  —  «)»  H-  _  /jf)«  -I-  (c— y)»  die  Entfemong  dee 
Brennpunkts  vom  Sclieitel  ist,  so  igt,  weDA  wir  den  PerOBeter  üb* 
serer  Tarabcl  durcli  bpzeicbneD: 

15)  I» »4l^(«  —  a)»  4-    —         (-? -  r)», 

und  die  Gleicliuog  13)  kann  daker  «icU  auf  folmde  Art  MUire- 
driickt  werdeo:  •  . 

16)  il^M-jt-JB^)  J(&-^ 

|(«  — a)  (Är*-a)4-(<5  — /?)  (y  — /?)-*- (c-/)  (*— yj| 

oder 

17)  4(H-^>-Hjff»)  {(Ä-/?)  (a:-a)-(a-«) 

Wenn 'die  Ebene,  in  weleber  die  Pambel  liegt,  die  Ebene  der  jcv 
ist,  so  vorscbwinden  die  Gr6iseB  %,  «nd  die  Gleicbunir 

der  Parabel  wird  . 

18)  \\{b-ß)  (^-.«)-(«_a)  (y-^)P 
=  ^»|(a-a)  (^^«)4-(Ä— YO  (y— 

Nimmt  mon  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfanf^  nnd  deren  Aze 
0  als  Axe  der  a:  nn,  so  verscbwiodeo  die  Gröueo  ^,  nnd  die 

GleicbuDg  der  Parabel  wird 

19)  4«y«s^«4r. 

Weil  nun  aber  4<r=/A  ist,  so  gebt  diese  Gleicbung  in  die  bekannte 
gewöhnticbe  Fora 

20)y>=:fMr 
der  Gleiebnng  der  Parabel  über. 

Wir  wollen  onn  die  Gleichnng  der  Pkejeetion  UMerer  Parabel 
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im  Räume  nuf  der  Ebene  der  .ry  eutwickeln.  Um  diese  GIcicliuDg 
sn  finden,  müssen  wir  nus  den  beiden  vorher  gefundenen  Glcicbun- 

Sen  der  Parabel  im  Räume  die  Grösse  x  elimiatren.  Weil  nacli 
eM  Tori^a  PkragrapheB  bekaontlieh 

*  —  y  =  ^(Är  —  a) -i- /'(y — 

Ist,  M  iit 

r=  I«  —  u-{-(c  —  —  «)  • 

und  nach  13)  oder  17)  iit  all«  die  Gleiekng  der  Pkpejeelie«  wT 
der  fibese  der 

21)  (H-^>-4-Ä»)  f(-^>-i^)  (^-«)-(«-a)  (y-/9)}* 

X  II« - a -t- (c - /)^J  (o: -  a) - 4- (c  - /)ÄJ  '(y - ß) ( 
oder  * 

Vm.  Bült  aber  anch  noch  f  sv  elittioirea,  hat  mb  db^ 
deai  Torigea  PiaragrapheB 

ilod  folglich 

— y)^ 

aas  ar —«  4- I  («~  «M Ä  j . 

(«-a)>  +  (Ä-/?)»-+-(c-r)* 
=  (a-a)»-h(*-i»)*  +  t(«-«)4  +  (*-^)iffj»i 

oder,  wenn  der  KBrse  wegeo  Im  Folgeoden 

^)ez={a  —  a)A'k'(b-ß)B 

geaeUt  wird: 

• — a  H- (tf  —      = ar — « -Ir -^ö, 

(•—«)•  ^- (a- fl« (c      )'=(«- a)>  +     -/?)• -l-e»; 

so  dass   also  die  Gleichung-  der  Projcction  unserer  Parabel  im 
Räume  auf  der  Ebene  der  jcy  nach  dem  Obigen 
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=  4j(«-a)»  +  (*-/?)'+0'} 
o4er 

95)  4(l  +  ^»  +  iff») 

ilt. 

^  NelimeB  wir  den  ScheUel  {aßy)  der  Panitel  !■  Rnnae  elt  den 
An&Dg  eines  dem^  primitifen  Systeme  der  aryx  uarallelen  Coordl- 
natensystems  der  ar^1/^x^  an,  so  iit  nach  der  LeJire  Ten  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaien 

5»)  ^,s=Ä— «,  y.ssy— /?»  n,=n— 19; 

und  die  GleicbuDseu  24)  und  25)  lassen  sich  also  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 

ond 

28)4(H-^«-*-i5r«)  {(*-/J)^.-(#-«)y.j» 

Noch  wellen  wir  bemerken,  dass,  wenn  i  den  Neigungswinkel  der 
Ebene,  in  welcher  die  Parabel  im  Räume  liegt,  iregen  die  Ebene 
der  a:y  bezeichnet,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie hekanntlich 

t 

eot  i^ss 


1-1- J^-t-Ä' 


ist,  so  dass  man  also  die  Gleichungen  27)  und  28)  ancb  unter  der 
folgenden  Form  darstellen  kann: 

Xl(a-a-»--i0)ar.-^(^-^4-Ä0)y,|  ' 

und 

30)  4|(Ä-/9).r,~(«r-~«)y,j« 
=     cos  •*|(a  — o-i-^0)«,+(Ä  — /?-»-Ä0)y,|. 

Denkt  man  sich  diese  Gleichung  gehörig  entwickelt  nnd  nuf  Null 
gebracht,  so  sind  die  Coefficienten  von  jt,*,  yi',  Wtft  respeetive 

4(Ä-fl»,  4(a -  a)\  -  S(a  ~ a)     - /?). 

nnd  dn  nvn  offenbar 
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|^8J#-a)  (*-./?)|v-4|4(«-a)»|  |4(A-./S)» |  =«0:t 

ist,  80  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien  des 
zweiten    Grades    die    Projection    unserer    Parabel  im* 
Räume  auf  der  Ebene  der  xy^  opd  eben  so  natürlich 
aiieli  4«reD  Projection  auf  der  Bb«Be  der  as%  und  «Mf 
der  Bbeae  der  yx^  eine  Parabel. 

Dm  nun  die  Projection  auf  der  Ebene  der  apy  etwas  genanet* 
zu  untersuchen ,  müssen  wir  swerat  die  f<|lgettdeii  allgemeineii  Be- 
trachtungen vorausschicken.  * 
» 

Wen 

die  allprcmciDe  Gleichung  einer  Parabel  für  rechtwinklige  Coordi- 
■aten  ist,  und  man  villi  die  Coordinaten  y  des  Brennpunkts, 
led  die  Gleiehnog 

*       ■  <  . 

der  Directrix  diesf?r  Parnbcl  finden:  so  bemerkt  man  sogleich,  daat 
nach  den  Principien  der  analytisciieD  (leometrie  das  Quadrat  der 
Entfernung  jedes  Punktes  («xy)  der  Parabel  ¥0d  dem  BceaVT 

eed  das  Quadrat  dar  £*tfeni«Bg  dee  Pmktes  {aep)  der  Pivsbel 
TOB  der  Directrix 

lit  Weil  MB  bekBBBtlieh  jeder  Peakt  eiBer  #enlil  via.  IkeBB- 

piakte  eben  le  weit  eBCfemt^iet  wie  ?ob  der  OirecIriXj  eo  erbilt 
MB  die  GleicbBBg 

oder  nach  gehöriger  Eotwickelung  di6  Gleichung 

.  — 2{;»(t-+-i/»)-HÜfiV|ar     }  ==0, 

-2|7(l~f-iM'»)-A'|y 

r 

welcbe  efleebar  iBit  der  gegebeBea  Gleichung  > 
Th«u  ui.  27 
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identitefc  Min  «Mi,  wotecb  wum  'wä  4m  folgendea  Oldchnngn 
giliihrl  wird: 

Ä*  =  f, 

(P'-*-^')  (H-il/=)-A'»=;j. 

Soll  man  den  beiden  ersten  GMdmgM  lOglei«!  IS  IgVBÜgeil  im 
SUnd«  seio,  lo  moM  offenbar 

A* 

lein,  welcbes  niicl  der  Theorie  der  T.inieo  des  zweiten  Gradei  bi^ 
kspotHcli  wirklich  der  Fall  ist,  da  die  durch  die  Gleiebang 

cliarakterisirte  Canre  nach  der  Voran saetsiuig  tifie  Patabtl  iit« 
der  Bestimmung  von  M  hat  man  also 

Hkm  ht  awk  km  Okigen  ■      -  * 

ab» 

folglieb,  wcoD  man  addirt, 
.W«il  um  Mch  dem  Obigen 
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ist;  80  iit,  wie  sieb  «uf  der  Stell«  crgiebt^.weBii  man  diei  BÜ 
dem  VoiiieiipelieDdeB  vergleicht^  * 

also 

Kack  d«i  Obigen  ist,  wie  mmn  leidit  fiedet»  . .  , 

— 3  —  ii     »  1  } — 

Badlkb  eribSlt       sm  aittelit  der  ClfieboageD 

für  die  Coordlnaleo  |>,  f  dee  BreoBpaekts  leicbt  die  felgefidea 
Aiiadrücke: 


oder 


[    —      (ifif  —  CD)D  -h(AD^€E)E^JkiA-t^  ^CF 


Für  J^sO  iit 


t 
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f         r  B 


35) 


_      Mg  —  CD)D  -h  {An  ^CE)R 
—  4(^4 H-Ä)  {AB -CD)  * 

(AE  -  CD)E  -  (AD  4-  CB)D 
=  (^Ä  -  CD}  • 

VnB  dieitli  FornielB  wollen  wir  nun  die  folgenden  Anwendungen 
avf  dl«  ProjeetioB  mienr  Parabel  in  Rauae  anf  de^  Ebene  der 
«yaächeiu 

§.4. 

Die  GleichuBg  90)  der  Projeetion  anC  der  Ebeae  der  Jf|f  giebt 
gebttrig  entwickeß  .  • 

—  f*»  cos  «*  («  — 

— CQi  ^ö)yi » 

woftr  wir  der  Kürte  wegen 

■ehieibeo  Wttllea,  wo  die  Bedeatimg  der  Symbole  2>»  C 

▼oa  eelbet  erhellen  wird. 

üm  zuerst  die  Gleichung  der  Dircctrix  der  l'rojection  auf  der 
Ebene  der  jc$f  zu  üodcn,  Laben  wir  nach  35)  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

Führt  man  nun  für  21,  (l,  2),  <5  ihre  ous  dem  Vorh ergebenden  be- 
kannten Auadrücke  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stelle 

aad 

2)»  +  (i«  =  /u«  cos  i*{(a  — o-f-^0)*  +  (Ä  — /?4-i?0)M» 
80  wie 
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4/*>  cos»»      — /J)» 
—  V*  cos  f»  (a  — «)     — /S)  (a  — a-f.-4Ö)  ' 

«ii  folglicfc,  weil  nach  f.  .S.' 

«b4  Dich  IS) 
also 

(•  -  «)» -f.  =^  ^» 

tat:' 

—  (53)=:  — cos  — /?). 

Alao  isl  Back  dam  Obigen" 
iiad  folglicli 

M)  y. =-a^*i  iz:^  


oder  \  ' 
oder 

41)  (•-«)  (x-«)-f.(*-n  (y-fl= 

oder 


die  Gleicbaag  der  Direclrii  der  PfojoetiaB  4er  Pkcpbel  im  Bmm 

aaf  der  Ebene  der  opy. 

Auch  ift  '  ■         -  ' 
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und  i'oiglicli  auch 

■•  :  •      •       .    ■         ■  • 

Ai\         /}  a  —  tt,  .     jB»  cos     -4-  IW 

o4«r 

44)  (— „)  (,_„)  +  (A_^)  (y_fl  =  _iili21^tJS2; 

45)  («-a)  (ar-a)4^(*-./J)  (y- /?) (0> cos  i*) 

die  Gleicliang  der  Directrix  der  Projectioo  auf  der  Ebene  der  ory. 

Die  GIcicbuDg'  der  durch  die  Punkte  (a/j)  und  {aß)  gebenden 
geraden  Linie,  d.  i.  die  Gleichung  der  Proji^ctioo  der  Aze  der 
Parabel  im  Räume  auf  der  Ebene  der  ory,  ist 

■Qd  w«U  vm  . 

ist,  so  steht  nach  bekannten  Principien  der  aBaljtischen 
Geometrie  die  Directrix  der  Projection  der  Parabel  iu 
Räume  auf  der  C!bea#  der  a:y  auf  der  Projection  der  Axe 
<ler  Parabel  im  Räume  auf  der  Kbcue  der  :ry  «enkreclit, 
und  die  Projection  der  Axe  de^  Parabel  im  Räume  auf 
der  Ebene  der  ist  daher  jederzeit  ein  Durchmesser 
dcf  Projection  der  Parabei  ini  Raune  Auf  jief. Bbeiie  der 
jry,  oder  der  Azvdieaer  Projection  parallel« 


•  •    ■      *  ' 

Üai  tkmi  ferner  die  Coordiaaten  des  Rreaapoakti  der  Pro- 
ection  der  Parabel  hm  R««iB#  «af  der  RImko  der  «y  in  fiadaa, 
alMB  wir  Back  M) 

=/Li*  CO»  $'{{a-^u'^jey—(&'-ß^BQy\, 


■  « 
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II  y    1  II  II 

I  4  ^  '  : 

f  !       r  i.  S 

i      -k    +  «4      'S  I 

7~  a  1 —  T~  Ä 

?T I  I  '     '  I  r  I  ' 

I    I  <SS  l  I 

•  *  L  k  I    1   tk  k 

i  \  i     §  J 

?  r  ^  ^     I  I  I  ^ 

+  4      +  +  +  4 


3  ^ 
1  I 


tk  §  e  K|  <Ä  S  ® 

*  •  I  I 
Li  'iä 

+  +        +  + 


W«tl  man  tarmr  * 

iit,  M  iit,  w€Bn      ^  die  GdortKnaten  des  Bfmliipiuikti^der  Fro« 
'     '  n  Ranm«  aof  der  Bbene  der  ^i 
der  4^  taeiehnei»  mcIi  35)' 


jeetioD  der  Parabel  im  Renne  eof  der  Bbene  der  ary  im  Being  «tf 
den  pri«itife  Sjetea  d 
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1 
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? 

II 

a 

D 

I 

w 

+ 

I 


o 


I  I 

+  + 

a  a 
I  I 

T  'S 

1  1 

+  + 

fi 


I 


I 


I  I 

+  + 

§3 


1^ 
I  I 

+  + 


6 

I 


I  I 

-Ot,  0 

+  + 

Ii 

I'  I 

I  I 


I 


I 


o 


I 


l  I 

+  +  + 

w 

u 

tö  + 

(4) 


I 


o 


+ 

Ii 

I  I 

+  + 

©  ® 


^  + 
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+  + 


S5  S> 


B 

I 


I 

II 


+ 


I 

s 


ÖS 

1 


\ 

T 

I 

I 

+ 

I 


"Ob  *f 

!i 

+  r 
I  4 

ri 


I  I 

+  + 

Ii 
ÖS  + 


Aus  den  vorbergehendeD  Foroielo  erhält  man  durch  leichte  Rech* 

DttOg 

aste«     (^-ra+^)  Ä^); 
oder  . 
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Aoeh  fiodet  mii  leiebt 
«Im 

•       • .   '  •  •  • 

und  foigflich 

55)  l/(»-^«)«+(*-^)'  • 

Daher  kann  man  nnch  42)  die  Gleichung  der  Directrix  der  Pro- 
tection der  Parttbel  im  Räume  auf  der  Ebene  der  xy  auch  uoter 
4fff  folgendea  Fora  dantellen: 

•  • 

f .  6.  • 

Die  Axe  der  Projection  der  Parcel  im  Räume  geht  durch  den 
BrenupuDkt  {pq)  und  ist  nach  f.  4.  der  durch  die  Punkte  (ab)  und 
(«/?)  gebenden  Linie  paralleL  Alan  iet  ' 

oder 

die  Gleichung  der  Axe  der  Projectioo  auf  der  Ehene  der  jcy. 
Führt  man  quo  für  p  —  a  und  g  —  ß  ihre  oben  gefundenea  Aoa- 
drücke  eia,  so  erhält  man  Air  die  Gleichung  der  Axe  leiebt 
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59)  (a^a)  (y-/J)~(*-^)  (or^a) 
2|(«  — a)  (flf  — aH-^0)  +  (/^_/?)  ß-.ß^B&)\ 

oder 

El  iit 

(•-a)  («-a  +  ^0)-f-(Ä-/J)  (Ä-/J-f-i?0) 
s=     —  a)Ä  _    _  ^)^}  0 

•Ito 

61)  (a-a)  (^-a) 

« 

die  Gleichung  der  Axe  der  ^oJectioB  der  Parebel  im  Ranao  aaf 

der  Bbene  der  Jsjr. 

•  •  •      .  ' 

=  — l/(a  — a)'-h(Ä— ft»  .  V/(;»-a)»-f-(y~/?>» 

die  GleicIiuDg  der  Direettix  der  Prajection  der  Parabel  im  Räume 
auf  der  Ebene  der  .ry,  und  folglich,  wenn  wir  den  Parameter  die- 
ser ProjectioD  durch  ju,  bezeichnen,  da  die  EntfcrnuDg  des  Breno- 

SunkU  vuu  der  Directrix  der  halbe  Parameter,  d.  i.  iftt  ist,  nach 
tm  Prineipien  der  «oaljtiaclieii  Geo^etfi««  WM  wk^.  leickl  indfl(: 


II 


I 

I  . 


I 

1 


I 
I 

+ 

! 


M 

I 


I 


Nun  ht  aber,  wie  nan  leicht  findet,  nach  49) 

eoe  •* 

■nd  nach  5S) 
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^      .     '  nH*        ■   ». 

41m  ist»  WM  Mall  dofeh  leichM  RcchMiig  ludet,  '  • 

1  ^  •  t 

(*>-«)  '  

■ 

Ddier  igt  nach  $2)    ,  f  .     '  . 

8. 

Es  ist  nun  noch  übrige,  die  Coordioatcn  des  Scheitels  der  Pro- 
jectioD  der  Parabel  im  Uuume  uuf  der  Ebene  der  ory  zo  fiodeo, 
wasu  nan  auf  folinodaai  Wecre  frelaojren  kann.  , 
"    Wen  wir  der  Riirie  Welea^  -   >T    *  '  K 

ood 

■eUeD>  so  sind  nach  41)  and  60)  '  ' 

(#  —  «)  (^--a)  +  (^— j})  (y— As— j(  eoa  #• 

afed 

(Ä-ft  (JT  — «)-(«-«)  (y  — /J)=r  — >f  cos 

die  Gleichungen  der  Directrix  und  der  Axe.  Bezeichnen  wir  also 
darcb  p\  tjf  die  Coardioateo  des  Darcbsdniiitspaskts  der  Directrix 
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.4M.. 

und  der  Axe,  so  baben  wir  av  BeatuMivig  dieMt  jCoorduuiteB 

die  beiden  GleichoDgeo: 

«Dl  dtt6B  lieb  ) .      .  • 

^  V-Ä  CO.  • 


crffiebt.  Hat  man  mittelst  dieser  FormelD  ff  und  rf  gefunden ,  so 
ernält  man  die  Coordinatcn  7,  des  Scheitels  der  Projection  der 
Parabel  im  ftaiuae  auf  der  Ebene  der  xy  nUtelat  der  bekannten 
Forneln 


da  nämlicb  der  Sebeitel  einer  Parabel  jedeneit  daa  awif ebea  "der 
INreetriz  und  dem  Brenopunkte  liegende  Stück  der  Axe  halblft» 
Die  weitet«  Entwickelnag  dieier  Foraelu  wollen  wir  de«  Leier 
iberii 


L. 


Besondere  ümformungcn  der  Gleichung  der 
FUtehen  des  zweiten  Grades,  nebst  einigen 
Anwendungen  derselben. 

Von  • 

Heim  L.  Hossbrngger 

a 

Lebrer  der  Uatbematik  an  der  Kantonaeebule  sn  Aaiin. 


■ 


1.   Eine  Fläche  zweiten  Grades,  deren  Gleichung 
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ilt,  kann,  wenn  wir  4i«jeDig;eQ  Fälle  ODberöckaiclitiget  Ittssen,  in 
weli^Mi  ti«  üi  cbe  Liue  des  iwtHra  Qndm,  9i99  m  mn  Sjitoai 
*  TM  zwei  G^radeo  ilMtg«lit,  nur  in  «o  %ttein  zweier  renller  oder 
iinac:inärer  Ebenen  degeoeriren;  in  diesem  FaU  aber  mm  die 
Gleiciiung  1}  die. Fora: 

(« ««l- «4- -I- (s -I- «4*  ^«d^     ^  s=  0  •  • . .  •  9l 

annehmeD,  es  muss  daher  auch  diese  mit  der  Gleichung  1.  identisch 
aeio.    Durch  die  IdeDtiücieruog  beider  crbaiteo  wir  tolgeode  Be-, 
mngagleichuagen  Ar  die  Coefficienlen  a,  6,  c,  a'y . 


•  •  •  ■  ■ 


Von  diesen  nenn  Bedingangsgleichungeo  reichen  sechs  zur  Be* 
stimmnng  der  Coefficieoten  a,  by  Cy  t^y  b\  d  bin,  und  wir  erken- 
nen sogleich,  dasa  respective  a%  a'}  lß'%  d  die  Warsein  fol- 
gender Gleichungen  sind:       .  \ 

.  y*-^  .•...4. 

se  desn  wir  alie 

•  * 


•  •  •  •  & 


heben. 

Wir  können  aber  aacb  diq  drei  letzten  Gleichungen  in  3. 
unter  die  Form: 

„  -  /  •  •  •  •  6. 

bringen.  IMese  sind  nilr  in  dem  eintigen  Fall  wahr,  wenn  die 
Gleichung  1.  ein  System  zweier  Khcnon  aus(iriickt;  in  allen  ühri- 

gen  FäUeii  werden  die  Verbindungen  der  Grössen  auf  der  linken 
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4» 

finita  dec  GtelcbheitszeiclieDS  dirser  GleichoDfifen  nicht  gleich  Null 
sein,  sondern  andere  reelle  oder  imng-inäre  Werthe  liribcn.  Uezeich- 
Den  wir  diese  reapecUve  .mit       p"\  p\  so  haben  wir  allgeAeio: 

j,  ■  »         ;  ....  4. 

Dadorcli  gdhi  tber  die  Gleiehoog  1.  in  folgende  filier; 

Diese  Gleichung  kann,  wie  wir  so  eben  gezeigt  haben,  jede  Fläche 
iweiten  Oradei  auidriieken. 

U.  Führen  wir  die  in  I.  5.  gefundenen  Wertbe  tob  m,  ^, 
.     . . .  In  die  Gieidrangen  7.  ein,  so  erhallen  wir: 

ir  =  2i  '  [  . . . .  V, 

Datier  folfft  aveh,  daaa  die  delebunff  1.  1.  eis  Syatea  tweier 
reellen  oder  imaginären  Ebeneo  amdrilckt,  wenn  dleae  Wertte 

Ten       p'\  p'"  gleich  Null  sind. 

Betrachten  wir  die  Gletcbung^eu  in  I..  3.  etwas  genauer»  so 

ist  uns  klar,  dass  zur  Bestimmung  der  Coefücienten  «r,  ^,   

nicht  beliebige  aeebs  Ton  jenen  nesB  Gleielimgen  ausgelesen  wer- 
den liönnen,  aondern  <Iuss  eine  aolcbeWalil  getraffea  werden  moM, 
dass  jeder  von  jenen  CoctHricnten  zum  wenigsten  in  zwei  von  den 
sechs  zu  wählenden  HcstimmuDUfsglcicbüngen  vorkommt;  dass  daher 
.  eine  allgemeine  umgeformte  GleichuDg  für  die  Flächen  des  zweiten 
Gradea  nicht  nvr  allein  die  Fer«  8.  aahen  kann.  We  viele,  und 
welches  diese  Formen  sind,  wellen  wir  jelat  iuiteniic|ieB,  Setaea 
wir  daher,  um  alnnkirieB: 

den  Bnchatahen  ft  statt  der  Gleiebvng  an^ss-^;. 

f  .  -  «  •  •  -  #•1-«'=-^; 
.  -        $     -     .         .    *+^'  =  2|l5 

•  -         c      -     -  • 
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4it  BnehsUbeii  (aßj  ttatt  der  Gleichang  o^-l-a'^sssH. 

ood  bemerk  PO  besonders,  dass  jede  der  Grössen  a,  6,  Cy  . , , . 
wenigstens  iu  zwei  von  deu  sechs  auszawäblendea  Gleichnngen 
▼orkoMMflSfe  BHM,  M  ergeben  sieb  uns  Colgende  CMbiMtfoaen  j«. 
Der  seebs  GleirboigeB ,  die  den  ebe«  gettelltoa  Por4eniig«B  ge< 


II' 


•  •   •  •      W  9 


SCOCdbc  •  •  •  •  K 

"»•ti'  «-ÜM'  «-i;*'' 

((«/?)  («/)  a^ß)  M  (M  [ay)  ) 

a»«aj(a/?)  ißr)i  WddUiaß)  (ßy);   WddcUaß)  {ßyyS. .  . ,  IM'. 

H«r)m  Wxfr)' 

WC  (oA  M  (/Sy);  IV', 

/(ai?)  (a^)  («/?)  (ay) 

ndoc  iaß)  ißrh  wiahhaß)  {ßy)i  acte  vr. 

.   (Mißr)  MXßy) 

!(«/»)  («r)         ((oW  («r) ) 
(«fl(fr)5  ...vir. 

l{aß)  (ay)  (aß)  (ay)  (aß)  (ay) 

md{aß)  {ßyh  S3abc  (uß)  [ßy)-,  SaJx;  («i?)  0?y); . .] 

k«r)  m         («/)  ißr)         (m  [ßr) 

{aß)  (a/)  {ßy)  ...IX'. 

Dm  ABMbl  diMer  VerbindaageB  lind  in: 

I'.-,  II',;  «F.;     iV'.S  V'.; 

1.2. »7175*  *r7$*  m.r  li,2.s^*M.aP 

VI'.;  Vir.?  VIII'.;  IX'. 


viir 
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•  «  ■  * 

SiS  lÄ  «riide  formen  xn,  unter  ,veW,c  d,e  Gle.cW  I  I. 
Slradhr  werden  konn.    Bezeichnen  wir  + -SJ+Z^^ 

formen  folgende: 

1)  MN'\-p'a:y-^p'*%  +  p"'*^^\ 

2r)  MiS  -\-p^y-^  P"^     f  'y  =  ^ 

5')  JfA+i^yi+;»''y'*-i» '•»=®i 

9)  j!liV  +  ;?>'  -*- p  y-\-p"»'=^\ 
10  )  JSfA'H-  -^y        :V  = 

II')  MN + -♦-    y  +  r  >  =  ^ ; 

15  )  jifA-*-f»'*«+;>"^y+l^'»=^* 

16  )  iWA  -+-;/y3 + 

IT)  ii/A-h^'y»4-A'"*-*-/' 'y=®5 
*   18  )  MS + v  '^y    P'"^  ==  ^ » 

21')  jriV-l-p'y»-*-!»"«»-»:;^^^^^ 
82')  JlfA^H-  f  + 

itf  A  4-  ;^'^y  +  p"^  +  = 
•M)  iVA  +  f»'^»-*-;'"-^ +  • 
25  )  i!/A-*-;>'iara +    '=Ö?    .  . 

2T)  jirA^+;/y»-l-;»"4?H-;' '=0; 

28-)  Mlf-i-p'^-^py-^P  '^^i 
W)  MN'\-p'y»-hp'*JKf$f'hpr'=Oi 

z(y)  MS  -4-  p'x*  H-      ■+-  p"'y = 

31)  JVA-H;»'^*  äH-;>"'«=0; 

32)  itfA-4-;>>»-h;?"2s-l-;?"y  =  0; 

33)  MS^px^  -^p  xy-\rP  '^'=^^'^ 

34)  iriirH-;»'a:»+^P>+;»'>  =  0; 


# 
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ZT)  MN-^p'y^-^p'yx-^p  'af^fii 
'    38')  MA  -H  p'y*  4-  p"%  -f-  p"a:  =  0 ; 
390  MN-\-  pY  -4-      -1-  P"'y  =  0 ; 
40')  3fA  H-  /»"^y-«-  P'"»  =  Oj 

4»)  JfiV-f-|»y  4-|»V«+j^|r«05 

44')  JfA^-f-       -f- =  Oi 

45  )  J/iV  4-  />  .ar'  -4-        -f-  f»"'  =  0 ;  . 
46')  ^iV-H        4-  p"a:y  4- =  0; 
«TO  üfA^+l^y +|'"^+F"'ssO; 

40f)  JfAr4-;/y'^-/»^^-f-y"=:0; 
60^  j!fA^+  pY     /y"^»  +  /»"'^  =  0; 
51')  31 A  +  7/'^/»  -f-  ;;".ir'  +  p'"y  =  0; 

520      -h      -H  ;> -4-  p"'^t/ = ^; 

530  üfA-4-;»'y*.-t-;''*'-i-i^'=<>5 
54*)  üfil^+Z^+l^y+y^xssO. 

In  jeder  dieser  Gleicbuogen  haben  jedoch  die  Coefficieatea 
p',  p"f  P*^  wieder  andere  Wertbe,  welclie  jedeeaal  ilinlieh  wie 
die  bei  I.  7»  8,  aod  11.  0,  lieitiMt  werden  nmasen. 

HI.  Wir. wollen  nnteraoeben,  zu  welelien  Resaltaten  diese  Um- 
«vaedlangen  der  allgemeinen  Gleicbung  1.  1.  der  Flächen  dea  iwei- 
tea  Granes  führen  können,  und  duhcr  jene  auf  die  DestimaniBfg  der 
OarchscbnittsGurven  xwaier  aolciier  Flttclien  aawendaA. 

Es  seien  daher: 


....  10. 


die  Gieichangen  zweier  solcher  Flächen,  welche  .wir  wie  in  I 
unter  die  Formen: 


(*4-  ay4-^ar-f-y)  ß'^ y")  l 


....  12.  ' 

•  ■ .  •  13* 

28* 
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gebradit  haben,  und  wo  die  Coefficienten  «,  ^,  es  o',  ^..e',  t»', /»"j  ^ 
hier  von  den  in  1.5.  und  11.9.  gefundenen  fVerthen  nur  darin  ver- 
schieden sind,  dass  in  diesen  1  gesetzt  werden  muss,  um  die 
Werthe  von  jenen  zu  erhalten.    Die  Werthe  von  a,  ß^  a', 

jr",  fif^'  ergeben  sieb  aas  jeoea  Ton  0,  b,  u.  s.  w.,  weaa  wir 
respective      (S,       u.  s.  w.  statt  A\  u.  s.  w.  schreiben, 

Machea  wir  bei  den  Gleichungen  12.  und  13.  die  Bediagaagaa 
dass: 

=  p"'=^f^'\ . . . .  W. 

sei,  so  lassea  sieb  diese  nach  11.  9.  auch  dnreb  folgend«  Glal- 
ebaagea  ansdrSekaa; 


19. 


Wir  erhalten  unter  den  in  14.  oder  15.  16.  17.  gegebenen  Bedin» 
gungen»  durcb  Subtral^tion  der  Gleichungen  \%  und  13.  folgende: 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  ivgleich: 

a)  « +      +      +  c  s=sO  und  »-4-«y-h/?a:  +  y  =0 

b)  a-l-ff'y  H-/^'.r -f-r'=:0    -    « -f- a'y  + /J'.r -f- y'  =  0| 

c)  *  +  <jry  -h  Ä.r  +  c  =  0   -    %-\-a!y-\-  §lx  -i-  ;^  =  0| 

d)  a  +  o'y  +  ^^H-c'ssO  -   s  +  ay -fl^« -hr  =0] 

iat;  je  awei  sasaaiiaeBgehSrige  dieser  Gleicbuoffen  drttekea  die 
reelle  oder  imaginäre  Durchsclinittslinic  zweier  Ebenen  aus^  eine 
solche  Durcbscliaittslinie  befindet  sich  diiher  auf  der  durch  die 
Gleichung  18.  ausgedrückten  Fläche,  diese  enthält  auch  alle  Dorch- 
sclinittslinien  der  Flächen  12.  und  13. 

IV.  Durch  die  Annabme  irgend  einer  der  vier  Bedingungen 
ia  IIK  19.;  werden  die  Gleiehnngea  12.  und  13.  auf  folgeade  re» 
daeirt: 

Diese  sind  aber  wep^en  der  Bedingung  III.  15.  identisch,  und  jede 
befriedigt  sowohl  die  Gleichung  12.  als  13.  Es  drückt  die  Gleichung 
20)  einen  hyperbolischen  Cjlinder  aus,  dessen  Achse  mit  der  Achse 
der  %  parallel  lüt  and  dessea  Basis  in  der  Ebene  der  xy  liegt. 
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Beide  Fläcbeu  12.  udJ  13.  werden  ntch  datier  auch  auf  der  Ober*  - 
flacbe  dieses  C^lioders  sclitieiden.  Da  wir  unbescliadct  der  (üleU 
cbttoffen  15.  Ib.  und  17.  den  CoefücieQteo  der  Gleichung^  13.  noch 
TenclitedeDe  Werthe  beilegeo  kttnien,  welche  docb  den  leCitee» 
MMten  genügen,  sü  ffebt  daraus  berror:  Dasji  es  viele  Ptienen 
zweiten  Grades  giebt,  die  sich  unter  den  in  15.  16.  und  17.  uusge. 
drückten  Bedingungen  auf  der  Oberfläche  des  rylindprs  20.  schnei- 
den, und  dttss  ferner  je  zwei  jener  Flächeu  sicii  jedeamui  noch  in  einer 
•■den  Plielie  swcitei  6rades  dorehdringeB,  derea  GleieWiig  die  . 
Per«  18.  keti  und  deie  eadKek  »mtk  JeM  Cylinder  20.  die  letztern 
PIfteben  in  solrhen  Cur?en  schneiden  wird,  die  zugleieb  Dnreh« 
icbnittscun  eo  der  ersterwähnten  Flächen  sein  werden. 

V.  Betrachten  wir  die  Gleichungen  .  von  1'.  bis  54'.  io  11.,  su 
kSnnen  wir  obae  Uwliebe  Dntennehnngen  so  widetholen,  Ibigende 
Beenltate  herleiten: 

a)  Es  können  mittelst  der  GleichuDgen  11.  1'.  2'.  3'.  5'.  6'.  14'. 
15'.  W.  18'.  W.  20'.  21'.  23'.  25'.  26'.  27'.  29'.  30'.  32'.  33'.  35'. 
36'.  37.  38'.   iO.  AI'.  42'.  43'.  wie  in  IV.  Systeme  von  Flächen 

•  «lee  fweitrn  Grades  cefanden  werden,  welche  sich  alle  nnf  einer 
PIftehe  Bweiten  CTrades  (Ortsfläcbe)  schneiden,  und  es  wer- 
den sich  von  diesen  auf  ähuliche  Art  wie  bei  den  in  IV.  bestimm- 
ten Flächen,  je  zwei  noch  auf  cioer  andern  Fläche  zweiten 
Grades  schueideo,  die  vorhin  j^enanote  OrtsBäcbe,  und  je  eine 
diecer  letetem  werden  dnrcb  die,  nritlelsC  der  gehörigen  Annahmen  - 
*    bestimmten  Flächen,  chnrnkterisirf. 

b)  Fbenso  können  aus  jeder  der  Gleichungen  II.  8'.  9^.  lO'. 
11'.  12'.  13'.  17',  24'.  28'.  31'.  30'.  45'.  47'.  49'  50*.  51'.  52'.  53'. 
54'.  Systeme  von  Flächen  des  zweiten  Grades  gefunden  werden, 
weicke  lickalle  nnf  einfti  Cylinder  (Ortscylinder)  nweiten, 
Grades  schneiden,  auch  werden  lich  von  den  Pläehen  dieaea 
Systems  je  zwei  noeh  auf  einer  nndern  Fläche  s weiten  Gra* 

des  schneiden. 

c)  Ferner  können  mittelst  der  Gleichung  II.  4'.  Flächen  gefun- 
den werden,  deren  sKMtliche  DnrehiehnitCacnrven  in  a  weiche« 

nen  liegen,  von  welchen  eine  die  Ebene  der  y*  ist,  und  die  an- 
dere durrh  die  Achse  der  fifcht.  Die  Giciclinnjren  7'.  und  22'.  die- 
nen zur  Bestimniunu:  von  Flächen,  deren  crstcrc  sich  auf  einer 
durch  die  Achse  der  z  gebenden  fclbeue,  und  die  letztern 
■ich  anf  der«  Ebene  opy,  nad  in  einer  durch  die  Achae  der 
Si  gehenden  Ebene  durchdringen.  Fndlich  lassen  sich  mittelst 
der  Gleichungen  11.  44'.  48'.  Flächensystemc  hestimmen,  von  wel-  » 
eben  die  Durchschoittscurven  der  erstem  in  zwei  mit  der  Fbene 
der  ya  parallelen  Ebenen  liegen;  die  Durchschnittscurven  der 
letatern  sich  aber  In  ii^ei  mit  der  Ebene  der  ops  paraUelen 
Ebenen  befinden.  In  allen  diesen  in  c)  angegebenen  r&llen  anaa 
«die  Fläche  IH.  18.  in  eine  Kbetie  dcirrnerircn, 

VI.  Wir  wollen  schliesslich  nucli  zeis:en,  dass  die  Bediugungs* 
gleicbongen  in  III.  15.  16.  17.  identisch  sind  mit  jenen,  welcne  wir 
erhalten,  wenn  wir  die  Relationen  nwischen  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  ▼on  den  Flächen  III.  10.  und  11.  oder  III.  12.  und  18. 
aufsuchen,  weiche  statt  finden  müssen,  wenn  beide  Flächen  zu- 
gleich, von  zwei  sich  schneidenden  Isbenen  berührt  werden  polten. 

Da  wir  bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die 
Wahl  der  Coordinaleoebeneii  Ibaine  beiMidefe  Bestinaiangen  ge- 
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macht  liaben,  so  können  wir  jetzt  die  Ebenen  der  jtx  nod  ^  so 
wählen,  dass  sie  die  Fläche  Hl.  10.  oder  111.12.  beröLreu.  Wir  tiuden 
Cur  di«  Gleichung  des  Schnitts  der  tibene  der  jcst  mit  der  Fläche 
10.  folgende: 

Ml  di«  dareti  4iete  GltiebiiBg  ani^pedrfid&M  Gonre  n  mwu  Puakl 
(4en  Berührungspunkt),  oder  im  t»n  System  zweier  Geraden  ({■ 
welchen  ebenfalls  eine  Ebene  von  einer  Fläche  zweiten  Grades  be- 
rührt werden  «kaDo)  degeaerirea,  so  muss  bekaaaüicb  im  erstea 
Fall: 

nod  S  . . . .  tHI. 

und  Im  sweiten  Fall: 

setui  diese  Relationen  müssen  zwischen  den  Coefficienten  der  Glei- 
chung 10.  statt  linden,  wenn  die  durch  sie  ausgedrückte  Fläche 
von,  der  Ebene  der  a;%  berührt  werden  solL  Ebenso  erhalten  wir 
flr  di«  Bedingungen,  dais  dl«  Ebene  der  f»  vo«  der  Plüehe  1€L  ia 
eiae«  Ptoakt  taagirt  werdea  Aaia»  lalgeade: 

r"-i?<o  I 


imd^  daie  die  Flioiie  1€l  von  der  Bbeae  der  in  eiMBi  System 
zweier  Geradea  berfibrt  werdea  loU: 

(CuT— Ä")»— (C"»— i?)  (^»— il)ÄO| 

Endlich  ist  bekanntlich  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  einen 
,  Kegel  in  einem  Punkte  (a/,  y',  %')  berührt,  folgende: 

wo  die  berührte  KegelAäche  lelbat  darch  die  Gleichuag: 

ausgedrückt  ist. 

Der  Gleichung  26.  wird  aber  Genüge  geleistet,  wenn 
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kt.  BlinniDU-en  wir  «us  ditsei  Gleicbungeu  o^,  y,  %\  so  erhalte« 
wir  iwischeu  deo  CMificieaten  A\  u.  t.  w.  fi^mde  Bediii^ 

giiogsglcichuDg: 

Auf  ffieidie  .\xt  erbuitea  wir^  weoo  wir  bei  der  Fläche  11.  die 
glficfeo  BeituBaaiigen  nicbei,  wie  m  eben  bei  der  Fläche  10., 
«od  ehcofalli  eiiieii  Kegel  •nnebflieii,  desten  Cleiehang! 

Jöy'     fe»  +  t^xy  -i-  Wxx  +        =  0  ....  29. 


iit,  aad^dieiea  voa  einer  Ebene '  beriilireD  leiaen,  folgende  Relo- 
tionens 


ly»— «<o 

1  •  •  •  •  30* 

•  (jMf- 

•(»'• 

~j))=oi 

«>0 

. .  •  •  31. 

(©'21"  — €'0'- 

(SB'' 

-  S)  (r » 

-j))=ol 

— S<0 

• .  •  •  SÄ. 

« 

(«'"• 

-  33)  (r  * 

-2))=o{ 

— S3>0 

•  •  •  •  SS» 

(€'» 

•  S4* 

Aus  den  Gleichungen  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  31.  32. 
33.  34.  erhalten  wir  anch: 


r?»^^— Ä»=pV/(€!^  — /T)  (^— JD)=a 

Ä'C"  —  ^'  =i=  l/(ir'»  —  C )  ("6"»  —  B)  =  0 

CK»—  »"rp  V^((£«-93)  (»••  — 2>) = 0 
—  21'  =jp  k'(5ö'*  —  (ij  ((J"  —  2))  =  0. 

SBieboA  wir  die  elfte  dieser  Gleicbnngen  von  der  vierten»  die  zweite 
von  der  fünftea^  nnd  die  dritte  too  der  aeehoten  ob»  io  erbol^^ 
wir  finlgeod«: 

=F  1/(25"  — 6)        — 2))) 

 .1-1,  >  r=gO  -  34l| 

©'J5'  — J^T'-t-.^'  — 2l'=i=V/(Zr"—  6')  (^"  — ^)|_^ 


Digitized  by  Google 


0 


44l> 

Diese  Gleichungeo  »ind  aber  die  nemlicheD,  welche  wir  iu  III.  15. 
16.  17.  gefunden  haben.  Wir  sehen  also,  dass  die  in  II.,  III.  und 
IV.  ffefiiDdenen  Sätze  von  den  Bedinarungen  abhängig  sied,  dass 
die  FliclieD  ia  Ol.  10. 11.  oder  lU.  12. 13.  zugleich  von  den  EbeneB 
der  d»»  nod  yx  beräbrt  werden.  Die  Gleichung  37.  drückt  die  Be- 
dingung aus,  dass  die  beiden  Kegel  in  27.  und  29.  von  den  re- 
spectiven  Flächen  10.  und  11.  Asymiitotenkegel  sein  müssen.  Die- 
ses Weniffe  wird  hiureicheud  sein,  um  zu  zeigen,  wie  mannigfach 
aich  die  ÜBtenaehongen  über  di^  Fllckeo  des  sweitea  findet  alt- 
telst  der  in  II.  gegebenen  Umformmigeii  der  eUgeaeiBeB  fileidiBBff 
dieaer  Flächea  vervielfiUtigeB  laaaeB. 


LI. 

Synthetischer  Beweis  der  Incommensurabiiitftt 
zweier  Geraden,  die  sieh  wie  V% :  1  verhalten. 


VOB 

Herm  Profeasor  C.  A.  Bretschnetder. 

in  Gotha. 


SjBtiietisebe  Beweise  der  locommeDsurabilitit  Bweier  ffereder 

Linien  sind  ftir  den  Unterricht  in  der  Geometrie  immer  von  Nutzen, 
und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dtins  deren,  so  viel  mir  bekannt,  nur 
erst  zwei  vorhanden  sind ,  von  deoen  der  eine  das  Verhakoiss  der 
Diagonale  det  Qaadrelea  so  deateB  Seile,  der  aedere  des  ¥eriilll> 

Biss  des  Rreishalbmessers  zur  Seite  des  eingeschriebenen  ZebeB* 

eckes  betrifft.  Ich  hoffe  daher,  dass  der  naciifolgcude  Beweis  der 
Incommcnsurahilitat  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreieckes  und  sei- 
nes Uübeujperpeudikels  den  Lehrern  der  Geometrie  nicht  uner- 
wiBeebt  «eiB  wird. 

Es  sei  ABC  (Tot  V.  Fig.  7.)  ein  j^Ieichschenkliges  Dreieck» 
in  welchem  der  Winkel  an  der  Grundlinie  30"*  beträgt,  so  ist  be- 
kannt, dass  AB  als  Seite  eines  gteichscitiffen  Dreieckes  und  AC 
aU  \  (icä  i\x  ihm  gehörigen  HöhenperpendiKeis  lietrachtet  werden 

kann,  und  ütiugemäsi»  das  Vcrhaituii»«  AB  :  AC^\/'i  :  1  stattfin- 
det   M«B  BHiefce  BBB 
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BB,  =  BC    Ü9he  B,  C,  x  iC  ferner 

U.  8.  W.*  ^      Ii.  1.  W." 


M  läsit  tick  Icickt  McliweilMB, 

\AB,  ^B,C^^  CC^^C^      also  «ach 

\AB^=:B,C,=:C,B, 

\AB^=zß,C,=iC,B^ 

u.  w. 

iugleicheu,  «Im«  feraer  auck: 

%JC  ^AB  >^AC  *  ' 
A€  ^AB.-^AC^ 
)gAB^->AB^>  AC^ 
^AB^^AB^>At\ 

seio  BiiM.  £«  findeii  daher  noüiweiidig  folgende  Gleiebungeo  statt: 

AB  s=   AC  4-AB,  «der:  AB  ^  AC  AB, 

AC  ^^C,B^^  4B^  AO  =  +  ^Ä. 
1^/?,  =  'LC^B,-\-AB^  AB^^^IAB^-^lAB, 
iAB^  =s  %C^B^  +  AB^         AB^  =         +  %AB^ 


II.  s.  w. 


Es  folgt  hieraus,  daBS  die  Messung:  der  GrUDdlinie  AB  durch  den 
Schenkel  AC  immerfort  einen  Rest  lässt,  wie  weit  mau  auch  die 
TbieihiDg  jedes  ToraMwbeiideii  Restes  durcli  den  nicbstfolgeDdeB 
fortsetzen  mag,  d.  h.  iass  Gnindli^ie  md  Sebenkel  ieeonaieosurap* 
licl  sind.  Bildet  man  aus  den  vorstehenden  GleickmigW  IHlf  Inh 
kaoote  Weise  eieen  KetteDknicb,  so  findet  man 


3+S 


ete* 


wie  AUS  anderen  Gründen  bereits  bekannt  ist.  Der  geometrische 
Beweis  des  vorliegenden  Verfahrens  wird  sich  für  Anfänger  am 
leiebtesten  gestalten,  wenn  man  nach  den  Mittelpunkten  D^D^  u.t.w* 
der  Abeebttitl« .itfir,  AB^  a.s.w.  die  Geraden  C^D^  u.s.w. 

sieht   Demi  daan  «ffgiebt  fieh  MgaBhückUeh,  da«  dM  OnMi« 
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■ 

AC^D^t   AC^D^  u.  8.  w.  gleickwheDklig 
md  »wscHm  JBCooAC^Dt  coAC^D^  cy  u.   w.  Mio  «ttisea. 


LH. 

% 

Algebraische  LdirsAtze,  welche  zo  beweisen 

'  siod. 

Uerrn  Doctor  O.  Schlömilch 
SU  Weiflkur. 


Vflr  jedes  |[;ende  m  ist  imer 
fener 


«im-i^-i-  =fc;;r:n)<-l) 

2*)  2')  (»»'  — 4') 

Wat  mm  o^geiideft  ei  gelften  dagegen  fielgeade 


!»)(«»» -t«)) 

FTi5  '8) 


2« 

SkMtltelM  ReiktB  werden  m  weit  feitgesetsi»  kU  sie  von  selbil 
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Nioiait  man  für  m  eioeo  beliebigeu  üruch,  ao  werdeti  die 
libeo  «seiidlich  ud  ihre  SnaBeii  fcftBgen  danii  tob  trsoBceadeB* 
teil  GrÜMee  ab;  welche  sind  diese? 
.  Piir  jedes  beliehige  «  niid  ^  ut$  . 

1.^  ß      I       ß(ß-^l)      .  ,  ß(ß-hi)  iß  +  n-l) 

^5). 


Ein  spezieller  Fall  dieser  Summinnig  iit  bekaont.^  Weno  nämlich 
/^•<a,  so  ist       ein  äphter  Brach»  ud  ehenio  sind  ^-?-7t 

.  . .  Kchte  Brüche.    Geht  man  daher  zur  Gräoze  für 

w  -f-  z         a  -f-  n 

wachsende  »  über,  so  wird  die  lioke  Seite  eine  unendliche  Reihe 
end  auf  der  rechten  nähert  sieb  die  Grösse  ' 


I  • 


eis  ein  Piodokt  oneBdlieh  vieler  icfater  Sraehe  der  NalL  Mu 
bat  dalier 

• 

wie  auch  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  in  einen  Aaiaatie  in 
Crelle's  Journal  auge^eben  bat. 

Bezeichnen  wir  die  Binomialkoeffizienten  irgend  eines  Expo-^ 
nenten  /»  mit       /t*«,      n.  s.  w.  so.  ist  für  jedes  a  und  ft 


Kq  (ty 

—    ^1        I  ßi   


Ist  eine  der  Zahlen  a,  j9  ranz  und  positiv,  die  andere  nicht«  so 
fuhrt  obige  Gieicbung  die  SiunsM  eiov  iii|endUcheB  Eethe  nof  die 
einer  endiichea  zurück. 

Ist  H  eine  ganze  po^tive.  Zahl,  a  eine  beliebige  Grösse,  so 


hat  aun 


1  •^•{•••••M 
«+  1  .a-f-2  a-l-A 


ft-f-l  .«-1-1  *  a-f.2.^-f'2  *  a^fTTiT+S ' 


•  •  • 


eine  Kelation  nvrisehen  des  Werthe  eines  endliehen  und  eines  un- 
endlichen Produkts.  (Die  Punkte  TetCNtnn  der  Kfinn  ira§en  die 
Stelle  der  Parenthesen.) 
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LIU. 

T^rscliiedene  Bemerkuugen. 

Von  * 

Hem  a  Wolf 


I.  Troti  den,  dass  in  neuererZeitdie  bamoniscben Eiffenschaften 
ullgemacb  Eingang  in  den  geometriacben  Unterriebt  nnden,  babe 
icb  Doch  in  keinem  l.ebrbache  der  Pbyaik  den  folffenden  Salz  gefao* 
den:  Bern  tpbäriaebeii  Hohl  Spiegel  sind  Bild  and  Gegen* 
■  tnnd,  in  Beiiebung  auf  Mitte  und  Mittelpunkt  des  Spie- 
gels als  zugeordnete  Punkte,  einander  harmonisch  zu- 
geordnet, —  einen  Satz,  aus  dem  meine  Schüler  seit  Jahren  mit 
der  grössten  Leichtigkeit  sich  Rechenschaft  über  das  Spieffelbild 
geben,  <—  weit  leicbter  als  ans  der  Überall  mitgetheilten  l^rnel, 
aiu  welcher  dieser  Satz  onmiltelbar  erhallen  wird. 

II.  Praktisch  nicht  unwichtig  ist  die  Aufs^abe:  4  Punkte 
A,  C,  D  (Taf.  V.  Fig.  8.)  liegen  in  einer  Geraden;  man 
hat  die  Distuuz  a  der  Punkte  A  und  B  und  die  Distanz 
b  4er  Pnnkte  C  oad  D  remetaen,  an  wie  die  aebeinbaren 
Diatanzen  a,  y  *  Pnnkte  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  Punkt  JS.  Wie  pross  ist  die  wahre  Distanz  a:  der 
Punkte  B  und  C.  tyehr  leicht  ergiebt  sich  die  Lösung  auf  fol- 
gendem Wege:  Nach  den  ersten  Lenren  von  den  {irojectivischeu 
Bigenaebaften  (aiebe  aelne  Lebre  ?en  den  geradlinigen  Gebilden 
V.  8.  w.  Pkg.  M.  Patael  53)  erbill  man 


a  X  sin  «  rin  J 

a-k-h-^x'  9       sin  {a^ß-^y)'  sin  y 


and  bierani 


"**  r  ^    2  '  sin  «  sin  / 

Fibrt  mtm  nnn  aar  Abltwiiiag 

tang  9^—^  l/sin/9ain  (-'irß±J^^ 
y^Ä-A-i  r         am  «  sin  y  " 


ein»  10  criiilt  mi  gana  einÜMb' 
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^  y      *     CO«  y  2 

III.  In  einen  Dreiecke  ace  (Taf.  T.  Fig.  9.)  werden 
swei  Winkel  a  und  e  durch  die  Linien  aa  und  hal- 
birt;  was  für  ein  Dreieck  ist  es,  wenn  wird? 
Diese  Frage  stellte  vor  einiger  Zeit  Herr  Professor  Steiner  in  Ber- 
Kb  «II  v«i«flliieil«ne  MntlMMiliker  «it  «kir  BeiMrknng,  dan  eie  gw 
nicht  so  leicht  tu  beantworten  sei,  als  es  lum  Anfang'  scheine,  nB4 
dieselbe  kam  seither  auch  mir  zn  Ohren.  Es  ist  nun  allerdiors  von 
selbst  klar,  dass  das  ffleiebschenklige  Dreieck  die  durch  die  Frage 
erwähnte  Eigenschaft  nat^  dagegen  nicht  so  gaoi  leicht  zu  bewm- 
'  M,  daaa  kein  asderM'Dfeieck  dieaelbe  Eigenschaft  hat.  Da  aueh 
suerst  mehrere  Wege  fruchtlos  fand,  so  will  ich  hier  denjeni- 
gen mittheilen,  der  raien  zun  Zi«le  fiilirte«  leb  giog  ven  4den  bei- 
den folgenden  Bülfasätzea  ans: 

1)  ZwBi  DMtoduMilBn  vuMM  ntk  wl«  41b  AktMUt^ 
welcbe  eiBB  IkrM  WiBkel  hilfteBtiB  LikiB  Btf  dBr  ArUttn  Mts 
bUdet. 

2)  Das  Product  zweier  Dreiecksseiten  ist  gleich  dem  Produkte 
jener  Abschnitte,  vermehrt  nm  das  Quadrat  der  bälftenden  Linie. 

Waeb  4bs  «ntsM  SbIsb  kB*  mtm 

.      ee .  ac      .  ac%ce 
Nack  dB»  sVBiMB  akir»  ail  flilllB  «leM  Waitk^  tot  . 

4rtr .  BB=B«C*Br  -  B*)-4.^»  sa^i^^H-^» 
Bad  hiBraaa  fBlgtf  aater  VoraaiMtiniig  daia  mä^tSe^ 

ce  ac      -  ^ 

eine  Gleichheit,  welche  nur  für  acz^zce  oder  für  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  richtig  ist;  denn  wäre  z.  B. 
m^'oe^  so  wir«  aaA  «B-|-«B^«B-ha«,  um  mm  aa  Mkr 

'        ac   ee 

■aa  «B  wMb  iBMift  BUgB  GlBicbheit  dia  Uagaraialkcit  -ha— 
geben.  * 

iV.  Ganz  kürzlich  habe  ich  eine  von  Praktikern  angewandte 
Rectificatioo  des  Kreises  in  Erfahrung  gebracht,  welche  mir  gar 
■iebt  äbel  •cbeial:  Haa  baibira  iUbMbb  (Tbf.  V.  Fig.  ID.) 
dea  Viertel kreises  in  e  aad  slaba  cdy  so  ist  cd  nahe  gleich  der 
Liage  des  Viertelkreises.  Für  den  Halbmesaer  1  ist  nämlich  * 
«i#r=:  1,581  stau  =1,571.  Wenn  also  der  Radius  gleich  einem 
Faas,  so  beträgt  der  Fehler  erst  eine  Linie,  und  maa  kaaa  rick 
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sogar  leiclit  <iie  lifgol  «erkeo»  liir  jeden  Fum  eünß  Lioie  abin- 
siehen.  ^  > 

T.  Aufgabe  fllr  Scbfiler.  Ee  eoU  eiBe  eialacbe  Co«« 
etnwiti—  Mgegielmi  mrteii,  aach  der  maa  eia  Dreieck  erhalten 
kann,  das  eitiom  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  und  deslibalte  iaall 
#iacb^  n  mag  eine  ganze  Zahl  oder  ein  Bruch  sein. 

Vi,  Das  beite  Werk  ia  seiner  Art  scheint  nur  folgende«  au 
■in:  6eo««tfUelia^  €Matf««U9BM  tob  ,P.  Ehr«»« 
berg.  PraBklTart  a.  M.  1841  foL  Hafkwürdig  iil  aber  die  Em- 
leituag  III  jenem  Werke  zu  leRen ,  und  zugleich  za  wissen,  dass 
jeaea  n erk  eine  getreue  Copie  eines  ConstructioDswerkes  ist,  wel- 
cbea  vor  vielen  Jahren  der  bekannte  Ingenieur- Oberst  U.  tob  Pe- 
ilalani  am  Zilitdi  liir  tatee«  PrivatoaSiaiipb  aalegte,  aad  dasB 
var  einigea  4abvea  auf  unerklärliche  Weiia  TaHaff»  . 

\  11.  Nichts  srbeint  mir  fataler,  als  weno  schon  in  den  Ele- 
menten einer  ätreDffen  Wissenschaft  dieselbe  Mache  verschieden  be- 
aaaal»  ja  derselbe  riame  tür  verschiedene  Sachen  gebraucht  wird. 

Für  Wiakel»  da»  »Mi  Ebenen  alt  ainafli«  bilden,  habt 
ich  nie  einen  andern  Namaa  gebraucht  als  den:  PliebaBwinkal« 
Ich  könnte  ihn  heissen  Ebenen-Winkel,  könnte  dieser  Name 
nicht  so  leicht  mit  ebener  Winkel  verwechselt  werden.  Ich 
könnte  ihn  auch  allenfalls  heissen  Winkel  an  der  Kante,  nicht 
abea  gerne  Kaste  selbst  —  Noa  neBBen  ib*  xwar  Pliebaa- 
wiakel:  SfteiBer,  Tbibant,  Pross,  Hohl,  Külp,  Oha,  GriiaaB,n.  s.  w. 
Dagegen  nennen  ihn*:  Keil,  Umpfenbach;  Raumeckenwinkel 
Crelle;  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  Mollweide,  Grunert, 
Blum,  Kries,  V^a,  n.  s.  w.:  Kante  Rase,  Uasselt,  Kliigel,  Mobs, 
u.  s.  w.  so^r  ftTaBteB^wiBkal  NaBBBBB. 

Den  Winkel  sweier  ify»**»»  nenne  ich  den  Regeln  der  deut- 
schen Sprache  gemäss  Kanten  win  kel.  Ebener  Winkel  ist  mir 
nicht  bezeichnend  genug  dafür,  und  rückwärts  w^ieder  zu  ähnlich 
mit  Ebenen-Winkel,  Eben  so  wenig  Linienwiokel,  und  wenn 
dieser  Name  gebraneiit  werden  soll ,  sa  Ist  ei  besser  ibn  an  ge- 
brauchen für  den  aiaem  Fl&ebamnBkal  als  Maass  eatsprecbenlaa 
Winkel.  —  Nun  nennen  ihn  zwar  Kanten  winke!  Steiner,  Prosa, 
Külp, U.S.W.  Dagegen  Ebener  H^inkel  Moliweide,  Hohl,  Graoert, 
Blum,  u.  s.  w.j  Linienwiukcl  Dhsi,  Tellkampf,  u.  s.  w. 

leb  bin  bereit  Aasiebten  anderer  Geaaieter  über  diese  NaaaB 
an  berück sichtijren,  wenn  nur  eiii^  StiMB^- ▼QlbiiMOlNBwl  bleility 
mü  diaiam  Onftg  eis  Eada  na^t^ 
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Eine  geometrische  Aufgabe. 

Vom 

Bean  G.  D.  E.  Weyer 
AMinemMi  an  dtr^Stamvmria  su  Uaaim^ 


Zwei  V ierecke  zu  construiren,  welche  eineSeitennd 
4i«  beiden  nnHegendea  Wiakel  gMtUncbnfllM  kulien« 
wenn  bloss  die  Seiten  dieier  Fiereeke  gegeben  ■in\L 

Die  Seiten  dee  eisen  Vinreeke  aeien 

* 

0,  6,  c,  d 
und  die  analogen  dea  andeni 

C,  if, 

wobei  6:=  6'  als  die  gemeinschaftliche  Seite  angenoaiBen  werde. 
Die  Winkel  (Ausseawinkel) 

Qlid 

<  ß',  9 

seien  so  zn  nehmen,  dass  ß  den  Winkel  bezeichnet,  welcher  von  , 
der  verläofferten  Seite  a  und  der  Seite  b  gebildet  wird  n.  s.  w.;  so 
liefert  die  T^etragonometrie  die  bekannten  rormeln 

gfi^b*^c*'^d^'^%mb  eea  ß^%be'ti»  jH^Saw  eoa(/}4*^)=0 

«»»•f.  b^^if^^äf^^^b  cos  ß+IM  cos r-^i^^  ««■  (/^-♦-y)=0 

worin  ß  und      als  die  an  der  Seite  6  liegenden,  beiden  Vierecken 
gemeinschaftlichen  Winkel,  die  zu  findenaeo  UnbekanDten  sind. 
Diese  Gleichungen  haben  die  Form 

A»^B  eoa  fi'^C  to»  j^+eae  (/}-h^)=0 
Jt'^B  eoa  /?+^  con  f-|-«oa  09-l-r)ssO, 

wenn  man  sur  Abkürzuag  setst: 


f 

Dii  Elimalioii  giebt,  wten  ^~ ^ssf  mm4  ge- 
Mlil  wirdt 

(1)  . . . .  cos  y=sg  CO»  /?-*-/*. 
Nack  der  SnbititnlioD  ÜifltM  Werth«  in 

^  +     cos  cos  ^-l-coi  1')=:0 

wird  hicrMn,  wmar  ab«  noch 

^-1-^=1» 

uid 

Mfcrtilit  mw4  muk  don  PoteBM       co«  fi  •vda«!; 

.   (2).. cos  ß»^{l^m*-^2mg'^g*—/*)  cos  /i' 

-  -f.S(MsH-«/)  «OS  — ls=0, 

wobei ,  wie  avi  dsr  Natw  der  «BbekaMeB  GrSsie  eriMlIt,  «ir  die«; 
JdBigoD  reden  Warxeln,  weliÄe'&ehle  Brftcfce  siadi  des  Bediagna- 
gea  der  Aafgabe  geafigea. 


Berichtigung. 

In  Nr.  XL  dis  liUraiichtQ  fisnehu  S.  172  Z.  10  Isso  Bui  Boasr 
sutt  Bauer. 


• 
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* 

Syirteme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


4,  » 

F<elirbiicb  der  rcioen  Elementar-lUiitlinnatik  von  Dr. 
U.  A.  UerÜDg,  Prof.  am  Gjmoasium  zu  Frankfurt  a.  M. 
Mit  151  in  Text  eincredroekten  FiirureD.  Prankfort a, M. 
1842.    8.    1  Thlr. 

Enfhält  die  gcwölinlirhcn  Elemente  Hör  Arifliinptik  und  Alg^ebru 
bis  zu  den  quadratischen  Gleichunp^cn,  oltmc  (•coinetrie,  Stereome- 
trie, ebene  und  spbäriiche  Trigonometrie  und  die  Lehre  vod  den 
Kegelselmitteii. 

Die  Forst- Matljpmntik  in  den  rirenzcn  wirthschaft- 
licber  Anwendung,  nebst  Hüitstafcln,  sowohl  für  die 
Forstschätzuns;,  als  für  den  täglichen  Forstdienst.  Der 
f  orstwif  senaefiaft  erat«  Ranptabtbeilongf  Ton  Dr.  CS.  Kö- 
nig, Groaaherzogl.  Sächsischem  Oberforstrathe.  Zweite 
atark  ?emekrte  Attagake.  Gotha.  1842.  8.  3TUr.  Uggr. 


Arithmetik. 


IkittrdoBi  el^aeaa  d^arithM^iie.  19.  ^t.  Paria.  1842.  .5  Fr. 

W.  Foster,  Elements  of  Aritbmetic.    London.  1842.   12.  2  sh. 


d'arithai^fcique  et  d*algebre,t  ii  l'usagc  des  (icoles  de 
mnrigatiea  par  Poaraier.  Toaia  2.  (Ceacinaiea)  Paria.  1842.  10  Fr. 

Sammlung  von  Beispielen,*  Formein.  uod  Aufgaben  aus  der 
Bvehatnbenreänanff.iind  Algebra  ven  Meier  Birach.  §te  dnrehge* 
•aheae  Awgnbtt.  Beriia.  18ll.  gr.  8.  i  TUr.  8  ggr. 

'miu.  U 
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Lclirbueli  der  Uuciistubeureciinuiig  uud  Algebra  von 
A>v.  Koller»  1*r.-Meuf.  nuil  Lehrer  der  Motheaotik. 
2te  Abtbeil.  Trier.  1842.  ffr.  12.  (Krste  ood  sweite  Ab- 
tbeil.   U  Thlr.). 

Jerone  de  la  Lande:  Tables  de  loguri tbmes,  a  sept 
d^eimalet,  per  C  Marie;  pr^c^d^es  de  pliitienrft  table» 
contenant  les  caiculs  les  plus  usuell,  par  Oh.  B.  Goil- 
lery.   Bruxelles.  1842.  8.   1  TUr.  6  ggr. 

Table»  of  Loffarithmt  comnioji  and  tf igoiiuieetrical, 
to  fiTO  place«.  1842.  8.  .3  s.  '  . 

Logarlthins  (four  figoroi)  apd  AntilogaritbaiB.  Ob 
a  Card.  1  s.  * 

Sanmlung  arithnetischer  and  alffebraieeber  Aufga- 
ben von  Dr.  Fr.  X.  Poltack.  Prof»  der  Mntb.  «od  Nuturge« 
■cbicbte  am  k.  l^jceum  an  Üiliugen.  Angab.  1840.  8.  16 ggr. 

^  Sammlung  alge bruiscber  Aufgaben,  welche  au«  mehr 
alt  1200  Beispielen  sammt  den  Auflösungea  besteht,  und 
worunter  sicii  sehr  viele  Musteraufgaben  mit  deren  aua> 
führlichcn  Auflösungen  befinden,  für  Ncliulen  und  zum 
Selbststudium  von  Dr.  Fr.  A.  Follak,  Prof.  der  Math,  und 
Natur^eächicbte  am  k.  Ljceum  zu  Dilingen.  Der  Samm- 
lung arithmetischer  und  aigebrui scher  Aufgaben  sweito 
Abtheilung.    Augsborg.  184*1   8.   20  ^gr. 

Diese  Auft^abcnsammlung  enthält  in  ihrer  ersten  Abiheilung 
einen  grossen  Rcichthum  von  Aufgaben  zur  Buchslubenrechoung 
und  zur  Auflösung  gcgebeucr  (/ieicbungcn  mit  einer  und  mit 
mehreren  nnbekannten  Groosen  dao  ersten  und  aweiten  Grades,  to 
ivic  auch  zu  der  i^brc  von  den  ProporUeoen  und  Progressionen, 
auch  insbesondere  zu  der  Lehre  von  den  in^s  GnendÜclie  iortlau* 
fenden  geometrischen  Reihen,  wuh  besonders  zubilligen  ist,  zu  der 
Lelire  von  dqo  Logarithmen  und  den  mit  Hülfe  der  Loffaritbrnen 
anfzulösenden  Oleirbungen ,  iu  denen  die  nobckunnte  Grösse  als 
Exponent  ersrhelnt.  Kinen  eben  so  grossen  Reichthum  mit  Hülfe 
der  /.Ic^chra  oder  der  (•leicliuncfen  aut£ulö^endcr  zusammengesetz- 
ter Autguhen,  die  sich  auf  \  «irkoninienhciten  des  gemeinen  Lebens, 
Gegenslände  der  Naturlehre  u.  s,  w.  bexieben^  enthält  Idic  zweite 
Abtlieilung.  Unter  dertelben  befindet  sieb  aacb  eine  siemlicb  grosse 
Anzahl  von  Aufifabeh  aus  der  unbestimmten  Analytik,  aus  der 
Lehre  von  den  f*ro«rressi<»nrn.  von  den  f/Offarithmen,  aus  der  Com> 
binationslehre  und  aus  der  Wahrscheiniic hkeitsrechnung.  Da  uns 
die  .Aufgaben  meistens  zweckmässig  |^e\vablt  scheinen,,  und  man 
boi'm  dnterricbte  eigentlich  nicht  genug  sofahor  Ansahen  zu  einer 
roögirchst  reichlichen  Auswahl  haben  kann;  so  wird  auch  diese 
Autgabonsamnilnnei^  neben  den  übrisren  bekannten  Neiirlften  dipsrr 
Art,  von  denen  besonders  in  neuester  Zeit  ciue  grössere  Auzaul 
erschienen  ist,  manchem  Lehrer  zuweilen  gute  Dienste  leisten.  Ins- 
besondere ist  die  an  sieb  allerdings  tieflUrae  Sammlung  vo«  Meier 
Hirsch  schon  80  viel  gebraucht  und  in  den  fläniMn  so  vieler 
Schüler,  dass  die  in  neaerer  Zeit  in  grütaerer  Ansahl  oraehianoBnft 
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AofgabcnsaminluDg'en  jedenfitlls  mit  Dank  aufzutipliiiien  sind,  weil 
sie  eine  xicuilicb  grosse  Anzahl  neuer ,  weun  uucli  oft  ireijich  nur 
m  Assdraefc  Iiq4  dtu  niMieriBclicn  Datfn  Tctioderter  Auigaben, 
sur  Auswahl  bei'«  Uoterricbte  darbieteo.  h  . 

Kurzer  Leitfaden  für  den  \  urtrag  der  hüücrn  Analy- 
ais,  hüheru  Cioomctrie  uod  analytischen  iHechunik.  von 
Dr. .D.  C.  Ia  Lahnna.  iUit  einar  Fiffuraakafel.  Barlin. 
1842.    8.    1  Tblr. 

Dieser  kurze  Leitfaden  verdankt  den  \  orträ^en  des  V  erfassers 
an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur- Schule  zu  Berlin  seine 
Kntstehung.  \  on  den  neuen  Untersuchungen  über  den  Rest  und  die 
Coo?ergeps  der  Tajlor'seben  aud  Maclanrin'schen  Reihe  ift  niebta 
in  demselben  enthalten,  und  die  Darstellung  der  Pi^DCtflieo ,  der 
Differentialrechnung  entfernt  sich  nicht  wesentlich  von  dem  tob 
f^agrange  uuü  Lacroix  eingesrlilatreneri  Wege,  wodurch  denn  na- 
türlich auch  die  weitere  Begründung  der  ganzen  Wisäenschaft  und 
ihrer  ADWeadang  ^nf  Geometrie  und  Meebaailt  bedingt  wird. 

Sammlung  von  mathcrnntischen,  nament)tr)i  von  Dif- 
ferentiiil-  und  I  ntegralfuriueln  ,  nebst  den  (»leicbutigen 
u.ä.w.  jeuer  kruatmen  Linien^  die  aui  hantigsten  Auwea> 
dang  fiadea.    Von  «Pah.  Aadr.  fi$ehnbart  'Dresden. 
8.  IThlr. 

Caiculi  Varialionii  m  Integraliuui  duplicium  exercita- 
tiooes.  Auetore  Km.  Gabr,  Björliug,  IMiil.  Mag.  ad  Reg. 
Aetad»  üfsal.  Mechän.  Oaei   diisaliae.  1848.  4. 

System  e  II  i p <  i s c Ii e r  Bogen,  zur  E  i- 1  e i c h t e r u n g  der 
Jntegralrecbuung  uud  zur  Bestimmung  astronomischer 
Cvrössen  berechnet  von  Jotiaon  Gotthelf  Schmidt,  KÖ- 
aigt.  Profeaeor.  Ilerlia.  184SL  4.  d  Tblr. 

Teber  tlic  au  sieb  lalM*  einfitclic  Einrichtung  dieser  Ti^fla 
S|iriclit  sich  der  \  ertu^ser  in  3.  «les  Vorbericlils  (S.  Hl)  auf  fol- 
gende Art  aus:  ,,im  Systeme  bezeichnet  v  den  elliptischen  Bogen 
für  den  relativen  Werth  der  halben  grossen  Axe  {a)  aod  der  bai* 
l»en  klein<<a  (^),  die  von  0,01  bi«  l,00%rt8ebteiten.  In  der  erriteo 
Abtheilung  folgen  die  eiteeloen  Werthe  rou  «r=:0,0l  bis  0=rO,99 
eben,  die  100  Wertbe  von  ^,  nnfen  zur  Seite,  für  jedes  Hun- 
derttheilcheo    von  in   der    zweiten    die   von   ^==0,01  bis 

^=1,00  oben,  die  100  Weribe  von  a  unten  zur  Seite  uud  die 
elKatisehea  Onadranten.  Dia  Bo^n  habe  ich  aaf  15  nad  oft  aaf 
■ebr  Dadmea  befaabnel,  und  ihre  Richtigkeit  durch  Differenz- 
reihen  geprüft,  aber  nur,  weil  es  hinreiche nd  ist,  11  drucken  las- 
sen. Zur  lürleichterung  der  Interpo'iition  sind  2  Differenzreihen  der 
B<»gen  beigefügt,  welch«  bior«icbeud  sind,  um  die  ersten  0  oder 
7  iSeciaialen  der  Bora  an  finden ,  und  die  mau  ieidbt  tortsetiin 
Itaiub-waM  naft  sMar  als  7  Oaeinielaa  btancbt.' 


VoHständiges  Taschenbuch  der  Münz-  Maass-  und 
Gewicbts-Verhäituisse,  der  Staatüpupierej  des  Wechsel« 
uad  Baukwaaau«  and'der  Usansen  aller Lftadar  uadHaa- 
dalsplftl»e.  flach  den  Badärfnlssaa  dar  Gef  auwart  be« 
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nrhcitet  von  CbrUt.  Noback  uod  Fricdr,  Noback.  Leip- 
Eiff.  1842.  8. 

.  Brtcheint  in  EtfUn  h  12  ggr.  Dm  4rftte  Heft  lit  Jetst  er- 
scbieneD.         •  .  - 

Wunderbare  (lorlmcnkünstc.  Eine  SammluDg;  BUter* 
lesener  nritbmetihclier  Kunstaufgaben,  unter  besonde* 
rer  BerUekiichtiguog  der  Zanber-^nadrate,  binstchta 

Hl  rer  mecbanischen  Anfcrtif^ung,  und  des  Dominospiels, 
U.S.W,  \chst  dein  Anhanpfot  Der  Kfirtenicger  zur  frohen 
ffeseil.  (1  nterbaitu Uff  für  .ledermann.  Von  C.  Ulbricht. 
Quedliobnrg.  1842.        10  ggr. 


deometrie. 


Elements  of  Geomctry:  couAistinff  of  ^i^c  first  four, 
•   «ad  tbe  sixtb,  booki  of  Bvelid,  cbiefly  from  tbe  t«xt  «f 
Dr.  R,  Simton;  with  tbe  principal  tbeorens  in  pr«por« 

tion,  nnd  a  course  of  practica!  prcometry  on  the  ijroiind. 
Also,  h  tracis  relatinp^  t<>  rir(lf8,  planes,  and  sulids; 
witb  oue  on  sp bericul  gcoractry.  Uv  John  Nurrieu.  8. 
Ltiidoii.  1842.   I0«b.  «  d. 

Fif'lirhuch  der  fieometrie  von  Fr.  Wolff.  1.  Tb  eil. 
Ebene  Klementar-Geomctrie,  Trigonometrie,  Tbcilunffs- 
lebre.  3*  verbesserte  Ausgabe.  Berlin.  1841.  gr.8.  IThlr. 
16  ggr. 

Die  ebene  Geometrie   nach   Legendre,    von  Moritz 
Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu.  Bern. 
Dritte  aaverinderte  AafUg^e.  Ber».  C842.  8,  gvr. 
Bin  gmis  kurzer  l^eitfadea  nir  den  Scbalanterriebt  in  oer  ebe- 
■  Ben  Geometrie  nacb  Ijegendre. 

Die  Elemente  der  geometrischen  Aebnlicbkeits-  und 
Vergleiehnngt-Lebre,  nebst  einer  ijstenatiecben  Anr  « 
lege  der  El  erneute  der  Fornbildnog.    Znm  Gebraneb  filr  * 

den  Unterricht  in  der  reinen  Geometrie  in  den  ohero  ' 
Gymnasial-ivlassen,    von    Dr.   Lndwig   Martin  Lauher, 
Professor  und  Director  des  Königlichen  Gymnasiums  zu 
Tborn.  Berlin.  1842.   8.  8  ggr. 

f)io8e  kleine  Schrift  bfeatehti  wie  schon  ihr  Titel  aagiebt,  ant 
zwei  Ahtheiliiiigen.  In  der  er«:ten  Qripl»t  der  Verf.  eine  neue  Dar- 
Stellung  der  Lehre  von  der  Aebnlichkeit,  wobei  er  von  der 
AtasichC  ausgeht,  dasa  die  gewöhnliche  Definition  äholicber  Figforeo 
als  solcber,  in  denen  alle  Winkel  gleicb  aiad  nod  alle  ähn- 
lich liegenden  Seiten  in  gleichen  Verhältnissen  zu  ein- 
ander stehen,  loijisch  fal«irfi  sri,  indem  sie  solche  Merkmale  ent- 
baite,  welche  sich  gegenseitig  bedingen,  wie  z.  B.  in  einem  Drei- 
oeke  acbon  die  Seiten  proportionirt  lind,  wenn  nur  Ceberafinitffli- 
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miBg  in  den  Winkclo  Terbanden  ist    Au  die  Stelle  dieier  Defini* 

tion  üLuHcber  Figuren  setzt  er  datier  die  folgende  neue:  ,,Gieich^ 
Damig^e  Formen  haben  einerlei  Bildungsgesctz  (Form  iHpi 
engern  iiinne},  oder  sind  aiiuiich  (cv>),  weuu  soIcLe  Ge- 

Seabesiebnagea  iwiscbea  gleichnamigen  Elementen 
eaaelben  statt  finden  —  oder  auch  ^  wWan  ibre  Cqn* 
structionen  so  von  eiuaoder,  unmittelbar,  ubbängig^  ge* 
oiacbt  werden,  dassdipFormeucongruciitwerdpn,  wenn 
sie  in  Einern  lineariflchen  Elemente  übereinstimmen'* 
-tt^d  grüodet  auf  diese  oene  DefioitioD  die  Kauze  Lebrc  von  der 
AeboncblLeit  und  die  Beweise  der  übrigen  bekannten  damit  zusasi» 
menbängcnden  Sätze.  Die  zweite  Abtbeilung  enthält  als  Anbang 
xn  der  ersten  .,cine  systematiscbe  Anfap-e  der  Formbil- 
duug"  nämiicli  eine  svstematiscbe  ZusamiueustcIIung  aller  Be- 
^rifiräestimm^ligeD  uod  aä^e  der  Elementar-Geonetric  bis  zu  den- 
jenigen Abscbnitten,  welche  in  der  engten  Abtheiluog  vollständig 
behandelt  sind.  Ohne  hier  weiter  auf  das  Einzelne  eingeben  und  uns 
auf  eine  Kritik  der  Schrift  einlassen  zu  können,  orlauben  wir  doch, 
d^.  dieselbe  der  Beachtuuff  allerdings  nicht  unwertb  ist,  und  dass 
die  n^nen  Aasicbteni  des  Verfassers  wobl  eine  genauere  Prüfung 
verdteneu,  welcher  wir  dieselbe  denn  aneb  bterdnrcb  empfobletf 
beben  wollen. 

Inledninw-  tili  Geomctriens  Utöfning,  byjyi^d  Mf»(ta 
Euclidis  üch  Arcliimedis  Grunder,  Samt  lämpad  etter  de 
Sweuska  uiätniogs-sätteo.  At*  Auders  Wikström,  Math, 
ocb  Loir.  Leetor  i  Calinar.  Sjette  Upplagan.  örebro, 
Llndk.  1842.  8.  24  sk. 

T^ärobok  i  Geomotrieu,  innefattuude  gruuderna  für 
lüran  om  Liuier,    i  lur  (Planimetri   ocb  Landtmäteri),  > 
solida  Figurer  (Stereosietri)»  samt  deskriptiv  Geometri 
af  C.  J.  L.  Almquist.    Trcdje  Upplagan  Öfwersedd  ocb 
Tillökad.  Stoekbolm.  11^42.  8.   1  Rdr.  16  sk. 

Darstellung  der  O  ru  n  d  ei  ge  n     Ii  a  1 1  e  n  der  Frismoide 
V6n  Joh*  Heinr.  Traug.  tVlüller.    Gulhu.  1842.    4.   i>  ggr. 

Zwei  pr^etisebe  Tabellen  für  Tccbniker  und  Matbe* 
matiker,  aufgestellt  von  einem  Tecbniker.  Altona;  i84lL 
12.   8  ggf. 

Die  erste  dieser  beiden  Tafeln  enthält:  .J)ie  Krcisumfängc 
nnd  die  Kreisflächen  in  Kreiszollen,  Quadratzullen  und  Uuadratr 
fussen  ausgedrückt,  bei  gegebenen  nm  die  beständige  Diflferenz  von 
^  Zoll  wacbsenilen  Durchmessern  von  \  bis  100  Zoll."  Die  zweite 
Tafel  enthält:  „Die  Oberfläche  und  den  Kubikinhalt  von  Kugeln, 
deren  Durchmesser  um  die  Differenz  von  \  der  gegt  lx  ticn  .Maas»- 
eiohett  bis  so  12  derselben  wachsen.''  Guter  einem  Krctszolle» 
welcber  Ausdruck  sonst  nicbt  eben  ffewSbolleb  ist,  versteht  der 
Ver^ser  den  Flächeninhalt  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser 
einen  Zoll  lang  ist.  Diese  kleinen  nur  10  ISlätter  füllemlen  Tafeln 
sind  auf  vier  Iiecimalstellen  (»ercclinet,  und  auf"  schönes  starkes  Fa- 
pier  mit  bcbr  deutiicbcu  Ziffern  gedruckt«    Ucbcr^ibre  Genauigkeit 
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kttDD  nur  ütterer  Gcbraucli  eutächeiden.  Sie  köonen  bei'm  Uoter» 
riebt  M.der  fjebre  von  Kr«ise  nad  von  der  Kttgel  »Is  Eseapel- 
bnch  gdbraucbt  werden. 

Table  des  diiimctros  du  cerclcs,  depuls  1  josqn'ä  100, 
avec  aires  et  circo uf^rences  cor^espuo dantes  par  J. 
Cochanx..  Brnxcllei.  1842.  8.  8  ggr. 

De  punrtis  s  i  n  gul  a  r  ili  u  s  curvorum  alffebrai  ca  rutn 
simplicis  ciirvaturae  diäu uisitio.  Auetore  r.  N.  Ekman. 
Farisiis  (Lipsiae).  1842.   8.    12  ^gr. 

Specialen  disquisitionis  cnrvarom,  qua«  lia  qnarti 

ordinis  aeqtiatiouilius  contincatur^  in  ({uibDsquatiMta* 
tibiis  variabiiibus  .r,  y  pares  tautum  exponentes  tribu- 
uutur.  DiBsertatio  quam  ampl.  pbilosophur.  ordinis 
anetoritate  in  Academia  VratlslHviensi  ^tra  anflimia  in 
pbilosopbia  iiunoribns  rite  obtiocodis  die  Xlfl  M.  Au^. 
A.  MDCCCXU  publice  dcfcndot  auctur  Joannes  Theophl* 
lus  lllauritias  Jakobi.    V ratislaviae.  4.   16  ggr. 

Der  PreU  Ton  Pl&ckera  Crefflieb«o  Aoalytiaeb-et^o'iie-  - 

triacben  Entwickclu u ffen.  Essen«  1831.  2  Bde.  4.  ist 
Dcuerru-list  durcb  die  VcrlagahoodUiog  von  &  Tbfar.  dO-Sgr.  auf 
%  Tblr.  berabgesetzt  wordito.  \  ■ 


1 

■ 

PraktiBcbe  Geom^vie. 


Der  se  Ibstl  eb  re  ndv  practiscbc  (jcumeter.  Eioe  do- 
polare  Anleitung  zur  Berecbnong  ^eoaietrisebor  > 
cheu  und  Körper,  zur  Lösnog  der  in  teehniscben  Ge- 
werben vorkommenden  gcomctriscbcn  Aufgaben  und 
zum  practiscbcn  F cid essen.  Zunächst  für  G'ewerbs- 
leute  und  Laudwirtlie  bearbeitet  von  F.  Uerrmann. 
Grimma.  1842.    12.   S  g{^r. 

Handbuch  der  höheren  und  niederen  Messkunde  oder 
griiudliche  11  n  terw  e  i  s  u  n  s:  in  dt*r  pewöbniirhen  Feld- 
*  me'sftkunst.  t»o  wie  zu  grösseren  geo  li  iitisc  beu  Aufnab- 
ipen,  zu  gc og  i  ap h iscbe n  Tr i a Uff 0 li rung en ,  barometrt» 
acbea  HöhenmesBungeti,  an  NiTefleoieata  und  anr  lostro-. 
Kcutenlebre.  Nach  dev  neuesten  Staudpunkte  der  Wii- 
senssbatt  hearbritct  von  Dr.  Fr.  \\.  Muriuss.  Mit  14  15- 
thograpbirteu   Foliotalelu.     Weimar.    1842.     8.    2  Tblr. 

IJer  Zweck  diesea  Werkea  eines  schon  dnrcb  «obrere  Aibei* 
-  ton»  ini besondere  ia  Scbnnncbera  aatronottiscben  Nacbriebtea,  tiba- 

< 
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liebst  bckonntrn  \  crfoBSerH  ist  durch  seinen  Titel  huirficlicad  be- 
acichnet,   und  wir  glaubeu   da^st  Ibe  Praklikorn  hesomlers  wegen 
seioer  Deutl^cbkeit  etupfeblen  zu  dürtVn,  wulieu  über  uuf  der  an- 
4eni  Seile  auch  siebt  vcrheblen^  was  wir  in  demtelbett  verBiaet 
haben.    Ztienl  icbeint  uns  in  demselben  überbuupt  ein  sjpsteuiati« 
aehPT  F;idrfi  zu  fehlen  oder  wenigstens  nirlit  vtill  .fätMÜn-  tost  p^e- 
iiiilteii  zu  seiu,  wcicber  sirb  durch  dus  g  tn/r  Werk  liindurclt  ziebt, 
wobei  wir  jeducb  gern  xuffeLeu  wolleu .  iiu&tt  e»  eige&tbüimliche 
Sekirieriffkeiten'  bat,  in*  eiiieei  Lebrbuche  iler  Geodäsie  eiven 
•elehen  Puden  zu  verfolKOii.  J^tLss  ein  solcher  luö^lichst  streng 
systematisch rr  Gang  aber  nnL^fvirlüet  der  praktisehoo   Natur  ^^der 
Geodäsie  deunHch   vod   der  grDssten    Wichtigkeit   ist.    wird  auf 
der  üilelle  einkuchteo,  weun  man  überlegt,  dass  nur  nui  diese 
W#Me  4er  l^ehrliag  eitte  Tollskändi^  deutliebe  Eünsicbt  in  die 
eigeatliche  Natur   und  ,den  eigentlicben  Zweck  aller  ^t^dlitt« 
»?chcn    \rI)oitpri   von   den  kl<'if»st«'ri   bis  zu  den  grössfen  crl.inü;«*« 
kttuu.    Ferner  scheint  uns  der  \  ertasser  «Ifr  ('«»orditiatcrnticf liode 
eine   zu  geringe  Aufaierkäumkeit   geücheokt  zu  liabeu,    da  die« 
ielbe  jedeilfalb  far  die  Geodäsie  von  der  grSssten  WickHgkeit  ist» 
"^^^bm-  wir,   um  nur  etwas  Suecielles  hervorzuhebea,  D.  A.  %h 
die  schöne   Auflösung   des'  Pwtiicnot'schen    Problems  von  fSauss 
( Astronoukische  Nichrichten.   Nr.  0.).  nu  Hanseti's  sscliöne  Auf- 
lösung einer  uaderu  tfeodatischeu  Aufj^abe  ( Aslronontiticbe  fVucb- 
richten.  Nr.  419.)  nnl  äbniiebe  Arbeiten  anderer  Mathematiker 
frinncrn,  die  sich  alle  der  Coordinatenmethode  vorzugsweise  bedie- 
nen.   Letztere  Aufgabe  und   die  vnn  Clausen   in  Nr.  YM).  der 
HatronouHschen  Nachrichten  ^eu^ebene  graphische  ^nHösung  derselben 
hätten,  um  dies  heiläudg  zu  bemerken,  wühl  auch  eine  besondere 
Beraeksiehtigun^  verdient.  In  einem  Werke,  wie  das  vorliegend^, 
welches  namentlich  auch  eine  Darstellung  der  höhern  Geodäsie  lie- • 
fern  und  eine  Anleitung  zu  ^eo£rra|»hisrben  Tririnjruiirungen  geben 
soll,  wäre  wohl  eine  a  1 1  ü-e  in  e  i  n  e  a  nal  v  t  is  c  Ii  •      Ii  e  o  r  i  e  der  Feh- 
ler in  ebenen  und  sphäritic;heD  Dreiecken  gaüz  uu  ilireui  Orte  gewesen, 
wenn  anch  der  Verfasser  allerdings  in  den  eintetnen  TorknB-  . 
menden  Valien  die  möglichen  Fehler  immer  berücksichtigt  und  in 
Rechnung  zu  nehmen  gelehrt  hat.    Am  meisten  aber  hahen  wir  eine 
vollständige  io's  Fin/r  lne  i»;i  liende  Anleitun«;  zur  Au.sfutirung  dt  r  in 
neuerer  Zeit  für  alie  ffröbsereu  geodätischen  Arbeiteu  so  wichtig 
geweidenen»  nnf  die  Metbode  der  kleinsten^uadrnte  gegründeten, 
aogenannCen  Ausgleichungsrechnungen  vetjnisst.  da  dasjenige,  was 
über  diesen  Iioch\vicliti{;en  Creu^eiistjni  1  ;ujf  S.  301 — S.  305  gesagt 
worden  ist,  nach  unserer  L'eberzeuguug  keineswegs  zur  vollständi- 

fen  Uelebruug  eines  Geodäten  welcher  grössere  Arbeiten  seines, 
achs  attszufiibren  beabsichtigt,  bioreicht.  Nehmen  wir  nnn  hienu 
noch,  dass  daa  Werk  von  den  Lehren  der  sphäroidiscben  Trigono- 
metrie, dieses  neuern  für  die  bölicrc  (»cadäsir  nl)eraus  wichtigen 
TbeiU  der  reinen  Mathematik,  so  gut  wie  gar  keinen  Gebrauch 
Bliebt  "),  so  werden  wir  in  den  Augen  der  Leser,  auch  ohne  uus 
amf  eine  in'a  Einselne  gehende  Kritik  einsulaasen,  gpewiss  gerecht- 


*)  Das  Wenige,  was  in  ^.  18.  über  die  geodätische  Linie  gesagt  worden 
ist,  ksnn  liesei  ürtheil  nieht  enckrificn. 
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fertigt  erscheinen ,  wenn  wir  die  io  demselben  gegebene  Darstel- 
lung, tfrenigstens  in  Bezug  nuf  die  hShere  Geodisie,  dem  tteveste« 
Standpaokte  der  Wissenschaft  nicht  gnuz  entaprechend  firulen  können.  - 
Auch  bemerken  wir  noch,  dass  der  Verfasser  s^ar  nicht  auf  die  Er- 
leichterung' und  Abkürzung-  oft  wiederkehrender  Rechnungen  durek 
Tafein  Rücksicht  genommen  hat,  so  wie  denn  z.  B.  in  der  Lehre 

.  Ton  dem  Uöhennessen  mit  dem  Barometer  die  Bereehoantr,  Kin* 
riclitang  und  der  Gebrauch  der  trefflichen  Gaussischen  Tafeln 

,  hätte  gezeigt  werden  sollen,  die  auch  leicht  selbst  in  das  Werk 
hätten  aufgenommen  werden  können,  da  sie  nur  etwa  den  Haum 
zweier  ^ieiten  in  Anspruch  genommen  haben  würden,  wodurch  der  ' 
praktischen  Ausübung  des  barometrischen  HIHieiimeiMM  Jedeafiillt 
ffroaaer  Vorschub  geleistet  worden  wäre.  Dogeachtet  dieaer  Anmtel- 
rangen  wiederholen  wir  aber  ^ern  unser  im  iTingange  nusg-esproche- 
nes  Urtheil,  dass  das  Werk  insbesondere  wegen  seiner  durch  die 
meistens  sehr  ausführliche  Darstellung  bewirkten  Deutlichkeit,  unter 
den  im  Obigen  angedeuteten  Beschränkungen,  ?erdient,  von  Prak- 
tikern nicht  unbeachtet  gelassen  so  werden. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Anzeige  maeheo  wir  die  Leier  tteeh 
darauf  aufmerksam,  dass  von  dem 

'Traitö  de  G^od^sie  par  Puissant.  2  vol.  in  4. 
in  diesem  Jahre  eine  dritte  Ausgabe  (Preia  40  firanca)  eriekienea' 
iat,  aber  die  wir  teichatena  weiter  su  berichten  VeranwiMing  n«h« 
m»ü  werden. 

L^Art  du  Nivellement  et  l'Application  de  cet  art  k  la 
eonatVactidn  dea  rontea^  chemini  de  fer  et  de  grande 
communication,  par  K.  dn  Breuil.  L  et  S.  Partie.  Pnria. 
im  8.  4  Fr. 

Trigonometrisches  iNivcIlcment  der  Oder  von  Oder- 
herg  unterhalb  RBatrin  bis  zur  Ksterreiehiaehen  Grenie. 

Auf  Befehl  des  Königlichen  Finanz-iMinisterii  anage- 
fülirt  in  den  Jahren  1S39  und  IKK)  von  C.  Hoffmann,  Ban« 
Conducteur  und  Kau -Referendar,  und  Cand.  Salzenberg. 
Mit  2  Lebersichtskarteu.    Berlin.  1841.   4.    2  Thlr.  12  ggr. 

Ilciträge  snr  Geographie  Kurbessens  und  der  ualie* 
gen  den  Gegend.    Zwriirs  Heft.    Kot  haltend  die  !>lessun« 

gen   der  .lahre  1S:?5,    [SMS  und  ISiH  nebst  der  definitiven 
erecLuuug  der  ganzen  Arbeit,  zur  Grundlage  für  die  ' 
weitem  Verne  ssongen  in  Knrheasen«  Von  Prof«  Dr.  Ger^ 
ling.  Cassel.  \Hm.    (Brat  jetzt  in  den  Bnchhnndel  ge- ' 
kommen).    N.    J  Thlr. 

Aus  keinem  Buche  wird  man  sich  mit  den  für  die  höhere  Geo- 
däsie iu  neuerer  Zeit  su  wichti^r  gewordenen,  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gegründeten,  sot^enannten  Ausgleichnuffsreeh» 
uungen  besser  bekannt  machen  können  ala  au«  dieaer  in  jeder *Be> 
Ziehung  tretÜieheii  Schrift,  welche  Niemand,  wer  sich  mit  grossem 
geodätischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  beahsichtiö:t,  unbeachtet  las- 
sen sollte,  und  dieselbe  kann  daher  in  der  so  eben  in  Anregung 

Sebrachten  Beziehung  in  gewiaser  Rücksicht  dem  oben  angezeigten 
nebe  von  Herrn  Dr.  Bartuas  zur  &gänzuirg  dienen. 
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Mechanik. 


Versuch  einer  neueu  BegründuDg  der  Grundlebren 
dejr  Mechanik  von  Joh.  Andr.  Schubert,  Prof.  der  ma- 
tken.  Wi8a«B0cli«ften  an  der  teebBisebeii  Bildvnjrfaii- 
i^talt  zu  Dresden.   Dresilen  vod  Lcipzifc-  IMl.  8.   11  g|^r. 

Der  Verf.  findet  die  strengeren  Beweisriilirtingen  «les  Satzes 
vom  Parallelogramme  der  Kräfte  und  den  Tebergang  zu  den  von 
dtnselben  abhängigen  Gesetzen  weder  sehr  bequen,  noch  elegant, 
«■d  sagt,  daas  wm  Anfänger  Bsvantlieli  die  «nlire  Eifetaiiiir  die- 
ser Grundlehren  ungemein  schwer,  ja  dass  Baocher  hierdurcn  von 
einem  griindliclien  Studium  der  Mechanik  ganz  abgeschreckt  werde. 
Deshalb  versucht  er  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  indem  er^ 
zunächst  das  Gartesianische  Rräfteroaass  beweiset,  hieraus  das  Prin- 
^  dp  der  rirtaeHen  Geieliwbdigkeiten ,  ferner  die  Beitiemirag  des 
Bll(teldrocl^es  für  Drücke  in  einer  und  in  verschiedenen  Ebenen, 
und  sodann  die  iihrigen  Lehren  der  Statik  ableitet.  I>ine  Kritik 
dieser  Darstellung  in  wissenscbaftiicber  Beziehung,  namentlich  in 
Rücksicht  auf  Schärfe  der  Begriffe  und  Beweise,  i^ürde  hier  eineo 
▼iel  so  mssen  Ken«  einnehmen,  und  dnreii  blosse  knne  BesMr- 
kungen  könnte  in  dem  Verf.  leiebt  die  Termuthung  erweckt  wer- 
den, dass  ihm  unrecht  geschehe,  weshalb  wir  dieselben  hier  lieher 
ganz  unterdrücken  und  fallen  lassen  wollen.  Was  aber  die  von  dem 
Verf.  bei'm  Unterrichte  gemachten  Erfahrungen  betridc,  so  müssen 
fHr  offen  gesteben,  dnss  denselben  dio'nnsrigen  gerade  entgegeu- 
geseCst  sind.  Denn  nneh  nnsem  Brfebningen  haben  Schüler,  die 
von  einem  gründlichen  und  strengen  Studium  der  elementaren 
Theile  der  reinen  Mathematik  zu  dem  Studium  der  elementaren 
Mechanik  übergingen,  sich  durch  die  strenge  Darstellung  des  Pa- 
rallel ogrammes  der  Krifte  imnier  gans  besondeis  befriedigt  p^e« 
ftblt  *),  nnd  sind  gerade  durch  diese  an  die  Streiige  dir  endidi- 
schcn  Geometrie  so  lebhaft  erinnernden  Darstellungen  ganz  beson- 
der«; zu  einem  gründlichen  und  ausführlichen  Studium  der  Mechanik 
angeregt  und  für  dasselbe  gewonnen  worden,  indem  sie  ^häufiff 
überrascht  waren,  ganz  gegen  ihre  nicht  selten  vorgefesste  Hef- 
nnng,  in  der,  einen  so  praktisch  oder  technisch  klingenden  Namen 
wie  die  Mechanik  führenden  Wissenschaft  die  Strenge  der  Begriffe 
und  der  Beweise  des  alten,  von  ihnen  so  liebgewonnenen  Euclides 
wiederzufinden.  Auch  haben  wir  immer  die  Bemerkung  gemacht,  dass 
dnrch  die  strengen  und  nach  unserer  Ueberzeugung  grösstentiieiln 
sehr  eleganten  Herleitnngen  der  übrigen  Gesetze  der  Statik  aus  dem  Pa- 
rallelogramme der  Kräfte,  die  jedcnralU  das  beste  Muster  einer  streng 
systematischen  und  völlig  erschöpfenden  Darstellung  einer  ganzen  Wis* 
senschaft  liefert,  das  schwerlich  durch  irgend  etwas  Anderes  in  demsel« 
ben  Grade  und  mit  demselben  Nutzen  ersetzt  werden  kann,  das  Inter- 
esse an  der  Wissensebaft  nur  fortwährend  desto  mehr  gesteigert  ond 
erhShet  wurde,  je  weif  er  die  Entwicklung  fortschritt.  Wie  würden 
daher  das  griftsste  Bedenken  tragen,  unsere  Vorträge- über  Mecba- 

*)  Fast  immer  haben  einige  aus  eignem  Antriebe  umfassende  Arbeiten 
aber  die  ▼crRhiedenen  Beweise  des  PaiiUelogfSsunes  dsr  Krifte  unter- 
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\tt.  uen  Oirteflianisctieii  Kriftenuw  nnd  dm  iaaer  eine  ^ 
wiMe  Dunkelheit  und  dnbeatiinnitheit  zurücklassenden  Begnffc* 
der  virtiiplleo  Gesch\vin(li2:kei(j§ii,  wie  «Irr  \  erf.  will,  zu  beginnen, 
und  kiinuen  liiernucb  den  von  dem  \  crt.  in  Vorschlag  gebrachten 
Weg  in  Dietb o diseber  Rücksicht  —  indem  wir,  wie  schon  er- 
wäluit^  die  voo  der  tlreBgeD  -Wiasettscheft  geaecbteii  AofMilenM- 

?feD. jetzt  gar  nicht  weiter  in*s  Auge  fassen  —  nur  für  ver- 
eh)t  erkl  ären.  und  müssen  jeden  Lehrer  von  dessen  Befolgung 
dringend  abrathen,  da  durch  denselben  das  Sfudium  der  Mechanik 
den  grüssieo  Theii  seiner  die  ganze  Ausbildung  des  Mathematikers 
80  sehr  fördernden  Kraft  nnoi  nnaerer  Oeketieng^ng  y^itteieii 
würde. 


'  Versuch  einer  objectiven  Begründung  derl^ehre  von 
der  ZusamnensetzuDg  der  Kräfte  von  Dr.  B.  Boizuuo. 
Am  don  Abhnndlangen  der  Kinigl.  BftliB'iseliei  (SeeolU 
Schaft  der  Wissenschaften  (V.  Folge  Bd.  2*)  besondere 
«bgedmckC  Prng.  1842.  4.  12  ggr. 

Hand.buch  der  Mecbauiki  mit  Bezug  auf  ihre  Anwen- 
dung und  mit  besonderer  Räeksiebt  auf  ihre  Dnrslel- 
Inng  ohne  Anweidnng  der-böberen  Anulysis  bearbeitet 
von  C,  H.  A.  Kayser,  6 res  s  h  erzog  1.  Badischem  Hofratht 
und  Professor  au  der  poivtechniächen  Schule  zu  karls- 
ruhe.   Mit  13  litbogr.  Tatelu.    karlsrube.  m2,  8.  4  Tblr 

IKeses  mit  grosser  Grii«dliebkeit  vetfasste  Handboeb  der  Meebn- 
nik  enthält  anioer  der  Darstellung  der  theoretischen  lehren  dei 
i>lechanik  fester  und  Hüssiger  Körper  die  wichtigsten  Anwendun« 
gen  dieser  Wissenschaften  in  so  grosser  \  otlst.iudigkeit  mit  fort 
währender  Kücksicbt  auf  die  neuesten  fciriiuduogen  wie  unsers  W  is^ 
sens  wenig  andere  Werke  von  ibnlicber  Tendens,  wesbnlb  wir  dao^ 
sdbe  zu  einem  gründlichen  Studium  der  tbcoretisebea  und  prakti' 
sehen  Mechanik  insbesondere  allen  Teclinikern  angelegentlich  empfeh 
len,  und  die  Ueberzeugung  haben,  dass  es  zu  dessen  Beförderung  uno 
der  allgemeinem  Verbreitung  der  neuem  tllrlindunffen  auf  dem  Ge- 
biete der  pnikfneben  Bfeehnnikf  nnd  einer  gründlicben  BenftfiM-. 
Inng  derselben  aus  dem  theoretischen  Gesichtspunkte,  gewiss  bei- 
tragen wird.  Dass  der  \  erf.  die  Anwendung  der  höhern  Analysia 
zwar,  wo  es  ohne  zu  grosse  Weitlau  Ii  ii^keit  anging,  vermieden, 
aber  keineswegs  gänslicb  ausgeschlosseu  liat,  sichert  diesem  Werke 
■ocb  einen  lietondern  Vorang.  Die  Figureotalelo  sind  swar  nicbt 
kl  grossem  Maassstabe,  aber  doob  niit  für  ihren  Zweck  binroi« 
chender  Deutlichkeit  und  Sriilirfe  ausgeführt,  ('«  hrii^ens  schltess. 
sich  das  Werk  an  des  \  erfs.  früher  erschienenes  Handbuch  der 
Statik  mit  Beziebunir  auf  ihre  Anwendunir.  Kusrlsruhe, 
1835.  8.  an.  . 

Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der 
Hydraulik.  Mit  vorzüglicher  Rücksicht  auf  ihre  An- 
wendung in  der  Architektur,  aufgesetzt  von  Dr.  J.  A. 
Eytelwein.  Dritte,  mit  einem  Anbange  vermebrte  Auf* 
läge.  Herausgejgeben  von  A.  Freiherru  von  Forstuer. 
Mit  60  UoUsckniUen  nnd  6  Kupfertafehn.  L^ipzlf^  1843. 
8.  3  Tblr. 
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«  * . 

Der  Ii ocii verdiente  Verf.  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  ans- 

fezeieii litten,  vorzüglich  für  den  Praktiker  su  brauchbaren  Baud- 
achs der  Mecbaoik  fester  Körper  uyd  der  Hydraulik)  welcbeu  eio 
mhaltondea  Anifcnfibel  liinderle,*  sich  der  Bearbeitung  der  ndtliig 
gewordenen  dritten  Auflage  selbst  ftu  oateniebeB,  übertrug  dienelbe 
deshalb  drm  nuf  dem  Titel  genannten  Herren  Her.iuscreber^  welcher 
in  der  Vorrede  ausführlich  von  den  Grundsätzen ,  welche  ihn  bei 
der  Hera usgube  leiteten,  Rechenschaft  abgelegt  hat.  Wir  beiner-' 
ken  hier  lo  dieser  BesiehiiDg  trar,  dass  £e  ^ariehtnag  des 
Buchs  im  Wesentlichen  ganz  unverändert  geblieben,  Vad  dass  also 
auch  jetzt  noch  die  Hydraulik  bei  Weitem  als  dessen  Hanpttheü, 
die  Mechanik  fester  Körper  eij?'entlich  nur  als  eine  hiuleitung  zu 
derselben  zu  betracbtea  ist.  Liuzeioe  Bemerkungen  im  theoreti- 
schen Tbeile  bat  der  Berr  Heransgeber  gleich  isi  Texte  eiage- 
sdialtet»  Überall  aber  auf  die  aeuere  Literatur  ▼ollständig  hingen 
wiesen.  Beigcg^ehen  i«t  dieser  neuen  Auflng^e  ein  sich  in  den  frn- 
heru  Auflagen  nicht  lindcnder,  ans  mehreru  Tlieilen  bestehender 
.Anbang,'  dessen  einzelne  Abschnitte  folgende  sind.  1.  Abschnitt, 
l/abv  den  Ansflnss  de«  Wassers  durch  vertikale,  recbtwiaklichte, 
oben, freie  Oeffoungen,  wenn  dieser  Ausfloss  frei  und  ohne  Hin- 
dernisse erfolgt.  II.  Ahsrhrntf.  Oitersuchungen  über  die  Bewe» 
guug  des  Wassers,  wenn  auf  die  (  ontraction,  welrlie  beim  Durch- 
gttoffe  durch  verschiedene  üeifnungeo  stattfindet,  und  auf  den  Wi- 
ibrsliiid,  welcher  die  Bewegung  längs  dea  WSoden  der  Beb&ltnisse 
reriögeft,  Bttckricht  genommen  wira.   III.  Abschnitt.    Von  der 

Bestioimun^r  der  Wnssormoncre  eines  Sfroms.  IV.  Absrhuitf. 
Ueber  Anordnung  der  Kolirenieitungen  mit  Verzwcianincren  und  die 
Bestimmung  ihrer  Abmessungen  unter  gegebenen  Umständen.  V.  Ab* 
ij^aitt.  Teber  die  Bewegung  des  Awassers  in  Böbrenleitnngen, 
üft^  besonderer  Berücksichtigung  der  Druckhöhe  über  der  BinmUn- 
dnag  der  f>ritr()hre.  Die  in  den  frühern  Auflagen  sich  findende 
„ll^afel  über  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper 
durch  den  freien  Fall  ^rlangf'  ist  in  dieser  neuen  Ausgabe 
weggÜnssea  worden,  weil  sie  selten  gcbravcht  wird,  aber  1|  Bo- 
eünninunt,  und  die  in  Ihr  «nHialtenen  Angaben  immer  leicht 
qp|siith'll,iir  iiaeb  der  bekannten  einfachen  Formel  c  = 
sa^lH  •  ^  ^  ty^k  (beinahe)  berechnet  werden  kennen. 


Praktische  Mechanik« 


4 

Bresson,  Carl,  Lehrbuch  d*r  Mechanik  In  ihrer  An- 
wendung aaf  die  physischea  Wissenschaften,  die  Künste 
■  ad  («ewcrbe.   Aus  dem  Frauz.    Leipzig.  18A2.  S. 

Bracheint  in  Uefemngen  a  i%  ggr.  sMt  Eupfera  in  Folio. 

Guil.  Ed.  Weber:  De  tribns  «üvl»  lihrWitt«  constrnen* 
dataa  methndii.  Ooltiagan.  1841.  4.  S  ggr. 


pigiti2!ed  by  Google 


146 


Astronomie. 


Populäre  Astronomie  oder  Cnterriclit  über  mathe- 
matische Geoc^^ruphie,  Astronomie  und  Kalender»  es« d 
VOD  G.  A.  Scburaono.  Neue  Ausg.  (Juedli  oburg.  1842. 
&    16  ggr. 

Ueber  das  farbiu^c  Licht  der  Doppelstemc.  Versacb 
einer  das  iJ  r  ad  I  c  y 'sc  b  e  A  be  rrati  on  s-Tlieorem  als  inte- 
grireodeu  Tbcil  iu  sieb  scbliesscudcn  ullKcmeineu  The- 
orie* VoD  G.  Doppler.  Am  den  Abhandlangen  der  k. 
.  bdbB.  Geiellschaft  der  Wissenschaften  (V.  Fo ! ge,  Bd. 2») 
besonders  abgedruckt.    Prag.  lSi2.    gr.  4.    4  Tbir. 

.Wir  werden  später  auf  diese  Abhaodluug  zurückkommeD»  > 

Berliner  eitroiioaiiaebei  Jabrboeb  für  1844.  AafVer* 
anlassung  der  Mioigterien  des  Ünterricbti  nnd  des  Han* 

dels  herausgegeben  von  J.  F.  Gncke,  Director  der  Ber- 
liner Sternwarte,   lieriin.  1841.   8.   3  Tbir.  4  ggr. 

Das  Berliner  a^troaomiscbe  Jahrbuch,  welches  von  seinen  er- 
sten Erscheinen  im  Jahre  1776  an  bis  jetzt  nur  für  die  Benutzung 
der  darin  enthalleiicn  Angaben  von  Seiten  der  Astronomen  bestimmt 
war.  erhält  mit  dem  Jahrgange  1844  eine  auch  für  die  Folge  bei- 
zubehalleode  neue  Einrichtung,  indem  kiinftiff  auch  die  Data  darin 
•nibalteB  sein  sollen ,  wcicbe  hanptsicblicb  nir  den  Seefabrer  ?ob 
>  lateresse  sind.  Demzufolge  sind  jetzt  an  seinem  frobero'  Inbälke^ 
welchen  wir  als  hiureiclieud  bekannt  voraussetzen,  hinzugekommen: 
1.  i\lond  -  Distanzen  für  1844  auf  S.  277  — S.  420.  2.  Parallaxe  und 
Halbmesser  der  IManeteo  tür  1844.  3.  Lage  des  Mond- Aeuuators 
für  1844.  4.  Bewegung  der  mittleren  Linge  des  Mondes.  5.  Ta- 
ftln  snr  Bestimmung  der  Breite  durch  Beobachtungen  des  Polar- 
atems ausserhalb  des  Meridians.  6.  Hülfstafeln:  l^afcl  I.  Kefrac- 
tioDstalel.  Tafel  II.  Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit.  Tafel  IIL 
Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit  in  mittlere  Zeit.  Tafel  IV.  Kin- 
fiiebe  Interpolation  bei  einem  intenrall  Ton  12  Standen.  Tkfel  V. 
C'orrections- Tafel  für  die  zweiten  Differenzen.  In  einem  Anhange 
wird  endlich  über  Ginrichtung  des  Jahrbuchs  eine  sehr  ausführliche  - 
Nachricht  und  zu  dessen  Gehrauch  eine  sehr  vollstäudige  Anlei- 
tnng  gegeben^  Jeder  Jahrgang  erscheint  künftig  drei  Jahre  vorava. 

So  sehr  nnn  aiicb  aof  diese  Weise  das  Jahrbuch  seiner  eigent- 
liehen  Bestimmung  als  unentbehrliches  Hülfsmittel  bei  den  astrono- 
mischen Beobachtungen  näher  geführt  wird,  und  so  sehr  sich  alle 
Beobachter  und  Seelahrer  dem  schon  so  vielfach  verdienten  Herren 
Hetaiuffeber  so  dem  wtmsteu  Danke  fir  diese  neue  Eüaricbtnnii^ 
vetpflicTitet  fühlen  mSssent  so  wcrdon  doch  auf  der  andern  Seite 
alle  theoretischen  Astronomen  mit  Hcdauern  dir  schönen  Abhand- 
lungen vermissen,  mit  denen  früher  der  Herr  Heraustfcber  jeden 
Jahrgang  schmückte.  Hntbält  auch  die  Vorrede  nicht  die  he- 
«  stimmte  Naebwebnng,  daas  diese  Abbandlungen  kiioftig  wegbleiben 
soUen,  so  sind,  docb  weder  in  dem  Jabrgaoge  Ar  1844,  nocb  in 
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dem  auch  bereits  erschienenen  Jahrgang-e  für  1845  dereclerchcn  the- 
oretische Abbandlungen  enthalten,  so  wie  denn  aiicb  überhaupt  die 
~'  beiier  Jalirgänge  dsraliun  üeitfbe  iit 


Tonnaissance  des  teae,  ponr  l*an  1845 «Tee  AdditioBt. 

Parit.  1842.   8.   3  Tbir.  '  ' 


Physik. 


Die  ersten  Elemente  der  gesammten  Naturlehre  zum 
Gebrauche  für  höhere  Schulen  und  Gymnasien  von  Dr. 
ttaorg  Wilbal»  Hdveka.  Vierte  rerbaasarta  Aaflage 
.  Bit  swei  Raofertafeln.  Heidelberg.  18491  ^  20  ggr. 

Die  Hinrichtung  dieser  vierten  Autiage  des  vorstehenden  bin- 
reichend  bekannten  liehrhuchs  ist  im  Wesentlichen  t^anz  dieselbe 

geblieben  wie  in  den  vorbergebeDdeu  Auflagen.    Die  neuem  Kot- 
eckaagaa  aiad,'  aa  weit  ea  mr'SSwack  daa  Boches  gestattatei  ba- 
riekaicKtigt  wardan. 

Die  Naturlehre  nach  ihrem  gegenwärtigen  Zustande 
mit  Rücksicht  [auf  mathematische  Begründung  darge- 
atallt  TOB  Dr.  Andraaa  Baoagartner. '  Siebente  Anflaga» 
WOU  Genanntem  und  lon  Dr.  Andreas  v.  Ettingshausen 
gemeinschaftlich  umgearbeitet.  Mit  acht  Knatartafeln. 
Wien.  m2.   8.    4  Tbir. 

Die  so  eben  erschienene  siebente  Auflage  dieses  trefflichen 
Lebrbneba  dar  Pbyeik  natenebeidet  sieb  van  den  frübem  naeb 
des  Verfassers  eigenen  Worten  banptaichlieb  in  folgandan 
Punkten.    „In  der  >itatik  wurde  der  in  den  früheren  Auflagen  vor- 

Setragenc  Beweis  Ducliavia's  fiir  den  S;itz  vom  Paralleloo^ramme 
er  Kräfte  duccb  einen  anderen  ersetzt,  der  iu  der  Ujuptsacbe  mit 
dam  Tat  langer  Zeit  tan  dem  treflicban  daniaeben  BIntbaaatikar 
Lambert  gegebenen,  aber  wie  ee  scheint  wenig  beachteten  Be- 
weise des  genannten  Satzes  übereinstimmt.  Dieser  Beweis  ist  von 
dem  TebelstandQ  frei,  die  Zusammensetzung  der  auf  einen  isolirten 
Punkt  wirkenden  Kräfte  auf  Prämissen  zu  gründen,  welche  das 
Varbandeasein  eines  Systems  nnTeiindarlieb  verbnadanar  Punkte 
voraussetaan  nnd  anf  Eigenschaften  eines  solchen  Systems  beruhen. 
Die  Lehre  von  den  Capitiarphänomenen  tropfbarer  Flüssigkeiten, 
die  Sätze  von  dem  Gleichgewichte  der  Gase,  die  Hyg;rometrie  er- 
hielt eine  ganz  neue  Bearbeitung.  Die  Lehre  von  der  scliwingen* 
.den  Bewegung  der  Körper  #nrde  als  et«  lelbitständiges  (Sansea 
behandelt^  dessen  Principien  auf  gleiche  Weise  der  isetraclitung 
der  Wasserwrilen ,  der  Erklärung  der  Erscheinungen  des  Schalles, 
wie  auch  der  llndulatioostbeorie  des  Lichtes  zum  Grunde  gelegt 
werden  können.  Im  zweitee  Theile  schien  es  passend  die  Abitcbnitte 
Tarn  MagnaHamoa'  und  tan  dar  Blaktrieiiät  jener  vam  Uabta  ■  mmI 
TOB  der  wüme  Tarangaban  in.  laasaa.  Abgeaaban  tran-'dam  ' 
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reo  ZasAaiiieBbaBffe ,  der  dadurch  in  die  Wärmelehre  ||febrecbt 
"wird,  welche  seit  Mellotii's  Arbeiten  der  Kenntniss  der  Liektrici- 
4;ät8lebre  nicht  mehr  entbehren  kann,  haben  die  Lehrer  der  Physik 
an  unseren  Universitäten  und  Lyceen  nicht  mehr  mit  den  Schwie- 
rigkeiten «a  ktepfen ,  welche  verdeni  die  verioderKebe  WitteruDg 
des  Frühjahrei  den  wichtigsten  optischen  Versuchen  in  den  Weg 
legte.  Sämmtiiche  vier  Absciinitte  erscheinen  radikal  umgearbeitet; 
in  der  Lehre  vom  Magnetismus  sind  die  Prlncinien  der  Arbeiten, 
von  Gauss  uufgenommeUf  die  Lichtlehre  wurde  direkt  aus  der  Un- 
dnlntiona^ofte  entwickelt,  der  Vortrag  der  Wttrnielebre  erhielt 
darch  die  wichtigen  neuen  Funde  auf  diesen  Gebiete  eine  verän- 
derte Gestalt  und  gewichtige  Zusätze.  Am  meisten  war  die  Gäh> 
rung,  in  der  die  Wissenschuft  sich  befindet,  und  die  Schwierigkeit 
allen  Anforderungen  zu  geniigen,  bei  der  Bearbeitung  der  Elektri* 
eititalehre  fühlbar;  die  ichdne  Anwendung,  welche  Poggendorf 
dem  Okni'schea  fiaietse  auf  die  Theorie  der  xasaMBengesets- 
ten  Säule  machte,  kam  uns  erst  zu  r,>sichte,  als  die  von  der  Elek-' 
tricität  handelnden  Bogen  bereits  abgedruckt  waren;  wir  halten 
dieselbe  für  xu  wichtig,  um  ihr  nicht  noch  einen  Platz  in  einen 
Naehtraffe  in  widneni  den  wir  an  Ende  dei  Bneben  feigen  latsen» 
wm  so  dem  Lrier  die  Wissenschaft,  so  weit  es  in  unseren  KrSlIen 
itabt,  in  dem  neneitea  Znetaada  an  übergeben/* 

Pouillefs  Lehrbuch  «I  e  r  Physik  und  Meteorologie 
für  deutsche  V  erhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job. 
Müller,  Lehrer  der  Physik  und  iM  uthematik  au  der  Real- 
sebnle  so  OieBien.  Mit  lOOO  in  den  Text  eingedmekten 
Holzschnitten.  2  BMndey  jeder  Ton -40  Botren,  groia 
Octav.  In  Lieferungen  von  0  Bogen.  Jede  Lief ernng 
12  ggr.    Braunschweig  bei  Fr.  Vieweg  und  Sohn.  1842. 

Wir  werden  später  auf  dicbes  Werk  zurückkommen. 

Die  Physik  in  ausführlicher  nonnlärer  Darstellnng 
lincb  dem  gegenwärtigen  Znstnade  dieser  Wiiseneebaft, 

mit  den  bis  auf  die  neneate  Zeit  darin  gemachten  Brfin- 

dnngcn  und  Kntderknnf^en.  für  die  (ie  bildeten  beiderlei 
Geschlechts  bearbeitet  von  llr.  J.  H.  M.  v.  Poppe.  Mit 
SM  Abbildungen  auf  20  Tafeln.  Erster  Band.  Zürich.. 
1841 

Von  diesem  Bnebe  sind  bis  jetst  die  ersten  4  Meferungen  in 
unsere  flinde  gelangt.  Das  Ganze  soll  no»  neben  Liefemngen  be> 
stehen,  tod  denen  jede  12  ggr.  kostet 


Handbuch  der  Physik  für  Unterricht  und  Selbstboo 
leliruug,  mit  immerwährender  Beziehung  auf  Anwen- 
dung. Von  Job.  Pb.  IScumunn.  IDrster  Bund.  3tc  zu 
einem  dnrcbans  neuen  Werke  umgestaltete  Anfinge. 
Hit  7  Knpferlafeln.  Wien.  1842.  8.  ^  Tbir.  12  ggr. 

Wir  werden  jpälerhSn  nach  dem  voUslindigen  Erscheinen  dar 
3ten  Auflage  dieses  in  mehrfacher  Beziehung  epipfehleuswerthen, 
aus  seineu  t'rüitern  Auflagen  biareicbend  bekannten  VVerks  auf  das- 
selbe zurückkoiumcu. 


i 


140 

On  Ihe  conneiioD  of  tbe  pliyitical  sciences.  By  Mary 
SonerTillt.   §th  edition.    8.   Losdoa:'18<lft    10  tb.  ö  d. 

(■uil.  Ed.  Weber:  De  fili' b^MbyciBi  vi  elattic«.  Got- 
iiogae.  1841.  4.   8  ggr.  ,  « 

Die  Lebre  roi  der  Wärme  aad  l^sft  mit  beieederer 

Eöck sieht  auf  die  ellUlglichen  EreekeieoDgen  und  ge- 

werbltclirn  Ä  n  we  n  d  u  n  p^e  n.  Vorlesu  ns^eu,  gehalten  zu 
Jever  im  VV  i d t e r  18^ ^,  v o r  e i n e r  V c r s a m in  1  u o g  v o n  H e r r e o 
uod  ÜameD  von  W.  U.  Brennecke.  Jever.  1842.  8.   1:^  ggr. 


What  is  a  Volüie  Battert?  By  RostBa  M.  Zonrllo. 
2  a.  6  d.  1842. 

Rwpertorium  der  Physik.    Eine  Znaammenatel  1  u 
der  oeaerea  Pertsebrüte  dieser  Wissenschaft.   Baad  vC 
Mit  zwei  Piffureotafeln.    Berliu.  1842.   8.   2  Thir. 

Dieter  secnste  Band  des  bekannten  sehr  verdienstlichen  Reper- 
kuriums  der  Physik  enthält  zwei  Abschnitte.  Der  erste  von  A.  8ee- 
beb  bearbeitete  Abschnitt  ist  der  Akustik  gewidoiet.  Der  sweite 
▼OB  Peter  Riesa  bearbeitete  Abschnitt  lietert  elaen  zweiten  Be- 
richt Uber  die  Fortscbrilte  der  Klektricitätsichre ,  und  ist  als  eine 
Fortsetzung  des  im  zweiten  Kunde  des  Repertoriums  geiieferteuerstea 
Berichts  über  diesen  wichtigen  Theil  der  Physik  zu  betrachten. 

Annulen  für  Meteorolugle,  Brdaiagnetisnius  und  vef- 
wandte  (lec^enstände,  redigirt  von  (Irunert,  Koller, 
Kreil,  Lnniont.  IMieninsfer,  Slieffel,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  l<umont,  Couservutur  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  Mfiaeba»,  a.  s.  w.  Jahrgang  1843;,  I.  Haft.  Mit' eines 
Steindrucke.  Hänchen.  1842.    H.    1  ThIr. 

Von  dieser  schon  in  Nr.  VI.  N.  103  des  litararischen  Bericbtä 
vorläufig  angekündigten,  der  Meteorologie  und  dem  Erdmagnetis* 
mus  vorzugsweise  gewidmeten  neuen  Zeitschrift  ist  nun  dai  erste 
Heft  wirkucb  eracbieaaa,  und  bat  dda  folgenden  Inhalt. 

Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  im 
Jahre  1841,  mit  RUlte  recfistrirender  Instrumente  aufgezeicbnet  an 
der  königl.  ä»terowarte  bei  München,  reducirt  von  Herrn  Leonhardt* 

Mittlere  Teaiperatur  oad  aiti  lerer  Bareaaterstaiid  für  die  Üo« 
aate,  abgeleitet  aus  den  vorhergehendea  Beobachtungen. 

Dunstdruck,  beolütclitet  an  der  K.  Sternwarte  bei  51ünchea  1841« 

Neue  Kiuricbtung  des  Psvclirometers,  vom  Herausgeber. 

Magnetische  Beobachtungen,  angestellt  im  Ubsorvatorium  der 
K.  BCarawarte  bei  Mäaehea  iai  Jnbre  184d. 

Zaaattaaaatalhnig  der  tiglichen  meteorologischen  Beobacbta»« 
gen  von  Regensbnrg,  U'iiizbiire',  Hof  und  Leipzig',  1841. 

Znsaminf nstelluntr  der  motiatttciieii  Mittel  des  Luftdruckes  und 
der  Tetujieratur  in  Landsberg,  l^egensburg,  Burglengenfeld^  Gun- 
wabauaau,  Aaabaeb,  Neastadt  aa  der  Alteb,  IVUnborg,  CJffeabaiai, 
Höf,  I^erpzig,  OenberL^. 

Mittlere  mnrrnetisc  lia-Declination  in  München,  vom  Heransgeber. 

Metearolo^rischc  l'ebersicht  des  Jahres  1811,  aus  den  Regens* 
bargcr  Beobaciituugco,  vuu  Uerro  Prof.  t.  Schmöger. 


Digitized  by  Google 


160 

Brdlieben  und  Erdstöne  in  den  Jahren  1839,  1840^  1841,  DeUt 
Angabe  der  gleichzeitig  in  Freysing  stattgehabten  Aettderasg  dm 
Barometers  von  Uru.  Lyceal-Profeaeor  \.  Meister. 

Differential -Instrumente  für  magnetiiclie  DeelinatioB  und  üori* 
zontal -  Intensität,  vom  Herausgeber. 

Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.  —  Ma^etbdie  8t8- 
rang  TOB  SS.  Sept.  1841.  —  Supplemental  InstnictioDt  for  the  use 
of  magnetical  Ooservatories.  —  ladoetions-lDclinometer  von  Hm. 
Prof.  rioyd.  —  Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu 
Prag,  erster  Jahrgang.  —  Annuaire  magn^tique  et  m^t^orologique 
du  Corps  des  Ingenieurs  des  minea  de  Rnetie,  l899«—  Ausog  eoa 
eineni  Briefe  des  Um.  Colla.  —  Periodiscira  Aenderang  der  Horizon- 
tal-Intensität  von  Herrn  Prof.  Hansteen.  —  Aiiszug  aus  einem  Briefe 
des  Hrn.  Prof.  Hansteen.  —  Auszug  aus  einem  Briefe  des  Hrn.  Direc- 
tors  Valz.  —  Bescbreibungdes  Observatoriums  in  Dublin,  von  Hrn.  Prof. 
Uovd.  —  Correctionder  abtoluten  Intensiftäts-BleMnngen,  wegen  des 
In  deB.Magnetstäben  indutiirten  Ma^netiniiui,  vom  Herausgeber. 

Man  wird  hieraus  den  reicbbritigen  and  lehrreichen  Inhalt  de» 
vorliegenden  ersten  Hefts  dieser  neuen  Zeitschrift  erkennen.  Wir 
werden  den  Inhalt  eines  jeden  Uefta  in  unserm  Uterariacben  Be- 
richte mittbeilen. 

Alle.  Mittbeilongen  für  die  Annaleu  von  grösserem  Umfange 
bittet  der  Herausgeber  ihm  durch  die  G.  Fram'Mbe  Bncbbuidlaa|g 
in  MüBdiee  sukoMMo  su  lassen. 

Witterungslcnnde\  Mit  Riicksicbt  atff  yeraatbliebe 
Witterung  überhaupt  und  dea  Jahrea  1842  insbesondere. 
Von  Ph.  Stieffei,  Prof.  an  der  G rosshersogl.  Badischen 

ßolytechniachea  Schule  su'Karlarube.  Karlar«be.  1843^ 
.  1  Thlr. 

-  Der  Inhalt  dieser  für  Wetterbeohachter  vielea  iBterenaBle  eat- 
baltenden  Witterungskunde  ist  folgender. 

Vermuthliche  Witterung.  Ursachen  der  Wärme.  Ursachen 
der  Erkältung.  Leitung  der  Wärme.  Bewölkung  und  Niederscbiäge. 
Veränderung  des  Luftdruckes.  Biafluss  des  Mondes.  Perioden  der 
Witternnffsweeksel.  Rficlisiebt  avf  den  EinfliiaB  des  Meedes.  Versebie- 
bung  der  Perioden.  Vermutbliobe  Witterung  im  Allgemeinen.  Vermuth- 
liehe Witteriino^  im  Eiuzelnen.  Die  Feuchtigkeit  der  Luft.  Die  Winde. 
Chronik  der  WitterungfrühererJahrezu  Karlsruhe.  Wit- 
terung auf  einigen  Punkten  des  G rossherzogthums  Ba- 
'4en  Tergliebee  mit  jener  su  Karlsrnbe.  Des  Jabiei.—  Der 
Meeate,  wo  bei  jedem  Monate  immer  die  drei 'flipptrabrikee :  Wit- 
terungscharakter, Regeln  für  die  Wetterveränderungen,  ^"crmuthliche 
Witterung,  unterschieden  sind,  und  vorzüglich  das  Jahr  1812  berück- 
.  sichtigt  ist.  —  Der  Jahreszeiten.  —  Den  Sculuss  machen  Tabellen  über 
die  Witteraeg  der  Jabre  1839, 1840, 1841  und  aller  Jabre.  —  Grossen 
Fleiss  hat  der  Vf.  u.  A.  auch  auf  die  Sammlung  der  sogenaeotee  VoUta- 
und  Bauernregeln  über  die  bevorstehende  Witterung  verwendet, 
die  für  einen  Jeden,  wer  überhaupt  Sinn  für  dergleichen  Dinge  hat, 

Sewiss  vieles  Interesse  haben  werden,  und  in  dem  vorliegenden 
«ebe  rieb  ia*  einer  überraschend  grossen  AnsabI  finden.  Wir 
baltea  die  SeasaloBg  deraelben  dabar  fikr  redbt  veidieMllMb. 
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Literarischer  Berieht 


Gesdiidite  der  Mathematik  nod  Physik 


Versuch   einpr   kritischen  Geschichte  der  Ali^ehrp. 
flach  den  Quellen  bearbeitet  von  Dr.  G.  H.  F.  Nessel* 
mann,   Pri v atd ocenten  an  der  Universität  zu  Königs-.  ' 
berg.   Erster  Theil.  Die  Alrebra  4%t  Griechen.  Berfiii. 
1842.    8.    2  Thir.  6  ggr. 

Der  Verf.  sa§;t  in  der  Vorrede :  ,,Es  war  nicht  moino  Absicht, 
ans  äliern  Gcschichtswerken  eine  IVlcuffe  historischer  Data  zu 
excerpiren  und  dieselben  in  eine  frische  Vorm  giessend  dem  Publi- 
knei  ein  angenehmes  Coterhültungsbuch  zu  lief^ro,  eoa  welrben 
Weniger -Unierrichtete  altcnfalU  hie  und  du  auch  etwas  Neues 
lernen  könnten.  Ebenso  wenis^  1,ig  es  in  meinem  Plane,  ein  <*oo* 
giumerat  flüchtig  von  der  OUertlache  autgeratftcr  Thatsuchen,  die 
man  nach  Willkühr  reckt  nni  modelt ,  auf  das  Prokrustesl)ette 
eines  pbilosopkisclien  Systems  su  spannen,  ich  wollte  wie  der 
Titel  besagt,  eine  kritische  Geschichte  schreiben,  ich  wollte  die 
Ge^cliithte  der  Algebra,  nicht  wie  die  Tradition  sie  lehrt,  sondera 
wie  sie  sich  aus  depi  ausdauernden  und  gewisiienhaftcu  Studium 
der  Quellen  ergiebt,  erforschen  und  deingemäss  treu  darstellen.*' 
Je  länger  leider  des  Feld  der  Gesckirbte  der  Mathematik  brecb 
gelegen  hat,  und  je  schwieriger  und  seltener  die  Verbindung  ans« 
gebreiteter  Sprachkenntnisse  mit  den  nölhigen  niiitliem  itischen 
Kenntnissen  sein  dürfte,  desto  daukenswerther  ist  jedenfalls  jeder 
neue  Anbau  dieses  Feldes  anfsnnehnicn.  Eine  ansfukrliche  kritische  ' 
Wfirdigung  dieses  Werks  münsen  wir  den  ansechliesslieh  der  Eri* 
tik  gewidmeten  Zeikschrifteo  überlassen* 

Galileo-Galilei.  Zu  seinem  Gedäcbtniss  im  zweiten 
Sienlarjahr  seinet  Tedea.»  I.  Sein  Leben  und  seine 
Werke»  Ton  Lihri.  Ans  dem  Französischen  mit  Anmer» 
kungen  von  F.  W.  Cnrov(^.  Mit  Abbildunt;  der  Statue  Ga- 
lilei s  zu  Florenz.  Sieu:en  und  \V  ies  baden.  IS42.  8.  18  ggr, 

Oer  Ueberaeizer  scheint  bei  dieser  Arbeit,  der  uian  an  inelue- 
ren  StrUan  nieht  radevtlich  annifHit,  dnas  ein  eine  Uebersetzung 
iat,  gana  aodcia  als  ■atheiuitischa  TendenaeD  an  farfolgan. 

BtnAlU.  15  . 
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Systeme 9  Lehr-  und  Wörterbiiclier. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  obern  Klassen  hö- 
herer LpIi  ranstaltcn  von  .1.  A.  Grunert.  Erster  Theil. 
Allsremcitie  Aritliinetik.  Dritte  vermehrte  und  veibes* 
sertü  Ausgabe.    Brandenburg.  1843.  8. 

.  Diese  teboB' so  beld  oöthig  gevvördene  dritte  Aotgabe  ■einet 
bekannten  Lehrbuchs  der  allgemeinen  Aritboielik  für  die  oben 
Klassen  höherer  Lehranstalten.  (Die  dritte  Ausgabe  der  Stereome- 
trie ist  schon  früher  erschienen.  Die  dritten  Ansp^uben  der  Trigo- 
nometrie und  ebenen  Geometrie  werden  nächstens  erscheiDen.) 
glaube  ich  ait  Recht  eine  verbesserte  und  teraebrte  Ansgebe 
neDoen  sa  itSnoeo.  Verbesserungen  sind  iberatl ,  WO  eo  nothig 
war,  Torgenommen.  Unter  den  Vermebmogen  nenne  icb  nur 
u.  A.  Clausens  neue  Auflösung  des  irreduciblen  Falls  durch 
die  Kettenbrücbe, ,  mehrerer  anderer  Zusätze  hier  nicht  weiter  zu 

f-edenken,  de  die  frübern  Ausgaben  beltonnt  genag  sind,  und  dai 
er  die  Vermehrungen  den  Lesern  auf  der  Steile  von  seihst  in  die 
Augen  fallen  werden.  Dabei  habe  ich  aber  Sorge  getrasren,  die 
Einrichtung  so  zu  treffen ,  dass  die  frübern  Ausgaben  neben  der 
dritten  immer  noch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf  den  Schulen,  wo 
des  Book  befeits  eiegefiibrt  ist,  gchraucbt  werden  kttnee. 

System  der  Mathematik  von  Professor  Dr.  K.  Dummel.  1.  Theil. 
Die  Arithmetik,    gr.  8.    Wien.  1842.    1  Thlr.  8  ggr. 

Die  reine  £lementar-Me(hematik  nach  den  liehrbuchern  des 
Prof.  M.  Ohm  für  die  untern  Klassen  der  Gymnasien,  Militär-, 
Gewerbe-  und  höheren  Bürgerücbulen,  sowie  auch  tür  den  Privat- 
unterricht von  C.  Nübel.  Mit  einem  einleitenden  Vorwort  des 
Herrn  Prof.  M.  Ohn.  1.  Tbl.  Elesieotsr-ArilhMtik.  Wesel. 
gr.  12w  12  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Matliemauk  für  Gymna- 
sien und  höhere  Lehranstalten.  2.  Band.  —  Auch  u.  d.  Titel: 
Die  ebene  Geosietrie,  die  analytische  und  ebene  Trigonometrie 
und  einige  Sätse  MS  der  PoKffoiieeMtrie.  sr.  &  Zerbst.  1842. 
1  Thlr.  18  ggr.  » 

€oets,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbnch  der  Mathematik  für  Gymnasien 
ud  höhere  Lehranstalten,  3.  Bend.  —  A.  u.  d.  T.  Die  Nterse- 
metrie  und  sphärische  Trigonometrie.'  Mit  3  PigiiffeotsSBlB  (Ift 
gr.  4.)  gr.  8.  Zerbst.  1842.  ggr. 

Urban,  Sesunarlehrer,  das  Gebiet  der  niedern  Mathematik. 
Zum  Gebrauch  für  die  Oherklassen  eines  Sehnllebrersemienie,  fiir 
höhere  Bürger,  ud  Boelseboleii  beurfasittt.  gr.  8.  Berlin.  1843. 

1  ThJr.  4  ggr.  . 
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Blementi  di  aritmetica,  con  alcuoe  nozioni  di  geometria  lineare 
ad  aao  delle  acnoie  elemeatari.  Torino.  1841.  Ib'8.  45  ac 

Cbamber's  Gducatiunal  Cuurse:  Treatige  on  Practical  Matke- 
■atiet.  By  A.  Bell. .  2  Vols.   13.   1843.  clotb  8  ab. 


Aritbmetik. 


Bio  Beitrag  aar  Vereinfachaug  dea  ReeheDnaterricbta  und  di>s 
■atbeauitiacbeB  üsterricbta  vberbanpt  ?od  F.-Beiaie.  Berlin.  1843. 
gr.  8.  8  ggr.  • 

3000  gelöste  Rechenaufgaben  für  Elementarschulen,  so  einge- 
richtet, dass  sie  in  einigen  Augenblicken  in  gehöriger  Menge  und 
Tersebiedenbeit  gegeben,  und  inre  Anflosuugpo  eben  so  sdinejl  ge- 
prüft werden  können,  herausMgeben  Ton  8cbMidt,  Pfarrer  und 
Scbniinspector.   Trier.  1842.  D  ggr. 

Leitfaden  für  den  Coterricbl  in  der  Arithmetik  in 
den  oberen  ICIassen  der  Gymnasien.  Naeb  Obm.  Von 
Dr.  Julius  Hartmann,  Lehrer  am  Gyninasina  an  Marburg. 
Marburg.  1S43.    8.    12  ggr. 

Schuu  der  Titel  sagt^  dass  dieser  Leitfaden  nach  Ohm  be- 
arbeitet ist.  Indess  bat  der  Verf.  keiueaweges  Obm  nur  fliiehti|r 
exceniirt,  sondern  ist  bänfisr  seinen  eignen  fVeg  gegangen,  und 
das  Buch  Ist  allerdings  als  eine  selbststüadige  Arbeit  so  be- 
trachten. . 

Marek rohnn,  N.  W.j  Regnebog.  8.  Kjoebenbavn.  1841.  64'sk. 

Raiogo,  G.  B,  J.,  I^l^ments  d'algebrc,  contenant  les  principes 
du  caicul  alg^briquc  et  du  calcul  analyHque  jusqu'aux  equnfions  du 
secund  d^gre  inciusivement,  de  nombreuses  applications  a  l'uritbme- 
tiqne  miferselle,  et  na  recneil  d*ezerciees  et  de  probl^mes  varies; 
3,  ddttion,  revue  et  corrig^e,  gr.  in.  8.  Möns.  1843.  1  Tblr.  12  ggr. 

Lef^bure  de  Fourcy,  Le^jons  d*algebre.  In  8.  .Paris.  184^. 
7  Fr.  50 

Xhe  Priaciples  of  Arithnetie  aad  Algebra,  contaiaing  (he  most 
imporlant  parls  ot  ihose  subjects,  with  a  varirfv  of  examples.  By 
W.  B.  Hotson,  M.  A.  Pembruke  College,  Cambridge.  2.  Edition«  o. 
London  and  Cambridge.  1842.   9  sh.  , 

The  general  theory  and  Solution  of  eqnations  of  tbe  higher 

Orders:  wherein  it  is  attempted  to  bring  tbe  mrlhods  nf  Ifornrr, 
Budan,  Sturm  and  Fourier,  espeelallv  tbe  laitcr,  nearer  to  pcr- 
fection.  as  respects  tibir  practical  appliciition  to  advanced  equuliuns 
etc.  By  J.  R.  Youog.   2d  ed.  greatly  eniarged.  1843.  15  s.  clotb. 

15*  . 


154 

KriH$!che  Betrachtuog'  einiger  Lehren  der  reioeu  Anaivsis, 
welciieo  der  Vorwurf  der  Uiigereimtkeit  gemacht  worden  ist,  von 
ProfetiOK  Dr.  F.  S  eh  m  eist  er.  Frenkfurt  d.  0.  1842.  gr.  4. 
8  ggr. 

DiflTerenliai  and  Integral  Cuiculus,  hy  A.  de  Morgan.  London. 
.  1842.  14  ak. 

Nuovo  calrolo  delle  funzioni  Jisrendenti  e  discrnlenti ,  ossia 
fjilrol«»  divisinnnle,  die  fl.  Cernni,  dottore  in  tnalein,  Ksfratto  dai 
bimestri  1\  .  e  V.  dcl  docli  Anouli  delle  scieoze  del  Kegoo 

Lombttrdo*  Veneto.   Vicenze.  1841.  1d  4.   I/.  1.  74. 

Logarithniische    und    locrnriflimiscli  -  triijonoinetrische  Tafeln. 
Zum  ötientliohen  Cebrnuchc  in  lioliern  Schulen  iiberiiaupt  und  für 
'  jedeo  Mathematikbeilissenen  insbesondere  von   Professor  G.  von 
Winkler  (voo  Brückenbrand).  2.  fehlerfreie  Aäigabe.  Wieo.  1899. 
gr.  &  21  prgr. 


Geometria 


Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre  L  Theil.  Plaoimetri- 
sehe  Formenlehre.  Eine  ^'orbereitunp^  auf  das  wissenschaftliche 
Studium  der  Mathematik  für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren 
Bürgerscbnlen  und  eio  Handhnch  für  Lehrer,  von  Dr.  Jol.  Himke, 
GjmDasiel*  Lehrer.  NordbaoBeo.  1841.  gr.  8..  18  ggr. 

l^eitfaden  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theil:  Planimetri- 
scbe  Formenlehre.  Für  Schiller  der  Gymnasieo  and  hSheren  BOr- 
gerschulea  von  Or.  J.  Bimke,  Gynaaaial- Lehrer.  Nordhaoien. 
184L  gr.  8.  «ggr. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Klementar*Geopetrie, 
beiODders  zum  Gebraach  in  Sebolen  von  J.  F.  H.  Rosenberg. 
3.  verb.  Auflage.   Bambnig.  1842.  gr.  8.  6  ggr. 

Fundamente  der  Geometrie.  Vom  Professor  Dr.  M.  G. 
Paucker.  Briter  bis  vierter  Cu  rsus.  Conirrueoz.  Parnl- 
leilinien  und  Aehnlichkeit.  Fläcbeninhart  geradliniger 
Figuren,  einfache  Bicrenschaften  des  Kreises.  Kle- 
metite  der  (Geometrie  des  Raums.  Mit  2S5  in  den  Text 
eintredruckteo  Holzschnitten.    Mitau.  18Vi.   8.    Ii8  ggr. 

Diese  empfehlenswerih^  Schrifk  scheint  nns  die  Beachtnag  der 
Lehrer  recht  silir  zu  verdienen,  und  wir  sehen  namenilieh  noch 
mit  ^crlariLMMi  dm  Ix  iden  folgenden  Theilen  Entgegen,  welche  fol- 
genden liibalt  haben  werden:  Metrische  Relationen,  regelmässige 
Vielecke,  kreisberechnung.  Geradlinige  UDtl|sph«irische  Trigono- 
metrie.. Inhalt  der  Kdiper.  Analyaiometrie  erster  Theil  t  tSsnag 
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4er  Aufgubeii  durcli  ^eometriBclie  uod  trigouometrisclie  Aouivsis; 
Sectio  ratioois,  spatii,  deternitfnta.  Coordinateolebre,  Gleiebuog 
der  geraden  Lioie  uod  des  Kreises,  ebene  Oericr.   Puramel^rie,  Be- 

riihrunn^on ,  barmooisclier  Schniff,  CoIIioeation.  Analvsiometrie 
zweiter  I  heil;  Inciinationcs,  kubische  und  biquadratische  Clci- 
cbuugeo.  krystaliometrie.  —  Mao  wird  hieraus  zugleich  den  reich« 
baltigeo  lobalt  dieser  8cbrifl  erkennea.  ' 

Beiläufig  bemerken  wir  hiebei ,  dass  der  Verf.  fHiber  (1S4I. 
Mitau)  ouch  ein  empfVIih-nswerthes  Rechenbuch  herauscreireben  hat^ 
welches  vorziig-lich  die  ciireiic  Ccistesthätigkeit  der  Schüler  bei'in 
Recbenuuterrichte  zu  w^eckca  uod  in  Aosprucb  zu  uebnieo  bezweckt. 

Paucker^  Prof.  Dr.  M.  G.^  ^eometrischea  ABCbuch  oder  hun- 
dert Hauptsätze  aus  den  Fundamenten  der  Geometrie,  Trifi;ououietrie, 
Metrik  und  Stereometrie  in  ilirer  Anwendung.  £ioe  Angabe  tlir 
Examiuuudeo.    gr.  8.    .Mitau.  1842.    12  ggr. 

A.  Sautel,  cours  de  irdoiidtrie  «t  de  iriiroBOBdtrte.  6. dditioD.- 
8.   Paris.  1842.  5'  Fr. 

Eleuieuti  Ui  gcumetria  uiana  di  Zoechi«  Con  oote  di  A.  M. 
Legendre.  In  8.  Napefi.  1841. 

Berg,  P.  C.  Ledetraad  ved  den  focrste  genmetriake  Uoder* 
viiBDiDg,  ned  Figurer.   8.   KjoebeDbavo.  1842."  32  ak. 

KanffnstfD«  PrSceptor  K.  F.»  and  Ober  *  Reallebrer  Cb. 

Schwenk ,  Aufu:aben  hob  der  durstellenden  Geometrie.  1.  Abtb. 
gr.  8.   tttnugart.  1842.   brocb.  18  ggr. 

A  Treatise  in  which  the  Eleuieqtury  Properties  of  the  Ellipse 
are  dednced  fron  tbe  Properties  of  tbe  Cirde«  and  GeometricaillT 
demonstrated.  By  ibe  Uoke  of  Somerset  8.  1842.  cloOi 
9  ab.  6  d. 

\  on  den  sphärischen  Lioieo ,  welche  durch  den  Schnitt  eioer 
Kogel  nnd  'der  Umdrebnngsoberfläebea  de«  «weiten  Grades  ent- 
stBben,  TOD  Dr.  M.  Ginsberg.   gr.  8.  Breslau.  1842»  6  ggr. 

Die  ITebertraa^ungrsprincipien  der  analytischen,  Geo- 
metrie. \  00  Dr.  N.  Druckenuiüller,  Lehrer  der  .Math,  am 
Gymnasium  so  Dasseldorf.  Erster  Band.  Trier.  1842. 
8.   2  Thir. 

Heber  dieses  den  Liehhahern  der  analytischen  Geometrie  sehr 
zn  emptelilende  W«  rk  erklart  sich  der  Herr  Verf.  zu  Anfanjifc  der 
Vorrede  auf  folgende  Art:  „Wie  nach  dein  Princiu  der  Hecipruci- 
tit  fOD  Gergonne  und  Pooeelet  sieb  ein  Punkt  nnd  eine  fre- 
mde Linie  entsfirecben,  so  stellt  die  Collineatlon  von-  Möbias 
zwei  gerade  IJnien  oder  auch  zwei  Punkfe  in  abhängiger  Lage 
einander  cregenüber  und  die  von  Mairnus  und  Steiner  einge- 
führte neue  Art  der  \  cnvaudschutt,  welche  als  CoIIioeation  der 
»weiten  Ordnung  angesebeo  werdeo  könnte,  setst  an  die  stelle 
einer  geraden  Linie  eines  KeffelscbniCt,  der  durch  drei  feste  Punkte 
gebt,  darum  aber  avcb  an  wo  Stelle  eines  Punktes  einen  Kegel- 


scliuitt,  welcher  drei  feste  g-erudc  Linien  berührt.  Neben  einander 
hercrrlM'nil  war  jedes  difsor  drei  Principien  eine  Quelle  der  schörf- 
sten  LiitdcrkuDgen  in  der  neuem  Geometrie.  Da  alle  fciigeDschaf- 
ten  der  Linien  einer  beliebigen  Ordnoiifi^  nieseln  ohne  Aoeloffie 
bei  den  Linien  and«>rer  Ordnungen  stehen,  s»  habe  ich  es  versacWt 
an  die  St«'|I<'  »Icr  konischen  Direcfrix  in  der  l)i.slioris(en  Polaren- 
eonsfructiun  eine  beliebige  Linie  liüliern  (irades  zu  setzen.  Der 
Ert'iiig  Übertrat'  meine  {Erwartungen.  Dadurch,  dass  ich  lür  die 
Polaren  der  vertcbtedenen  Ordnuns^en  niebt  eine  g^eometrisebe  An- 
Kchauung,  sondern  einen  analytiscbeu  Ausdruck,  der  hieb  durch  ein 
eiiif.ichcs  Symbol  .-ill|:^emein  darstellen  liess,  als  Dciinition  zu  (»runde 
leu;te.  war  die  \  erliiiidunjj  solcher  Ausdrücke  und  die  K'ntwickelung 
der  fc)igenschat'ten  dieiter  Polaren  auf  dem  einfachsten  und  eiegao- 
testen  Wege  möglieb.  Keine  einzige  der  merkwürdigen  Besiehnii« 
gcu,  in  welchen  die  gewöhnlichen  Polaren  unter  einander  und  tt 
der  Dircctrix  sti'ben.  nicht  eintnal  eine  der  metrischen  Relationen 
gebt  dabei  verloren;  sie  \ eralljjeineiueru  sich  mir  und  alle  bishe- 
rige Uehertrugungs{irinci|>ien«ordncu  sich  als  besondere  Falle  unter  * 
(das  biermit  festgestellte  allgemeine  Prineip  der  Reeipfocitat,  wie 
(>s  in  der  sweiien  Abtheilung  entwickelt  ist.  Es  tritt  bei  ebenen 
Figuren,  auf  welche  ich  mich  beschränkt  habe,  nicht  bloss,  wie 
bisher,  ein  Punkt  mit  einer  geraden  Linie,  sundern  auch  sowohl 
der  Punkt  als  die  gerade  Linie  mit  Curven  der  verschiedensten 
Ordnung,  so  wie  die  letstern  unter  licb,  in  vnmittelbare  Gegensei- 
titckeit.  Der  Keim  xu  allen  diesen  Untersuchungen  lag  für  mich 
in  den  Transformatiorisscltemen  ,  wch  lie  in  der  ersten  Ablli.  K.ip.  I. 
§.  6,  niedergelei^t  sind  und  später  /u  der  geometrischen  lutcrpre-  ' 
tatiuu  der  Cunstantea  einer  beliebigen  (■leiehung  zwischen  zwei 
.  Terftnderl leben  gefiibrt  baben.  Die  roigerungen  lagen  nabe;  icb 
babc  mich  begnüt^t.  darauf  binzuweisen  und  einige  beispielsweise 
anzuführen.'*  So  viel  hier  nur  s^iim.  im  AMö^emeincn  über  den 
Standpunkt,  welchen  dieses  einen  der  schönsten  Theile  der  neuern 
Geometrie  aus  einem  sehr  allgemeinen  Gesichtspunkte  auffassende 
Werk  einnimmt. 

In   Nr.   it)3.  der    astronomischen   Nachrichten  befindet 
sich  ein  sehr  schöner  Aufsatz  det(  Herrn  Prof.  Jacobi  zu  Königs* 
berg:    Geber  einige  merkwürdige  Curven iheureme,  aut  * 
den  wir  apSter  im  Arcbive  soriieksakommeD  hoffen.  - 


Praküsclie  tieometrie. 


Winterj  G.  A.,  leicUiiaä:>iicbc  Anweisung  zur  Feldmesskuost, 
so'  weit  diese  für  dai  gewöboHcbe  Leben  nDmweoden  ist.  Für 
Stadt-  und  DorfacbBloo,  so  wie  nnm  Selbatanterricbt.  Leipnig. 
1843.  8.  2  ggr. 

■ 

Instruction  für  die  practische  Aufnahme  mit  Mcsstich  und  kipp- 
regel.   CmhI.  1840.   10.   8  ggr. 
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Klemnif  Assessor»  UilgliedL  des  statistisch  -  tupogr.  Bureau, 
L.  W.,  die  Laudeä-\ ermessunf^  und  die  in  ihrem  Gefolge  beßod- 
lichen  Arbeiieu,  erläutert  durch  die  im  Königreich  Würtembcrg  zur 
Ausführuog  ^ekummeoe  \  erme88UDg.  1.  Heft  1.  Abth.  Auch  u. 
d.  T.  Die  triffOBOBetrifclie  Attfiialhiie  «ioes  Landes  1.  AI^Üi.  gr.  8. 
Slnttgart.  18-42.    14  ggr. 

Uterariachev  Bericht  Nr.  IV.  S.  68). 

Leitfaden  für  den  Unterricht  im  militärischen  Aufnehmen  von 
Herrn,  von  Plehwe,  Premier- Lieuteouut.  Heriin.  1841.  gr.  8. 
1  Tlilr. 

Schreiber,  G.»  Vorlesungen  ii!>er  praktische  (Geometrie,  ge- 
halten an  der  Grosshcrzns:!.  pnlvtechoischen  Schule  zu  Karlsruhe. 
1.  TheiL    gr.  4.    Karkruiie.  1842.    2  Thir.  18  ggf. 

Hierl,  Pnt  J.'E.,  Lehrhvch  der  böhem  VeraeasDngskaDde, 

oder:  Anleitung  zur  trigonometrischen  Bestimmung  der  Punkte  anf 
der  Erdobcrnncho  und  der  Höhen  der  Berge.  Mit  3  lithogr.  Figo« 
rea- Tafeln,   gr.  8.    Augsburg.  1842.   1  Tblr. 

Consid^ration  sur  les  Icvers  topograpiii(|ues  et  emploi  d'un  nou- 
f«l  instrimeBlt  le  BÄrographe-touographique,  daos  cea  lortcs  d*op^ 
nliona,  fw  J.  M.  AaeliB.   1841  3  Fr. 

Application  de  la  ^^ometric  k  la  topographie,  contenant  le 
.    coura  de  tupographie  fait  ä  T^cule  miiitaire  de  Saint- Cjr;  par  F. 
C.  Duhousset.  %  6dit   In  8.   Paris.  1842.   10  Pr. 

Regnault,  Trait^  de  g^netrift  pratiane.  In,  8.  Avec  11  plav* 
cbca.  Pari«.  1842.  5  Fr. 

A  Treatise  on  Engineering  Field  Work:  comprising  tbe  Prac- 
tiea  of  Snrveying,  Levelling,  and  Lajiog-out  Works :  with  Diagrama 
and  Plates.  By  P.  Braif,  C.  Part  1  Urelling  8.  1842. 
doth  8  ah.  6  d.  . 

Spiegel  -  Niveau,  ein  neues  und  vollkommen  sicheres  Instrument 
zum  Wasserwägen.  Eine  technische  Mittheilung  für  den  Land-, 
Wasser-  und  SStrassenbau ,  wie  auch  für  landwirthscbaftiiche  Bnt* 
ulssemog  vaa,  RomershaataB.  Leipzig.  1842.  8.  6  ggr. 

Rüsling,  Prof.  Dr.  C.  L.,  Angabe  einer  ganz  neuen  höchst 
einfachen  und  wohlfeileu  Schrotwage,  mit  allen  nöthigen  Vorlek- 
reo  zum  NirelUren.   2.  Ansg.  8.   Augsburg.  1842.   9  ggr. 

Tafeln  zur  Ausrechnung  dar  Seigerteufen  und  Sohlen  der 
Placheaacbnilra  bei  deai  MarkseheideB$  saai  Gebrauch  für  Bergleute, 
W'aiaarbaa-lagtalears,  a.  s.  w.  Für  sehntheilige  Eintbeilung  des 
LängpnmnnFses  zusammengestellt  vom  Markscheider  C.  F.  Lesch- 
ner.  Herausgegehen  vom  Kisszeichner  C.  W.  Weinbold.  gr.  4. 
Frcibcrg.  1842.    I  Thlr.  lö  ggr. 
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_  _  «   

Weisbach,  Prof.  Jal.,  Tafel  der  vielfachen  Sinus  und  Cosi- 
nus, zum  Gebrauche  für  priicfische  (^pfinietcr  uud  Mpfhanikor  über- 
haupt und  für  Markscheider  besonders,  l^x.  8.  Leipzig.  1842. 
8  ggr. 

Adh^nar,  Prol  d.  Matheaatik  J.,  die  Lehre  Ten  SteiDscbnitle» 

tum  Gebrauche  lär  Cmlingenieure  und  die  Studirenden  an  Ban- 

scliulon,  höheren  Gewerbssctiulon  und  polytcrhn.  Lehranstalten. 
Aus  (lern  FrunzÖs.  frei  bearbeitet  und  durch  Zusätze  ber<^icbert  von 
0.  Müiliiiger,  Prof.  der  Sluthemalik.  Auch  unter  d.  Tit.:  Isome- 
trUcbe  ProjectionsMire  (Perspective).  Wisseoscliaftlich  begründet 
nod  in  ilinr  Anweoduttg  auf  das  lecbnisebe  Zeichnen  bearbeitet 
von  Möll  innrer.  Anfrewundtcr  Theil.  15.  u.  8.  LiftVriircr,  Sriiluss. 
Lex.  8.  Soluthurn.  1842.  brocb.  4  Thlr.  CompieU  Text  gebeü. 
u.  Atlas  cart.  8  Thlr. 

Laeroix,  Le^ont  de  g^om^trie  appliqu^e  aux  »fta.  In  4. 
Yeraaillea.  1843.  5  Fr. 


Trigooometrie. 


Elrnicnte  der  cbeuen  Trijif onometrie  und  Stereometrie.  Lehr- 
buch iur  die  oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen.  Voa 
P.  L.  Stegmanii,  Dr.  nod  Lehrer  der  Math,  nad  Physik  an  der 
Realschule  und  Privatdoceat  an  der  Univ.  in  Harburg.  Bfarbnnr. 
1843.  8.  16  ggr. 

Lefehure  de  Foorcy,  I^Uineota  de  triffonoadtrie.  In  8,  Paria. 

1842.   2  Fr. 


Mechanik. 


Elements  de  m^canique  par  kater  et  Lardner.  Tmdait  de 
rangluis  par  Conrnot  Paria.  1843.  13.  S  Fr. 

Ewhnnk's  Treatlae  on  Hydmallca.  Royal  8.  1843.  1^  1. 
1  1.  (In  Aaierilia  enehienen). 

W.  Wal  ton,  a  collection  of  problems  in  illustration  of  tbe 
principles  oi  theoretical  mechaoics.   8.   Cambridge.  1842.   16  ab. 
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Praktisdhe  Mechanik« 


orte,  J.  B.  F.,  Tafeln  mr  den  BoaibeDwvrf.  Beriia.  .1S42. 
8.  1  TMr.  8  ggr. 

Nötbiffste  Vorlebren  nus  der  Mechnnlk  und  Hydraulik,  mit 
neuen  hyarauliscben  Lebren  für  die  zu  den  Uerecbiiungeu  der 
Waasarrider  a.  a.  w.  braten  AataiiUalungen  aller  Geschwindigkei- 
ten nad  Gefölle  des  Triebwatsara,  Und  mit  einer  Beschreibuoe;  eines 
einfachen,  wnhifciien  und  zum  Messen  in  verschiedenen  Tiefen 
brauchbaren  WussergescbwindigkeiUmessprs ,  vuai  Prof.  Dr.  Cb,  L« 
Röslin^. .  Augsburg.  1842.   gr.  8.    lo  ggr. 

Der  Maschine narbeüer.  Ijehrhncb  der  praktischen  Mochanik, 
in  welchem  eine  AuHnsun^  der  verschiedenen  wichtip^en  S;if7o  der 
prakt.  I\lechaiiik  mit  Hülfe  der  Arithmetik  und  Klenientar-dipomelrie 
,  geu:ehen  worden  ist.  I^^iu  unentbebrlicber  Führer  für  künftige  Me- 
cbitDikcr,  und  den  Gewerhscbnien  gewidaiet,  tobi  Civil  -  Ingenieur, 
Profiesior  C.  Armen^rand.  Aus  deai  franste,  von  Dr.  C.  Hart- 
-maan.  Angabnrg.  1841.  gr.  8.  18  ggr. 

Bresson,  Traite  ^iemeutuire  de  mecaoique  iip|>lir|uee  aus 
sciences  physiquet  et  anx  autres.  M6eaniqne  .des  eorps  salides. 
1d  4.  Avee  atlaa.  Parts.  1843.  25  Fr. 

Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
physischen  Wissenschaften,  die  Künste  na^  Gewerbe 
von  Carl  Bressoa.  Ana  dem  Franstfaiaehen.  Leipzig. 
1842.  4.   Preis  jeder  Lieferung  12  ggr. 

Von  diesem  Werke,  welches  in  sechs  Lieferunc^en  erscbeinep 
soll,  sind  bis  jetzt  zwei,  die  Grundlehren  der  Mtatik,  die  Seilmaschine 
und  die  Ketteuliuie  eotbulteuüc  i^ieferuugeo  in  unsere  Hände  ge- 
langt. 

Jariez.  Cours  ^l^ai.  de  n^aniqne  indnstrielle.  2  vols.  An- 
gers. 1842.  8.  4  Fr. 

Weishaeh,  Prof.  Jul.,  Üntersnehangen  in  dem  Gebiete  der 
Meebanik  und  Hydravlik  auf  eigene  Beobachtungen  und  Versuche 
ffegründet.  L  Abtb.  —  Auch  u.  d.  T. :  Versuche  über  den  Ausfluss 
des  Wa^Kers  durch  Schieber,  Hähne,  Klappen  und  Ventile,  ange- 
stelll  und  berechnet,    gr.  4.    Leipzig.  1842.    2  Tbir.  16  ggr. 

Tbeorie  der  Kraft  sich  bewegender  expansibler  flüssiger  Mas- 
sen, oder  des  pneumatischen  Drucks,  vorzüglich  der  Luft,  mit  An- 
wendung der  Kruft,  welche  die  Luft  auf  Windnüblenflügel  ausübt, 
TOB  W.  Pick  1er,  Ingenieur  Prem.  Lieuten.  a.  D.  und  Wegeban- 
sMister.  CrefBid.  1841.  gr.  8.  12  ggr. 

Knocbenbanar,  Directar  der  Realsebule  in  Meiningeu,  K. 
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Wm  Statik  dw  GewSlbe,  mit  Rücksicbt  «af  ihm  Aimiiang 
«Dtworfen.  gr.  8.  Berlin,  1843.   18  ggf. 

Oll  vier:  Tb^orie  geom<^triqiie  des  engrenugcs  destines  ä  trans- 
uiettre  le  mouvement  de  rotBtion  eotre  deux  axes  situ^s  ou  uoii 
sitte^e  d«Bt  nn  n&me  pleo.  4.  Paris.  1842.  10  Fr. 

f 


<^tik. 


Analytische  Ontik  vod  Dr.  L.  J.  Scbleiermacber, 

'  Grossherz o glich  Hessischem  Oberbaudirector  und  Di- 
rector  des  Grossherzoglichen  IVIuaeuma  u.  a.  W.  Erster 
Tbeih   Darmstadt.  1842.^  8.   5  Tblr. 

Der  Herr  Verf.  hat  sich  in  diesen  Werke  bemilbt,  die  sar 
Construction  der  optiseben  Instrumente  erforderlichen  Formeln  mit- 
Beriicksicbtigung  aller  merklichen,  in  und  ausser  der  Axe  stattßo-  . 
denden  Abweichungen  und  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Ne- 
beoumstände,  tiir  ein  beiiebiffes  Sj'stem  von  sphärischen  brechenden 
Fliehen  wa  entwickeln  nnd  dieselben  nicht  nbr  auf  diejenigen 
Probleme  apanwenden,  bei  denen  eine  approximative  Auflösung 
hinreicht,  sondern  vermittelst  der  Methode  der  kleinsten  Uiindrate 
auch  auf  diejenigen  Probleme,  welche  eine  genaue  Keimtniss 
der  Abweichungen  erfordern,  indem  er  die  letzteren  als  die  Fehler 
betrachtet,  wMcbe  durch  jene  Methode  so  klein  als  möglich  ge- 
macht werden  sollen.  Hierdurch  gelangt  er  au  Formeln,  welche 
die  Grundlage  bei  allen  seinen  Untersuchungen  über  die  Doutlich- 
ki'it,  Gestalt  und  Luge  der  Bilder  ausmachen  iirui  d;izii  (iirnrn,  die 
bei  der  Construction  der  Instrumente  wilikubrlicb  gebliebenen 
Grössen  so  au  bestimmen,  dass  dadurck  die  grVstte  Dentliebkeit 
und  die  grSaste  AehnUchkeit  mit  dem  (legenstande  erhalten  wer- 
den kann.  Der  zweite  Theil  wird  insbesondere  den  allgemeinen 
Anwemlungen  der  im  ersten  Theile  entwickelten  Theorie  auf  Gla- 
ser und  Spiegel  gewidmet  sein,  sodann,  die  durcb  die  Erfahrung 
geleiteten  spedellen  Anwenduuffen  derselben  auf  die  gebrioeblicbeA 
Instrumente,  und  Tafeln,  um  die  Dimensionen  der  Instrumente  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zu  können.  Eine  Anzeige  dieses  Werks 
und  «ine  ausführliche  Angabe  des  dabei  zum  Grunde  gelegten  Pla- 
ues befindet  sich  schon  in  Poggendorfs  Annaieo  der  Physik  und 
Cbomie.  Bd.  XIV.  1.  und  die  drei  eralen  Kapitel  sbd  aebon  w 
dem  9ten  and  lOten  Bande  der  Zeitschrift  für  Physik  und  Matba* 
matik  von  Baumgartner  und  v.  Ettingsbausen  abgedruckt  worden. 
Ueber  ein  mit  so  grossem  Fleisse  und  Zeitaufwande  abgefasstes, 

,  eine  nicht  geringe  Anzahl  neuer  Untersuchungen  entoaitendes 
Werk  hier  in  einer  so  kurzen  Anzeige  ein  Urtheil  fUlen  na  wol- 
len, möchte  sehr  Toreilig  erscheinen,  da  insbesondere  eine  Prüfung 
der  vielen  und  zum  Theil  sehr  weitläufigen  allgemeinen  analyti- 
schen Rechnungen  nur  durch  ein  sehr  sorgfältigeK  Studium  des 
ganzen  Werkes  gewouneu  werden  kenn,   iio  vio)  aber  lässt  sich 
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MÜ  BcttimBlIieit  MauptcD,  4tm  dieiM  Werk  foo  KeitMi,  w«r 
sieh  Ar  die  Tbeilrie  der  optischen  Instrumeate  nad  deren  Vcrvoll* 

kommnuno:  interessirt,  unhcrücksiclihg-t  i^elassen  werden  darf.  Oass 
die  Künstler,  welche  sich  mit  der  >  ertertiffunu-  o(ili8cher  Instni- 
meote  bescbäftigeu,  nicht  im  Besitz  der  aualyti&cben  Kenntnii^se 
■iad,  welche  diese»  Werk,  iosbetondere  anch  aas  der  Beuern  ana^ 
lytiiehen  GeoMeirie,  in  Ansprach  niainl,  iat  bekannt  genoG^.  Sehr 
zweckmässiflr  wird  es  daher  gfewiss  sein,  wenn  der  Herr  Vrrf.  am 
Ende  des  Werks  soino  g-ewonncuen  Resultate  in  einer  tür  Künst- 
ler allgemein  verständlichen  Spruche  zusaiiuuenstellt,  und  die  von 
Ihn  fvr  dea  aweiten  Tbeil  versprochenen  Tafeln  in  einer  mSglichat 
urossen  Ausdehnung  liefert,  wodurch  er  sich  gewiss  ein  weMBt« 
liebes  Verdiemt  u«^die  praktiacbe  Optik  erwerl^a  wird. 

Götbe's  Farbenlehre,  16  Tafeln,  und  27  Tafeln  zu  dessen 
Beiträgen  anr  Optik,  aebtt  Erklämng.  Als  Nscbtmff  für  die  Beslt- 
ser  Toa  Gütbe's  sämmtlichen  Werken  zu  allen  ersebieaeaen  Anaya* 
Iben.  gr.  4.  Stattgast.  1842.   brocb.  2  Tbir. 

Chevalier,  E.,  die  Mikroskone  und  ihr  Gcl>rauch.    Oder  voll* 
•ständiges  Handbuch  der  Mikrograpiiie.   Bearbeitet  nad  mit  Anmer» 
knngen,  so  wie  mit  einer  Abhandlung^  iiber  die  katadiontrischcn 
Linnen  versehea  TSB  Dr.  F.      Kirstein.    Quedlinburg.  iS43.  8. 
1  1  bir.  U  ggr. 

9 

Letfres  an  professenr'  M.  Serre  de  Montpellier,  sor  l'emploi  des 
vmes  de  lunettes  dans  le  traitement  de  quelques  affectioas  oculai- 
rea,  par  Fl.  Cunier.   Bruxelles.  1842.  6  ggr. 

Die  Anwendung  det-  isumetrischen  Perspective  von  Jos.  Jop- 
II Bg,  Arebitect.  Aus  desi  Bngl.  tob  Carl  tob  Kdaig.  WisB.  1840. 
gr.  8.  21  ggr. 


Tbc  Elpiiirtiiä  ot'  Linear  Perspective,  and  tlie  Projectian  ot' 

Sbadows:  udaplcd  tu  thc_use  of  Matbemalical  a^d  Drawing  CIssaes 
and  -  -  _      .    «  ^ 


lows:  auapicu  tu  tue  use  oi  iTiatneinaiicai  ana  urawing  \^i«Hses 
Private  Stadents.  Witb  61  Diagraais  ob  Wood.  By  W.  Bar- 
of  8t  Joha's  College,  Caabridge.  12.  1842.  eloth  2  sh.  6  d. 


Astronomie. 


C.  F.  Blunt.  (he  baautjr  of  tbe  beavens;  a  pictorial  display 
of  the  astronomical  pbenoinena  of  tbe  UBiTOrse;  wltb  a  leCture  OB 
astronomy.  4.   l^ondon.  1842.  28  sb« 

« 

Die  Erd-  vad  MoodbabB/  Zur  Brlänteruag  eiaer  neuen  Ver- 
anschaulicbuBgsaiascbiBa  des  Erd-  und  Mondlaufes,  ein  Vortrag  in 

der  Lehrerconforcn/.  7H  Langensalza  den  7  October  und  2.  Deccm- 
ber  1840  gehalten  von  Dr.  F.  A.  Günther,  gr.  8.  ts^oudersbsuscn. 
1842.    12  ggr. 
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L*aBä>CofeniW,  «strotioaMe  nouvelle,  tiiivie  de  piuieiin  pro- 
Uena,  par  P.  JHatal^ae.  184^  .4}  Fr. 

Oio  Sonnrnfinsternis»  vuiii  8.  Juli  1$42.,  be«chriebeD  VOD 
Suuljitcr.    Wieu.  1842.    6  ggr. 

• 

De  annulo   Saturni   commeotatus  est  Elto  Martini 
Beiinn,  Mus.  hist.  nut.  publ.  coDtervator.   Lagduni  Bata-' 
vorum.  1842.    4.   3  Tbir. 

Dieses  Werk  enthält  eiue  fleissige  ZusammeastelluDg  der  bii* 
berigen  UaCersnehnDgeD  über  den  Ring  des  Satorn.  Waa  dem  Vf. 
besonders  eigeotbÜBilich  ist,  glebt  er  selbst  in  der  Vorrede  mit 
fuigenden  Worten  an:  ,,Postquam  consilium  cepi,  hanc  materi.-ini 
tractundi,  boc  inprimis  statuebum,  ut  nodorum  anouli  SaCproi  iucli* 
natiooem  locumque  quoad  eclipticam  accuratias  determiDarem,  quam 
adhne  faelaai  fnerat  Quam  vero  bac  in  re  oecopatai  eisem,  pluri- 
nam  eidem  operam  tribucbant  clariiUaioruB  Astronoaiorum  noa- 
nulli,  praesertim  Uesscl  uc  Struve,  quorum  studio  et  doctrina 
multuin  me  prttt'ecisse  grutus  agnosco.  Haoc  scilicet  partem ,  quam 
praecipue  tructandam  mibi  proposueram,  diligentius  et  copiosius  ela- 
norare  conatoa  bob." 

Struve,  F.  G.  W.,  Additamentum  in  mensuras  micrometricas 
stellaruin  dupiicium  editus  anno  1837,  exbibens  mensuras  Dorpati 
unnis  1837  et  1838  iostitulas.  Adjecta  est  disquisitio  de  parallaxi 
annoa  stellae  a  Lyrae.  4  naj.  Peiropoli.  1840.   13  ggr. 

R.  F.  V.  Iloffmann:  Vollständiger  llimmelsatlas  für  Freuode 
und  Liebhabe«  der  Sternkunde,  nach  den  vorzüglichsten  Hülfsquel- 
len  und  eigenen  Beobacbtuugea  gezeichnet  2te  durchgesehene 
Auflage,  qu.  >  Roy.  Fol.  Stuttgart,  1842.   S  Thir.  20  '^^r. 

Kleiner  astronomischer  Almannch  auf  d  (s  .Talir  1Si3.  VorzQg- 
lieh,  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben  vom  Profes.sor  Dr. 
U.  Karsten.    4.  Jahrg.    Lex.  8.    Rostock  und  Leipzig.    12  ggr. 

Kalender  für  alle  Stände  1843.  Herausgegeben  voa 
C.  L.  von  i^ittrow,  Adjunkten  der  k.  k.  Sternwarte  an 
Wien.    Wien.    8.    12  ggr. 

In  diesem  Jahrgänge  findet  sich  ausser  der  gewöhnlichen  bif 
auf  Hin  Uten  berecbaeten  kleinen  astronomischen  Epbemerida,  de* 
geographisclieu  Lage  der  Torattglicbsten  Städte  nebst  ihrer  Entfer- 
nung von  Paris  und  vielen  andern  insbesondere  fiir  den  österreichi- 
schen Kaiserstaat  nützlichen  Notizen  auch  ein  aus  dem  Englischen 
übersetzter  Anfsatz;  Ueber  die  Einrichtung  und  Behandlung  von 
Chronometern,  Pendel-  «od  Feder •Ubreo.  Von  Edward  I.  Dent, 
Uhrmacher  Ihrer  Majestät  der  Königin  Victoria  und  Sr.  Königl. 
Hoheit  des  Prinzen  Albert  von  Sachseo-roburg,  Mitglied  der  Roval 
Astronomical  Society,  u.  s.  w..  welcher  für  Liehhaber  und  Besitzer 
genauer  Uhren  manche  nützliche  Bemerkungen  enthält,  und  durch 
viersebn  reeht  gnt  ansgeftbrte  HoltsehniCte  erllutert  ist. 

N  a  turwiss  c  usc  Ii  aftlich  - astronomisch  es  Jahrbuch  für 
physische  und   uaturbistoriscbc   Himmelsforscber  und 
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Geologen  mii:  den  für  die  J  nitre  18i3  und  1844  vnrniisbe- 
stimoiteD  Grscbeinuogeo  am  Himmel.  Herausgegeben 
von  Fr.  v.  P.  GruitboUeo.  Ffinftes  Jabr.  Stutttrarr, 
1842.    8.    2  Thlr.  16  j?gr. 

Der  Herr  Hernusg^cber  bezweckt  bekanntlicb  durch  dieses  Jahr- 
buch vorzügiich,  der  beschauenden  Uimmelskunde  immer  mcht 
^Eiogang  zu  verscbaflfen,  derselben  Freunde  zu  gewiuuuu,  uud  die 
•owobl'.dnrcb  ihn,  als. «neb  dorcb  Andere  gewdBiieoeo  Resultate  sn 
sannetn  und  bckaunt  zu  machen.  Auch  dieser  Jabrgaog  eatbält 
neben  der  s^ewöbnlirlten  Kpliemeride  wieder  eine  j?rosse  Menge  von 
Notizen )  theils  astronomischen,  theils  gcuiogisclien  Inhalts,  und 
.  die  folgenden  grössern  Aufsätze:  1.  Die  nicht  leuchtenden  Welt« 
wölken.  II.  Allgemeioe  Metbode,  die  Höben  der  Gebirge  uod  die 
Tiefen  der  RingHüchen  auf  dem  iMonde  zu  messen  nnd  sn  bereiib- 
nen.  III.  Von  der  Natur  der  Lichtncbel  am  Fixsternhimrael. 
IV.  Fragmente  zur  Physik  des  Mondes  (in  alphabetischer  Ordnung; 
vierte  Fortsetzung).  Ausserdem  wird  Nachricht  von  den  neuern 
nstrononiscben  Entdeckungen  und  den  wiebtigern  tbeoretiieben 
Arbeiten  gegeben.  Vieles  kommt  natilrlieb  über  die  grosse  Son*  * 
DcnGnsterniss  vor,  und  manche  allgemein  interessante  Notizen,  wie 
B.  folgende  (S.  119):  .,ln  dem  Berichte  AraguV  über  eine  wis- 
seDsrbaftlicber  Zwecke  halber  nnternommene  Erdumseglung  kommt 
die  höchst  nerkwOrdig«  Angabe  vor:  dost  anf  dieser  Reise  der 
Austral- Ocean  an  zwei  weit  von  einander  gelegenen  Stellen  mit 
einem  Senkblei  sondirt  wurde,  welches  eine  l^änge  von  'IMHiO  Fuss, 
also  ungefähr  einer  deutschen  Meile,  oder  gleich  der  Höhe  des 
Chimborazo,  und  des  noch  auf  denselben  gethürmteo  österreiebi-  [ 
neben  Scbneehergs  hatte,  und  docb  nicht  den  Grund  erreiebte!  An 
der  Wiedernufwindung  dieses  Riesensenkbleis,  des  längsten,  wel* 
ches  noch  jemals  7ur  Frgründung  irgend  einer  Meertiefe  ungewen- 
det  worden,  mussten  des  Ungeheuern  Gegendruckes  der  Uasser- 
schichten  jener  nie  anvor  erreichten  Tiefe  halber  60  der  stämmig, 
aten  Matrosen  2  Stunden  lang  angestrengt  arbeiten,  nnd  als  ea 
endlich  heraufgezogen  war,  fand  es  sich,  dass  der  massive  metaU 
lene  i'vHinder,  worin  ein  Meertiefen -Wärmemesser  von  Bunten  ein- 
geschlossen sich  befand,  durch  den  entsetzliehen  Wasserdruck  gauz 
abgeplattet  worden  war: 


Physik. 


Somerville  on  the  conoexion  of  the  physical  sciences,  Ctik 
edition.   1842.  8.  10  s.  6  d. 

Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  Physik  für  Gymna- 
sien und  höhere  Bürgerschulen  von  H.  L.  Boitze.  lioctor 
der  Phil,  und  Lehrer  der  Math.an  der  Luise n städ tischen 
lidbaren  Stadtscbnie  sn  Barlin.  Mit  4  Fi|pnrentafeli. 
Brandenburg.  1842.  8  ggr« 
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Bin  ganz  kurzer,  nur  das  für  die  Scbule  Notliweudige  eoU 
bnitend«,  Ucm  diejcnip^eir  mntli«niaHieh«tf  Kenntnif»e,  welche  der 
ScIiUier  aus  IVrtia  raitbriogt,  Toraussetzende  Leitfaden  der  Physik» 
mit  bloiaer  Andeutung^  der  Beweise  in  des  matUeBatiscben  TlÜeile. 

Die  Physik  in  ausführlicher  populärer  Oarstelluag. 
Naeb  dem  gegenwärtigen  Zostande  dieaer  Wieaensebaft, 
u;  f.  w.  von  Dr.  J.  B.  M.  r.  Poppe.  Zweiter  Band.  ZBrlcb. 
1842.  «... 

M.  8.  Litprarischor  Rpricht.  IX.  S.  Ii8,  Das  Buch  ist  mit  die- 
sem zweiten  Baude  beendigt.    Der  Preis  des  («uuzeu  int  3  Thir. 

Do^crizione  di  im  nppnrecchio  locomotore  npplicnbilc  alla  dire- 
ziune  de'  giobi  aerostatici.  Di  R.  Argentali.  In  8.  Sinigaglia. 
1840. 

Theorie  ^I^meniaire  de  la  capillarite  anim  de  aea  prindpalea 
apitlications  a  la  physinue,  a  ia  cbimie  et  ans  corps  orgaolaea  par 
Artur.    lo  8.    Paris,  im.    Ü  Fr.. 

Veriacb  einer  nenen'  Erkl&runffewelie  der  eleetriteben  Er- 
aebeinnngen  von  Dr.  H.  Bei  nach.  Tiftmberg.  1841.  8.   12  ggr. 

Neue  lürfahruDgen  und  Entdeckungen  im  Gebiete  des  lüiectro- 
niaguetismus.  Stieglitz.)    Als  Fortsetzung  der  Schrift:  Die 

Dampfkraft  ersetat  n.  a.  w.   Lex.  8.  Leipzig.  1842.   8  ggr. 

T.nffpipcfrioität.  Erdmagnetismus  und  Krankkeitsconstifiition 
yon  i)r.  1..  Buzurini.  Oberamtsarzt  in  Ecbiogen.  Belle «Vue  bei 
t'ottstanz.  18^11.    Lex.  8.    3  Thir. 

Stttrgeon's  leetnrea  on  ElectricUjr.  London.  1842^  12.  5  ab. 

Biet,  Memoire  sur  ia  vraie  Constitution  de  ratmosubere  ter- 
restre.   In  8.    I>arii  1842.   5  Fr. 

Meteorologia  universale,  ecc'Di  De  Loca,  In  8.  Napoli.  184L 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  l^rag,  in 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  ausgeführt  und  auf  öffeot- 
licbe  Kosten  herausgegeben  von  K.  Kreil,  Adinncteo  an  der  k.  k. 
Sieruwarte.  2.  Jahrgang.  Vom  1.  Attguat  1840  bia  31.  Juli  1841. 
Prag.  1842.    3  Tlilr.  -20  ggr. 

(M.  8.  Literarischer  Bericht.  Nr.  V.  ü>.  83). 

Graphisclie  Darstellung  der  Witterung,  beobachtet  und  gezeich, 
net  vom  Prof.  Dr.  Ma edler,  qu.  l-  Folio.  Dorpat  nod  lloakaii« 
1842. 

Meteorologische  Beobachtungen  so  Bodenbacb  bei  Tetschen  in 

Böhmen.  31»  ^2'  ösflicber  Unge,  50«  46'  39"'  nördlicher  Breite 
und  403,2  pariser  Fuss  über  der  Nordsee  im  Jahre  \H\\,  yon  Seidl, 
Forstmeister.  Meue  Folge  1.  Jahrgang.  Prag.  1842.  gr.  8.  12  ggr. 
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S.  A.  d^Hombres-Firmas,  recueil  de  meuiuires  et  d'obaer- 


Aufgaben  aus  der  Geometrie.  Stereometrie,  Trigonometrie, 
Geodäsie^  Astronomie  und  l*b;^-8ik.  Zu  UebuD^en  in  numeriiicbea 
Recboen,  beMndere  mit  Logarithmen.  Bfebat  eiDem  Anhange,  eot- 
haltend  einige  schwerere,  allgemeine  und  besondere  geometruebe 
Auffi^obcn  von  Dr.  A.  JabOf  Lehrer  der  Hnthematik«  gr.'S. 
Leipiig.  1842.   1  Tbir. 

Angekündigt  eind:  Neteerologiiehe  nnd  natorhittori« 

sehe  Aunalen.  llrrausgeg^ebcD  von  Alexander  Theodor 
Nahl,  welche  zu  Cassel  in  der  J.  Lu  ck  b  ardt^s  c  Ii  e  n  Buch- 
handlung erscheinen  und,  wie  es  scheint,  eine  Art  meteorulogi- 
scher  nnd  naturhistoriscber  Zeitung  bilden  sollen.  Allerdings  hat* 
tm  wir  en  für  xweekmSnaig,  dem  die  in  den  Zeitungen  so  liftnlig  ^ 
vorkommenden  Nuciiricliten  über  meteornlogieche  nnd  andere  Natnr* 
Erscbcinunfren,  du  dieselben  so  bäufig  übersehen  werden,  an  einem 
Orte  gesammelt  werden.  Nur  muss  der  Herausgeber  ausser  den 
deutschen  dann  auch  vdrzüglicb  alle  ausländischen  Zeitungen  voiU 
ntändig  ausbeuten,  da  namentlich  letitere  Insbeaondere  in  kielnern 
Städten  fast  nie  zu  haben  sind  und  ffeiescn  werden.  Oer  Preia 
für  den  Jahrgang  in  der  Stärke  von  27  bis  30  Bogen  gross  8.  ist 
auf  2^  Tblr/festgesetzt. 

Mathematiso4ie  Abhandlangen  der  Königlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zn  Berlin.    Aua  dem  Jahru 

1840.    Berlin.  ISV2.    4.    \  \  Tbir. 

Inhalt:  I)  Cr  eile:  Leber  den  Werth  und  die  Eigenschaften 
der  Brüehe,  deren  Zähler  und  Nenner  die  versebiedenen  susammen« 
gehörigen  .Wurzeln  einer  Gleichung   vom  ersten  Grade  swiscben 

zwei  ennzen  Zahlen  sind.  2)  Vincke:  Urlicr  die  Störungen  der 
\esta  durch  Jupiter,  Saturn  und  Mars,  berechnet  von  den  üerren 
Dr.  Wolf  er  s  und  Galle. 

In  den  gelehrten  Anzeigen  der  König^lich  bivveri- 
schen  Akademie  der  W  issenscbufteo  zu  München.  ISO. 
■.m.:  y.  Steinbeil:  lieber  sein  Fbutometer  zur  Messung  der  Licht- 
BMoge  der  Gestime*  lieber  die  Anwendung  der  Telescopspiegel 
M  aatronomiscben  Messinstrumenten. 

Memorie  delia  reale  Accndemia  delle  scicnze  dl  To« 
rino.   Serie  seconda.    Tomo  11.    Torino.  1840.  4. 
enthält  folgende  mnthematiaeh-physiiuiiiscbe  Abbandluogeo: 


Vermischte  Scbrifteu. 
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Notice  lur  Im  trenblenens  de  terre  qoe  Tod  a  ^prouv^  dans 
a  {»roviDce  de  Maurieone  depuis  le  19.  IraeeBibra  1838  jusqii'aii 

18.  Mars  ISiO;  par  .Miinscigncur  Alexis  Billiet  pag,  LV, 

Caicul  de  la  density  de  lu  terre  par  I>.  F.  Menabroa.  pag.  305. 
Mouvemeut  d'uD  Peadule  compos^  lorsqu^on  tient  coiupte  du 

rayoD  du  cjliodre  ^ni  lai  sert  d'axe«  de  celui  du  coussioet  sur 

lequel  il  repuse,  ainti  q^uc  le  firottemeot  qui        d^eloppe;  par 

Ij.  f.  Menabrea.  pa^^.  3b9. 

Sur  lu  dt-trrmination  de  la  density  moyenne  de  la  terre  d^duite 

de  robservatiou  du  peodule  faite  ä  THospice  du  Munt-Ceois  par 

Mr.  Carlioi  en  septembre  1821.    Note  de  Charles  Ignace 

Giuliu.  png.  379. 

Serie  seconda.    Tome  III.    Tori  dg.  ISil  enthält: 
E\|H''riencc'S  sur  la  r^sistence  des  fers  forg-^s  dont  on  fait  Ic 

plus  dubu^e  eu  Piemoot;  par  Charles  Ignace  i>iulio.  pag.  175. 
bxperieBeei  sur  la  rorce  et  aur  rdlasticitd  des  iils  de  fer;  par 

€li8rlea  Igoaee  Gialio.  pag.  275. 

Det  Konp^elis^e  Danske  VideDskaberne!«  Selskales  naturvidens. 
kabelige  og  muthemahske  Afbandlinger  8.  Deel.  Med  33  Tavler. 
kjoebeuhava.  1842.   lujp.  4.   2  T^W.  13  ggr. 

Verbandiunßfen  der  scbweizeriscben  naturforsch  en- 
den Gesel Ise  )i  at't  bei  ihrer  \  ersum  m I  u  n  zu  Zürich  dea 
2.,  3.'  und  4.  August  1S41.    'itiste  Versanimi ung.  Zürich.  8. 

Dieae  Verbandluogeii  eatbalteo  aaster  aiebreren  käraeren  Bemer* 
kVBgeD  folgende  hierher  geburcndc  Aufsifitze: 

Anzeige  einer  SperialgeKcbiebte  der  Natiirlebre  und  ihrer  Hülfs- 
wissenscbaften  voo  Hu  doli'  Wolf,  Lehrer  der  MaiheBatik  an 
Bern.  S.  203. 

Ueber  Spiralfeder- Wairen  von  Herm  Oeri,  MeebaDtker  ift 

Zaricb.  S.  212. 

Memoire  sur  l'^lectricitd  atmnspherique  par  Monsieur  G.  Plan» 
tamour,  profei»aeur  d'aairooomie  a  Pacad^mie  de  iveoeve.  S.  176. 

AnBoatre  ponr  Paa  1842,  pr^eatd  a«  Bol  par  1«  bareaa  dea 
loBgitBdw,  avee  AdditioBs  d'Arago.   Pbria.  1842.   18.  f  Tblr. 

Bulletin  de  la  clasge  plivsico  -  matbematique  de  T.Academie  Im- 
periale des  aciences  de  .Saint -Pctersbourg.  Tome  I.  24  Norabrea. 
gr.  4.  ist.  Peteraboorg  et  Leipzig.  1842.  2  Tblr. 


M.  Pillet,  asaoeid  correspondant  de  rAcad^mie  dea 
Scietiees  de  Turin,  a  mis  a  la  dis|)o$itioD  de  cette  Acad^oiie 
une  soinme  de  10000  Fr.  pour  quafre  prix  qui  seront  deeeme* 
nar  eile  a  des  ouvrages  scieniiliques  propres  a  servir  d  iutruductiuo 
B  P^ode  de  la  pbysique,  de  la  chiaie,  df  la  Bi^Biqoe^  et  de 
j^astrunnmie.  \o\ei  Pexpos^  dfl  progrBMBe  publid  a  ca  ittjBt  par 
la  classe  dea  aeiencaa  pbysiquea  et  aaibda!atiqiiea  de  ca  corpa 
aavant; 
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yjL'Acadteie  croit  devoir  ioiliquer  en  peu  de  mots  IVtprit  dans 
leqnel,  toirfonwAMit  ans  VM  du  foDdatear,  derroat  iti«  con^us 
Im  ovfragM  rar  iesqueis  eile  anra  ä  proD</Dcer. 

Faire  connaitrc  la  srience  jiour  la  fairo  ;ninor;  exposer  BOB 
Writablo  objet  et  ses  priocipales  conqu^tes  puur  incttre  eo  (^vidence 
toote  sa  grandear;  mootrer  la  route  qu'eile  a  su  se  frajer  pour 
engager  Ma  lactean  k  y  eurer  et  i  la  parcoorir  Caate  eati^r«'; 
tracer  rbistoire  de  lea  progr^  et  de  ses  ^garemenU  pour  eo 
d^voiler  les  ranses  et  Ics  ronsequeDces;  indiquor  Ics  uhstacles  qui 
arretent  ou  qui  ralentissent  sa  inarchc,  pour  exciter  a  les  franoliir; 
n'en  dissimuler  ni  les  difücuUes,  oi  les  lacunes;  rcudrc  scDsiblcä,  - 

r*  dea  exeaiplea  ceBveaablement  .ehoiaia  et  d^velopp^s,  Pesprit  et 
paissBDce  de  aea  aetbodea;  ne  rien  aiettre  qai  puisse  interrom- 
pre  la  cliuine  de  ses  di^ducf ions ;  ne  point  attirer  FattentioD  sur  des 
objets  secondaires  en  la  detnuriiant  des  poiots  les  plus  snillantä; 
aappriaier  ce  q^ui  ae  pourrait  etre  expos^  gue  d'uoe  mnniere  iu- 
eaacte  on  trop  laeomplete:  empluycr  touioura  le  langage  rigoureux 
de  la  fcieoce ;  Stre  coBcia  sans  obienrite,  noble  lans  eoflnre,  simple 
Sans  vulgarit^^  teile  est  la  täcke  aussi  difficile  qii'  honorable  que 
devront  sMmposer  les  anteurs  qui  aspireront  a  ohtenir  le  sufFrage 
de  l'Acad^mie.  Iis  trouverotit  dans  les  pret'aces  des  memoires  et 
4ea  aatres  ouTrages  de  Lagrange  dei  modeles  parfaits  d'exposition 
et  de  style. 

Un  prix  de  2500  Fr.  e^t  promis  au  concours  pour  cliacun  dea 
ouyrages  snivants,  savoir:  1°.  une  introduction  a  IVtude  de  la 
pbjsique;  2**.  une  introduction  a  l'^tude  de  la  cbimie;  3°.  une  in- 
trodactioD  k  Fftode  de  PaatroBonie  —  Cbaena  ouvrage  devra 
eeaititoer  une  exposition  rapide  des  priocipalea  applications  de  la 
science  qui  en  formera  l'objet,  mise  aiifanf  r|ne  poHsible  h  la  pnrtt^e 
des  lecteurs  qui  ne  possedent  que  les  cuiinaissanees  dldinentaires 
que  comprend  ordinairement  Tensei^nemeut  des  Colleges.  Pour  la 
phvsigue^  la  cbiaiie  TAcad^iaie  n'exigera  pas  que  tentea  lea  partlea 
qoi  Iwaieat  aojoDrd'bai  le  doaiaiBe  de  cea  deux  aeieaeea  acieat 
expos^es  a?ec  la  m^me  ^tendue.  Les  concurretits  pourront  donner 
plus  de  d^veloppeoient  h  cetles  qui  leur  paraitront  plus  importautes 
ou  plus  susceptibles  d'dtre  pr^ent^es  d'une  nianiere  contoroie  au 
but  do  eoncours.  L*Acad^niie  verrait  avec  plaisir  que,  dans  l'intro- 
doetieB  k  rdfcn^e  de  la  m^canique,  ob  insiatat  avee  onelque  ^eadue 
aar  la  partie  exp^rimentale  de  la  science  pour  en  deduire  les  prin- 
cipes  dont  on  develnppcra  ensuite  les  consrijuencPK  au  moven  de 
Fanalyse  et  de  la  geometrie.  EnGn,  dans  riotruduction  a  Tetude 
de  rastroDOBiie,  l^s  coDcurrenti  devreat  a*attacber  surtoat  a  Texpo* 
ritloB  dea  pb^aoa^nea  edleatea  et  des  ndtbodea  d'observation ,  ea 
a*empruntant  a  la  m^anique  Celeste  que  les  considerations  et  les 
r^ultats  les  plus  simples  et  ies  plua  soaceptiblea  d^iUre  pr^at^  ' 
soua  uoe  forme  äl^nientaire. 


*)  So  beiisen  diis  Werte  in  den  Jooraal  (rinstitat.  No»  498;  AoAt 

1842.  p.  .10'*),  aus  welcbcm  dies  Programm  entlehnt  ist.  Jeilonfalls 
ist  aVicr  hier  ein  Fehler,  da  aus  dem  ganzen  Prugrainm  hervurgehr, 
dass  CS  heissen  muss:   i^.  une  introduction  k  T^tude  de  la  mecanique-, 

4*.  oae  introdnetioii  k  l'^tada  da  rastronomieh 

G. 
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Lei  lavanU  de  tout  puys  eont  admis  a  coDcourir.  Lea  mauu- 
•erite  ^troBt  Mra  rean  M  McriteiM  de  rAetMme  im  SeiesM 

de  Törin  avant  le  1.  juillet  1846.   Apres  avoir  proDonc^  son  jug«» 

iupnt,  rAcaddtnip  prf'ndrji,  d'accord  avec  les  auteurs.  Ics  dispositioni 
cotivenablc»  pour  riniprcüHioii  des  ouvrages  couroDti^»,  M.  l'illet- 
W  ii  ajant  bien  vouiu  metlre  aussi  ä  1»  diapoaition  de  l'AcaddAie 
UmdB  nteiiairat  k  est  objtt** 


Berichtigung. 
In  dem  Titel  der  Abhandlung  XIX.  S.  119  s.  m.  ^A  arg  au'* 
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.  laterarischer  Bericht 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 


Wir  liolen  hier  die  Anzeige  zweier  zwar  scboa  früher  erscbie- 
MBi,  «o«  aber  erst  jetzt  durch  die  Gute  ihres  Herrn  Verlnscm  be- 
kannt g^ewordcnen  Schriften  nach,  da  dieselben  wessen  ihres  in 
irieltaeher  lieziehuno:  inferessanten  Inhalts  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  des  Archivs  recht  sehr  einpt'uhlcn  zu  werden  verdienen: 

Notice  Sur  G^rard  Moll,       a  Amsterdam  le  18  Jan- 
'Tiar  1785j  mor^  dnn«  la  mönie  YÜle  le  17  janviev  1838; 
par  A.  Queteiet,  Secretaire  perp^tucl  de  i'Academie  ro- 
yale  de  Bruxelles,  directeur  de  i'Ohservntoir«  de  In 
nieae  ville  etc.    Uruxelles.  1839. 

Notiee  aar  Jean  Goill.  Garnier,  nembre  de  PAca* 
d^siie  rojale  des  sciences  et  hellen-lettres  de  BrnzeU 
les;  par  A.  Qiietelet,  Secr^taire   prrpetiiel  de  I'Acad^- ' 
nie,   directeur   da  i'Obnerfatoire   de  firuzelJan,  etc. 
Brnxelles.  18U. 

Beide  Männer,  daran  Laban  Harr  Qnatalat  in  diaaan  beiden 
Schriften  auf  eine  hö^st  anziehende  Weise  beaciiraibt«  werden  den 
Physikern  und  Mathematikern  hinreichend  bekannt  sein,  Garnier 
weniger  durch  Kntdeckuniren  und  Krflnduajj^en,  mit  denen  er  die 
Wissenschaft  bereicherte,  als  durch  eine  grosse  Auzubi  vou  ihm 
verfnastar  ualbamatiteber  tiebrbfieber,  dnreb  seinen-  trnitd  da  md- 
t^orologie,  und  vorziip^lich  als  Mitherausgeber  der  beiden  ersten 
Bände  der  trefflichen  einen  reichen  Scli.itz  insbesondere  auch  für 
Lehrer  an  höheren  (jfiterricbtsaostalten  höchst  nützlicher  Bemerkun- 
gen und  Aufgaben  enthaltenden  Correspondauce  math^mati- 
qva  at  physique,  pnbii^a  par  HM.  Garnier,  Praf.  da  Ma- 
tbenintiques  et  d'Astronomic  a  l'ünivarsitd  de  Gand, 
et  Q  u  c  t  e  I  e  t ,  Prof.  de  31  a  t  h  e  in  a  t  i  q  u  e  s ,  de  P  h  v  s  i  q  ti  c  t 
d  '  \  s t  r  o  n  0  m  i  e  a  I " A  t  h  u  e e  de  Uruxelles.  A  a n d.  1825. 
deren  Uerausgabe  aber  Herr  Uueteiet  vom  dritten  Bande  ao  . 
allein  ÜbamnEni.  Garnler's  Leben  bietet  baaandara  4nrch  eeiae 
grossa  Bewegtheit,  und  dilrob  dta  vialan  narkwllrdigen  Personen, 
mit  denan  ar  in  BariIhniDg  kaa,  grauaa  Intareaie  dar.  So  findat 
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sich  z.  B.  p.  11  und  12  folgende  Stelle*):  „Un  jeune  d^butant 
qui  devait  BigDaler  sa  carri^re  par  im  graii4  nooibre  de  travanz  da 

premier  ordre,  me  fut  prcscnt^  par  moo  ami,  M.  Le  Bruo,  dirccteur 
des  ptudes  de  l'ecole  po]vleclini«|ne  *°),  avcc  invitation  de  Taccueil- 
lir  gratuiteiueDt  daus  moo  peo&iuDout  ou  il  devait  recooDaitre  ce 
bienfait  par  dea  r^p^tiCiona  et  d'autrea  aenrieea.  J^eceptai  la  pro- 
poaUion:  le  jeune  41ere  re^ut  ches  noi  tous  lea  ^IdmcDs  de  l'ezi* 
stence  et  Ics  livres  n^cessuiios  tant  k  son  instruction  (|u'ä  ges  tra- 
vaux:  c'etait  M.  Poishuii  dtint  la  r<'|iutatioD  est  devenuc  europeenne. 
11  üxa  bientot  Tatuuiioo  et  Tiuterct  du  c^lebre  Laffrange  duot  il 
iiilvait  le  conrs  da  perfeetioniieiBeDt  daoa  la  aalle  deia  iiiUiotli^- 
qae  de  l'^ole.  •  Klais  plus  tard  M.  de  Laplace,  qm  faisait  imprinier 
sa  M^canique  Celeste,  lui  confia  sur  mon  rcfus,  la  r^visiuD  des 
^prcuves  de  cet  ouvragce;  teile  fut  l'oriirine  de  iiia  disgrace  et  de 
la  fortuuo  de  M.  Poisson.  M.  Fourier  u^ant  ete  anpelö  ä  la  pr^ 
fecture  de  Grenoble,  d^artemeot  de  l*laere,  M.  de  Laplaee  derena 
pour  DD  momoiit  ininistre  de  riatdrieur,  lors  de  P^rectio^  du  con- 
sulat,  nppela  .M.  Poisson  a  la  survivance  de  Fourier,  qui  ne  put  me 
\  garuutir  de  cctte  injusticc  dunt  je  fus  iostruil  par  M.  Foissua  lui- 
alne  qni  dtait  encore  mon  bo^e  et  aion  oblige,  et  qui  tronvait 
tr^s- simple  qu*on  le  rocompensat  ä  mea  d^ns.  JVtais  d'aillenrs 
eo  relatinn  iwvr  \v  (»Mclire  Lagrange,  qui  no  dtssimulait  pas  sea 
prevenlions  cuiitre  son  cullejrue  >!.  de  Laplaee."  —  Napoleon 
naiiute  Lugraoge  la  baute  pyramide  des  scicnces  mathema- 
ti^uea.  Ah  aoleben  intereaaanteo  Zilgien  and  Baaarluingen  aind 
beide  Scbriften  reich,-  die  wir  daher  nochnal«  der  Bnaehtnng  der 
litser  empfplilen. 

Auf  S.  13  der  Notice  sur  Garnier  wird  einer  Sclirift  über 
Lagraiige  Enväbnuiig  getban,  die  wir  bier  aDfilbreD  wollen,  da 
dieselbe,  ao  wie  una,  fufewisa  auch  manchen  Ijoaem  dea  Arebif'a 
bis  jetzt  unbekannt  geblieben  iüt:  Prdcia  blatorique  sur  la 
Tie  et  la  mort  de  Joseph  Louis  Lngrange,  par  M.  M.  J.  J> 
Virejr  et  Potel,  doctcurs  co  m^decine. 

Considerazioni  storico -critiche  sulla  teorica  e  sul 'calcolo  delln 
probabilitk  di  Alh.  (•altba  (In  den  Commentarii  doli'  Ateneo  dl  Bf» 
acitt  per  Tanno  academico  1840.)  Breacia.  1842.  8. 

Einleitnng  in  die  Geacbiehle  der  NaCurwiaBanaehnft,  tan  Dr. 
Job.  Brots.  Heidelberg.  IM.'  gr.  8.  ,  8  ggr. 


Syst^e»  Lehr-  mid  Wi^rterbOcher. 


Voracbule  der  5Iatbematik;  von  Dr.  A.  Tellkamnf,  Director  und 
Profeaaor.  3te  AuEage.  Berlin.  1842.  gr.  8.   1  Tblr.  16  ggr. 

Gamisr*!  eigne  Worte. 
)  L'on  des  sous-instituteiirs  de  l'ancien  doe  d'OvIeaiia,  anfonrd'bni  Wß 
lippa  U  roi  des  ITxanfala. 
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Lehrbuch  der  reioen  MaÜMlMiik  fir  «Im  Uaiwriehft  d«r  Zog. 
linc^e  der  k.  k.  lugenieurf. Afaidemie,  von  G.  A.  Greisiager,  Inge* 
nieurs- Major  und  Professor.  3.  Tbl.  1.  Abtb.  Anfangsgründe  der 
aDaljtiBchen  Geometrie  in  der  Ebene.  Auf  höchsten  Befehl  verfaaat. 
Wien.  IM.  t  Thlr.  16  ggr. 

\  üllständiger  Lehrkun  der  retBeo  Mathematik  von  L.  B.  Fran* 
coenr.  Aus  dem  Französischen  von  E.  Küi|i.  Buud  II.  Buch  3. 
AbtheiloDg  1.  Die  Differential-  und  IntegralrechnuDg,  Bern.  1843. 
&   1  TMr.  8  j5gr. 


Arithmetik. 


Der  arithmetische  Unterricht  in  Gymnasien  und  höhern  Bürger- 
schulen, von  K.  Gruber.  Eine  Fortsetzung  des  Rechenunterricbts 
in  der  Elementarachule  tob  denselben  Verfaaser.  Cftrltrnhe.  1842i. 
gr.  8.  22  ggr. 

L.  Gerlacb:  Praktisches  Reclirnburli,  onflialtend  80O  Uebungs- 
aufgaben  aus  den  Rechnungsarten  des  bürgerlichen  Lebens  und  der 
Biedern  Algebra,  mit  ihren  gemein verständlicheo  Lösungen  nach 
eiaer  Grundregel  für  das  Kopf-  und  l'afelrechnen..  Mit  einen  Vop> 
Worte  fon  J.  Göti.  Deasao.  1848^  18  ggr. 

Lehrbuch  der  niedern  Arithmetik  von  G.  von  Seehausen.  Lein- 
sig.  1843.  8.  18  ggr. 

AaflüeBBgeo  daan,  Bb^ndsi.  20  ggr. 

Francesco  TofToli ,  Manuale  di  Aritmetica  mentale  e  acritt«, 
Venezia.  1842.   8.   3  L.  48  sc. 

Conn  A'Algibre  par  A,  Motel.  .  2.  Edition.  Parif.  1842L  S. 
d  fr.  -    '  , 

A  treatise  on  Algebra.   Vol.  I.    Aritbmetie  «mI  Algebra.  By 
Peaeock,  D.  D.  Cambridge.  1842.   15  ab. 

S.  S.  Mopyon  (Oodcrnijzer  in  de  Wiskunde  tc  Assen)  Bcgin- 
seien  der  Als;cbra  of  Stellkunat,  ten  4^euste  der  acbolen.  gr.  8. 
Te  Groningen.  1842.   f.  2. 

Pieter  yao  Campea,  GrondbegimeleB  der  Algebra  of  Stelknoi^ 

gcheel  omgewerkten  met  een  gruot  nantal  vnorstellen  cn  vrnagstuk- 
ken  vermeerderd.  gr.  8.   Te  Lejdeu.  1842.  f.  2.  40. 

Sammloog  algebraischer  Uebongsaufgaben  von  J,  H.  D.  T. 
firaadt.-  flamWg.  1848.   12.  1  TUr. 

R.  LobaUo,  (Math.  Mag.  et  PI.IIos.  Natur.  Dr.)  Verklaring 
eeaer  nieawe  en  vereenvoudigde  hanUelu  ijze  voor  bet  trekken  vaa 

17* 


Digitized  by  Google 


172 


4eD  eibiiswoitel,  so«  Bit  volkMNo  als  uit  Mi?olfcMieD  cnbickge- 
tallen.  npgesteM  ten  dienste  der  Sohoifll  «•  SyiMMi».  «giu  & 
Te's  Grav«olMige.  1842.  30  c. 

Leiebtfasslicher  practischer  Uotemdit  tiifli  vorAeilliaft«ii  Cie^ 
brauche  der  Lofi^aritbiBeD ,  um  mittelst  derselben  die  scliwierrp^sten 
und  tiieamaienttr.srtztesteri  muthematischcn,  als  ain-h  kaiitinänniüclieD 
Reclinano^en  auf  die  einfaclistc  mid  kür/pste  Weise  auszutÜhreo, 
^von  J.  Ii.  Montag,  Lehrer  der  Ariiiimetik  zu  briurt.  Leipzig,  iü^i. 
8.    \  ggr.  .  .  '     .  . 

Bauer,  J.  E.,  die  Logarithmen  und  die  Grän/on  ihrer  Zuver- 
IässiQ;^keit,  die  Gaussischen  Logarithmen  fiir  JSumnien  und  Dirferen- 
zcn  uud  zur  lugaritbrnischco  Auüüüung  der  auadratischeu  Gleichun- 
geol  Für  eine  auf  etreage  Theorie  gcgrünaete  Aoweodmig.  gr.  8, 
Münster.  1843.  12ggr. 

Raahe,  J.  L.,  die  Diderenzial  und  Infegralrechnuntf  mit  Functio- 
nen mehrerer  Variabcin.  (Der  Diflcreuziul»  und  Integrulrechoueg 
Steu  Tfaeilei  lite  Abtü.)  gr.  8.  Zürich.  184iw  3  Tbk.  8  ggr. 


tieometrie. 


Lehrgang  der  Elcmentar-Geometrie  fSr  mittlsre  tud  alftdere 
Volksschulen  von  L.  Sobolewski.   Erfurt.  1843.   Id  ggr. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie,  von  Dr.  F. 
Bredow,  Gjmnasiallehrer.  Istes  Beft,  Planivetrie.  Oele.  1842* 
gr.  8.  8  ggr. 

Praktische  Atileituna;  zur  Auflösunp;  geometrischer  Aufgaben 
md  cur  Erfiudun^  des  ISeweiscs  geometrischer  l^hrsätze,  gestützt 
auf  eine  ausfubrlicbe  Erläuterung  des  Wesens  des  geosMlnseheft 
Satzes,  von  Dr.  E.  S.  ITnger.  Mit  vielen  durch  die  Steinpresae 
eingedruckten  Figuran«   Erfurt.  1843.  gr.  8.   1  Tbir.  8  ggr. 

Geometrie  stdr^unietrique ,  ou  collectiou  de  ligures  eu  curtoo, 
iiour  faciliter  T^tude  de  la  g^om^c,  par  Dnpio*  In  4.  Paffs. 
U  Bogen  mit  48  Figuren  in  Gnrtm).  1842. 

Analyse  nppltquce  k  la  geom^trie  des  trois  dimensioiiSt  par  C 
F.  A.  Leroy.    3.  edition.    Paris.  18i3.    8.    5  fr. 

R^ume  de  leQons  de  g(^om<<(rie  anaivtique  et  de  caknkvfiMM- 
ainal  par  Belanger.  8.   Paris.  1842.  2  Tbir.  0  ggr. 

A  Treatbe  in  wbicb  the  Blementurj  Properties  of  Uie  Eilipnn 
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am  Mieed  hom  the  ProMiiiei  of  ftlie  Cirele,  rad  gctoaetri« 
cally  deoMDilrated.  By  m  Duke  of  Soaeiyct.  Lond.  184t. 
9  iL  6  d. 


Praktische  Geometrie. 


Neue  einfache  trig-onninetrisclie  Methode  die  Höhen  der  Berge 
zu  mesäcu,  uliue  üie  zu  besteigen,  bewirkt  durch  die  Auffindung 
der  wahKB  terreitriielMii  IUfincti«ii  v,on  Dr.  F.  P.  v.  GmithniteD, 
Profeasor  und  Ritter.  Blancheii.  184^  gr.  8.  8  ggr. 

T^eitfaden  bei  dem  rntorrirhte   in   den  Anfangsgründen  der 
practiscbeo  Feldmesskunst,  mit  V  uruusscbickuDg  der  erforderlichen 
«ithnetiedien  «od  geoMelrieehei  Bilfefitee.  Zam  fiebsMek  u 
werbe«,  Bürger •  and  Landscbnieu  bearbeitet  von  A.  Woelfer,  Veit 
aeeeaBge-CeneiieBlr  und  Lehrer.   Getba.  1840. '41.  8.  .12  ggr. 

Th.  Baetz,  pract.  Zeichenlehrer,  Geometrie  für  Künstler  und 
Handwerker.   Bin  Lebrbnek  warn  Seibelnateiriebt  2te  verb. 
reraiehrte  Anfl.  gr.  8.  Berlin.  1848.  1  Tblr.  8  ggr. 

Anleitung  zum  Aufnehmen  von  Landgütern,  zum  Feldmcssen 
und  Niveliiren.  Von  A.  Bolotow.  (In  russischer  Sprache).  8.  St. 
Petersburg.  1842. 

Practiscbcr  Unterricht  im  Niveliiren  oder  Messen  der  Höhen  u. 
i.w.  Alit  3  Kupfern.  2te  Ausgabe.   Bautzen.  1842.   gr.  8.   8  ggr. 

Tbe  Principles  and  Piraetiee  of  Landenginccring,  Trigonome* 
trical,  Snbterraneous,  and  Marine  Survejring^  witb  an  Appendix,  1^ 
Cb.  Bourni.   8.  London.  1842.   15  ab. 

Die  geometrische  Zeichenkonst^  oder  die  Lehre  vou  den  geo* 
metrischen  Projectionen  and  'ihrer  Belenchtmig  in  8  Thailen  $  Ton 

ßroeckrr  T. ,  Artillerie  -  Lieutenant  und  Lehrer  an  der  Königl. 
Preuss.  Oberfeuenverker  -  Schule.  Mit  12  Kupfertafeln.  Berlin, 
Posen  ui)d  Bromberg.  1842.   gr.  8.   4  Thlr.  8  ggr. 


TrigoiMittetrle. 


A  Treatise  on  Plane  and  Spberieal  TrigonoMtiy.  Bj  tbe 
Rev^.  G.  Hall,  M.  A.  Prof.  of  Nathematies  Im  MAaa^  €eliege, 
UiMd.  S.  edit  Undon.  1842.  7  ab.  6  d. 
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Mechanik. 

Poinsot.  Elements  de  statique,  suivis  de  quatre  m^moires  aar 
la  compositioD  des  momento  et  des  «ires.  Öme  ^dit«  Paris.  18^ 
8.  6  Fr.  50  c. 


■ 

Praktische  Mechanik« 


Der  practische  Masch iaeobauer,  von  A.  V.  DeoBBie,  practischeB 
MaicMii«Db«iier.  9.,  1(K  nbd  12.  Lieferaog.  Mit  94  lithoffraphir- 
teB  AbbUdoBgw.  I|ae4liiibiir|^.  1841  8.  6  TUn  80  |pgr. 


Astronomie. 


Theodicee.  Eine  Reibe  von  Dialogen  von  Dr.  k.  von  Scha- 
den. 1.  Band.  Auch  unt.  d.  Titel:  Orion,  oder  über  den  Bau  des 
Binmels.  ,  Csrlsmhe  md  Fieiburg.  1842.   gr.  8.   1  Thir.  15  ggr. 

El^meas  d^Astrononie,  par  C.  Loapot  Paris.  1842.  8.  5  fiv 
50  Cent. 

AstroDoniselie  üntersnebaiigeii  von  F.  W.  Bassel,  Gabaimea 

BagieruncrsraA  und  Professor  su  Kdnigsliarg.  %  Band«  Könin* 
barg.  1842.    jrr.  4.    5  Thlr.  8  ggr. 

Wir  werden  nächstens  auf  dieses  wichtige  Werk  zurückkosiBien. 

AstroDoniscba  Beobaditafagen  aof  der  Könifflicben  ÜniTarsi- 
t&ta- Sternwarte  zu  Königsberg,  von  F.  W.  Besse!,  Gehe  imen  Re- 

fiernncrgrath  und  Professor.    17.  bis  20.  Abtb.,  tooi  1.  Januar  bis 
1.  Deccmher  1831 -.1834.    Königsberg.  1835.  1896.  1838.  1840. 
i  üiiü.    -2  Thir.  It)  ggr. 

Berliner  Astronomisches  Jahrbuch,  für  1845.  (Der  Sammlnag 
Berliner  astronomischer  Jahrbücher  70.  !{;ind).  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  rnferrichts  und  des  Haudeh  herausgegeben  von 
J.  T.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1842. 
gr.  8.  3  Tbir.  4  ggr. 

S.  Uftarariscber  Bariabt  IX.  fil  148.  '  ^ 

Principalet  tables  de  M.  de  Mendosa  (pour  la  tres-proapta  rd- 
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diclioB  des  difteaoM  de  1»  Ime)  M?a«0  eta  de  tilves  et  dee 
ezplicetioDs  en  frangaii  et  en  anirleis;  per  L.  Richard.  le  4b 
Peru.  1842.  7  fr.  50  c 

Hemoirs  of  tbe  Royal  AstroDomical  Society.  Volaae  12tb. 
Witk  16  pletei.  Undee.  1842.  4.  25  eh. 


Physik. 


Graedrin  der  Nalnrlelire,  eders  DersCellaDg  der  ündoletiea» 

als  wesentliche  GruDdla{|^e  der  geaamaitcD  Naturkunde,  und  als 
Schlüssel  zu  vielen  Geheimnissen  der  Natur.  Mit  sorgfältis^er  Um- 
gebuDg  aller  Hypothesen,  iiuf  rein  matheraatiäche  l'riucipiea  ge- 
gründet von  M.  Rubrom.    Wien.  1841.   gr.  8.   2  Thlr.        .  *  . 

Rede  über  den  Einfluss  der  Naturwissenschaften,  bei  Ueber- 
nabme  des  Prorectorats  an  der  Universität  zu  Jen«  am  6.  August 
1842  gehalten  von  Dr.  £.  üuscüke.  Leipzig.  1842.  Lex.  8. 
3  ggf- 

J.  H.  Hellniuth'B  Volks- Natu rlelire.  10.  Aufl.  Nach  dem  Tode 
des  Verf.  zum  dritten  Male  bearbeitet  ven  J«  G.  Fischer«  Braaa« 
schweig.  1843.   1  Thlr. 

Die  Ezperiaeatal -Physik.  Zum  Selbst* ünterriebte  I8r  Gebil- 
dete und  zum  Gebrauche  in  Real-  und  polytechnischen  Schulea. 
Nach  der  dritten  Aufl.  des  Französischen  des  J.  Marcet,  Prof.  zu 
Genf,  übersetzt  von  G.  Kissling.  Erste  Lieferung.  Ludwigsburg. 
1843.  8.  Das  Ganze  wird  in  sechs  Lieferungen  erscbeiaen  und 
1  Thlr.  12  ggr.  kosten. 

Traite  de  Physique  consider^e  dans  ses  rapports  avcc  la  Chimie 
et  les  ^>cieDces  Naturelles,  par  Becquerel.  T.  1.  In  8.  Paris. 
1842.   7  fr.  50  c. 

Elementi  di  Fisica,  di  Domenico  Scina  (Professor  der  Universi- 
tät in  Palermo)  2.  edizioae  nilanese  con  aggionle.  2  Tomi«  Mai* 
land.  1843.    12.   0^  L. 

Joh,  Sem.  Tr.  Gehlei^s  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbei- 
tet von  Gmelin,  Littrow,  Muncke»  Pfaff.  10.  Band  2  Abth.  (Waf.- 
Wie)  Mit  20  Kupfertafeln.  Leipaig.  1842.  gr.  8.  4  Thlr.  10  ggr. 

Ildsioire  sur  l'Ar^omdtrie,  et  en  particnlier  snr  PAr^om^trie 
eentigrade,  süivi  d*aae  Instruction  a  l'usage  des  fahricants  d'Aido* 
■htree  par  Francoenr.  In  4.  Paris.  1842w  3  fr. 

Schenk] <  Dr«  K.  Ph.,  das  Barometer  und  seine  Benutzung  vor- 
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seglieh  alt  lottnKent  m  HMeMMMM.   Roy.  4.   Bfteii.  IML 

Proccctlings  of  thf  [.nndnn  Electrical  Societv.  Part  7.  Session 
1842—43.   Edited  h)  tlic  älecrctarj.   Loodoo.  1843.    8.   21^  sh. 

Votlat&ndiger  ÜDterricbt  in  der  Blitxableitersetzung  nacb  66  Mot 

dellen,  nebst  einem  vorbereitenden  Auszuge  der  Klfktrizifäfslclire 
und  geschiclitlictien  Noti/en  über  die  Erliodung  und  Kintiiliriin:j^  der 
Blitzabieitcr,  für  Archilektea,  logenieure,  Bau-  und  Werkuteister, 
▼on  Dr.  K.  W.  D«aipp.  Mit  3  Fignreotafelii.   Hfinishen.  1842.  8. 

Der  Maii^netismus  im  Verbältoiss  zur  Natur  und  Religion  von 
Ritter  Dr.  J.  Ennemoser.  Stuttgart  und  Tübingen.  1S4!2.  gr.  8. 
%  Tblr.  12  ggr. 

Der  Galvanismus  in  seiner  technischen  Anwendung  seit  dem 
Jahre  1840,  oder  Galvanojilastik  u.  s.w.  Für  Natur-  und  Kuusttrcutide, 
-wie  auch  zum  tecbuischeu  Gebrauch  dorgeatellt  von  Dr.  M.  kuub- 
locb.   Briangen.  1842.   gr.  8.   16  ggr. 

Die  Galvanoplastik,  oder  praktische  Anleitung,  Metalle  ans 
ihren  Aufli>8UDg€n  nach  den  neuesten  und  verbesserten  \  erfahrungs- 
arten  vermittelst  der  ffaivuuibcbeu  Eiectricilat  zu  reducireu,  nacb 
den  Vorscbrifteo  des  C,  Walker,  T.  Spencer,  A.  Sniee,  Sturgeon, 
de  la  Rive  u.  A.  bearbeitet,  und  mit  auf  ergene  Erfahrung  gegrün- 
deten ZiuätMB  venebeo  von  W.  Fardelj.  Aleiuiheim.  iS*SL,  gr.  8. 
lü  ggr. 


Preisanfgabe 

der  KÖnigiicbeD  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göt« 

^  t  i  n  g  e  n. 

Es  Boll  ein  Instrument  zur  Messung  der  Stärke  des  Tuns 
swecfcniliMig  eingerichtet  und  Versuche  gemacht  werden,  um  die' 
damit  sv  erreichende  Schirfc  der  Messung  kennen  zu  lernen. 

Einsendungatermin  Yor  Ablauf  de»  lliieptembeni  1843.  Preis 
50  Ducateji. 


Die  mathematischen  Wissenschaften  haben  in  neuester  Zeit 
twei  grosse  Verluste  erlitten. 

Am  21.  September  1842  starb  der  berühmte  eaglisebe  Malhe- 
IHlHker  .1  M  n]  es  Jto  ry .  geboren  im  .lahre  1765. 

Am  ri.  Januar  1N13  starb  zu  Paris  1^.  Puissant,  geboren  am 
12.  September  1701)  in  La  Gastallerie  im  Seine-  und  Marne  -  Depar- 
tMient,  vorzüglich  bekannt  durch  seinen  Trait^  de  Gdod^ie  und 
■einen  Traitd  de  Topographie. 
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Systeme,  Ldbr-  rnid  Wftrterbttcher. 


Phil.  Keiland,  Lecturet  on  the  Priociples  of  DemoDstrative  flla- 
llkematici.  8.  Bdisbnrgb.  1843.  4  ab.  0  d. 

Cours  de  mathcmatiques,  redigo  pour  Tusag^e  des  dcolcs  mili- 
taires:  par  Allaise,  Billy,  Boudrot  et  L.  l'aissaot.  3.  ^itioa.  la  8. 
Pari&  im  7  fr.  50  c. 

Cours  de  math^matiqtiefi ,  H  Posage  de  riog^niMr  dfU,  par 
J.  Adb^mar.   Algebra.   8.   Paris.  1843.  d  fr. 


Arithmetik. 


Anleitung  zor  grÜDdlicben  Erlernung  der  Rechenkunst  mit  An« 
Wendung  der  zweck oiässigsten  Abkürzungen.  Zum  Selbstunter- 
riclite  und  als  Uülfsbuch  beim  öffentlichen  und  Privat- Loterrichte, 
Tan  J.  Strebl»  Labrar  an  der  k.  k.  Xormalhauptsebnla  m  8t.  AuM 
ia  Wimk  2  Tbl«  &  Wiam  1843.  1  Tbir.  12  ggr. 

Arithm^tique  usuelle:  Cours  complet  de  calcol  th<forique  et  pra- 
i,  par  6.  P.  Olivtar.  9  Mion.   12.  Paria.  1843.  2^  fr. 


tiqoa 

Tbe  Seeman's  Aritlimetic,  or  tbc  Apiilicatron  of  the  severül  Ru- 
les  of  that  science  to  the  purposes  of  tue  Maritime  Profession;  in 
«hieb  alio  aie  inaerted  several  Examples  of  Stateaseata  and  Ad- 
jaatBaat»  of  canaral  aad  aartkular  ATcrages.  Bj  J.  Martin.  18» 
tdisbwgb.  1848.  2  ih.  6  4. 
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J.  J.  GremilHet,  Recneil  de  problomes  nmusans  et  instriictifs, 
•V6e  les  d^moDStrationa  raisona^es  et  TupplicatioD  des  regles  de 
rarithnftique  k  le«n  toIntipM.  6.  Mition.  PMÜe  1.  8»  Parii. 
1849.  Ufr. 

ADfaDgsgrÜDde  der  BuclistabenrecliDung  und  Algebra.  Von 
J.  C.  Lückenhof,  Professor  um  Gjinnasiuni  zu  Müuüter.  2.  verb. 
■sd  Teraehrle  Anfl.  gr.  8.  Müiiiter.  ^843.  10  ggr. 

Hartmann,  M.  Edler  TOn  Pranaensbuld.  Crundlehreii  der  aUge- 
neinea  ArUhmetik.   8.   Wieo.  1843.  .  1  Tlilr.  9  ggr. 

ArilMi«tlk'(KJtl  4ilgdbr»)^i|ledlselNifon,'  ftr^lRAM  BSrger. 

und  Gewerbescbulen ,  so  wie  für  den  Selbstunterricht,  von  J.  A« 
PAmi.   1.  Tbeil.  Niedere  ArUiyMtik.  8.  Stuttgart  ISO.  15  ggr. 

Lehrbach  der  Arithmetik  und  Algcb/a,  herausgegeben  von  Job. 
SaloMOD,  Profesaor  der  Hathematik  in  Wieo.  3.  'dorebant  verbea* 
aerte  Aiifli|g^  M^.      Wia.  ISO.  3  Bbif.  l^.jg«K. 

A  Treatise  on  Algebra;  cmbracing,  besides  the  elementary  pria- 
ciples,  all  tbe  higher  parts  usuall^  tauglit  in  Colleges;  contaioipg, 
BK»reover,  the  new  metbod  of  cubic  and  higher  Bquationa,  aa  wmI 
«a  the  deTelopBieBt  aad  applicatiuti  of  the  more  receatly  discofa» 
red  Theorem  of  Sturm.  By  G.  R.  Perkins,  Principal  and  Professor 
of  Mathematics  in  tbe  Ctica  Academj.  8.,  litica.  (üoited  Statea) 
1842.   10  Jh.  0  d. 

Bxpeailioii  de  Ui  tbdoria  dei  cbaneea  et  dca  prebabilit^Ss,  par 
A.  A.,QMirMt.  Ia8.  Paria.  1843.  7. fr.  50«. 

Beitrag  zur  Auflösung  der  höheren  Glcicbnngen. 
\'  0  n  D  r.  A  n  t  o  n  \  ii  1 1  u  s ,  o  r  d  e  n  1 1  i  c  Ii  e  in  M  i  ( g  1  i  e  d  e  der  u  n  g  r  i* . 
sehen  Gelehrten-Gesellscb nft  zu  Pcstli.    Wien.  1843.  8. 

Diese  Schrift  scheint  uns  ein  dankenswertber  Beilrag  zur  ge- 
aanera  Wlirdigunff  vad  Tergpleifiboiig  .der  Peorler'achefl  nad  Her- 
aer'schen  a.  Literarischer  Bericat.  Hr.  VI.  8.  90)  AuQüsunga* 
methoden  der  nuroeriscben  Gleichungen  zu  sein.  Zur  Kmptehluog 
dient  derselben  auch  die  Deutlichkeit,  mit  welcher  sie  verfasst  ist, 
wobei  sie  an  etgneo  Bemerkuiigen  und  Kotwiekelunaeo  nicift  ana 
tat,  'U.  A.  aa^  'laibesoadere  -eNi  Yaa  'Vo-ari«Y  aor  Araabia  *«Bjra. 
deatetes  Verfahren  gcnuuer  sa  erwägen  und  aicbt-nur  ak*der  Bo* 
d^n 'sehen  Wurzelvermindpninc;'  in  Einklnng^  /n  hrin:]^pn.  sondern 
auch  hinsichtlich  der  Gränzen  seiner  Genauigkeit  festzustellen  sucht. 
Vollständig  ausgerechnete  Beispiele,  die  ganz  zweckmässig  zum 
Tbeil'aaa  «der  ia  «Hr.  VI.  '8.'90*dea  Htcrariaehea 'llerichta  angezeig- 
tea  Schaft  dea  Berrn  Prof.  Schulz  voa  Straasiricki  und  aus 
Enckes  bekannter  Abhandlung  in  dem  asfrnnomischen  Jahr- 
buche für  1841  entlehnt  sind,  sind  überall  beigebracht,  und  wer* 
den  ffewisB  sehr  zur  ünterstiitzong  minder  geiibter  Leser  dienea. 

9mMt  mag  nidi  «werde»,  daaa  ^r  Vttt  'awÄ  Im  ^origea 
Jibre  den  ersten  Tbeil  e'rnes  in  uogrisclipr  Spraebaaelfanteagr^ 
aierea  Labrbaeba  der  Tbeorie  der  Gleicbu^gen  oatar  daa^TM: 
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Pie  |>ogaritIiiiieii  Qfrd  dj«.  Girl|.qx,C|ii  LIme/^  Z|i?.««;iM.* 
^jKk.eit,        Qaussiiohen  Lo^arithmeo  fü,r  Snnfien  i]j^4 
Dtilfereözco    i^.nd    zur   logaritbiqiv.chen  .•\Q,flöai|,qK 
q^a,<lratlschen  Q^eichuageo.   Füi;  eiqe  auf,  str^og^  Tl^.«;o- 
cU  g9gründet,<^  A*«ei|4:iM*g.  Vom  D^.  4.  Bf. ||a.ii9f. ^/Q.t^i^r" 

nei  einer  Schrift  wie  die  ?orliegeode,,  welche  nicht  fiir  erst« 
Anfänger  bestimmt  zu  sein  scbeint,  welche  einer  bwndecfl^  Bemer- 
ayf  deni  Titel  zufolge  eine  auf  strenge  1il^be#r,ii;  99- 
grüudete  Anwendung  za  fordern  den  Zwjeck,  hAl«  und,  dfife^ 
theoretische  11  auutgrundlage  die  Entwickclung  der  f^Qgnritb- 
laeo  und  ExpoucDtiiilg^ös^en  ia  Dellien  bildet,  uüre  nton  w,ohl  zi| 
entarten  berechtigt  gewesen,  dftss  t\er  Herr  Verf.  die&e  l^ntw^clf^e.- 
jtto^  nach  einer  strengern  Metbod« ,  als  wt  die  ganz  gewolmiidii^ 
Weise  mittelst  der  Metbode  der  unbestim«|ten  Co^flicicnten  aufgi^o 
fuhrt  hätte.  Insofern  nun  diese  Methodik  den  Leser  in  TiiHiger 
pogewissJ^eit  ül^er  di,e  Gränzen  der  Anwendbarkeit  der  durch  die- 
l^lbe  erbalteoen  fteibep  lässt,  uqd  überbiiui^ti      wie,  nyn  schon  of^ 

genug  aus  eioaader  gesetzt  worden  ist  rr*  sor  Gewinnung  tov. 
«snitotcn,  die  auf  strenge  Gültigkeit  Anspruch  machen  dürfen,  gar 
picht  geeignet  ist.  da  terner  der  Verf.,  nach  seinen  aus  ^.  0.  er- 
sichtlidie^^  sehr  ragen  und  ganz  veralteten  Begriffe^  ifbttr  CoJDver- 
g«^  uiifl,  D^i^epgenz  der  ReHieii  zu  lutheiüepi«  mit  den,  nenern  FofrC* 
schritten  der  Aoalysia  io  der  Theorie  der  Reihen  auch  nicht  Im 
Entferntcstpu  bekannt  ist,  so  entbehrt  seine  Schrift  überhaupt  einer 
ytreugen  tbenrctischca  Grundlage  ganz,  und  der  Zweck  derselben 
\f,&Bn  aUo  hiernach  nur  »ip  ycrCeljTt  <>r.99|ieii^ep^  J|f;^och  wird  siqb 
die«elbe  walirscheinlicb,  Um  VerdH^t  erwerben,  den  ^ebr«iic(i  i^v. 
Gaussischen  Logarithmen,  ioal^eiMlere  auch  bei  der  Aufiösnpg  der 
quadratischen  Gleichungen,  weiter  zu  verbreiten,  in  welcher  Be- 
ziehung sie  den  Lehrern  an  höhern  Uoterrichtaan^talten  espfohlen 
sein  mag. 

Tafel  4er  Proportionaltheilc  zum  Gebrauche  bei  logarithminehen 

Rechnungen,  mit  besondorer  Itcrücksicbtigung  der  Logarithmenta- 
feln von  Call  et  nnd  Vega,  eatworfna  van  C*  Bremiker."  S.  Berlin. 
im.    18  ggr. 

• 

Pia  Dlffeff^naial'  nnd  Integral rechnun,£  npitFun^tio* 

neu  mehrerer  Variablen.  "I'o  n  J.  f..  Kfibe.  Her  Diff'ereu- 
zial-  und  IntcgralrechBung  zw^^i.ten  TbeU^#  <$r.sjte  Ah- 
t^eilHua,   Zürich.  1843.   8.  ^  Tbb.  8  ggr. 

P^i;. Inhalt  dieser  AbtheiliiDg  de^RalMeV^^Q  Weckes  üher  Dif. 
ferenzl^nl-  uud  Integralrechnung  ist  durch  ihren  Titel  hinreichend 
b.ezeichnct.  Wenn  auch  lici  der  Entwickeluug  der  Taylor'schen 
und  ^jlaeIuurin'scheR  Reihe  und  bei  der  Lagrauge^schen  H^itie  Kr- 
ffÄnzi^i^g^lieder,  wii^  4c  ^'e^f«  ^<^elben  nea^t,  angegeben  wor- 
in «na»  io  naMB  wir  doeh  in  einen  Werke  wie  icqrliegende^ 
•in«  naf  die  Er^nsnngiglieder  gestütste  näher  eingehende  Untere 
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ungern  vcrmisst,  weil  gerade  in  diesem  Punkte  noch  eine  sehr 
iioaDgenehme  Lücke  io  der  Analvsig  insbesondere  in  Bezug  auf  di« 
Lagrange^scbe  Reibe  anszurülleo  so  sein  scheint.  JedenfallB  hit* 
tfln  aber  die  vencbiedeoea  Arbeiten  Cauchy's  über, die  Conw* 
gemrUDd  Divergenz  der  Lagraoge'schen  Reihe,  die  freilich  in  ver- 
scbiedenen  Memoiren  dieses  grossen  Mathematikers  zerstreut  sind, 
eine  ganz  besondere  Beriicksichtigang  verdient,  und  der  Verf^ 
-würde  sich  durch  deren  weitere  Entwickelung  ond  möglichst  de- 
menta^e  Dantellaog  gewiss  ein  ganz  besonderes  Verdienst  nm  je- 
deo  I^ser,  so  wie  auch  um  die  Wissenschaft  überhaupt  erworben 
hnhpn ,  da  die  in  Rede  stehenden  Punkte  nothwendip;'  vollständig 
aufgeklärt  werden  müssen,  bevor  sich  überhaupt  von  der  Lagran- 
ge'Scben  Reihe  eine  fiebere- Anwendung  m.'ichen  lässt  Ohne  solche 
nihar  aiogebende  fTntersucliungen  über  die  Convergenz  und  Diver- 
genz helfen  die  Ergänzangsglieder  in  ihrer  allgemeinen  Form  fttr 
die  wirkliche  Anwendung  gar  nichts,  und  die  ganze  Gleichung 
bleibt  eigentlich  nur  ein  symbolischer  Ausdruck.  Auf  nähere  Erör* 
terungen^  können  wir  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes  weffco 
nicht  eingehen.  Nur  woRen  wir  noch  in  der  Kürze  benarfteo,  dast 
bei  der  vorher  in  Anregung  gebracliton  T'utcrsuchung  nach  unserer 
Ueberzeugung,  so  weit  dies  irgend  möglich  ist,  der  Gebrauch  der 
Integralrechnung  vermieden  werden  rauss,  und  dieselben  ganz  in 
das  Gebiet  der  Differenzialrecbnuog  zu  ziehen  sind. 

An  Klementary  Treatise  on  the  Differential  Caiculus,  in  which 
the  Method  of  Limits  is  exciusively  made  use  of.  Ry  the  Rev.  M. 
O^Brien,  M.  A.,  lute  Fellow  of  Caius  College.  8.  Cambridge.  1843. 
10  sb.  6  d. 

■ 

1  principii  del  calcolo  sublime  esposti  coli*  algebra  pura,  saggio 
di  teoria  elementare  di  Giorgio  nob.  Fosculo.  sotto-tenente  nel 
corpo  degr  ingegneri  navali^  prof.  di  matemattca  nell'  i.  r.  collegio 
della  marioa  in  Tenezia.   In  4.   Venezia.  1842. 


Geometrie. 


PiiDdanente  der  Ceemetrie.  Tom  Prof.  Dr.  Mngnas 
Georg  Paecker.    Fünfter  bis  sfehenter  Cursus.  Metrik. 

Trigonometrie.  Stereometrie.  Mit  255  in  den  Text  ein-' 
gedruckten  Holzschnitten.    Mitau.  1S42.   8.   1  Thir.  6  sr^rr. 

8.  literarischer  Bericht.  Nr.  X.  S.  154.  Wir  sind  fortwährend 
der  Meinung,  dass  Lehrer  insbesondere  im  Einzelnen  in 
dieser  Schrift  Vieles  finden  werden,  was  ihnea  bei  ilireni  Unterriebte 
recht  nützlicii  sein  knnn,  auch  in  Be^ug  auf  ajis  derselben  zu  ent- 
nehmende rcburic:saur^aben,  und  eni|ifelUen  dieselbe  daher  in  die* 
ser  Rücksicht  nochmals. 

Lehrboeh  der  ebenen  Geometrie  snm  Gebmncbe  bei  dem  üater- 
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richte  in  Real-  und  Gymuasial- Anstalten  von  Dr.  C.  U.  Nagel, 
Professor  der  Mathematik  au  dem  Ober-G^uiousium  und  der  bi>kern 
Bürgencteio  in  Uln.  3b  vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Ulm.  184S.  Mit 
17  iithogr.  Tafeb.  20  ggr. 

Materialien  zur  Seibstbcscliäftiguog  der  Scliiiler  bei  dem  Vo- 
tirriehte  in  der  ebenen  Gcumetrie  von  Dr.  C.  H.  Nugel,  Prof.  der 
MatheMtik  B.  a.  w.  in  OIb.   ftr.  8.  Ula.  1843.  6  ggr. 

(Besooderer  Abdruck  (!cs  Anbanga  snn  Lehrbndi  der  elienen 
GeoMetfie  von  demeiben  Veriaaaer.) 

Geometrie  und  Trigonometrie.  Ein  Leitfaden  beim  Unterricht 
in  Real-  and  Gewerbadinlen^  von  F..Kieaer,  Prof.,  VpraCmid  der 
Königl.  Realschule  und  der  Elementurnnstalt  in  Stuttgart.  1.  Tbl. 
Kbene  Geometrie.  Mit  11  j^teifitufeb.  3.  vermehrte  Aufl.  ,'gr.  8. 
StuUgart.  12^3.   16  ggr. .  , 

» 

Qel  nostulato  qnioto  degli  elementi  di  Enctide.  Di  Giovanni 
Fnaco.  In  ST  1^1* 

■  Praktische  Aiireitung  zur  Auflösung  geometrischer 
Aufgaben  und  zur  Erfindunar  des  Beweises  geometri- 
aeber  Lehrsätze,  geatütst  auf  eine  auaftibrliehe  Erläute- 
rung des  Wesens  des  geometriaeben  Satnes»  von  Dr.  E. 
S.  Unger.    Krfurt.  1843.  8. 

Der  Verf.  sagt  in  der  Vorrede:  ,,So  lauge  noch  dem  mit  der 
Geometrie  Beschäftigten  die  ermittelten  Wahrheiten  als  durch  einen 
SBafell  entdeckt  eraebeinen,  nod  er  die  Frage  niebt  sn  benntworten 
vermog:  Wie  ist  man  hierauf  gekommen?  so  lange  hat  er  eine 
wahre  geometrische  AushiMun^-  sich  noch  nicht  angeeignet^*  uiid 
bemerkt  dann  ferner,  ,,dass  diese  8cbrift  den  Zweck  habe,  dem  An> 
fanger,  welcher  bereits  eine  Zeit  lang  mit  den  Elementen  der  Geo- 
metrie beschäftigt  ist,  diese  AnsbHdang  xn  veraekaffen,  und  Ihn  an 
diesem  Behnfe  dahin  zu  bringen,  dass  er  des  Stoffef  vollkommen 
mächtig  werde,  das  Wesen  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Sätze 
und  ihren  Zusammenhang  zu  einem  vuUständigen  Ganzen  richtig 
erkenne,  und  zu  einer  zweckmässigen  Benutzung  derselben  hin- 
lioglicb  befähigt  werde.  Dm  diesen  Zweek.  an  enreieben  ist  daa 
Ganze  so  bearbeitet,  dass  für  das  Selbststudium  dem  Aafloger  eine 
deutliche  und  ausführliche  Anleitung  gegeben  wird,  wie  er  seine 
geometriscben  Beschäftigungen  vorzunehmen,  uni)  worauf  er  sowohl 
bei  den  einzelnen  Sätzen  an  und  für  sich  als  auch  hei  der  Krmitteiung 
ibrer  Abhängigkeit  von  einander  aeine  Anfmeraandceit  voraoganreiae  an 
ricbten  bat,  und  ea  iat  ib'm  sogleich  durch  eine  xahlreiche  Sammlung 
von  zweckmässigen  und  zweckmässig  zusammen  gestellten  Tebun- 
gen,  durch  die  er  eben  so  zu  eigenen  Forschungen  veranlasst  wird, 
sich  Kechenschaft  zu  geben  über  die  Art  und  Weise,  wie  die  er- 
mittelt^ Resultate  aieb  notbweadig  babea  berausstelleo  müssen,  hin> 
ränQ:liche  Gelegenheit  geboten»  aeine  geometrische  Ausbildung  zu 
vulfmden  u.  s.  w/'  L'm  es  kurz  zu  sagen,  ist  also  diese  Schrift, 
ihrem  Hauptzwecke  nach,  eine  Anleitung  zur  Auflösung  geo- 
metrischer Aufgaben  nach  analytischer  Methode  und  enthält  zugleicb 
iiiM  siemlieb  grpase  Saaunlung  \cn  Angaben  nnd  l^rsätzen,  wo- 
bei dieaalbe.  indeaa  saglelcb  aueh  den  Anftoger  mit  der  Bedenlong 
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der  einzelnen  ^ätze  in  dem  georaetrischeo  iSysteme  und  der  Noth- 
wendigkeit  ihres  inneren  Zusammenhangs  unter  einander  näher  be- 
'kannt  ^u,  machen  sucht,  und  hierhei  inshesondere  das  System  dt% 
Buclides  in's  Auge  t'asst.  Indem  uns  die  Kecnsftheit  des  Raumes 
verhindert,  namentlich  über  den  letzteren  Punkt,  wie  wir  sonst 
wohl  gern  möchten,  ein  völlig  motivirtcs  ürtheil  abzugeben,  trollen 
trir  nur  bemerken,  dass  wir  allerdings  das  Bestreben  des  Verft. 
in  dieser  Beziehung  für  löblich  halten,  dass  wir  aber  gewünscht 
'hätten ,  dass  er  neben  dem  Systeme  des  Kuclidcs  auch  andere  geo- 
metrische Systeme,  insbesondere  das  von  Legeddre,  berücksichtigt 
und  auch  in  Bezug  auf  das  euclidische  System  verschiedene  bei 
de.4Sen  Charakterislrung  ganz  vorzüglich  zur  Sprache  kommende 
Hauptpunkte  schärfer  und  bestimmter  hevorgehoben  hätte,  wobei 
wir  u.  A.  das  fünfte  Buch  im  Auge  haben.  Sollen  wir  schliesslich 
unber  Urtheil  über  diese  Schrift  im  Allgemeinen  und  in  de^ 
Kürze  aussprechen,  so  glauben  wir,  dass  dieselbe  bei  einer  ziem« 
lieh  grossen  Breite  der  Darstellung  Anfängern  in  der  Geometrie, 
die  aen  Unterricht  eines  geschickten  Lehrers  entbehren  müssen, 
nützlich  werden  kann,  sind  aber  auf  der  andern  Seite  der  Meinon^, 
dass  dieselbe  geschickten  und  geübten  Lehrern  auch  in  methodi- 
scher Rücksicht  nicht  gerade  viel  Neues  bietet.  Anfängern  wie 
die  obigen  mag  dieselbe  jedoch  hierdurch  nochmals  empfohlen  sein. 

Traitc  de  geom^trie  descriptive,  par  Lefebure  de  Fourcj. 
4.  «idition  2  Vols.    8.    Paris.  1843.    10  fr. 

  • 

Traite  dl^meotaire  de  geometrie  unalytique  a  2  et  a  3  dinen* 
siUQs,  contenaut  tuutes  les  theories  generale»  de  geometrie  acces- 
sibles  ä  l'aoaUse  ordioaire,  par  Auifuste  Comte.  8.  Paris.  1843. 
T  fr.  50  c. 

Oo  the  Application  of  a  New  Aoalytic  Method  to  the  Theory 
of  Curves  aud  Curved  Surfaces.  By  the  Rev.  J  Boutb,  Professor 
of  Malhematics.    8.    Liverpool.  1843.    1  sb. 


Praktische  Geometrie. 


-  Die  niedere  Measkunde  als  Instruction  für  €i?ilingeriieare,  ent- 
haltend:  Aufgaben  der  niederen  Messknnde,  Ausmessungen  mit  Sta« 
lien  und  der  Kette,  Gebrauch  des  Tisches,  u.  s.  w.  von  W.  K.  A. 
Ton  Schlichen,  Königl.  Sachs.  Kammerrath.  2  Bändcbeo.  12. 
Quedlinburg.  1843.    12  ggr. 

L.  W.  Klemm,  die  liatades-VeKmessung  und  die  in  ihren  Ge- 
folge befindlichen  Arbeiten,  erläutert  dnrCh  die  im  Königreich  Wür- 
Hemberg  zur  Ausführung  gekommene  Vermessung.  2.  Heft  1.  Hälfte. 
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(Tcigpanmetr.  Tbeil  2.  Abdilg^)  Mit  1  Stciuütfel.  gc  8.  StiUl- 
«MEt.  im.  Scgr» 

(IBL,  UttncSSlMK  Biiicht.  Nc  X  S.  IST)..  / 


A  Camprelkensive  Treattse  oa  Laud  Surveying;  Gomprisiag  the 
Tbeory  and  Praclice  in  all  iu  braocbes:  iu  wbicli  the  (Jse.  or  the 
wiiMii  InatnuMiils.  employed  in  SiirveyiDg,.|#ev.elUiiffi  ele.  ii.  clearlv 
tiacidated  hy  practical  Examples.  lliustralni  bj|  40  plates.  J. 
Ainslie.  With  a  Tre-atise  appeoded,  od  TrigoDometrical  Surveymg, 
LevelÜDg  and  Railw^y  Eogioeeriog,  bj  W.  Galleraitb,  M.  A.  4. 
Loodoo.  1843.   clotli.  15.  ab. 

F.  W.  Sianns,  Treotise  on  tbe  Priociples  and  Practice  of 
Levpliing:  shuwing  its  upplication  to  purposes  of  Civil  Engineering, 
particulurly  io  tbe  C'onstructkia  of  Roods,  witb  Mr.  Teiford's  RuIm 
for  tbe  iane.  2.  edUioo,  witb  plates  aod  woodcuta.  8.  London. 
1841.  5sb. 

Die  AusglelcbuDgs  -  Recbnungen  der  practitcben 
Geometrie,  oder  die  Methode  der  kleioateo  Quadrate 
mit  ihren  Anveltdnnjfnn  für  geodätiiche  Au£ff.ab.ea,  tob 
Cbristiau  Ludwif  CwUniT^  Bnabnrg  ondi  Ipotlin.  IW^ 
8.  2  Tbir.  16  ggf. 

Diesea  Werk  bilft  nach  unserer  Ueberzeuguog  einem  wahren 
>  Bedürfaisse  alier  praktischen  Geonieter  ab,  und  verdient  denselben 
■achdrücklicbit  nml  aDgcicgentlichst  empfahlen  zu.  werden*  ^  AOn. 
Aefgaben  sind  durch  auffübrlicb  aiugerecbnete,  aus  der  langjähri- 
gen eigenen  Praxis  des  Verfs.  entnommene  Beispiele  erläutert^  und 
wir  glauben  daher,  dass  «in  praktischer  Geometcr  bei  seiaen  Ar- 
WÜen  nicht  kicht  in  einen  Fall  kommen  wird»  in  welchem  er  in 
im  vnrllegendnn  Werke  mekt  hinrntdMnde  Auakinlt  ttker  dnt  n« 
zidlckmässi^sten  einzuschlageade  Verfahren  finden  lollte.  Das« 
der  Verf.  die  Sritzc,  welche  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
sar  theoretischen  Gruudlugc  dienen,  nicht  analytisch  aus  den 
Princii^ien  der  Wafarscheinlicbkeitsrechuuiig  entwickelt,  sondern 
««k  nut  einer  »eiir  populürca  BriMenang  derselben  nnd  einer  Hin- 
vniMing  auf  die  Quellen,  nua  irekben  ein  vollständiges  Studinn. 
dieses  bochwichtigcD  Gegenstandes  zn  schöpfen  ist,  begnügt  hat, 
halten  wir  bei  einem  Werke  wie  das  vorliegende,  welches  Vorzugs- 
we»e  den  Gebrkuch  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  der 
AttsTubreng  genditiaeber  Veasungen  in  die  Pmxfs  eininfÜbreii  be- 
absichtigt» in  jeder  Beziehung  für  zweckmässig.  Miige  daher  dieses 
Werk  den  von  dem  Verf.  beabsichtigten  Nutzen  in  der  grössteo 
Aasdehouog  stiften  und  reichlichen  SSaamen  nach  allen  Ricutungen 
hin  aosatreuenl  |>ie,nua  demselben  aufgebende  Saat  wijcd  gewiss 
titflick  gerntben. 

Per  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburgi> 
sehen  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mtitbem  atischer  , 
Kenntnisse.  Fastnacht.  1843..  enthält  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Conferensrndit  Sebnainebnr  *n  Altonn,  in  wetebem  derseib«  win 
seinen  Vermessungen  die  Bestimmung  mehrerer  merkwürdigen 
Punkte  in  Hamburgs  die  unter  den  jetzigen  Verhältnissen,  wo  meh- 
 Punkt«  durch  4«n,  «nglückUchqn  Brand  zerstört  sind, 
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Sewiu  Interesse  genug  haben,  um  ihre  BtkaviltnaebQiig  zu  redll* 
irtigen,  da  die  mUffetbeilten  CoordiMten  sngteleb  als  siehm 

Grundlage  für  einen  rinn  von  Hamburg  gebraucht  werden  können. 
Ausserdem  hat  diese  Abbaiidlung  aber  auch  wegen  der  im  Ein- 
gänge mitgetbeilten  ausfübrlicbcn  Tafeln  zur  Vergleichung  de» 
Ramburger  Maasses  mit  dam  Dänischen,  Preassiscben,  PranzSsi* 
scben  und  Engllgeken  Mawse  noch  ein  besonderes  Interene,  wobei 
wir  gelegenflich  bemerken,  dfiss  der  Dftniache  und  PjreoMiiebtf 
Fuss  gegeDWärtig  g«ns  gleich  sind. 


Meclmnik. 


W.  Whewel«  Meehanicnl  Eodid.    12.    Cunbridge.  1843. 
4  »h.  6  d.  » 

i 

Prodromaa  zn  einer  neuen  Dnrstellnngswelse  4«r 
höheren  analytischen  Dynamik,  m\t  Anwendun|^  einer  - 

neueUj  aufs  Evidenteste  erwiesenen,  allgemeinen,  ana- 
lytisch-dynamischen Fundamentitlformel,  nach  welcher 
allein,  durch  blosse  Substitution  in  dieselbe,  alle  ge* 
denkbaren  Aufgaben  der  Statik  und  Mechanik  (diese 
beiden  von  nun  an  nur  eine  Tiehrc  bildend)  sich  nnaiit^ 
telbar  auflösen  lassen.  Vom  Grafen  Georg  von  Bnqnor; 
Prag.  1812.    4.    S  ggr. 

Das  in  Rede  stehende  allgemeine  dynamische  Princip  drückt 
der  Verf.  S.  23.  Nr.  17.  in  Worten  auf  folgende  Avt  ans:  „Bestehe 
irgend  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  unter  einanVer 
in  iri;end  einer  bestimmten  Bcwcgungsrelution  stehen,  <!.  h.  wobei 
die  durch  Raum  nnd  Riolituni;  gegebene  Bewegung  irs:eiid  eines 
jener  Punkte,  für  jeden  der  übrigen  aus^enen  Punkten,  zu  gleicher 
Zeit  eine  dnreh  Raum  nnd  Richtung  beslimAte  Bewegung  jioutnNrt. 
Seien  ferner  jene  Punkte  in,  ihrer  Wechselbeziehung  zwar  ange- 
messenen, übrigens  jedoch  beliebigen  Bewegungen  oder  auch  in 
Ruhe  (die  Ruhe  ist  bloss  ein  einzelner  der  Geschwindigkeit  Null 
cutsprechender  Fall  der  Bewegung)  begriffen,  und  seien  beliebig 
ans^  jenen  Punkten  diese^  oder  jene  (bHiebig  einer  oder  beliebig 
einige  oder  alle),  zu  gleicher  Zeit,  von  der  (Grösse  (durch  Drack 
gemessen)  und  Richtung  nach  beliebigen  Kräften  sollizitirt;  so  ist 
am  Ende  irgend  einer  Zeit  /,  hinnen  einerlei  Zeit-Ditterenzial  dt^ 
alleniul  Folgendes  richtig:  Die  Summe  der  Producte  ans  den,  bin- 
nen tU,  jene  Punkte  sollisitlrenden  Kriften  (als  Drurkgrössen)  in 
die.  Ton  denselben  Punkten,  hinnen  di^  nach  den  Richtungen, 
jener  Kräfte,  durchlaufenen  Räume  (diese  Räume  sind  Catheten 
der  die  unmittelbaren  Durchlaufensräume  darstellenden  Hypotenu 
sen)  ist  gleich  der,  durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere 
nnd  dnrch  das  ZeitdiflTerenzfal  getheilten  Snnraie  der  Preducter  aus 
den,  binnen  In  alten  materiellen  Punkten  des  STSfems,  bloss 
durch  binnen  b  e  s  t  e  h  e  n  d  es  Ei  n  wi  rk  e  n  obenerwähnter 
Kräfte,  bervorgebrachken  Incrementen  an  BewegiiogS4|nantitätcn 
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MB  WtMeiM'  im  Wmknr  im  (^Mmindigk^ttiiBereHMBle  mmi  m 
vCSeschwindigkeiteii  in  Massein ncroneBte  ampredrttekt)  tai  M  tmi 

den  Ietzten\'älinteti  Punkten,  binnen  (U^  nach  den  jenen  BeWe« 
gCUugsquantitäts-Incrementea   entsprechenden  RichtuD- 

fen,  d.  Ii.  Dach  den  jenen  Funkten  bin-nen  dt  entsprechen- 
«naittelbaren  Riektungen  wirklich  Tolliogener  Be- 
vWegungen,  durchlaufenen  Räume. 

r  Die  analytische  Eotwickelung  dieses  Princips,  die  Ableituns; 
des  Princips  der  virtuellen  Gesohwindigkeit  aus  demselben,  welches 
als  ein  blosses  CoroUarium  dieses  neuen  Princips  erscheint,  u.  s.  w. 
mun  MMi^  in  der  Schrift  ieihtt  «iMhleatB.  Bei  einer  Wlnenichaft, 
welche  wie  die  Dynamik  einer  im  eigentlichen  Sinne  philosophi* 
ichen  Drirsfellütig  und  Begründung  so  fnbiof  und  beaürftig  ist, 
bleibt  es  immer  zweifelhaft,  ob  in  einem  der  hisher  bekannten  all* 
ffeneinen  Principien  derselben  ihr  höchste ■  Pirincip  sc|^on  ffe« 
mden  ist,  nad  achoB  hiiofeni  detf  bImI' bIm- Sobrift  v  >■>  weleM 
ein  höheres  Priaeip  bIs  die  bdkBBBCBB,  BBi  weicbem  die  letztei^. 
sich  ableiten  lassen,  zu  ent^'iqkeln  versucht  wird,  nie  unbeachtet 


f^elassen  und  verdient  jedeBfells  ein^sr  geBauern  Prö&Bg  anterwor 
en  zu  werden.        .\  :  ■         ■         ■■ -h  .•         i  • 


Praktische  Meehaiiik. 


Der  pntktische  .Masch inenliBaBri  von  A.  V.  Demme.  11.  Liefe- 
rung. Mit  41  Tafeln  AbbildBBgeB.  8.  (Uedlinburg.  1843.  2  Thlr. 
20ggr.     .  . 

Ubtib,  Aide*Bi^iBoire  -de  HitoBique  pntiqne.  ^  dditioB.  ^ 
Parii.  1848.  8  fr.  50  e. 

iVlanuale  pratico  di  idrodinamicu.    Cuu  un'  appendice,  coute- 
n^nte  il  testo  di  alcuue  leggi  relative  alle  acque.   Ad  uso  degli  in- 
leri  cd  BgBBti  di  f^mpagne  di  F- .GotonbBDi.  8.  MUbbo.  1849L 

Prolegomeni  di  filosoGu  idraulica;  Assunfo  dulla  triseziune  ge- 
nerale degli  atigoli;  Saggio  di  geometria  logica.  DelT  ingegnere 
L.  CofBi»  Mente  pBleiBno.  1841. 


* » ,    *  •  * 


.  ..  I 


• 


Opük. 


A  freatise  un  Optica.  By  William  N.  GriffiB,  M.  A.  2.  ediüoB. 
8.   Cambridge.  1843.  8  sh. 
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viAeclie  et  r^frMt^e  a  la  linite  commune  de  deux  vijieax  coai- 


iUtroiMMuie. 


Po»ullr«  Slernkoiide  oder  leiclUfussliebe  und  unterhalieode 
DarsteliHBg  «Ur  VVuader  de»  gestirutea  Uimiuel«.  Xei*4U^  eioeu  An* 
iMBge  fiber  im  WcMitllfliMto  dM  KaleAdc»  mU  te  Wittennmu 
lehre  von  Dr.  O.  A.  J&hn,  Lehrer  der  MiitbeMtill.  Mit  Ü  Tafil» 
AhhiM«H|4B.  8.  Leiysiff.  1843.  »  TUr.  8  ggr. 

i>er  kuaet  «m  Al^end  des  iS.  IMärz  1843,  eine  oaturListorisciie 
BcachreihoBg  der  Meteore  und  PhinoMene;  Ton  B.  B«  ton  Ugidr. 
Nebst  richti|i^r  nnd  faesHchcr  Abbildung  des  Schauplatsea  aid- 
Uehen  und  weaUiehea  Hiaael.  8.  Ziiuo.  1843,  4  fgr. 

Views  of  tlie  Arcliiteclure  uf  tbe  Heaveus.  By  J.  P.  \icboi, 
L.  L.  D.  Prof.  of  Piact  Attronoaij  in  the  Unlveraity  ef  Qlaaa»w. 
4.  edition.  8.  Bdl*lMf|fh.  IM.  Wllh  M  togratiifa.  cKlh. 
10  ah.  6  d. 

Marcel  de  Serres,  de  lu  creation  de  la  terre  et  des  curu»  c^- 
l^itü.  S.  tf^eria.  1843.  %  Thlr.  18  ggf; 


Leitfaden  der  mntbematischen  und  alltremeiDen  physiscben  Cieu> 
rapbie,  von  Dr.  J.  H.  Maedler,  Kaiserl.  Russ.  Hotralb,  Professor 
er  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Doruart.  8.  Stutt- 
gwl.  1848.  IThlr.  lttggr. 

Principlea  of  Mathematical  fJeog-rapbv;  comprebending  a  Tbeo> 
retical  and  Practical  Expianation  of  the  Construction  ofMaps;  witb 
Rules  for  the  Formation  of  the  various  kiods  of  iHap.  Projectiona. 
Bj  Williaa  Hnghea.  With  4  plelea.  8.  I^adoo.  1843.  deCh. 
eh. 

A  Ceiedtiui  Atlas,  containing  Mups  of  all  the  Consteliationj)  vi- 
sible  in  Great  Britain,  witb  corresponding  Blank  Maps  of  tbe  Stars, 
systeaiattcally  arranged  for  €0«»iiBicaling  a  PreeHeal  Knowledge 
ot  the  Heavens.  By  J.  Middleton,  Teacber  of  tbe  Ose  of  tbe  GIo- 
bes  and  Astronoay.  With  10  Mapa.  FeUo.  Nerwich.  1843.  31  ah. 
Coloured.  28  ah. 

A  ConpaDion  to  it;  coatttlilii^  a  Seriei  of  LeaiOM  on  Mf 
CoDstellatiooa,  a  Dissertation  on  the  Fixed  Stara  and  ConFersation 
OB  Ihe  fleefeie.  With  6  platea.  Vi.   Norwich.  heead  5  ah. 

AitroDomiacbe  CnteranehnDgen  voa  Friedric.j^  Wil« 
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Da  der  Inhalt  dieses  zweiten  Bnndos  des  üben  g-enaanteB 
Wfchtrgen  Werkes  ftüher  noch  nicLt  aogegebeu  wordeii  ist,  so  ho- 
len nit*  ihn  jetzt  nach.  IX.  UeatimmUDg  der  Masse  des  Jnpiter. 
Jt  An9lpk  a«r  FiMiMlMe  (dieie  {•  kSe^rtMi  -GMHto  aiiig^xMefei. 
Mto  Abliandltltag  sollte  Nieittaiid  nngfeleston  lassen.  Auth  «ia  B«* 
xiehung  auf  reine  Matliematik,  insbesondere  in  Beziehnng  auf  ana- 
Irtiache  Geometrie  ist  dieselbe  von  dem  ffrössten  Interesse).  XI. 
ffln  Bfiifsmittei  zur  Krleithterunff  der  Beobachtutigea  der  i^onnen- 
VifeMtelibiiM  vlid  9l€lvl)B4Mkini|fni.  XII*  BiobltehtnuMli  4kife  Dikitl^ 
gatara  des  Met^r  dtiMh  die  fionn^  am  4—5  Mai  1S82.  XIII.  B«k 
obticlilnng  der  Sonnenfinstemiss  atn  15.  Mai  1830.  XlV.  N«ae 
Berecbnun^sart  für  die  Methode  der  Entfernungen  desMondea  voll 
anderen  Uiuiineiskürpern.  * 
*  >  ■•       •  . 

Memoirs  of  the  Royal  Attrenomcal  Society.  ^III.  XlV.  con^ 
taining  tlie  results  of  Experiments  with  tbe  Torsion  Rod  for 
determining  the  Mean  Density  of  the  Gartb.  4.  London.  1S43. 
20  sh.  • 

Astronomical 'Ohiervations  made  at  the  Radclifie  ObserVator^r, 
Oxford,  in  the  vear  1840.  By  xM.  J.  Johnson.  M.  A.  VoL  L  Witk 
1  plate.  Ruy.  IS.  Oxford.  1^.   clotb.  16  tlh. 

Tnblet  doBBant  lee  meeurei  ■icrom^kriquet  de  (»Ins  de  dtol- 
Ito  dMbles  et  mirftiptes,  obselIrM  k  Dorpat,  ^ar  F.  €.  W.  Struve, 
vt  t^IoäsdM  pa»  isdMteUBtiMi  IMT  Cb.  l>i«ti.  in  4.  FAfia.  IM». 

i4  fr. 

Effcaeridi  aatronaBiebe  di  Milano  per  Tanno  1842^  calcolate 
ii  Rob.  Stamb^cchi.  Coa  appettdit?«  di  tHellMrl»  ^  «MIMsiaBi 
•MroMmicbe.  8.  Mailand.  1843»  5  L.  ^  «o. 

€iiornale  astronomico  ad  uso  conune  per  Palkno  1842b  CoA 
peadte«  dl  aotiiie  aatrenowehe  e  aieteorologiche  di  A.  ütfl^  ot» 
reftore  dell*  osser^ria  deA*  t,  «ttlreftiil^  dl  FHiraia*  AM»  IX. 
Parna.   1  L.  30  ao. 


Physik. 


Handwörterbuch  der  P^bytilc  Und  Cheaiie.  Voft  E.  P.  August, 
F.  W.  Baretitin.  W.  H.  Üovfe.  h.  F.  Kaemt«,  ft.  F.  Klöeden,  R.  F. 
Marchand,  F.  Minding,  F.  W.  G.  Radicke,  J.  A.  Roeber.  L.  f. 
W.  A.  8Mb«ek.  1.  Bui.  A^B.  gir.  8.  «atll«.  1848.  i  TMk 
18  ggr. 

Letioni  di  fiaica,  di  C  Matteueci,  dat«  n«U*  i.  e  r.  ttiif«Nitä 


Digitized  by  Google 


.188 

di  Pisa  neil'  mo  1840^  im  \oU  Uk,  dkMu  6.  1»  &  Pim..* 

1840—42. 

Beweigfiilunuigi  dais  dUe  Lebre  dier  Deperen  Physiker  to« 
Drucke  des  Wassers  mnd  der  Lufit  falfcb  ist,  nebst  eiDem  \  ersuche, 
die  ErscbeinuDgeD  an  flüssigen  Körpern  ohne  utniospbäriscben  Luft» 
druck  zu  erklären;  von  Fr.  von  Dhebei:g.  2.  Aufl.  8.  Berlin. 
LÜU.    8  ggr. 

Die  Erscheinungen  der  blectricilät  und  doh  iMug^uctismus  in 
ibrer  Verbindung  mit  einander.  Nach  den  neuesten  Entdeckungen 
im  Gebiete  des  Electro  •  M^netisnua  und  der  Inductions-I^lectrici- 
t»ts  T9B  Dr.  J.  Eydea.  Mit  60  Abbilduiigeii.  8.  Weimr.  1843. 
1  TUf.  22  ggr. 

« 

A.  Bravuis,  Hl^moire  sur  les  cuurans  aacendons  de  l'atMuspbere. 

8.   L^'OD.  18-i3, 

'      .    '  .1 
Un  triennio  di  osservaziotti  nicte«»rologiche  fatte  in  Pesaro« 

ne^li  anni  1838  — 1839 — 18-10;  memoria  del  coute  Giuseppe  Mami- 
ani,  socio  e  censore  dell'  academia  agraria  pesarese.  In  8.  Pe- 
saro. 1841. 

Die  Revolutionen  des  Meeres.     Von  J.  Adbemar.   Au  4mi 
Tiaosösiscben  übersetst.   Leipzig.  1843.  8.   12  ggr. 

Alex.  BefIraDd,  Lettre«  sur  les  r^rolntioiis  da  globe;  7.  ^ition, 
vevoe,  corrig^  et  coiuid6rablement  auflrmentite,  enricbie  de  plancbes 
uouvellos  et  de  notes,  pnr  Arago*  £.  de  Beaiuidat  etc.  lo  8. 
BruxeUes.  1843.   1  Thlr.  0  ggr. 

Aanalea  fttr  Meteorolori«^  Rrdnagnetiaaiua  und  ver^ 

wandte  Gegenstände,  redigirt  von  (ürunert,  Koll«r« 
Kreil,  Lamont,  l'lieninger,  Uuetelet,  Stieffei,  heraus, 
uregeben  vnn  Dr.  J.  Lamont«.  Jahrgang  1843,  II.  üeft. 
M tineben.  1842.  8. 

Inhalt.  Magnetische  TenniBbeolwcbtiingeB  Jn  Prag,  Mnilnnd» 
Krenismünster  und  München. 

Bemerkungen  zu  den  TerminbeohuchtuDiren.  (icwitter  im  Juhre 
1841  nach  den  Beobachtungen  von  l^ndsberg,  Uobenpeiasenberg, 
Regensbnrff,  Bnrglengenfeld ,  Gantenbausen ,  Ansbaeb,  Neustadt  a. 
d.  Alsch«  Würzburg,  tlffenbein,  Stuttgart,  Hof,  l^ipsig. 

Observations  de  in  quimtitti  dVaii  pluvialo  toinluM*  d(>puis  le 
1  Mars  1841  d'apres  Tudometre  uluce  sur  l;i  tuur  cnrr^e  du  fort  l^n- 
motbe  a  Lyon,    l'ur  M.  le  Garae  du  Genie,  Job. 

Metnorologiscbe  Beobncbtongen  im  Jnbre  1841  nn  der  k.  k. 
t'nitenitilt  zu  Grätz  angestellt  yon  Hrn.  Dr.  W.  GIntl. 

Magnetischer  Theodolit,  vom  Herausgeber. 

Vermischte  Na^brichten  vom  Herausgeber.  —  Auüxus:  aus  einem 
Briefe  des  Hm.  Hofrath  Mädler.  Auszug  uus  zwei  Briefen  dea 
Hrv.  Colla«  Auszug  ans  einem  Briefe  des  Hm.  Pm£  Kollcnr. 

Jahrgang  1842.    III.  Heft. 

Inhalt.  Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdrucks 
beobacbtct  im  Jahre  1842  an  der  kqnigl.  ätemwarte  bei  Müifc^en. 


Digitized  by  Google 


189 

« 

Mimalfiche  Mittel  der  Tompcratur  uud  det  füiftdruckes  in  Leip- 
in  den  Jahren  1835 — 18-40,  mitfretheilt  von  Hrn.  Prof.  ülöbins. 
Monatliche  Mittel  des  Luftdruckes  und  der  Tempf-ratur.  heob- 
•  achtet  UD  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  von  1822  —  18iO,  juitgC'^  * 
.  tbeilt  ¥0B  Brn.  C  h.     Littrow.  .  '  - 

V  Aoasfige  aus  den  BeobaebtuDg'en  der  kgl.  GeriehtiKnte  in 
Mjem,  Tom  Heraus|reber. 

Magnetische  Benbachtun|^cn  vom  Januar  1811  bis  Juli  1842; 
sofgexe^chnet  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  i^ternwarte 
US  Müncbeil. 

Bemerkungen  zu  den  vorhergehenden  Beobachtnn<2:cn. 
Vermischte  Nachrtclitcn  vom  Herauscrcber.    Mittheilungen  des 
Hrn.  Quetelet,  Arbeiten  der  Brüsseler  Sternwarte.  —  Beobachtung 

Biriodücber  EndieinoDgen  von  Hrn.  Iloetelet  Anasoir  aiu  eineoi 
riefe  des  Bra.  Coila.' 

Astronomisch  -  meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  Karl  Kreil,  Adjunkten  an  der  k.  k.  Mternwarte,  u.  s. 
w.  Zweiter  Jahrgang:  1843.  Prag.   1  Thir.  8  ggr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  astronomische  Kphemeride 
für  1813,  eine  Epbenieride  des  gestirnten  Himmels,  eine 
ziemlich  ausgedehnte  Abhandlung  unter  dem  Titel :  Versuch  einer 
Witterunga-Kphemcridc  vou  dem  Herausgeber,  und  einen 
Aafiuits  liher  Vegetationa-Beobaehlungen  von  flerrn  Karl 
Fritseli.  Zuletzt  giebt  der  Herr  Herausgeber  die  Be!«chreibung 
eines  von  ihm  construirten  sclbstverzeich  n  enden  Barometers 
ood  Tbermometers,  welches  nach  den  mitgetbeilten  mit  diesem 
laslninelite  angestellteB*  vmA  mit  des  an  andern  InstrameiiteD  ee« 
■aebten  BeobacbtuDgeD  TerglicbeneB  Beobacbtmgen  /u  urtheifcD, 
jedenfaUs  verdient,  weiter  verbreitet  zu  wer<len.  Der  Preis  des 
ganzen  mit  einer  Uhr  versehenen  Apparats  ist  lOÜ  österreichische  Con- 
ventions-Gulden,  und  der  Herr  Herausgeber  ist  erböti^,  an  ihn 
gelangende  BesleiloiigeD  so  besor^^o  und  voter  seiner  Auftfebl 
rasBkoren  so  lassen,  auch  dafür  einzustehen,  dass  kein  Apparat, 
ohne  von  ihm  untersucht  und  tanglicb  befunden  worden  tu  leiB, 
abgeschickt  werde. 

Resnitnte  ans  den  Beobaebtungen  des  nasrnetisehen 

Vereins  in  Jahre  1841.  Herausgegeben  von  C.  F.  Gauss 
nod  W.  Weber.  Hit  10  Steindrucktafeln.  Leipsig.  1843. 
2  ThIr. 

1.  Ueber  die  Anwendung  des  Blagnetonieters  snr  Bestfnninng 

der  absoluten  Declination.    Von  Oanss.    II.   Beobachtungen  der 

magnetischen  Inclination  in  Cöftinp^en.  Von  Ciu^s.  III,  Ueber 
eine  neue  Metbode  zur  Bestimmung  der  ubsoiuten  Declination.  Von 
Simonolf.  IV.  Magnetische  Beobaebtungen.  \on  Hansteen.  V. 
Ueber  die  Einrichtung  und  die  Instranente  des  masfnetiseben  Ob* 
servatorinais  in.Dnblin.  VI.  Bemerknog^n  Uber  die  Wahl  der  Hag- 
netnadeln  zu  Magnetometern.  Von  Weber.  VII.  51agnetisirung  * 
des  Kisens  durch  die  Erde.  Von  Weber.  VIIl.  Beschreibung  des 
'  auf  der  zehnten  Tafel  abgebildeten  Regulators  eines  Triebwerks. 
Ton  Hansen.  IX.  Anszng  ans  den  täglichen  Beobachtungen  der 
aagnetischen  Declination  sn  GSttingen  im  Jahre  1811.  Von  Gold- 
schmidt.   X.  Vergleiehong  magnetischer  Beobaohtangen  mit  den 
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j^emcnfen  TM^cic  Von  Goldscbmidt.  \l.  Krläuterungen  zu 
den  TermiDzeicbnuDgen  und  ileobachtuntrszalilpn.  Keobaclitun^s- 
zttbleo  voo  d«Q  Vur^utioneo  der  Peclinwiiun  und  lotensität  iu  den 
Tßriwpei»  vom  30-^27,  ^^bjnMir,  ^,^2$^.,  ^ip,  27  ^2<,  ^i^jfU8t  Hpd 
Iii*  ili Itwwfcii  Mtt*  ■ 4»;»i>i;r-;»   f  „^^-^a.Vir. 

Folgende  Scbriften  von  Herrn  Quetelpt  wollen  wir  bier  zusoip- 
mpn^eilßüf  wenn  «Uf b  die  pioe  q^er  die  üpdere  scbon  in  eiqf^  Iriphero 
9M#P#r  4m  Ktarsritclien  Bericbto  aB§f«scigt  w^en  tti^^  a^Ute:  . 

Catalogne  dei  priocipales  appnritioos  d'^toilei  fi- 
laotes.  Brüx el  1(^8.  LS39.  4.  (Entbält  Anzeigen  aus  den  Jah- 
ref  533  bis  1S38.  In  einem  i^nbange  iindet  maQ:  Cfttalogu^  des 
prin<ifi»lM  luirorea  boräftlea  o^tffiryiSt  4epnU  le  ^«»«em^epiMit  4« 

Nouvenu  catalog-uc  des  firincipales  apparitioos 
d*^toiles  filantes.  Memoire  lu  a  la  s^ance  de  l'Acad^mie 
tfijmle  d(B  liVMKell«s  du  ^  ^pveipbr«  ^nscigeo 
«M  4e«  Jvbrep  17118  t.  Gb.  6,  ^it  IfiAl  n.  Cb.  G. 

Deuxieme  Mdnoire  n^m  let  yariations  im^iiellef  de 
\ß  temp^rßture  de  |§  ttrr^  diCI<rfi|(e>  pro£oii4iiort. 
«fttxelle».  1840.  4. 

$09O|id  Memoire  ßuf  le  magp^tini^e  ^tre^Ui^  ^1^  lu- 
ll«^ BrvxeMiif,  184Q.  4,  . 

E^sum^  des  obaervaliami  tir  la  m^tdorologie,  «ar  le 
magn^tisme,  sur  les  temu^ratures  de  la  terre,  sur  In  f  I  o- 
rai^op        pUutea  ctp.  Uite»  ^  Tobs^rvf ^pi.r^  T^JCi»! 
Bruxell93  en  1840»   Bro^ielU«.  184U  4.  . 

Dabßi  bßfindet  sieb:  Comparaiaons  1|«ra|Kdlriques  Caites 
kBruxeljes  et  dans  ]e  nord  de  THluropep^rA.Bravais 
et  Cb.  Martins.  (\ ergicicliungen  verschiedener  Burooieter  unirr 
^ina^der  7U  Upsalu,  htuckbuJo),  Kopenhagen,  AJtooa,  Berliq,  Dre^- 
diso,  ßhWe^  Göttingen,  BrQsaei,  P^rii»  Genf,  in  df^fa  Uospi^  ^et 
giropaea  St.  Bernbar^«) 

Spr  la  diff^rence  des  long:!  tu  des  des  observatoircs 
rojaux  de  Greeuwicb  et  de  Bruxelles;  d^termince  ai| 
moyen  de  cbrooometres  par  MM.  SbeepshaoiiSf  et  Quetc- 
l«L  Broxellea.  1841.  4.  " 


Ver|Diseh(e  SchrifteD» 


Cambridge  Problems»  prqpeped  hy  the  Moderators  to  the  C^- 
dide^es  for  Matbematical  Honours  at  tbe  Geaeiel  psemMIAtIVKi 
184?.  8,  Cambridge.  1847.   1  ab.  6  4. 

4  Synopab  of  Preetical  Pbilosppby,  aipbebetieeihr  arraimfe^» 
coQtaiiiidg  a  great  varietj  of  Tbeorema,  Formolee  end  Tables,  from 
the  most  accurate  and  recent  autborities,  in  varioMs  Branches  of 
B|at|ie|^atics  a/^  ^fiM^ral  Pbiloaapb^j  to  wbicb  are  ppbjojoed,  imall 
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Tables  of  Logsrithoii.  Doncaeä  m  a  BiaBunl  fer  ArchitoeU,  Sar- 
rejofS;  Bnf ineers  «te.  Bjr  •»«  ftttr.'  J.  Carr,  M.  A.  iL  (l4M«i«  lt. 

Propopizioni  teoriche  e  uraticbe  di  matematMa^  4al  Prot  Aal. 
Bordoai.  Pavia.  1842.   8.   3      48  c. 

OpDscofi  matematici,  iiel  i|iMlf  ei  tratta  1.  41  aleuai  ]ierfesio- 
Danenti  del  tcflescopio  iietitoni»no ;  2.  delle  formale  efcc  determi- 
nann  rigorosameote  Pandamento  dui  raggi  laniiDosi  n  traverso  di 
un  siatema  qoalanque  ili  lentt;  3.  4^ttBa  macchiaa  per  KX^are  le 
fifrar«  piime.  pi  T.  Gonaelia,  pro£  41  mtaaiaüeke  adi*  f.  f.  ac«- 
demia  ddla  Mb  arfi     f^ircMe.   hi  4.  Gob  tavflfe.  PifWiM. 

Tliß  Caaibridffe  (Batbeaalicai  JouroaU  No.  X.VI,  No- 
v^M%«r  im.  i.  Oft  a  iiflici%  ia  «ba  •Aeary  at  Algabaa.  Bf 
D.  F.  Gregory.   If.  Od  Übt  liailla  ^  Madaaffitri  thaavtai.   Bj  4. 

G.  Craufurd.  III.  On  certain  expanaions,  in  scries  of  multiple 
sines  and  t^osines.    By  Arthur  Cayley.    IV.  Ob  sonve  4tfiaite  iote. 

KaU.  ¥tom  a  Correspondent   V.  Ob  üb«  linear  mution  of  Hea*. 
irtf;  f^ott -a  ComwpaHiiaBt  Yl.  41a 'tlia  fategratioB  af^artaia 
differential  eqnations.   By  B.  BronwiD.    VII.  Da  alimioptioo.  By 
Noon.    VIII,  Kvaluation  of  certain  definite  integrals.    By  R.  L. 
Bllis.    IX.  Propositions  in  tlie  theory  of  altraction.    X.  New  pro- 

Ety  of  the  elUpse  and  byperbola.  From  a  CorreapaBdent  XI. 
ttaai^tiea]  Notea.  1.  Note  ob  Mr.  «roawia\i  Papar  an  BNipüc 
Ivftf rata.  'i.  Soloüiatt  af  a  Gcomctrical  Probleai.  Tbe  tarn  of 
the  Squares  of  tbe  perpendiculars  let  fall  from  n  afiven  point»  on  a 
plane  is  constant  ;  tbe  plan?  envrlopes  a  rentral  surtWc  of  tbe  cacond  ^ 
Order,  baviqg  iu  centre  at  tbe  centre  of  gravity  of  tbe  o  pointa,  * 
md  iia  ases  eohidtfeai  iHffe  tlie  piincfpal  «f  tbe  s^^stem  of  n  poiota. 
S.  IfaMon  tbe  Measure  af  Intensity  in  tbe  Theory  of  l-igbt 

No.  XVII.  Febrnarv  18 i3.  I.  PropositioD«  ia  tlie  theory  of 
attraction.  Part.  II.  — II.  ün  tlie  linear  moii«a  of  äeat.  Part. 
II.— III.  On  tbe  interscctions  of  curvos.  By  Ärtbar  Cafley.  IV, 
Baaaarebaa  ia  ratataty  sotioa.  By  Aadreir  B<M.  Ota  tbe  trai^ 
Ibnaafiaa  af  dafiaha  integrals.  By  George  Boole.  VI.  On  tbe 
notion  of  rolation  of  a  solid  bo<ly.  Bv  Arthur  Cayley.  ^11.  So- 
lution of  a  Problem  in  analytical  geometry.  (I»t  ein  Auszug  aus  der 
AbbandluDg  Tbl.  I.  Nr.  XXI.  des  Arcbivs  der  Matb.  and  Physik, 
aOt  eiaigar  Abiadenmir  Darataltaai^.  VUK  Ca  tbe  knigbt;« 
«Ova.at  aiiass.  By  R.  Moon.  IX.  On  certain  coses  of  geometn- 
cal  roaxima  and  minima.  X.  On  the  Solution  of  certeiin  iiinctiopal 
equations.  By  D.  F.  Gregory.  XI.  Matheraatical  Notea.  l.  No4a 
OD  tbe  theory  of  numbres.   2.  To  ebew  that  if 

-4- »71» -f- =  1     Thcn  sball      /» -f- =  I 
_|_  fn'-i  -^u'^  =  1  jw*  -4-  /ä"  -4-  m'  '  =  1 
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Jklirbacb  für  1813.   B'erausgegebeii  voft  H.  C.  Sokv» 

raiiclier,  oiit  Beiträgen  von  Bessel,  Hansteen,  Lelimann, 
Mädicr  und  Oibcrs.  Stuttgart  und  Tübingen.  1843.  8.  2Tblr. 

Ausser  den  gewöbnlicheu  Tafeln  entbält  dieser  Jahrgang  fol- 
geade  Abhandinig^Dt 

Ueber  den  Mnguetismus  der  Erde  tob  F.  W.  Beual. 

I3eber  den  Kriinder  der  Fernröbre  von  Olbers. 

Teber  Berichtigung  der  Tbermometer  von  Hansteen. 

lieber  den  Gang  der  Temperatur  in  Laufe  des  JaUres  vqu  Mädler. 

Deber  SttfruBgoB  tob  Mädlor. 

Vehtr  den  Menschen  und  die  Geselae  leiBOr  BfitwickeblBg  TBB 

Ür.  Jac.  Hilb.  Heinr.  Lehinunn. 

Beobachtung  der  totalen  SonneuiiiutterniM  am  8w  iu 
Wien,  von  U.  C.  ^cbumacber: 

Ib  de«  Eingänge  teiBes  AnfMtse«  über  die  Bericbtigung  dec 
Themometer  sagt  Hansteen:  „Mao  pflegt,  wenn  man  ein  Tbermo- 
meter  nach  Bassels  Methode  prüfen  will,  die  dazu  erfordcrlicheo 
Quecksilberdrähte  von  verschiedener  Länge  über  einer  Flamme  ab» 
aureissen;  es  giebt  aber  eine  andere  noch  bequemere  Art  um  dem 
Ibaetkeilbeidrwt  die  verlangte  Länge  bis  sn  etaer  Genauigkeit  vob 
Qnd  SU  geben*'  —  Der  i)arstellung  dieser  Methode  iet  der  Aitf- 
eete,  welcher  der  QeeebtBBg  der  PbjiilLer  empfoblea  M  wenieB 
terdient,  gewidmet. 
....  •  ' 

•  *  N«BTe«Bz  Mdmoiree  de  PAfeddnie  royele  de*  eciee- 
'<^e  et  beUes-]ettr«s  de  Braxellee,  Tome  ^V»  ib  4»  Brs- 
Zolles.  1842.    4  Tlilr.  Contenant: 

Timmermans:  m^oMiires  sur  aolotiojis  siagulierea  des  egua* 
tions  diffi^rentielles, 

QBeielet:  Beerean  eeCBloigne  des  prinjcipelet  apparitioBo  d'dtoi- 
los  iiiantes. 

A.    Ob servti tions  des  phdnomenes  periodiques. 

1.  Resume  des  observations  sur  la  ni<^teorolügie ,  sur  le  mag- 
B)^tisme,  la  temperature  de  la  terre,  lu  tluraisou  des  plante^  etc. 
fbitee  peadeot  reBBde  1841  b  Fobaetreteire  rojaJ  de  Bmielles, 

A.  Qnetelet.  —   Obiervations  sur  hi  floraiiOB  leitee  «  IlffBxe)- 
par  M.  Robyns,  idem  p»r  AI.  Ic  Dr.  Gastone. 

2.  Resumö  des  obäcrvations  nidt('uroloa:iqucs,  faites  a  Louvain 
pendunt  Kannte  18-11,  par  M.  Crahuv,  urotesseur.  —  Observatioos 
sBff  1b  fleiaiMB,  leitee  a  LoBTaiu  paV  M.  MarteBS. 

3L  BdsBm^  des  obsenations  m^t^orologiquei»  tMu  k  CSeBd 
pendant  Pann^  IKU,  par  M.  le  professeur  Dupres,  —  ObaenretioBi 
sur  la  fioraison,  füites  a  Gand,  par  M.  Donkelaer. 
S     4.   Observations  sur  la  fioraison,  faitcs  a  Li^[es  par  M.  AL 
Gb.  MoereB  A«  V.  De  ViUe. 

5.  Observations  zoologiques,  feitea  a  Liege  par  M.  Ch.  Mooren^ 
et  M.  le  Baron  de  Selys  LoBgcbemps^  et  k  Gend  per  AI.  le  prefee» 
seur  Cautraine. 

B.    Observations  ä  des  epoqucs  dcterm  i  necs. 

1.  ObaervBtiene  mdtderologiques ,  faitea  bbx  ^poquei  des  ^ui-  * 
Boxea  et  des  solsticei  dees  87  4ea  principalea  stetioBS  de  rjBarepe. 

2.  Observations  magnetiqucs  de  Vobscrvatoire  royal,  faitcs  aux 
epoques  d(^termin(^es  pnr  In  societ^  rojale  de  i.HMidre«  et  ressocietion 
niagu^tique  de  Uoettingue. 
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Arithmetik.  •  . 

Nr.  der  • 
A^buMlIung.  Qeft.  Stiu. 

Ul.  Tf  ^er  einiffft  durch  bestimmte  Integrale  SUBunlrtare 
Keihen.  Von  iierrn  Dr.  ().  Schi ö milch  lu  Wei- 
mar   L  2> 

IV.  £in  Beitrag  zur  Theorie  der  Audmittelung  des 
Keniueicbens,  ob  eine  Varittioii  swtiter  Ordaimg' 
positiT  oder  negativ  ist,  oder  weder  als  poftitiv 
noch  als  negathr  geUon  katm.  Gelegentlich  iit  da« 
bei  ein  Beitrag  tur  Beurtheilnng  der  beiden  von 
Euler  und  Lagrange  ge;?ebenen  Methoden  der  re- 
lativen Grössten  und  Kleinsten.  Von  Herrn  Doctor 
G.  Stranrh,  l^ehrer  «1er  Muhemaiik  an  der  Er- 
Itehungsanstalt  zu  Lenzburg  im  Kanton  Aargau.    I.  39 

VL  Üeher  einige  beotinmite  Integrale,  deren  Worth«  ' 
ddrch  doppelte  lotegration  gefunden  werden.  Von 
Herrn  Doctor  0.  Sehlomiloh  su  Weimar  ...   1.  71 

IX*  Ve^er  das  intlependente  Fortschreitungsgesetz  der 
nnoMrischen  (  oefHcienten  in  der  Entwickelunf;  der 
höheren  Differentiale  der  Function  ys=sV^«* — ä'o?*. 
Von  dem  Herrn  Doctor  LuchCerhandt  lu  Kö* 
nigsberiri.  d.  N.  L  87 

X,,  Beweis  der  (ileichung 

fSr  n  SS  cos  jr.  Naeh  einem  AuCiatte  dea  Herrn        s  * 
Liouville  frei  bearbeitet  von  dem  Herausgeber.   I*  IM 
Xm.  Ueber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Tbeorio 
der  bestimmten  Inte{rrale.    Von  dem  HeranagO- 

ber.    Zweite  Abhandlung  IL  113 

XV.  Beweis  der  Lehrsatze  in  Band  Iii.  S.  442.  Von 

Horm  A.  Göpel  an  Berlin  II.  198 
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IV  . 


Nr.  der 
Abband  hing. 

XIX. 


XXll. 


XXIV. 
XXV. 

XXIX. 
XXXUl. 
XXXIX. 
XXXIX. 


XL. 

XLIV. 

XLVL 
XLVII. 


11. 


HeCu  ^ite* 

Aufgabe.    \  on  Herrn  Duccor  Anton  V alias  zu 

Wien....,  n.  IS» 

Einiges  über  die  Eidenacben  Integnle  der  awelteD 
Art.  Von  Herrn  Doccor  0.  SchlSmilcb  lo  Wei- 
mar •   IL  1S7 

Fipstiiniminp  eines  INtlynoinltims  durch  Integrale 
seiner  (tarticllen  Differcntialicn ,  nebst  einer  An- 
wendung derselben.  Von  Herrn  L..  Muüsbrug> 
ger,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantons* 
oebole  m  Aarau  U»  210 

— .    Von  dem  Herrn  Pro- 
fessor G.r  J.  Verdam  zu  Leiden  U.  321 

RemerLungen  zu  den  Aufsätzen  XXXl.  und  XXXII. 

des  Herrn  Dr.  Sehl ö milch  in  Tbl.  III.  S.  2G0  • 

und  S.  278  dieses  Archivt.    Von  Herrn  Doctor 

Barfae«  su  Weimar  ID.  935 

Aolloaiuig  einer  algeliraiacben  Anljpibet  und  Hin* 
ateUmg  einer  anderen.  Vea  Harra  A.  65pel  lu 

Berlin   lU.  344 

Ueber  die  Zerlegung  der  bestimiuteu  Integrale  in 
andere  von  kleineren  Integrationsintervallen.  Von 
Herrn  Doctor  0.  Schlü milch  zu  Weimar  .  .  .    lU.  316 

I.  Bemerkungen  zu  dem  Aufeatse  auf  Seite  57  im 
eraten  Tbeile  dea  Archivs  Ten  Herrn  Preüissor 

Dr.  Wilhem  Uatslia  su  Tarnovr  in  Galisien  .  IV.  W 

II.  Feststellung  und  W'ürdigung  des  in  dem  Ar* 
chive,  Tbeil  I.  S.  204,  über  eine  Stelle  in  Cau- 
cby's  Begriindung  der  DilTerentialrccImung  auage* 

sprochenen  Tadels.    Von  Demselben   IV.  157 

Leber  die  hübercu  DilTereutialquoiienteu  ciuiger 
Functionen.  Von  Herrn  Doetor  0.  Scblfimilcli 

a«  Weimar  IV.  IM 

Ueber  die  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen. 
Von  dem  Herrn  Professor  C,  A.  Bretschneider 

zu  Gotba   IV.  410 

Ent Wickelung  oiner  seiir  brauchbaren  Reibe.  Von  Hrn. 

Duciur  0.  Schlümilch  zu  Weimar   IV.  431 

Eutwickelung  der  höheren  Integrale  von  \QgJC»djc 
nebst  einer  Anwendung  auf  die  Smnmirung  einer 
Reibe*  Von  dem  Herm  Schulamta  •>  Candidaiea 
F.  Arndt  su  Greifawald  .1  tV.  41» 

Geometrie. 

Eine  einfachere,  auf  einer  neuen  Analyse  beruhende 
Auflühuug  der  sertiu  aurea,  neba>t  einer  kritischen 
Bdenehtung  der  gewSbnIicben  Auflösung  dU 
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Nr.  der 
Ahhuaibmfr. 


VIII. 
IX. 


XII. 


XVL 


XXL 

XXIV. 
XXVll. 
XXX. 


XXXI. 

XXXII. 


XXXIV. 
XXXVII. 


<  Heft.  Seite. 

Problems  und  der  Betrachtung  ihres  pädagogischen 
Werthes.    Von  dem  Herrn  Professor  J.  Helmes 

itt  Hildeabeim   .    .  .    1.  15 

Oeoaietripehe  Anligtlieb  Von  demUeraatgeVer.  L  88 
Heber  «sifei  EigeniclNifteii  der  Kegetffitebe  twe^> 
ten  Gradee.  Von  Herrn  Doetor  Lnehterbendt 

SU  Königeberg  i.  d.  N   I.  99 

Einfacher  geometrischer  Beweis  des  Satzes,  dass 
die  (irci  Hülfslinien ,  welche  bei  dem  Beweise  des 
pjthagoraisrhen  Lehrsatzes  gezogen  werden,  sich 
in  einem  Punkt«  sclmeidtD.  Von  dem  Uerane* 

geber   L  112 

Einige  .Untecraebaageo  Bber  die  Ki9imnimg  der 
lOartMi»  insbesondere  Tiber  dieEvelnCen  gegebener 
Curven;  und  einipe  Btincrkungen  über  die  beson- 
dern  Punkte  der  Curven.  Von  Herrn  Doetor 
J.  Ph.  Wolfers,  astronomischen  Reebner  an  der 

Königlichen  Sternwarte  zu  Berlin   II.  135 

Dfei  EigaBeehaften  d^  Obetflaehen  iweiter  Prd» 
mag  und  -  ihrer  eonjngirten  Halbineaeer.  Von 

Herrn  A.  Göpel  in  Berlin  II.  202- 

lieber  die  Aufgabe  Ton  der  Trisection  des  Winkels. 
Von  Herrn  Üivisionsprediger  Otto  zuStartrnrd.   IL  22S 
lieber  Theiinng  und  Verwandhing  einiger  ebenen  * 
Figuren.   Von  Herrn  A.  liöpel  zu  Berlin.  .  .  .    Iii,  237. 
Theorie  der  invalaieriaehen  Gebilde  nebat  Anwen* 
dangen  auf  die  Kegeiaahnitie.    Von  Hein  Fr. 
Seydewici,  Oberlehrer  am  Gynmaaiam  an  Hei- 
ligenstadt III.  246 

Leber  die  Transformation  der  Figuren  in  andere  . 
derselben  Gattung.    Von  Herrn  Professor  C,  T. 

Anger  zu  Danzig   HL  281 

In  iniegrationeui  aequationiii  Derivatarum  partia- 
linra  aoperficiei,  cujus  in  puncto  luioquoque  prinei- 
palea  anbo  radil  eareedinie  aequalea  ennteignoque 
contrario.   Anct.  Dr.  E.  G.  Bjdrling,\d  Acad. 

Upsaliens.   Docens  matbeseos   UL  200 

Geometrischer  Lehrsatz.  Von  Herrn  L.  Moss> 
bru^rprcr,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kan- 

ton&ächulc  zu  Aarau  »   Iii.  33u 

Ittttheilttngen  8ber  die  Conatmedon  von  Tangen> 
tan,  KranunnngaliBlbBieaeem  nnd  Normalen  an  Gnr- 
tren,  deren  Natur  völlig  unbeicannt  iac  ReelifieitieB 
und  Quadratur  der  Kreisevolvente  und  der  enc- 
wirkelbaren  Schranbeniläche.  Von  Herrn  Wil- 
heim  Pressel,  Ingenieur-Eleven  auf  der  poly- 
techmachen  Schule  zu  Öcuitgart  IV.  SS7 
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VI  ' 

■ 

Nr.  der  / 

Ablianiiltmg;  Utft»  Mttf^ 

XXXiX.   IV.   Neuer  Beweis  der  (ileichbeit  der  Parallelepi* 
peden.     Von  Herrn  Professor  Doctor  Wilhelm 

Matzka  zu  Taraow  in  Galizien   IV.  ^62 

XLL  Aufgaben  ib«r  Maxuna  an4  MiDima.  Von  Herrn 
L.  Mosabrugger,  Lebrar  dar  Matliamlak  am 

dar  Kantonaachnla  luAaratt  IV.  sn 

XLV.  lieber  eine  nvcsentlicbe^Verallgenieinerang  daa  Pro» 

blems  von  den,  <Ien  Kegelscbnicteo  ein»  oder  um*      .  . 
'        scbriebencn  Polyponon,    Von  Herrn  Fr.  Seyde- 
witz,  Dberlelirer        (»yinnasium  zu  Heiligen- 
stadt   IV.  421 

XLLX.   Eine  algebraisch -geometrische  Aufgabe.  Von  Hrn. 

Albraeht  fon  Grafa  au  Barltn  IV.  445 

XUX.  üabar  daa  apbiriaeba  Viarack.   Von  Harm  Pro« 

faaaor  Dr.  Sobneke  sn  HaHa  .   IV.  447 

Goniometrie  und  Trigonometrie. 

XXVI.    Gonionifctrist  her  Zirkel.    Von  <leni  Herrn  Ober- 

lebrer  Dr.  iii  e Inner  um  Pädagogium  zu  Putbua 

auf  der  Instf  Rügen   •  •  •  •  III.  816 

XLVIII,  Entvrickelung  dar  Fonetionan 

coa  ,  sin  « 

 und   

cos  .1"        CO»  jg» 

in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  Ton  fang  x  anf*  , 

steigen,  mit  Hülfe  des  Maclaurinschen  Theorems. 

Von  ileni  Ht-rrn  Schulamts -Candidaten  Fr.  Arndt 

SU  ü  reifs  vv  ald   •   IV.  441 

G  eodüäie, 

V«   lieber  die  RÜesskcttc  und  deren  Berichtigung.  Von 
dem  Herrn  Kegieruoga-Conducteur  Q,  Barlin  m 

Greifswald   I.  08 

XIV,   Ueber  ein  S|ripgelinütriiment  zum  Finricbten  gera- 
der Linien  auf  dem  Felde.    Von  Dem.<!elben  .  .    IL  19§ 
XXXVllI.   Einige  Bemerkungen  über  feblerzeigeude  Dreiecke. 

Von  dam  Heranagaber  IV.  M8 

XLU.  Uebar  eine  neue  geodädacbe  Aofjsaba.  Von  den 

Harauagaber  IV.  MSI 

.  XLIU.  Geodätische  Aufgabe.  Von  Herrn  L.  Moaabffug- 
g  e  r ,  Lehrer  dar  Macbemaük  an  dar  KantaMadudn 
SU  Aarau   IV.  408 

Statik  und  Mechanik. 
VII.  Elementara  Baaiimnnng  daa  Sdmerpunkla  daa 
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VII 


Nr.  d« 


sphärisch  eil  Dreiecks.    Nach  zwei  Aufsätzen  d«r 
Herren  (fiulio  und  Besge  in  dem  Journal  d« 
M.iilieinatiqup.s    pnres   et   »[»[iliquers    juiblu'  par 
Ltouville  frei  bearbeitet  von  deui  Herausgeber. 
XXXVlm  Avnng  tm  tüMm  Brief«  dts  H«cni  Vrotnt» 
Steieh«]!  an  der  E«aU  miUtetr«  Belgiqoe 
in  Brüsttl  an  den  Herausgeber 
y^Xf^t   m.   Bemerkungen  zur  Bestimmung  des  Schwer« 
.  punktes  im  sphärischen  Dreiecke  auf  S.  6  Vis  9 
im  dritten  Theile  des  Archivs.   Von  Herrn  Pro- 
fessor Dr.  Wilhelm  Matzka  zu  Tarnow  in 

*      Galizien  •   IV. 

(M.  a«  auch  Physik.)  - 


m.  m 


359 


Optik. 

'X3L   Ueber  das  Fuodamentalproblem  der  Katoptrik  md 
Dioptrilu  Von  dem  Herausgeber 
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lieber  gradlinige,  circolare  und  elliptksehe  Po- 
larisation de6  Lichtes. 

Herrn  Flesch 
•  Lftlim  der  Matbematik  inid  Pbytik^am  GTmnatiimi  tu  Trier. 


I. 

Der  Lichtäther  wird  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  gehal- 
ten hniiptäächlich  durch  abstosseode  Kräfte,  welche  die  eiuzelnen 
Tbeilchen  auf  einander  auaüben,  tbeils  aber  aucb  durch  eine  he- 
•oodere  Etowirkong,  welche  er  tob  Seiten  der  IMolekille  der  pon- 
derabilen  Materie  erleidet.  Im  leeren  Räume  muss  derselbe  also 
gleichförmig  rerbreitet  sein,  überall  giricho  Dichfif^keit  und  nacV 
allen  Richtungen  dfeselbe  KInsticität  haben,  in  einem  mit  wägba- 
rer Materie  erftillten  Baume  dagegen  kann  .seine  Dichtigkeit  von 
jener  veraebieden  8«in  mi  neioe  Biaelkitit  -sieli  mit  der  Riebtnaip 
ändern.  Letsteres  findet  jedoch  nur  bei  denjenigeu  crystalliairten 
Substanzen  Statt,  deren  primitive  Form  kein  reguläres  Polyeder 
ist.  Diesen  Fall  aclklieiaen  wir  ven  unserer  gegenwärtigen  Be- 
trachtung aus»  , 

«. 

Eid  AetbertbeilelieB  sei  nm  eine  im  VerkSItniss  snr  Entfemnag 

der  einzelnen  Tbeilchen  von  einander  sehr  kleine  Grösse. MMI 
der  Lage  seines  (.'Irichffowichtes  gebracht:  so  wird  die  Gesummt* 
Wirkung-  der  benachbarten  Theilcht-n  auf  »lasscibe  eine  absfossende 
Kruft  sein,  deren  Bichtung  durch  die  Gleichgewichtsluge  jenes 
Tbeilchens  geht  and  deren  Intensität,  da  (  aebr  klein  ist,  der 
Grösse  ^  selbst  prooorCional  gesetzt  werden  dnrf^  Ist  also  :r  der 
Abstand  des  TkeilcncDa  tAo  der  urapränglicben  Lege  nnck  der 
Zeit  /,  so  ist 

-^sa^eop  (1) 

Tkril  >V.  1 
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die  DifliReiitialflrleichuDg  der  Bewegung,  wo  #  die  Ortete  der  eb« 
stOiWBdeo  Kraft  in  der  Kiobeit  der  Entferonog^  aosdrückt  und  oflfeD- 
bar  proportional  der  Elasticität  des  Fluidums  ist.  Aus  dieser  Glei- 
chung ergibt  sich  folgendes  Integral  (s.  Trait^  ^Uaeot.  de  calcal 
diffir.  et  integral  par  Lacroix,  4.  cdition  316): 

jrsss«  coi  {$  l/'e+c),  (8) 

welches  die  Gesetae  der  Bewegung  des  Tbeilcbena  enthält.  Setst 
UD  jäur  BeetiMiBDg  der  willkIlirlickeD  ComtsttleB  iB  dieaer  Glel- 
ehaeg 

jrs«  Ufr  fssO» 

« 

ao  koeiai^ 

•    *  •  »  •  . 

folglich 

jp=a  eet  $  (S) 

wo  •  die  Oeeillatio BS- Amplitude  des  Theilcbeaa  bedeBtel. 
Die  ScbwiBf  «Bf  sdB«er  t  itt  offftpliar  ImsÜmI  dvch  die  Be* 
IbUob 

«l/essSw  (4) 

folglich  iot 


jp^a  cos  Zir«  -7] 


weea  men  der  KQne  lielbcr  durch  =b-jpas=«>  obse  Untericbied 

dcfl  ZeiclMBOy  die  fprSiet«  OaeilletioBSgeiehwiBdiglseic  — 

Vibrations-lotensität  »  des  Tbeilcbens  bezeich i  r>r  Nimmt 
man  die  Intennität  der  abstaaseBdoB  Iktäh  ia-der  Eiaboit  der  Eat- 
feraung  als  Biobeit  an,  ao  iat 


aad  folgiicb  (4) 


litbio 


und  obige  GleicbuBgea  (ft)  gehea  aaler  dieser  TeraBaMltaag  Iber  ia 
telgeade: 


jr  =  u  cos  2jf  .  ~i 

;  (•) 

o  SS  a  sie  2w  .  —  ^ 
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D«  V  die  Dauer  einer  Oicillatioo  bedeutet,  so  ist  also      die  Ad- 

salil  der  Schwingungen,  "welche  das  Aethertheilcben  während  der 
Zeit  seiner  Bewegung  gemacht  hat,  und  mau  sieht  also,  wie  durch 
diese  Anzahl  und  die  Schwingungsweite  des  Theilcbens  seine  Ge- 
t^hMdigkelt  md  Botfernung  ?od  der  oriprängllchen  Üleichge« 
wiehtslage  bedingt  sind.  Es  aei  om  anf  demselben  Strahle  hma- 
genen  Lichtes  E  die  Kotfcrnunsr  eines  zweiten  Aethertheilchens  tob 
jenem  und  /  die  entsprechende  Lange  einer  Aetherwelje,  to  iat 

E 

die  Anzahl  dar  WaUaa  swiMk«n.  beiden  Tkeildiaa.  Da  a^a  ntk 
dar  Zmt 

fast«,  #asif . .  •  .f ss«t 

die  BewegQDg  erst  in  der  Butfernoag  vom  ersten  Tbeilcben  ^ 

anlangt:  so  hat  das  erste  Tbeilcben  also  scbun  m  Schwingungen 
follbraebt,  waan  Jeaea  •aadera  «aiaa  Bewegung  erst  beginnt;  lol|[- 
lich  ist  die  Aaaail  der  Oieillatioaea  dieiea  letataraa  aach  4ar  'Zeit 
$  offiabar 

• '      •      '  •         .     ■  •#    t  B 

'•••»■  '«        .   . 

aanl  baaeitkMt  •  die  AaüdilaffBiraita  desaelbaa  IMkbaaa,  aa 
aMalaa  .«  . 

v  =  a  sin  2n  (—  — 

'  « 

die  Gleichaagan  ütear  Bewegung,  lak 

WO  m  eiB6  gane  ZaU  tnd  9  irgead  alaea  'tMi  der  Aitberwalle 
baseiehaet  vad  toitfiia 

iat,  ßo  köqoen  obige  GleicbuDgen  (7)  auch  anter  die  Form 


=  a  coi  2jr  (-j*  —  y) 
z^a  sio  2jt  (4*  —  •?■) 


(8) 


S 

ffabracbt  Verden,  da  eiaa  Vermiaderaag  des  gaasea  Bogeas  am 

^bmn  weder  dessen  Cosinus  noch  Sinus  ändert.  Jener  VMl  p  dar 
Jbübafwalla  Jidütfe  dia  Pbase  daa  vibrkaiidaB  Tbailcbeat* 
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Abs  4ep  Gtoickiogen  (6)  und  (8)  folgt 


DureUftiift  also  wäbreDd  der,  SehwiDguDgedauer  einet  Aetberthdl» 
cbens  ein  Pookt  m\t  gUicliformi^er  Gcscliwindigkeit  die  Peiifi^erie 

eines  Kreises,  dessen  Radius  c^leich  ist  (irr  Scbwin^uucrswcite  jenes 
Tbeilclieiis:  so  beuMcImm  <lie  rfcIitMiuklif^^en  Coordinaton  dieses 
Puokles  diu  gleicluiutigü  (^^eäcliwindigkcit  und  KuHeruuu^  Ue& 
Aetbertheilcbens  von  der  urspriinglicbeD  Lage  seines  Gleicbge» 
wicbtes. 

Dio  Vibrationen  des  I/ichtes  sind  transversale,  d.  h.  sie  er- 
tolgen  scnkreclit  zur  Forlpdanzung's  -  Richtung,  oder,  was  dasselbe 
beisst,  seokreclit  zum  Licbtstrabl,  liegep  also  in  einer  auf  letztcTem 
normalen  Ebene.  Kin  Strabl,  dessen  Aetbertbeilcben  alte-Bnak 
derselbi'U  constanten  filchtung  oscilliren,  heisst  gradlrnig  poin« 
risirt.  Die  Gleidliunijen  (S)  enthalten  die  Gesetze  der  Bewegung 
seinrr  Theilcben.  Zwei  zusanimentallende  Strahlen  sind  senk- 
recht zu  einander  polariüirt,  wenn  ihre  SchuiugUDgsrichtua« 
ffen  reebtwittklig  gegen  einandnr  «InÜ.'  ia  Betraff- der  linearen  Po» 
farisution  erlauben  wir  uoi  auf  Aofaatt  L,  im  1.  Tbeile  dei  Ar- 
«biv's  sa  'mweisea. 

m 

III.. 

Unterliegt  dnsaelbe  Aetliertbeilcben  der  Binwirkung  eines  swei- 

ton  Vibrationssystemes  wn  gleicher  Schwiognngsdauer  t,  gleicher 
Wellenlänge  /,  {tbcr  verschiedener  Phase  9*,  und  verschiedener 
Schwingungsweite  a,,  oder,  was  unserer  Voraussetzung  nach  das- 
•elbe  beisst,  verschiedener  Intensität  a,',  und  hezeichaen  und  y 
die  Geschwindigkeit  dea  Tbeilcbens  oad  dessen  UntfemniM^  von 
der  ursprünglichen  l^ng«  seines  Weiabgapicbtii  aacb  der  sEeit  $t 
so  enibaltea  die  Gleiebnngen 

die  eutsprechendeu  Gesetze  der  Bewegung.  In  FoLge  der  Ciowic- 
kung  eines  jeden  dieser  Vibrationssystenie  allein  wurde  die  Bewo» 
gong  dfs  Theilchens  geradlinig  und  durch  obige  Gleichungen  (8) 
oder  (10)  besiimmt  sein.    Wirken  aber  beide  Systeme  gleichzeitig 

auf  das  Theilcben  und  sind  z.  B.  ihre  Vibrutionsrichtunirou  zu  einan- 
der seolkrecht,  so  ist  die  Bahn  des  Theilchens  eine  ebene  Cnrve, 
worin 

COS  aas  (4  —  4) 

Ifsssa,  cos  23r  (4  —  ^) 

die  s:lf ichzeitijE'pn  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Aethertheiichens 
auäUruckeo.   JLuminirt  uiuu  die  Zeit  i  aus  diesen  Gieickangea«  so 
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« 


I 

findet^  man  die  Gleicbang  der  Bahn  seibat.    Maa  erhält  nämlich 


CtlgHeb 


s  f.- :  ,  ,> 


2»  (-f  -  (w.==vt)| 


und  durch  SubtrACtiop. 

'      2jr  ,  ^'-^     ^  nrc  (cos  =  ~)  —  arc  (cos  =  ^} 
oder  wenn  mau  auf  jeder  Seite  die  Cosinus  nimiBt  •    '  , 

iiod  hieraus  uacb  eiuigen  Rednctiooen 

Dm  Aetkerthflilehen  heac|ircibt  also  im  Allgeaeinea  eine  Bllipse, 
welche  unter  gnirisseD  Bcdmguncreii  in  einen  Krcfc  Mbergehen 
kann.  Pflanzen  sieb  also  zwei  {Strahlen  homogenen  Lichtes, 
wclühe  von  einer  Lichtquelle  ausgelien  und  senkrecht  zueinander 
polariäirt  sind,  nucb  derselben  HicUtiing  fort:  so  ist  jedes  AeCher- 
theüchcn  dieser  beiden  xnsainnien&lleDdeii  Strahleii  der  i^leichsei- 
tigen  Einwirkung  zweier  zu  einander  orthogonalen  Vibrations- 
systeme  unterworfen,  deren  Gleichungen  (8)  und  (10)  sein  mögeo, 
und  folglich  hört  die  Baiin  des  Theilcbeus  auf  eine  grade  Linie 
XU  sein  und  gebt  im  Ailgenietnen  in  eine  Ellipse  über,  welche 
wSlirend  der  ISchwingungadaner  r  von'  dem  Theilchen  dnrchlnafen 
wird.  Dor  Lichtstruhl  geht  durch  die  urspriiogliche  Gleichgewichts- 
lage, den  Mil(ol|)uukt  der  KIlipse  und  steht  normal  auf  der  Ebene 
derselben.  Imh  .sulcher  Strahl,  dessen  Aethertheilchcu  sich  in  einer 
Ellipse  oder  ei|ietu  Kreise  beweffeo,  beisat  elliptisch  oder  kreis*, 
förmig  polariairt  ist  im  Allgemeinen  eise  identisch  mit, 
einem  Systeme  zweier  gradlinig  und  rechtwinklig  zu  einander  po- 
larisirten  Strahlen  von  ^mcinschuftlicher  ^^ortjiflaji2un|;8richtang, 
eher  yerschieiUa^  Intensitäten  nod.  Phii^eni       >. .  :  '  d  .in-i!  «  •  .it 


IV. 


Die  Aken  der  von  dem  Acthertheilches  IdMchriebeoen  ellipti- 
schen Bahn  (12)  fallen  mit  der  Richtung  jener  auf  das  Theilchen 
gleichzeitig  einwirkendeo  orthogomileo  VibrationssysCeme  (8)  und 
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(10)  hm  AlliMMlM  all**  smmum.    BmitlMvt  mm  mWaMtk 

darcli  y  den  Winkel,  den  die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  der  A/b- 

scissensxe  der  Bahn  bildet,  iin  I  durch  die  Coordinaten  der- 

selben Curve  bezogen  auf  ihre  Axeu:  so  hat  maa  zur  Umformung 
der  Gleichung  (12)  bekanntlich  (a«  Biut  Geometrie  aualj^ti^ue  S. 
4d\t  tS)  die  Beiiebnngen 

jc  =  ar4  cos  y  —      ain  y 

Snbetitoift  ara  dieie  Wertbe  iii~obi|^  Gldebveg  (12)  ned  Um! 
dvesf  die  Aeceote  weg,  ee  rast  dieeelbe  folgeade  Geatelt  m; 

jr'(a,'  cos'  y-\-a*  sin*  y  —  2aa,  sin     cos  y  cos  ^) 
«l'y'(<>i*  ein'  X+a'  cos'  ^'•{-Soa,  sin  y  cos  ^  cos  A) 
+  «y|2ua  f  tOBf  («*—  a,  *)  —        eoa  ^(cee*      ain*  y)\ 

SS«*«,*  ein*  A 
wo  der  Kttne  beltar 

gesetzt  ist.  i$oll  nun  diese  Gleichung  die  Ellipse  (12)  bezogen  auf 
ibre  AEen  denitelleo,  ae  ainss 

9Me  /  coa  /  (a*  —  «!*)--: 2««,  cfe  ^(  oee*  f -—iin*  f)asO 

■  ^ 

eder 

sei«,  worene 

lang  2y=^ m»^mt*  *  ^»  ^  •  J'^ 
edec^  wesB  «n« 

aelifc, 

fang  2/  =  tang  2/ .  eoa  ^.  (14) 

Veroaeblässigt  man  die  kleinen  Aenderangen  der  Aviscblagsweite 
bei  verschiedenen  Aetherthfilchen  desselben  Strahles,  so  nehraee 
also,  wenn  niuo  von  einem  Tbeilchcn  zu  einem  benachbarten  ttber> 
geht,  nur  m  and  9,  um  deeaelbeo  Theil  der  WelleDläDge  se  oder 
ab;  folglicn  bleibt  ibr  Unterschied,  also  aueb  der  Winkel  f  der> 
aelbe.    Hieraus  schliessen  wir  folgenden  Satz: 

Die  Aethertheilchen  eines  elliptisch  polarisirtea  Sfcablea  be- 
schreiben congruente  Ellipsen  mit  parallelen  Axen. 

Bei  giciebew  Pbnien*ÜBlenMliMde  nlbett  eieb  \m  AlIgeaelBen 

der  Winkel  y  um  so  ^  mehr  y»       weniger  die  Amplituden  der 
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4tD  sind. 

£■  «ei  .  * 

'  fty'      2>vry     Qx"*  =  1 

auf  rechtwinklige  Coordinnton  hoznp^en  die  Gleichung  einer  Ellipse, 
so  erhält  mnn  xur  Bestimmung  der  reciprolcen  Werthe  P  der  halben  ' 
Azea  der  Curve  die  Gleichung  (s.  Analyiiscb- geometrische  Eat- 
wicklungen  toii  Placker.  1828. 1.  llo.t51) 


4iaM  fii^kfruDgsffleichnng  aa  snr  BM^Mong  dar 
kM  4er  Ellipaa  (12),  so  ist 

I  •  - 1  coi  A 

'•"^a»»  «o«  ^  ^  — «»  sin«  Jt  •'^""«r,  sia«  d 


wm  satieB,  and  na«  hat  nUbin 

1  /»»  ■   !  .  =  0 

^     ^a««,»  sia>      ^  ^«ta,»  sin»  ^ 
Mgiieb  V  v   '  « 

'^•"«»»«,»stn»^f=  9k>ai*stB*il 


JM      n  -      ^(«'-H»."^)^  -  V^^«.»  sin'  A 
MT'-^M'^  —  «»a,»  sin»  irf  . 

Die  Gleichung  (15)  bestimmt  die  reciprokcn  Werthe  der  halbas 
km  der  Ellipse;  die  balbeo  Axen  lelbit  Ü  nnd  tf,  siad  also  ge- 
gebe»  d«rcb  die  Gleicbnag 

■  ^'^-^         ^     *  —  (16) 

lelglieh''iat  daa  Produkt  der  balbea  Axeo  der  Ellipse 

öä»=aa,  «in  ^  =  aa,  sia  2w  .  ^^-^^  {M), 

V. 

Setst  maa  der  Rörse  halber  in  den  Gleichungen  (8)  und  (10) 
dir  beidea  ortbogonalen  VibratieBssyile«e  % 

M-f-f)  =  'ff.  «''(f-T)  =  *■ 
•l••  H>8) 
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wwMhMihBB  lieh  dieselben  fotgendergflitdtt 

jrsa  cos  By  cos  ß^  i 


(19) 


9sssa  siii       tr,  assa,  iln  S, 
Mkhhi-ist 

^  (W)     .  •  .  • »  

Ist  ferner  r/«  daH  DiffereDtiai  des  Roprcus  der  von  dem  Aetliertheii« 
clu'n  beschricbeneD  Curve  und  V  die  Tangentiulgescliwiodigkeit 
de«  Theilcbens  iiii>  PjinJUe  seiner  Bsbn,  so  ist  (i.  i'oisson  Md» 
caalque,  ^itioö  2.  145) 


und 
also 

oder 


da:*  -h  </y'  =  äs* 


SA 


tbt*'      4fy*   ds* 


■ 

.AuK  (19)  ergibt  sich  durch  DifferentiatioD 

«,  Bin  i9,  .       s-'fr,  . 

nnd  da  während  derselben  Zeit  die  Aenderunc:  der  Phase  def 
Aetbcrtbeilcbens  bei  beiden  Strahlen  dieselbe  ist,  tulglicb  '* 

so  ist  slio  «neh 

.  dBs^dB,  .... 

mnd  Mithin 

*     *  '  * 

€fy.      a.  sin  ß.       Vi       .        ,  .g^. 

•  •  S=-i-ajr»' <»> , 

wo  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente  im  Punkte  Jty  ss 
die  Curve  (12)  mit  der  Abscissenaxe  bildet.  Sind  ferner  t  und  il 
die  Winkel ,  i^elche  mit  derselben  Axe  respective  die  Normale  in 
denselben  Pnnkto  und-  der'  Rüdint  ¥eetor-  tob  üontrav  di^ 
Ellipse  nach  diesem  Punkte  aachen:  so  ist  (••  Biot  Gdottdtrio  nnn* 
lyti^ue,  edit.  &  511)  , 

 * ^  «  sin  ^   ^\ 

/       ^  y   «1  eos  i?,  (  ^  ' 
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folffUch  ist  der  Winkel  den  die  beiden  letzteren  Linien  mit  ein- 
MMtor  -biMct,  gegeben  dnrab  4eo  Ausdrack  (Biot  Gion,  aqaL  50} 


.       "     ...  l-*-UDg  «.taug  9        ,1  Vi^-.Wi.o.iWi  — .\/* 

t    lue  den  61eichua(^«ii  (20)  and  (22)  erWüt  man 


■od  liieniBt  durch  Differentlatien 


Der'  Krünimunu^sliwlbmesser  o  in  irg-end  einem  Punkte  eioer  1  urvp 
iet  gegeben  durcb  den  Ausdruck  (Lacroix  caloul  diff.  et  int^Krai 
4.  dSit  90)  •  . 


.»  *■  -  ,  ..••Iii;  mfjn!^,ftUf;ji  •    ,  r 

Substituirt  man  hierin  für  die  beiden  DifferentifiU  Coef&xienten  ibre 
Wertlie  m  (22)  und  (25),  lo  konmt  " 


t 


ie  Cenirifugalkraft  des  Theilcbens  in  demselben  Ponkte  si-Iucr 
BdiD  ist  beiÜBBt  durch  die.^t^iehuWg  (e.  Poiiaon  Mtontque  IW) 


wenn  man  für  q  seinen  WerUi- UM.  deiT  vorbergekenden  GljDiehiiB|| 
•uhsiiuirL.  Au8,(24),fplgt  .   '  • 

f.   VT-^V^r/          ^}^^   V^l  —  TOS*  j> 


(«jr+fr,y)*  cou»  ^=B(«y— f»i«)»  (l^ees*  ^)^ 

rjdr)*^(fly— fr,«)*  coi*^^, 

oder  wenn  man  entwickelt  ' 

(f*  r+- cos'  i9^  =  (f»y  — f;^ar)t!. 
•  '      *,    r*  .     .  cos»  ^j=(t>y— SPiir)»  • 

Fr.coa.^5??^— <r,Ä        ,  .  . 

r  cos  ^  =  ~ — -p-^    (28).  »i \ 
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1«  iSnkte  jy,  4mMm  Birtfenwii  im  i«r  Lag*  4*i  filw 

«lebtet  rs^|/?*+V  ^>  ^      bMcbleattira4e  Kffeft,  iHliSh« 

4u  Aetbertbeilcben  von  der  Einwirkung  der  Mnacbbarten  Tbeil- 
cben  erleidet,  nach  dem  Centrum  der  Ellipse  gericlitet  nod  dem 
Radiuü  V  ector  uroportiofial.  Ncbmen  wir  ulso,  wie  oben  (11)  ge- 
fcbeben,  die  «bstossende  Kraft  in  der  Einbeit  der  Entfemang  alt 
Kraft-Biolieit  an,  so  ist  dieselbe  in  der  Entferaanff  r  ausgeorackl 
durcb  r  und  aach  der  Warpalei  an  die  BaliB  iai  Poskte  ier> 
legt  darch 

Jssr  eoa  &  (29). 

Abs  (27),  (28),  (29)  folgt 

Jss^yy^as-/*  (30). 

.1  ^ 

Die  CeDtrifugnlkraft  des  Aetbertheilcheaa  im  Irgead  eiaeoi 
Punkte  seiner  Bahn  ist  also  gleicb,  aber  entgegengesetzt  der  nacb 
der  Ricbtung  der  jNormalcn  in  diesem  Punkte  zerlegten  bescbleuni* 
genden  Kraft.  Obgleich  abo  — .  soviel  wir  wenigstens  %n  wissea 
fflanben  —  de«  al&emeiaea^airiiatieaafwtelie  nicht  naterwoifiBt 
folgt  dennocb  der  Lichtätbcr  in  seiner  Bewegung  denselben  Ge- 
setzen der  rationellen  Mechanik»  denen  anch  die  ponderabilea  Kör> 
per  unterliegen. 

Aus  (28),  (19),  (18).  (17)  ergibt  sieh  »•  ' 

fr  cea^sey— •,jrasaa,(8in  B  cos  B^^onB  sin  ^t)|/,,« 

«so«,  «n  {S^  B^l^m,  Ä  -rf«  ' 

Also  iat 
initfcia 

J=s^  =  — (32).  " 

Ble  Centrifugal kraft  dea  Aedierfheilchens  io  irgend  emela  Pmikta 
aeiner  elliptischen  Bahn  ist  alao  naigekahrC  propoitiabal  aebwOa» 

achwindigkeit  in  diesem  Puakle. 

Ans  (31)  achlieaaen  wir 

.     .  F  '  CO«  ^ 

folglich 

y.=sr«B*=,^.^^=^.U»g#«/.l...g#  (S3). 


Diese  nach  der  Richtung  dar  Tangente  an  die  Bahn  anf  daa  Aetber- 
tbeilcben einwirkende  Componente  J•^  der  gesammten  abstossenden 
Kraft  bewirkt  die  Veränderungen  in  der  Geschwindigkeit  des  TbeiN 
cbens  und  ist  also  proportional  der  Centrilfugulkraft  und  der  Tan- 
gente deaieniffan  Winkele,  den  dar  Badina  Veetor  sit  dar  Noraa- 
Ten  auf  die  BahB  bttdat  Ip  den  Badpuktea  dar  Axea  iat  alaa 
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All!  4«B  GUickungen  (20)  und  (21)  «rgibt  lick 

•der 

r=I^Ä»  — r»  (35). 
Diei«  Gleicbmig  iil  iinslog  der  Gleichung  (9) 

jr  und  r  bezeichnen  die  Bnlfemang  den  Aetkerlheilcbesi  der 

Glelci)c:ewiclitsiage.  ; 
Au»  (J5)  folgt 

■ 

F=dlnKninM  iti  den  MadfutktA^t  kleiM  As»  d^-VlIpBe. 
l'^sMioliiui  •  •  •  gromeB  ... 

Ahoi/ra  /feMieiao»  -   •        *       •  kleiaes  •  • 

IMf  Gleifhwg        liefert  die  Reledon  • 

F,Qz=zV^  (36) 

Die  TangfentialffeachwiDdisrkeit  des  Aethertheilchens  in  irgend  eine« 
Punkte  seiner  »«kn  ist  aUo  die  wMttkre  geemetriscbe  PrQportionole 
«iriiekei  der  Gciitri£iig«]krnCt  des  Tkeilobiens  und  de«  Krümpuupg^ 
MbMwr  dar  Car?«  in  iimm  Vvakü^ 

VI. 

Zwei  rechtwinklig  zu  einander  polarisirtc  Strahlen  (homogenen 
LicbtesJ  H  und  vuu  gleicher  Schwingungsdauer  %,  gleicher 
Wellenlinge  /,  ebet  Tereekiedenen  IntenilttiteB  a*  und  ce,*  und  ?er> 

schiedenen  Phasen  md  bringen  durch  ihre  VereiDigung  nach 
denselben  Fortpflnnznnp^srlrhtuns:  einen  elliptisch  polari^rten  Stvnhl 
bervor,  bei  weichem  die  (iGüch windigkeiten  der  Cumponenten  ge- 
geben sind  durch  die  (^eriueln 

ü^a  iiD  «jr  (4  -        V,^a,  si«  Äir  (-f  -  ^)  (37) 

and  die  gleiektfitigvi  Cboidbttmi  dfif  AilfcvthdteiMM  dmk  die 
QlelebnngeB 


(») 


12 

'*  =  a  cos  2w  (-  -        y  =  a,  co»  2;f  (f  -  ^)  (38). 
Setzt  mao  den  Pliaseu- l'utersciiied 

kuD  B«!,  da  die  Zeit  tob  Jedtn  lralifli%eii  HoMttt»  «ttge« 
fftclinet  Warden  darf,  entweder 

oder 

>  =         und  y,  =  — 

DehmeD,  je  nacluleB  der  Strahl  H  den  Strable  /{,,  oder  unige* 
kehrt  dieser  jenem  vorgeeilt  ist.  Im  erstertB  Felle  gei^D  ebige 
GJeicbuBgen  (37),  (38)  über  in  folgende: 

ü=za  giü       (j  -h  j),  U,=za,  ain  2;f  (-^  —  ^)| 

.ar  =  a  co»       (-^  -ir.y),    ITä«^  cos  2;r  (|-  — 

Im  BBdeni  Felle  aied  dieielbeB 

m^m  mk  ^      -  =a,  eis  «w  (i  f  ) 

Mssta  cee  2*  (4  —  2jr  -I- 

In  Folge  eines  jeden  dieser  bridfn  Systeme  (30)  oder  (-40) 
würde  das  Aetlierlheilcheii  wälirend  der  ^Sehwingungfsdauer  die- 
selbe Ellipse  durcbluufeu,  nur  mit  entgegengesetzter  Bewe- 
gungsriclitaBB.  Rxivtf<reB  eher  beide  Syiteaie*  eu*  gleicfter  SBeil. 
aed  pfleeseB  sicn  die  aus  ihBea  berfergebeedeB  Strahlen  von  ent- 
gegengesetzt elliptischer  Polarisation  nach  derselben  Rich- 
tung fort:  80  bewegt  sich  das  Aetlicrtheilchen ,  welches  ihrer 
gleichzeitigen  t^inwirkung  untcrllegi ,  wieder  gradlinig.  Um 
dieeea  sb  beweieea-  lelxeB  wir  die  VibretieBeB  £/  Bad  «ewie 
L\  und  üi,  welobe  peraUel  erfolgen,  respective  den  Azen  ÖXoad 
Oit  je  swei  ia  eiae  snaaniBeB;  elidaBB  erbaltea  wir  . 

F=£/-f-ii  =  aiain  2jr  (-f  -h^>-|-MB  2ar  — 

=s  2a  ain  2jr      .  cot  2jr  -j 

F.  =  l/,  4-«,  =  a.|«B  «*r       -  ^)-4-8in  24^  -f-  ^)1 

'  '    ■  r  t> 

=  2a,  sin  2;r  —  ,  cos  2w  -j- 
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r,  Ä2a,  tio  Äir  ~ .  00«  «jr  ^1 


Also  ist  das  System  der  beiden  Stralilen  von  ent^egeji^eietsl 

e  1 1 i pt i s eil R r  rolarisnton  identisch  mit  einem  Systeme  zweier 
gradlinif^  und  rechtwinklig  zu  einander  polarisirten 
Strahlen  von  gleicher  Phase,  aber  verscbiedeDen  IntensiCiteS)  weK 
chM  letztere  wiederan  einen  einzigen  gradlinig  polarisir- 
ten Strahl  bildet.  Der  Winkel  w,  den  die  Vibrationsrichtunj^  <lie- 
ses  Strahlet  mit  der  Axe  der  ae  nacht,  ist  gegeben  durcb  die 
Gleichung  .  ,  ' 

»Mg  »  =  ^=2«  («) 

Folglich  rancht  die  Polarisationsobenc  dcssrlbcn  Strahles  mit  der- 
•elbea  Axe  einen  Winkel  w,,  der  bestimmt  ist  darcb  die  Gleicbuog 

.ta9g(ü,=-^   (43).  ^  ; 

Aoa  (|9)  nad  (40)  folgt 

cos2*(--  +  ^) 

COS*l(--|-) 

■itbia 

ff  * 

>    .  tang  n  •  tang  «Ii  ==  C'*^)- 

Hieraus  schliesseu  wir,  dass  die  trigonoBeCriachttt  TavgSBlatt. bol- 
der  Wiokel  stets  gleiches  Vorzeichen  haben;  tat  alao 


so  ist 

I 

und  ist  /(•^?)- 


SV  ist 


9>  T 
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Ferner  ergibt  sich  nus  derselben  Gleichunsf  ^44),  dass  das  ProdakC 
der  trigouometrischcD  Tangenten  der  bczeichnaten  Winkel  cod- 
•tant  ist;  —  beide  Folgerungen  vereint  rechtfertigen  obige  Be- 
buuptang,  4hM  dM  Aethertbeilehtn  Id  Folg«  der  Kinwirknog 
Vibrationssysteme  (39),  (40)  dieselbe  Elltpie  ueh  entgegeDge* 
aetxter  Richtung  durchlaufen  würde. 

Die  Richtung  desjenigen  [)urchmes<!ers  dieser  Ellipse,  auf  wel- 
chen die  LüiUen  elliptischen  Ueweguogeu  das  Aetheriheilchen  nack 
jedea  lialbeii  UalMÜ»  in  denselbe«  AngeaUicke  svrKckfökrM,  iü 
bediBgt  dardi 

Ibigliek  (44)  beetiBat  dnrob  die  Gleicbong 
oder 

tong  q==^  =  w  (46) 

mitbin  steht  derselbe  Benkrecht  auf  der  PolarisatioDsebene  jenes 
eisen  gradlinig  polarieirten  Strahles^  weicber  nit  den  Sjiteae  der 
beiden  Streblen  tob  eotgegepgeietst  elli^iieber  Polariiatioo  idea* 
tiscb  ist. 
Ist 


as«,  and        ^  s=2^  ==T» 


so  ist  die  von  den  Aethertbeilcbea  besckriebeoe  Baku  (12)  eaa 
Kreis 

<r»H-y»  =  o*  (47) 

and  in  dieser  Voraussetxong  gehen  olice  GleicbugOD  (39),  (40), 
(41),  (42),  (43),  (44),  (46)  über  in  folgende: 


(48) 


(49) 


£/2sa  sin  2n  {-j  -f-  C/>  »o^  sio  2«  (y  —  y) 

iTssa  cos  2w  (y       yj,  y=:a,  cos  2ir  (y  —  y)' 

6  =«  sin  2jr  (1  -  i),  U,  =a,  .in  2n  (\  |)| 

^=za  cos  2n        —  y),  y  =  a,  cos  2jr  (-^  j j 

F=2a  810  2w  Y  •  CO»  ^  =  «V^2  .  sin  2ap  y  ==  F.  (50) 

t«ng»ss  +  l,  toDgw,  =~1  .(51) 

fang  1? .  tang      =-^1  (52) 
tang    =  +  1  =  lang  ut.  (53). 
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II. 

Eise  ioMBchem»  aif  «iner  aeMa  Analyse  be^ 

ruhende  Auflösung  der  sectio  aurea,  nebst 
einer  kritischen  Beleuchtung  der  gewöhnlichen 
Aofldgung  dieses  Problems  und  der  Betracta- 
toi^  iliiw  pttdagegisehe»  Wattiies« 

Voo 

.Herrn  J.  Helmev* 

ffirof«Mor  im  Gjma.  Josepbiaum  su  H'iMnthtini. 


Wenn  ich  eis«  neue  AuflöfUiig  des  angefohrteo  Problems  der 
öffientlichen  Mittbeilung  für  nicht  ganz  unwerth  erachte,  so  ist  et 
gODz  vonüglich  ihre  pädagogisclie  Beziehung,  die  mich  dazu  be- 
■tinart;    !■  imli«»  loiltteB  aadtni  üaCerrMtahiireig«  ht  das 
Lern««  MMwt,  dat  BiwvrIeD  Wmi  Suchen,  im  Gegeniatse  dea 
Erworbenen,  Gewonnenen,  so  sehr  Hauptnufgabp  und  Zweck, 
als  in  der  M.ithem.'itik.    Sie  mut;  wohl  ihre  edelste  Bestimmung  er- 
föllt  bubeu  UD  dem  ebemaligeu  älchiiler,  der  uuu  später  von  ibreo 
ItMdiitM  mtkk  «flbr  bdiam«  kat,  all  der  atataflite  Maon  aadk 
McliBMicben  kann  von  den  kiuistvolleo  UebangsstückeDy  die  leiaea 
Körper  in  der  Juj^rnd  bildeten.    Allos  geistige  Zuthun  von  Seiten  ' 
'  des  Scliülers,  aiie  (^ust  und  Liebe  zur  Sache  ist  durclt  ^^olche  Auf- 
fatsuog  ihrer  Aufgaben  bedingt.    Kurz  ist  ja  die  Freude  des  spie>  • 
kmlen  Kiodat  fibar  das  fartiga  KntaabXaielMB,  «mI  tbarbäairt 
■■r  pöglich,  wenn  es  sich  selbeit  4a8  Werkchea  bildet«;  aller  gei>  % 
stige  Gewinn  und  edlere  Gewöhnung  liegt  in  dem  sinnigen  Auf* 
bau;  Wieder- Abbruch  und  Zerstörung  sind   das  nicht  bedauerte 
*    Bada  des  Spieles;  keiner  soll  ja  in  dem  Hause  wokoeo.  —  Uod, 
%  «ia  dia  VariiUtaisia  bislaa«  aa  «aien  gatabrtaai  CtaMaa  atabaa» 
wild  der  Scbillttr  der  !MatheMtiii  tvf  ein  eiffaatliebes  Feld  dar 
Anwendang  aea  Gelernten  nnr  in  so  spärlicher  und  dürftiger 
Beschränkung  geführt,  diiss  dies  die  Mühe  d<>r  sauem  Vorbildung 
aiebt  eatgelten  könnte.    Denn  wohl  lohnt  ihm  die  Lectüce  der 
QaaiibLar  dia  labiiafao  Aastrengungea  aaioar  gmiMialiieba»  Bta* 
diaa,  and  gibt  so  aath  dar  gelarataa  Spruche  eiaaa  neiien, 
hohen  Werth;  die  erworbene  Kcnntnias  der  Geschichte  benutzt 
jede  Stello,  jeder  Augenblick  des  Lebens:  aber  die  Werke,  die  io 
jener  aodero  äipraehe,  der  Mathematik,  geschriebea  sind,  die  Ge- 
iilaliidiai  dar  aalw  «ad  dt»  Bhi«ati,  «raidaft  siebt  var  iha  aaf« 
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rachlaffen,  hdehttess  Bniclisliicke  «iner  F«m4e  ml  ihm  dwtk- 

■OChstabirt. 

WüDscbten  wir  nun  gleichwohl  vou  gaDzem  Uerseo,  das»  auch 
in  dieser  Beziehung  das  GyamMinn  leiDe  treaes  .Scboier  der  Ha- 
tbenatik  hesser  bcloboeD,  and  ihoen  iu  den  iobaitaroicben  SiCseB 

der  Physik  und  Elementar- Astronomie  eben  ho  schön  und  unver- 

§ esslich  <]io  bedeutungsvollen  Resultate  jener  Wissenschaft  uns 
[erz  fessein  möge,  als  in  den  schönen  äleutenzen.  eines  Tacitus 
Hilid  Vir^flfs  die  trfflBtes.Ltfbm^r  6nuui»tfl»r  to  lfingt  d«tli,  ib 
Jeoge  dieses  nur  froraer.iyttnacb' noch  bleiben  muss.  viel  Troit 
in  «Icr  liesondern'  Natur  und  au«:p:e7.rirlincten  BesrlKifllenbelt  der 
mathematischen  Lehren,  vermöge  welcher  sie  vor  allen  andern  Kr- 
kenntnt&sep  für  die  studire^do  Jugend.  Zw.e^k  an  sich  ae  se«n 
geeignet  sin^.  ii^ie^sind  ja  die 'netttrliclien ,  notliwendigen,  liberail 
sieb  gleicb  er|l(i»llddeli'lleweglln|cen  dee'  gt<kdisam  i^le  körperlich 
aus  i^ebcnsorn:uncu  zusammengesetzt  zu  denkenden  (.eistes  auf 
einem  grossen,  fast  von  allen  Dingen  durchwachsenen  .Felde  der 
Grössen  und  Grössen 'V  erhältnisse;  die  eigenthiimliche,  durch  die 
Natur  des  Temiinfttfre« -Wesens  belba*  Torgescbriebene  vnd  be- 
dingte Eutwickeluuf^  jener  geistigen  Kräfte,  deren  gleichen  und  sn 
glficlier  Frnclit  treibenden  Krim  (I«t  Svhöpfer  in  das  Wesen  des 
Menschen  gelegt  hat,  und  der  iu  verschiedenen  Menschen  nur 
den  verscbiedeneu  Boden  gefunden  haben  kann.  Aber  darusi' 
■ass  alles  Hnssere  Znthan  dieser  Bntwickelnng  nneb  jene  ergnni- 
achen  Kräfte  benutzen,  nur  sie  anregen  and  nicht  gleicbsam  du rcb 
Linie  uiiii  Maschine  Hand  und  Fuss  des  ein£i;rschniirtcn  und  fest- 
gebundenen Kindes  Üeissisf  hin  und  her  bewegen  wollcli,  wenn 
letzteres  geken  und. den  (»ebrauch  der  Hände  lernen  soU.  Anre- 
gung der  Selb^sttb&tigkeic  und  Leitung  dfonelbeD  raf  die 
Wege,  wo  sie  in  leichtester,  natürlieblter  Folge  den  nnr  noch  ver* 
atcckt  lieijondcn  Schatz  des  eigenen  Geistes  -  Magazins  auffinde, 
ist  die  alleinige  Aufgabe  des  Lelirers  der  Mathemutik^  dem  alsdann 
,  sein  ilkhuler  verpflichtet  sein  muss.  uud  wenn  er  von  jenem  iicbatse 
selbst  niieb  niemals  femer  de»  mi«desten  Oebraueb  'maeben  Ittn«, 
eendern  sieb  nur  desselben  bewiust  geworden,  sich  in  diesen  The^ 
len  seines  geistigen  Reiches  nur  orientirt  hat.  Kurz,  diese  for- 
melle Bildungskraft  ist  ein  auszeichnender  V  orzug  des  mathema- ' 
tischen  Unterrichts;  kein  anderer  Lnterrichtszweig,  selbst  der  der 
snm  Bigentbnme  gewordenen  Mutterapreebe  nicdit,  knmi  sieb  dnrin 
mit  ihm  messen*  llnd^  wenn  ibm  durum  zn  elniner  Bdobnnng  dn» 
für  eine  '^icli  so  mhrlitip:  aufdringende  lürweiteruog  materieller  An- 
weuduug  angelegentlichst  zu  wünschen  wäre:  so  muss  doch  vor- 
zugsweise jene  Seite  seiner  Behandlung  dem  Gymnasium  sugekehrt 
sein  «und  bleiben;  niler  Wertb  mekr  wif  die  Art  den  I«eiiieM,  eis 
«Mf  des  Gelernte  selbst  gelegt  werden. 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen,  die  hier  weiter  auszuführen 
nicht  wohl  der  Ort  ist,  mögen  der  folgenden  Kntwickelung,  die  aus 
ibnen  hervorgegaugen  ist,  ihren  Werth  bestimmen,  und  den  Huupt- 
sveck  derselbM  in  V-onas  sndenten.  Sk  betriffi  die  ennlftische 
Betrnebtnng  der  nttem  und  die  einfachere  Begritodimi^  einer  nenen 
Auflösung  eines  treoTrictrischen  Problems,  wodurch  diese  AuHösung 
für  den  Schüler  aus  deai  Geheimnisse  fremder  Krtindunir  und  Aus- 
bildung iu  den  Kreis  eigejoicr,  klar  bewusster  iseibsitiiaugkeit  her* 
Übergezogen,  und  gieiebnsm  ei»-iMmdes  Patent  znm  Kicpentbuns« 
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mbto  •bgtUtot  werden  mögt.  Denn  our  die  Analyse  Uk  et,  41« 
ODS  das  geheime  ScIiafTcn  dos  fremden  Geiatef  enchlieast,  md  den 
eigenen  die  freien  Bahnen  eröfl'net. 

Betraelbtodg  der  ältern  Anfltteong. 

Unter  den  mannicbfachen  ^heilungen  der  geraden  Linie,  die 
■ebon  bei  den  Alten  zu  den  vorziigliclien  Lieblings^pielen  des  Gei- 
stes pcliiSrtcn,  wurdo  doch  rine  gar  bald  eine  nntliwendige  Sprosse 
schon  in  der  untersten  Leiter,  die  nur  vom  allrrtiefsten  Gnmdc 
der  Wissenschaft  aus  in  die  nächsten  Höhen  des  systematischen 
Gebäodes  d^r  Geometrie  anffShrL  —  Wenn  andere  solche  Tbei* 
*  Inngen,  als  da  sind  die  Sectio  spatii,  Sectio  rationis  etc.  durch  ge- 
legentliche Auffl^aben  veranlasst  wurden,  so  trat  die  sectio  aurea 
als  iTfbicteriscbe  l^ordernng  auf,  sohuM  man  nur  den  früh  und  tief 
unten  im  äiysteme  der  lü^lemcutar- Geometrie  licffendeu  .Sutz:  „^*e 
jedes  regefnässigc  Tieleck  Iftsst  sieb  ein  Kreis  beschreiben  su 
dem  Probleme  unlLebrle:  ,,In  den  gegebenen  Kreis  jedes  regeln 
massige  Vieleck  einzuschreiben/^  Denn  derselbe  Geist  der  Ana- 
lyse, der  uns  bei  Betrachtung  dieser  Aufgabe  fiir  dus  Sechseck  den 
Radius  als  Seite  bestimmt,  fordert  für  das  Zehaeck  das  grossere 
Stilek  des  nach  der  s^tio  mrea  getbeSIcen  Radios  *).  Und  leitet 


*)  Denken  wir  uns  die  Seite  j4B  Q  af.  I.  Fig.  1.)  gefunden,  und  vom 
Centro  0  des  Kreises  nach  ihren  E^ndpunkteo  die  Radien  gesogen,  so 
ist  in  diesem  (eharakteristixlien)  gleichschenklichen  Dreieck  OJS  der 

Winkel  am  Scheitel  0b:  ^^  =  ^,  mithin  die  beiden  Winkel  an  der 

Basis  zusammengenommen  a  2R  —  ~r-  a  nr*       jeder  gleich       d.  b. 

doppelt  vn  gros«  nls        um  Scheitel. 

Obgleich  nun  <lie  Kleinentar-tieoinctrie  atisser  <iem  pythagnriiischen 
Lehrsatze,  der  sich  nur  auf  das  rechtwinkliche  Dreieck  anwendet,  im 
Aligeuieinen  kein  Mittel  besitzt,  die  Verhältnisse  der  Seiten  einrs  Drei- 
ecks  aus  den  Verbältnissen  seiner  Winkel  zu  bestimmen,  so  ia^st  uns 
idoeh  die  gans  •nsgeseichnete  Natur  der  WinkelverbiltniMe  im  Torlte« 
genden  Falle  den  versuch  uiacheu,  etwa  durch  die  Bcdingii?)ci'ii  der 
Aebnlichkeic  unter  den  Dreiecken,  die  sich  von  dem  gegeben  Icichi  und 
natürlich  ableiten,  soleben- Verbältnissen  nachsafondwn« 

Ilnlbiren  wir  nur  einmal  den  ■^^ /I,  so  erkennen  wir  iL'  nblick- 
iich  das  gleielischonklirhp  Dreieck  ADB ^  worin  ja  •<i::(J  =  o-t-y 
z=.  a  y  —  ^  CO  dem  ganzen  OAB  (wegen  Gleichbeic  der  Winkel)  wor- 
ans  sieh: 

BÄ"  BO 

oder  in  Betracht,  dass,  weil  sowohl  Dreieck  ADB  als  ma,ikkDAO  nach 
tier  Construction  gleicbscbenklich  sind,  und  darum 

äb^ad=^od 

Ut, 

BD_OD 

d.  hi^  da  OBs=AB  war,  die  Seite  des  Zebnecks  ist  das  grösseve' 
des  im  nitikren  und  äussersn  Verhaltnisse  i^eUten  Radius. 

TkaUlV.  '  % 
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«teiehwoU  Euklide»  (IV.  11.)  ein  idteinbar  etwaa  «nderw 
Gang  zunäcbst  auf  das  Fünfeck,  fo  führt  dirspr  dennoch  durch  dem 
vorbereitenden,  begründenden  Satz  IV.  10.  wieder  grade  auf  das- 
selbe Problem  zurück.  Wie  tindet  sich  oun  diese  Aufgabe^  zuersi 
nod  bei  Euklides  selbst  gelöiet? 

Die  beiden»  scheinbar  ganz  unabhängigen  and  in  den  Mitteln* 
sehr  verschiedenen  Auflösungen,  die  sich  in  den  Hlletii.  II.  11.  und 
VI.  30.  Gnden,  beruhen  gleichwohl  auf  einer  und  derselben  Ana- 
lyse, wodurch  die  ursprüngliche  Aufgabe  auf  ein  und  dieselbe 
näherliegende  zurückgeführt  wird;  nur  4an  W  AnflSsang  dieser  * 
letztern  denn  in  den  Zosanmenhangn-lfetsn  der  muthematischen 
Wahrheiten  von  dem  übrigens  schon  nahe  nm  Ziele  liegenden 
Trcnnung^s-  und  Abgan^^puniLto  aus  xwei  venckiedene  Wege  ge- 
wählt werden. 

Kt  dient,  gleich  hier  sn  bemerken,  win  diwn  Analyse  nicht  auf 
die  Anfgabe,  wie  wir  sie  hier  fassen,  unnittolhar  gestellt  ist,  sob* 
dern  auf  die  Construction  von  Flächen,  namentlich  Reclitecken^ 
über  den  fruglichen  Theilen  der  IJnie  und  über  ihr  selbst,  aus 
deuten  alsdann  nur  mittelbar  die  gesuchten  Verbältobse  der  Linie  und 
ihrer  Tbeile  selbst  nach  später  (VI.  U.)  erörterten  Zasamaenhangt  % 
dieser  Grössen  unter  sich  abgeleitet  werden.  Es  ergibt  sich  aus 
diesen  spätem  Betrachtungen  namentlich,  dass  eine  Linie  mittlere 
Proportionale  zwischen  zwei  andern  ist,  wenn  das  Quadrat  über 
ihr  gleich  ist  dem  Rechtecke  zwischen  diesen  beiden  Linien  (VI. 
17.).  Um  die  erste  Form  dieses  Ausspruchs  gani  iinbekfimnierta 
«m^t  Baklldca  also  «ine  Linie  AB  (Taf.  I.  Fiff.  2.)  so  zu  schnei- 
den, dass  das  Quadrat  Ober  AU  glBicb  de«  Rechteclie  aber  AB 
and  Qß, 

Afmiyaei  Sei  nun  AQ  ein  solcher  Theil  der  Linie  AB^  dass 
wirklich  AQ^=AB ,  QB  (wo  ich  der  Kfine  wegen  diene  alge- 
hsaisehe  Bcneiehaang  im  geometrischen  Sinne  gebrauche),  so  ist» 

wofern  über  AQ  und  AB  die  Quadrate         und  A^  beschrieben, 
und  die  Linie  /iQ  bis  K  verlängert  wird\  Quadrat  A/I=  Recht-  ' 
eck  JSCBf  und  auf  beiden  Seiten  das  gleiche  Rechteck  AK  addtrt, 
Raehleck  ZA*  gleich  Quadrat  A^t  so  dass  demnaek  aadlieh  als 
letale  Aufgabe  vorliegt: 

.,Eine  Linie  VÄ  um  ein  solches  Stück  AZ  zu  verlängern, 
dass  das  Rechteck  aus  der  so  verlängerten  Linie  FZ  und  der  Ver- 
längerung ZJV=  ZAy  gleich  ist  einer  gegebenen  Grösse,  nämlicb 
dam  4|oadrate  A^  jeoer  an  verlSogeroden  Linie." 

Zur  AaBiisong  dieser  Aufgabe  bieten  dem  Euklides  die  Sitte, 
eiumal  II.  6.,  und  ein  anderes  Mal  VI.  28.,  29.,  die  vollkommensten 
.Mittel  dnr.  Demnach  liegen  Auflösung  und  Beweis,  wie  sie  zu- 
nächst II.  30.  gegeben  sind,  ganz  nahe,  und  sind  eine  unmittelbare 
Eingebung  der  Analyse  und  des  Satses  II.  6.;  dieselbe  Analyse, 
ahar  mit  andern. Hiitnln  ihrer  endlichen  Erf&llnng,  liegt  aar  V1.30. 
klar  vor  Äugten,  nur  dasa  letstere  uns  fremder  vorkommen,  und 
ferner  zu  lieircn  scheinen;  da  es  wirklich  auffüllend  erscheiot.  wie 
Euklides  nur  zum  Behufe  dieser,  doch  schon  nach  anderer  Weise 
celdstea  Aufgabe,  die  neue  Reihe  von  Sätzen:  VI.  28.  29.  30.  tob 
der  sechsten  Erklärung  desselben  Buchas  aas  erSlfoet 

Eben  dieselbe  Analyse  endlich  ist  es  noa  aoch,  die  der  jetzt 
?ewölinliclien  Auflösung,  welche  ebenso  nur  die  Verlängerung  der 
gegebenen  Linie  fordert  (das  ausserhalb  des  Kreises  liegeade  Stück 
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der  Seeante),  dasa  daf  Rechteck  aoa  der  ao  verlängerten  Linie  in 
di#  Verlängerung  de«  ^osdrat«  der  ^egebeoen  l^iaie,  zbbi 
Gnisda  gelegt  werden  tollte,'  danit  tie  ait  freier  Selbsientselrai- 
dang  aoi  dem  Schalze  eigener  Erfiodeog  b^raui  TOm  St  buter  ge* 
geben,  ond  ihr  Beweis  mit  wirklicher  Verärantieüthätigkeit  und  kla- 
rer Durcbschanung  der  Beweiiimiitel  geführt  werden  könnte.  Denn 
eioeo  ander«  Werth  hätte  ja  det  «aase  nicht;  die  Aufgabe  ist 
•cften  vor  JakrhundefCei  ohne  den  Sehnler  gelttat,  dae  spätere  Le« 
htU  wird  ihiB  meistens  nie  eine  Anwendung  davon  absondern. 

Doch  da  zeii^  sich  Hllermeisteus  eine  unvernntworfliche  Lücke 
nnd  ein  unvermittelter  Sprung  in  der  gewöhnlichen  Behandlung 
dieser  Aufgube.  Man  ffibt  scheinbar  den  Ursprung  einer  durch  Be- 
imebtoBg  wirklidier  rläcben  mw4  ihrer  Verhältnisse  vermiitelten 
Anflosong  auf,  hat  es  mit  blosseo  Zahlenwenheo  von  Linien  ni 
tbun,  und  ahmt  dennoch  in  den  sie  betreffenden  Sätzen  und  Glei- 
chungen alle  Operationen  von  Flächen  -  SnbtradKon  u.  s.  w.  nach, 
die  nnn  dnrch  Nichts  mehr  vemiitelt  werden,  als  durch  ein  vages 
P»t»hierea,  dyrch  welche  der  vieles  mttglichen  ProportieM*Ver»' 
wandlngea,  diildendo,  nddendo  etc.  am  leichtesten  dnc  soiiit  edhea 
keltannte  Ziel  erreicht  werden  könne. 

Ich  will  mich  näher  erklären.  Entweder  sollte  man  bei  Be- 
trachtung der  vorliegendmi  Aufgabe  ansaer  elleai  Zusammen  bange 
■it  Plächeii,  uuf  deieu  nie' Buklides  erst  folgert,  rein  an  Verhilt- 
nisse  von  Zahlen  denken,  durch  welche  die  Theile  einer  Linie 
dargestellt  sind:  und  dann  wörde  auf  die  Aiiflösuns;-  tiosercr  Auf- 
gabe der  bekannte  Satz  von  der  Tangente  freitich  in  einer  ganz 
anders  vermittelten  Analyse  nngewnudt  werden  $  Auflösung  und  Be- 
weis wirleu  ganz  anders  werden,  ich  glaube  eben  die^  welche  ich 
gleich  unten  als  die  möglichst  einfnchen  in  diesea  Sinne  zur  Dai^ 
Stellung  Idingen  werde.  Oder  man  halte  die  der  gewöhnlichen 
Auflösung  zun  Grunde  liegende  Vorstellung  wirklieber  Flächen 
•Mb  durch  die  Behandlung  der  gauten  Aufgube  ftst,  damit 
der  Bewuic  ein'AuiiuM  dur  ADuljee  nein,  und  daüruu«  Yentiudlieh 
wurden  könne. 

Denn  eine  ganz  einzeln  dastehende  Construction  des  freilich 
leicht  sich  ergebenden  algebraischen  Ausdrucks  für  den  grössten 
Theil  Jt  der  so  zu  tbeilend^u  Linie,  den  Ausdrucke 

die  also  nicht  die  ganze  Secanle,  sondern  nur.  den  bis  an's  Cen- 
tmni  reieheudcn  Thell  dertelheu  kenntet,  wie  sie  sieh  in  eincelnen 
Lebrbücheru  findet,  holte  ich  für  durchaus  verfehlt,  da  der  ver- 
weiotlich  geomptrisclie  Beweis  .-«Isdann  nichts  als  eine  reiuc  Auf- 
lösung einer  Gleichung  durch  viele  Mittelstufen  hindurch  ist,  ohne 
dasa  der  Schüler  sich  des  leitenden  Gedankens  bewusst  werden 
kftuae. 

fin  wird  nna  anu  bei  letzterer  Art  hü  wuitea  leicktef  und  iet 

dem  Standpunkte  unserer  heutigen  (•cometrie  weit  nng-emc^sener 
zu  beweisen,  dass  die  Tangente  die  mittlere  Proportiomile  zwischen 
tt.  s.  w.  aei^  als  dabs  das  wirklich  über  der  Tangente  boastruirte 
Qnadmt  gietek  uul  dem  luthteck«  swkekeu  ur  c.  w.  ^  Dnmni  uMIgu 
ntan  immerhin  dlceeu  und  ikulicke  Sätse  in  ersteter  leichterer 
Weise  uktoiteB,  Muti  4tmB  dber»  um  ih«  uu  eiaeai  nngeuMsceuuu 

2* 
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BeweiiMtse  o^iMi^r  fruglichen  -AaltaWif '«wiptiidM  M  kMvMj  9» 

laDge  M  nacb  der  obigen  Analyse  gescbelies  iet,  ibm  Htuik  4«m 

•tidern  vollen  Gehalt  zu  geben  suchen,  dun  Ii  wrirhen  allein  er  ge- 
eigdet  ist,  der  so  gegebenen  Auflöäuug^  das  Fundament  eines  durcb- 
sicbligen  Beweises  zu  g4»ben.  Üio  wie  darum  Euklide»  durch  VI. 
14.  16.  n.  0.  n.  f..  ■einen  frflbcctt  nur  tob  FlidiM  iMfirieieiiMi 
Sätzen  auch  diese  »ödere  Bedeutung  und  Geltung  von  Liueu  nmd 
ibren  Zablenwerthen  j?ibt,  und  somit  seine  lange  vorher  ^e[::ehrne 
Auflösung  Riem.  II.  Ml  erst  durcb  solche  ausdrückliche  Lrweite- 
runff  tür  unsere  so  geiaü^te  Aufffobe:  ,,Eine  Linie  stetig  zu  iheU 
len*^  gelten  lamen  kenn  (siehe  andere  Anflösung  Vi.  30.):  m  wird 
umgekehrt  für  uns,  die  wir  suiche  und  äbnlicne  Sätze  eher  und 
lieber  über  Linien  und  ihre  Zahlenwerthe,  uls  iibrr  die  an  ihnen 
coustruirten  Klacben  beweiseo,  die  umgekehrte  Erweitening  nölhig« 


Grunde  liegen,  d.  b.,  uuf  uese|rB  Fall  on^ewandt«  so  lange  wir  bei 
der  obigen  Auflösung  bleiben.  Alles  das  leistet  z.  B.  die  Art  der 
Beweisführung,  wie  sie  sich  hei  Grnn«>rt  deum.  ^.  392.  durch  die 
ange/,ogenen  37*2.  und  vervoiUtandigt  iiodet,  während  bei 
Ohm,  Lcgendre  und  Andern  »der  Beweis  durcb  eine  gar  nidit  ver* 
mitteite  Auwendung  der  Pro{)urtions -Verwandlung  aus  der  reinen 
Arithmetik  in  seiner  Leichtigkeit  und  Natürlichkeit  getrübt,  seinem 
LVspruDge  entfn mihM  Avir<I.  Dort  nimmt  wirklich  der  Snii:  ,,Die 
,  Tangente  ist  mutiere  l'ruportiooule  u.  s.  w.  '  nach  372.  und 
386,  nueh  die  zweite  Geltung  an:  ,»Uas  Quadrat  nhier  der  Tan- 
gente s=  U.S.W.''  und  ist  in  «liener  Ferm  en4  geeignet,  den  Beireis 
der  so  nach  der  Euklides'scben  Analyse  gegebenen  Auflösung  zu 
führen.  Denn  d»sM  wir  statt  des  l'^uktid.  II.  6.  benutztui  Satzes 
der  AuÜüäung  den  ubengenannten  mit  Kuklid..  III.  36.  ü^freinstim- 
senden,  doch  ganz  in  II.  6.  bembenden  und  darauf  ab^eiteteit, 
also  eigentlich  spätem,  anwenden,  kann  keinen  Unterschied  im  Be^ 
weise  begründen,  der  ja  lediglich  von  der  Analyse,  die  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist,  abhänp^t;  und  ist  nur  dttiter  gekommen,  dtm^ 
wir  diesen  Satz  von  der  Tangente»  der  uus  iu  seiner  antbuieti- 
.  acben  Perm  m  ieicbt  nnd  wie  von  aelbit  bervorlritt,  durcb  eine 
ein  und  für  alle  Mal  nbgetbane  Betrachtung  über  die  Identität  der 
arithuietischen  und  t^comef rischen  Geltung  solcher  Sätze,  viel  he- 
quemer  in  den  Inhalt  des  Jl.  6.  als  einzelnen  Fall  hineinbringen, 
als  dass  wir  diesen  Sulz  11.  6.  in  seiner  ganzen,  uns  übrigens  mehr 
gleichgültigen  Allgemeinbeit  Yeit  belten.  :  t«h 

Nach  dem  Vorhergehenden  würde  dennacb»  wolem  Man  rieb 
an  die  Euklides*scbe  Analyse  bielte,  die  ¥olletändig«  Aiifli- 
umg  dieser  Aufgrabe  folgende  aein:  <  >  - 

Analyse  wie  oben. 
*   Alle  uigehraiflcben  Hülfsnittel  (Heier  Hireeb.  Geom.  Anfgnb. 
S,  120)  dieser  Auflösung  verschmähend,  würde  ieb  zu  der  daranf 

fegrüuiieieii  Synthese  also  fortp^eheo:  Es  ist  nns  eine  Linie  be- 
annt.  <ltc  Sr  ante,  so  hesehaOen,  dnss  das  Rerhferk  über  ihr  und 
dem  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Theile  von  ihr^  welcher  alte 
die  fragliUbe  Verlängerung  werden  niusa,  r=3  dem  Quadrate  einer 
Yen  ihrem  Itndpunkte  au^irelienüen  Tangente.  (Denn  so  dürfen  wir 
nach  den  ohengesieliten  Korderunaen  des  Unterrichts  den  bekann« 
len  Sata  der  Tangeute  aussprechen.)  Diese  Tangente  ist  in  nn* 
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•«rin  Falle  gleich  der  s«  verläagtHiden  Linie,  d«  Ii»  «It^t        im«  . 
nerbalb  des  Kreises  liet^eoden  Stüclve  der  Secante,  die,  um  das 
Stack  so  für  alle  Lugen  constnnt  zu  iiuben,  nur  durch*»  Centrum 
Bu  gehen  braucht,  und  zwar  eiaes  Kreises ,  dessen  Üurchuiesser  , 
«bra  jcMr  T^vgevte'*  §Meb  wär«.   Wonmi  sich  augenblicklich 
•gMs  und  in  allen  iknm  Theilen  die  bekannte,  gewdbftliclie  Auflö».' 
swn^  dieser  Aufgabe  ergibt.    Der  Beweis,  der  Iiier  natürlich  also 
immer  an  Flächen  und  Kechlecke  zu  denken  hat,  wie  sie  die  Ana«  . 
Ijse  schuf,  würde  ganz  nach  §.  392.  bei  Ixrunert  zu  führen  sein, 
nid  to  erst  Binbeit  Iii  die  Analyse ,  Sjntbcse  und  des  Beweis  ge- 
brecht sein.  Deanecb  scheint  mir  die  Aufgabe  vaeb  dem  jetzigen 
Stondpunkte  unserer  Geometrie,  eine  angemessenere  und  leichter  * 
vermittelte  Auflösung,  die  nümentlicli  von  allen  vnrgängigen  Fla« 
chenbetrachtnngen  unabhängig  wäre,  zu  verdienen,  zu  der  ich  durch 
feigeode  BetrameDgen  gelange. 

Neue  Auflösung  der  Aufgabe. 

Analyse.  Es  bietet  sich  ganz  ungesucht  und  leicht  irgend 
eine  in  mittlere  nnd.  ftniaere  Verbftitnisie  getindite  Linie  dar. 

Diese  benutzt  man  alsdann  nur,  um  nach  dem  ganz  elementar- 
bekannten  Verfahren  (Mukl.  VI.  10.);  .,Kine  Linie  »o  odrr  in-  den 
Verhältnissen  zu  theilen,  wie  eine  andere  getlieitt  ist,"  das  Pro- 
bien augenblicklich  gelöst  zu  haben.  Jene  su  zuerst  in  mittlere 
ttud  äussere  Verbftitnisse  getbeiite  Linie  geht  aber  angeabUeklidi 
in  der  Secante  {BJO)  eine«  leicht  bestimmten  Kreises  benror.  Dn 
nämlirb  die  Tangente  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  jr^m« 
zen  Secante  u.  s.  w.  ist,  so  brauchte  die  Construction  nur  su  an- 
gelegt zu  sein,  dass  die  Tangente  immer  gleich  wäre  dem  inner- 
Halb  des  Kreises  liegenden  Stücke  der  Secante,  damit  letitere  ver-  - 
langtcr  ülaassen  getbeilt  wäre.  ^  ' 

Wählen  wir  darum,  um  auf  die  einfnclisle.  sicherste  Weise  eine 
so  unveränderliche  Grösse  des  innerhuib  des  Kreises  liegenden 
Stückes  der  Sfcante  für  jeden  Fall  zu  gewinnen^  die  durch's  ten- 
tram  gebende;  deren  tnnerbalb  des  Kreises  liegender  Tbeil  «liidann  « 
immer  nnveränderlicb  gleich  dem  Durohmesser  des  Kreiaca  ist:  ae 
hrnurhtp  man  also  nnr  zu  einer  Ix'üchig  aN  Tangente  angenomme- 
nen Linie  {AU)  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  dieser 
Tangente  zu  construireu,  von  dem  andern  nicht  ^am  kreise  liegen- 
den Bnd|pnnkte  {B)  dieser  Tangente  eine  Secante  dnrcb's  Centmm 
nn  sieben,  so  würde  diese  in  dem  Punkte  (C),  wo  sie  den  Kreis 
zunächst  schneidet,  im  mittleren  und  äussern  Verhaltni'^'^e  gollirilt 
sein.  An  diese,  in  geforderter  Weise  getlieilte  I/iuie.  lege  man  ^ 
nun  die  zu  solcher  Theilung  »ufgggf hene.  Linie,  uud  verfahre  nach 
der  bekannten,  ganz  elementar  -  geTduftgen  Weise,  diese  Linie  nach 
Art  der  andern  sn  tbeilen.  I  m  jedoch  nicht  ein  ahermatigea,  nenes 
Anlegen  unserer  zu  tlieilenden  Linie  nöthig  zu  haben,  wird  es 
zweckmässig  sein,  eben  sie  selbst  gleich  als  jene  sonst  willkühr- 
liehe  Tangente  {AjB),  die  uns  nur  überhauot  zu  der  so  getheilten 
Secante  fcrbelfbn  sollte,  sm  benntsen,  nnd  es  wird  sieb  demnach 
daraus  folgende,  als  die  zweckmüssigste,  dnrcb  die  einfache  Ana* 
lys«  begründete  Auflösung  herausstellen. 

Synthese:  Auf  dem  Endpunkte  >/  (Taf.  J.  Fisr,  3.)  der  zu 
tbeilenden  Linie  AJB  errichte  man  eine  x  A  O  =  tAa\  beschreibe 
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aus  O  mit  dem  Radius  OA  eioeo  Kreis;  liehe  von  B  durch's  Cen- 
tniM  O  die  Smm!«  BD^        4e«Mefc  Iii  aittlm  wmk  Ibmüi 

Verbättnitse  i^etbeilt  ist,  da  ju  BA*=iCD*  (Coulr.>s:  BC,  ßp)\ 

verbinde  alsdann  D  mit  ,  UDd  ziehe  endlich  ans  C  die  Linie 
CE\\  DA,  so  wird  ja  natürlich  BA  wie  iffZ),  d.  Ii.  ebenfulis  ia 
midiere  uud  äussere  VerbältDitie  getheill  sein  mütaen;  su  da« 

* 

2§=J^  oder  A&zsiAB.EB  ist 

Wollte  »Mi  selbst  die  sicberlicli  firilber  vorgekeMtae  Anfl^ivog: 

•,Biae  Linie  AB  in  dieselben  Verbältaisse  sa  tbeilii^  wie  eine  an- 
dere DB  getlK'ilt  ist,'*  nicht  als  bekannt  vornussetseo,  so  würde 
sich  dem  Dach  der  gaaze  Beweis  in  swei  Liaieo  aUe  lUieouaeB* 

fassen  lassen: 

a)  SB  ist  in  Mittlere  nnd  luieere  TerbSltniiie  getbeilt  (sdiOB 

in  der  AnfieaaDs:  seibat  antieipirt). 

b)  ^=       iCE\\  DA)=z^  {BB  ist  ja  nneh  der  aeet 

Mir.  getbeiit)  =^  (CEjlBA). 

Doch  dieses  Beweises  muss  es  an  dieser  Stelle  der  GeeaMilrie 
durcIiHus  nicht  mehr  bedürfen  und  somit  die  ganze  Auflösang  wei- 
ter uiclits  sein,  ah  eine  spezielle  Anwendung  einer  läng'st  bekann- 
ten Tbeilung  einer  Linie  uuch  einer  andern,  die  in  uuäerm  Falle 
die  Kigeoeebeft  besitst,  wekbe  wir  den  Tbeilee  der  eadem  gebe» 
welleB«  Da  nun  oucb  bei  der  andern,  allgemein  üblichen,  Aalft- 
Hiina^  dieses  Problems  der  Umslnnd,  dass  die  Secante  BD  verlang- 
ter  .^luassen  tretheilt  ist,  da»  Hauptmoment  des  Beweises  hergibt, 
Sil  glaubte  icli  dasselbe  durch  obige  Auflösung,  die  eine  blosse  Yer* 
binonng  dieaer  oeuerkaoiiteii  Kigeatebaft  der  Lieie  BB  aiU  einer 
nllcrfrülieet  schon  geleiiitee  Censtmetion,  die  Tbeiluug  einer  Linie 
nnol)  :\hias!?irah(*  einer  andern  betreffend,  ist,  der  Unmittelbarkeit 
der  Krkenniiiisä,  und  klarer,  Keihstbewusüter  Durcl|8chauung,  die 
doch  immer  ein  Uauptaugeumerk  des  liuterricbts  sein  sollten,  in 
etwaa  näher  and  gleicbeea  aof  dne  eirae  Gebiet  dea  Scbälert  ta*  . 
ruckgefübrt  zu  haben,  wo  er  mit  aiebr  Math  aad  Selhstvertranea 
den  reied  dea  aebwierigea  Varbältoiiaea  eagreift  aad  beaiegt. 
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Deber  einige  durch  bestimmle  Integrale  mm- 

niirhare  Reihen. 

Von 

iterm  Doctor  O.  Scblömiiclt 

XU  Wciiduur. 


Di«  UaltfMMhiag  ibcr  4le  Suiflieii  gtwiiMr  fttibta  grflB4«t 

iB  welcbem  p  eine  beliebit^e  Grösse,  n  eine  ganze  positiTe  Zahl 
bedeutet.    Man   kaon  denHelben  entweder  aus  der  Theorie  der 
GaainafaDktionen  ableiten,  oder  mitteUt  einer  Reduiitiooaforniel  . 
•■twickclBy  w«b«i  rieh  41«  ftacbBUBg  tehr  «ilrfMli  M^fmitmuMm 
gMtaltot.  Ba  iat  Mcfc  einer  MmiBteii  Fenicl 


  (1  —  at*i);H-l 

m  •+-  mp  * 


■  ff  4.  tn^«/^  ^  ' 


Diircii  wiederholte  ADweadcog  dieser  Fornel  erhält  oua 

y'^/.       .  (w— I)  (n-2)...  .2 .  I  /•',      ,  . 

Für  «  =  1  —  o:  wird  aber 
m4  Calglieb 
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Fttr  «  =  1  —     geht  dMMlbe  in  «Im  folgende  über: 

mui  wenn  bab  neck  « + 1  tar  «,  ^  —  1  tiir  p  wtiLaXy  «o  ist     »  i 

Wir  wollen  nuo  «ler  Kürze  wegeo  1  .  2  .  3  . . .  m  mit  be^eicbnen 
nnd  bnben  jeut:  * 

i.  2. 

hi  der  so  eben  entwickelteD  Gleichuog  setzen  wir  der  Reihe 
nach  p m,  />-h2jm,  fi  +  3m  u.  s.  w.  für  wobei  m  eine  traoz 
beliebige  Grösse  bedeutet,  uod  addiren  alle  au  eotstebeeden  Glie- 
der, dttf  er«te  (1)  mit  gereebnet;  auf  d«r  recbten  Seite  eneheiat 
dann  die  Reibe 
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und  auf  der  liokeu,  uIh  Summe  derselben,  eine  Reihe  vod  iDte^ra- 
Itu,  welch«  wegen  der  gleiebeo  InteeratioofgräDseo  is  ein  eiosige« 
BOMBMBgefaiS  werilen  kÖBMD  nidswar  in  im  folgttB4e« 
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Der  Werth  dieses  Integrales  ist  leicht  zu  finden.  Eotwickelt  man 
Dämlich  das  ßiuum  (1  —  a:)**  und  besieht  die  IntegratloD  auf  jedes 
«ioselne  Glied,  lo  wird  JenM  Integral  in  die  «+1  fulgeDden  xer* 
legt ,  deren  Coeflizienten  ««,  »|>  . . .  it^i  die  Bieowelcoefliiien- 
,teB  bedenten: 


^••yoT^lr='"*'yer=^"*'*»yel^ 


Was  nun  auch  p  und  m  sein  mögen,  so  lässt  sich  doch  jedes  eie- 
selne  Integral  durch  die  gehörige  iiubstitation  einer  neuen  Verän- 
derlicben  eaf  die  Pene 


0  1  — at" 


bringen,  worin  f»  ond  v  ganze  positiTe  Zahlen  sind.  Man  liennt 
aber  den  unbestimmten  Werth  eines  solchen  Integrales,  folglich 
auch  den  zwischen  den  Gräozen  0  und  1.  Die  Aufgabe  von  der 
SummiruDg  jener  Reihe  ist  daher  vollständig  gelöst  in  der  Glei- 
ehnng: 
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deren  linke  Seite  «Mtdlieb  ▼Iii«, 


46rM  McM«  aber  Uom  «1-4-1 
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Im  AUgemeiMii  fBhreo  die  aof^edeatetoa  l«t«|fr«tiooeD  «of 
Kreisbogen  und  Logoritbmen ,  für  m  =  l  aber  aof  eine  alffebrai* 
■cbe  Gröaae.  lo  dieaen  Falle  geataltet  aich  dae  lategral  (a)  ein- 
faeber  go: 


dessen  Werth  man  am  Formel  (1)  erhält,  wenn  mao  il — 1  Dir  i» 
leUt;  derselbe  ist 


1  (n^  l  / 


Also  Laben  wir,  in  (4)  ita=:l  «etzeDtJ. 
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,1 .»y  dw-^a 


■^  -t-  V 


eine  Summe ,  welclie  schon  bekaonl  iit  «sd  Mcb  anf  «icBeataN« 

Wege  ermittelt  werden  kann. 

Für  \  werden  oft  die  eitizplnen  Integrale  in  (i)  jedes  für 

sieb  unendlich,  was  natürlich  nicht  hindert,  dass  ihre  Differenzen 
endliche  Grössen  sein  können.  Diesem  Uehelstande  hilft  man  bei 
praktiicher  Bcreehnnng  specieller  Falle  eebr  leicbt  dadorch  ab, 
dasi  Man  erat  eile  letegrationen  UDbestimoit  Mtfiihrt,  die  gefundc- 
nce  logerithauelM^  and  Kreiefaoktioeeo  lo  weit  »Ii  möglich  aiit  ^ 


so 

•iouder  verUadat  mdl'ertt  4nm  vnw  8slitiMiaB'4«r  Grimrortk« 

0  nd  1  seil  reitet. 
'    Z.  B.  rar  /»s=l.  Ms=2,  «ss^  iai 


1.«;»  ;  ■  ».«.7^**" 

Integrirt  man  auf  der  rechten  Seite  «nbeatimmt,  ao  ersieht  ■• 

r! -2  Ii'     + -    + r^-l  -  -i 

«in  Anidraek,  der  lieh  io  dea  folgaadea  saMmaaaaiabta  iSatt: 
aad  daiaat  folgt  t&r  «sl,  «sO: 

Anderweit  bemerkenswerthe  Remltate  erliält  man  fiir  f =2,  Mr=2, 
«  =  2  and  =  ms=2,  mssS^  nämlich  die  folgenden  beiden 
Reihen  : 

4      *  — 2.  J.4  ^4.5.6  •     6.7.8^*  ^'^ 

»1  *        ■       ^       -         '  /fi^ 

• .  .  .  (8j 


J6        8  ~"  1.3.5    '  «.11.11 


3. 


Eben  so  leicht  findet  man  die  Summe  einer  Reihe,  deren  ein- 
selne  Glieder  die  nämlichen  wie  der  in  (4)  sind,  aber  mit  wech- 
■elnden  Zatebaa  fortgehen.  Ea  folgt  attmlich  aat  fl),  wenn  aaa 

daseibat  p-^m^  p-^-'im  u.  s.  w.  für  p  leist  und  nllc  so  entstehen» 
den  Glieder,  die  Formel  (1)  cing^ereclinet.  mit  wechselnden  Zeichen 
snsammennimmt,*  daas  die  Summe  der  fraglichen  Reihe  gleich  sei 

J  ^K^—  ^y\a:P-^  —  a:P+^~^  -f-  jcP-**^^  —  ]tlar 


Batwiekelt  man  wioder  dai  Binom  (1  —  jr)»  aad  iatogrirt  Jedos 
oiasoiac  Glind,  lo  gelaagt  uvn  wa  der  CUciehuag: 
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BenerkeDswertbe  apesielle  Fälle  sind  s.  B,  fib 
duiB  d«r  R«ihe        fiir  ;»ss2,  l^ssi« 
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^  "'^=17273     iTlTi  "*'576T7'*  :  ^^^^  , 

4        4  "^2.8.4       4.5. «"^6. 7. 8      •  •  •  •  l"/  .  . 

2  L_  r      /k^diii  —  L  L„  -j  L  itvk 

S  V^—l'  — 1.5-5     5.7.9  "^9.11.1« 

Entwiekett  mn  in  jedem  der  Inteff^e  der  GleiehnBg  (9)  des 

Bruch  : — ^—  in  die  Reihe  1  —      -f-        u.  s.  w.  and  integrirt 

Jodes  f'iiizolnc  Glied,  so  findet  man,  dass  jene  Reihe  auch  unter 
fuigeadcr  b  otm  liurgestelU  -werden  kann : 


_?!i/_J  J  _H  ) 

.  !^  f_i  L_-|._L  ?  _H  ^ 


welebee  eine  algebraiieke  Verlegung  jener  Reike  iit. 

4. 

Man  kann  das  bisher  befolgte  Verfahren  noch  verallgenieinero 
*iiiid  auf  lolehe  Heiken  ansdehnen,  welcbe  naek  den  ateigeaden  Po* 
lensen  einer  beliebiffen  Uauptgrösse  u  fortgehen. 

Man  setze  näoilich  in  Formel  (1)  der  Reihe  nach  p=p^ 
p-^-m^  p-\~^2m  u.  8.  w.,  multiplizirc  die  entstehenden  Glieder  mit 
1,  w,  u.  g.  w.  und  addire  sie,  so  steht  auf  der  einen  Seite  die 
Reikc 


♦  * 
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und  anf  der  aoflereii  als  Suuiiie  dertelbeu  4m  Integral 


TMl  IV. 


Ii 


S4 

weldiei  «eh  wieder  Id  folgende  Reihe  serlegen  lIuHt: 

5^  ^••yel-t««^*»t/ol-tttr«"*"*»y^i-i««  *  ^^^^ 

Bin  allgemeioef  Glied  aas  dieser  Reibe  ist  ^ 


und  gebt  durch  EiotubruDg  einer  neuen  V  eränderlich eu  4  =  i/'a7 
in  int  folgende  Aber: 

l 

welches  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  gefunden  werden  kann, 
ho  hat  man  z.  B.  fdr  «1=1,  m  =  2,    =  1  aus  (14)  und  (15) 


1.2.J  ^2.8.4  ^».4.»^  

'*L«/ol^*«»       */e  1  — «a?    t/o  I — twj 

uud  für  «  =  «.^r  werden  die  Integrale 

Durch  Ausführung  derselben  erhält  man  leicht^  sobald  der  abso- 
Ute  Werth  von  m  die  Einheit  nicht  tth.eriteigt, 


1.2.S  ^8.1.4  ^1.4. 

lit  der  nbiolate  Werth  von  •»>  1,  so  dl^ergirt  jene  Reihe  and  die 
 •  _M  grots. 

1  entstehen  die  Reihen 


Integrale  werden  nnendlich  groie. 
Fnr  «  SS  1*  w  i=  *  ' 


'4  "~1.2.« '*"a.4.4"*"».4.5*'*'*"  ^^^^ 

— X  =  i72 Ts  ~  273T4    rriTs  ~"  ••••  ^^^^ 

^ie  sich  aus  den  Gleichungen  (5)  and  (9)  ehenfntla  findet» 
man     =     »  =  2,/>  =  l  nimmL 

f  .  5. 

Auch  solche  Reiheu»  die  nach  den  Cosinus  oder  Sinns  der  Viel*, 
fhchen  eines  Bogen«  fortgehen  nnd  deren  elnielne  Glieder  GoeiBi- 
xienten  der  biaher  hetrachteten  Pom  hahen,  iKdnnen  dnidi  die  to* 
rige  Methode  MMMit  werden.  • 
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Man  setic  wieder  in  (1)  p=ip,  p^m,  p-^%mm.  «.  vad 

moltiplizire  die  entstehenden  Gleichungen  tnit  1.  cos  r,  cos  1v  q. 
s.  w.  80  gieb<  die  AdciitioB  aller  auf  d«r  eioeo  ä»eito  dif  Reihe  • 
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flo4  mI  der  «i4ertD  die  Suuie  defMlbes 

1  i*^. 

=sjj»y^(l  — ar)*41-|-jc"  cos  r-^-o?«"  coa   I^^*-»^ 

Üie  eiugeklammerte  Reibe  kann  mittelst  der  bekaDDten  Formel 
l  — r  cos  V         .  ,       ,  , .  , 


sammirt  werden,  und  dann  gebt  jenes  Integral  fiir  r^afl*  in  das 
fol^eade  Uber: 

«. «/  0  '      1  —  2a:*»  cos  t^-^-  ar*»  , 

^    1_  .       /'t       I  —  >r>^'  cos  V  -  .  J 

n    ^"'^y  0  1  —  2x«  cos  t'-f-a:^ 

y"*>       1  —  J-w»  TOS  t;  ,  _l 

0  l-2ar"'  cos  r  +  j^  J^Ä»-|-...|  ^ 

wodurch  die  Summe  jener  Reihe  (19)  durgestellt  wird,  indem 
Mittel  besitzt  einen  Ausdruck  ¥0d  der  Form 


XU  iutegrireo. 

Gbep  so  leicbt  erhttit  mau  ans  Forael  (1) 


* 
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7^ 


wobei  iii<'  eiugeklummerle  Reihe  oach  der  Formel 

 sin  V 

1  —  2r  cos  r  -f-  r 


Y  ssiin  v+r  sin  2fr-(-f*  sin  «le^«!- 
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toanirt  werden  keeo.  Mae  erbAU 

 sin  V .  .TP  War   .r>>d.r  i  MOi 

— -jjr  i-jto«!  «wtH-«*"^**«/e  «weu|_«e»"*"-  i  K^^) 

wonit  die  Summe  der  Reihe  (21)  gefuodeo  ist 
POr /i  =  ei=»=l  iit  s.  B. 


sin  V    .  sin  2t>    .  sin  3»; 


1.2   '    2.»    ■    a.4  ^  


—       *'y  Q  1  —  2*  CO«  v-i-j:*  *'t/o  1 —58«  coK  v-HX» 

/*!  (1— 
seiD        Q  1  _2a;  co«  t;-*-ar' 

Dareh  Ainrendnng  der  bekanateii  lotegrelforaiel  ^ 

'  erbälf  MD.bieraDi  ^ 

sin  «   .  sin  2v  .  tili  St;  . 


1.2  ^  2.S  ^  t.4 


—  -2"  K»  — »)  Uo  y— «B^-jJ- 


(23) 


Zwei  spezielle  Fälle  der  obig'en  allt^erncinen  Formeln,  wenn  näm- 
lich m=.n  und  m=i  n-\-\  ist,  itut  Herr  Dr.  iStern  in  Crelle's 
Joornal  Bd.  10.  8.  209  eatwiekeU.  I^r  rebt  Ton  ZerieffUDgen  wie 
die  in  (13)  hus.  die  er  dareh  Indnction  findet  und  mitteilt  der  Ber^ 

noullischen  Schlussreihe  verifizirt.  Dies  ist  gerade  der  umg-ekohrte 
Weg,  welcher  indessen  nicht  so  kurz  nnd  ellgemei^  zum  Ziele 
führen  dürfte  als  der  obige  direkte.  • 
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IV. 

Ein  Beitrag  mv  Theorie  der  AusMittelung  des 
KenDzeiebenSy  ob  eine  Variation  zweite  OrA» 
ming  positiv  oder  negativ  ist,  oder  weder  als 

positiv  nocli  als  negativ  gelten  kann.  Gelegen- 
heitlich ist  dabei  ein  Beitrag  zur  Beurtheilung^ 
der  beiden  von  Euler  und  Lagrange  gegebe- 
nen Methoden  der  relativen  Grössten  und 

Kleinsten.  ' 


II»*.* 


Von 

Herrn  Doctor  G,  Stra«cli' 

IaAii,  d.  Matbin.  an  der  Eniebungsaiutaic  zu  Leiizburg  im  Kauion  Aargau. 


Diem  Uber  die  Variationen  zweiter  Ordnung  anznstellendo  ür- 
iMVOcIiuog  kommt  hokanntlicb  am  häafig'sten  vor  bei  der  Anwen- 
dung des  \  ariationskulkuls  auf  das  Grösste  und  Kleinste.  Ist  der- 
gegebenc  Aufdruck,  'der  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  soll, 
eine  reine  Crfimklion,  oder  entblllt  er  auch  (totale  oder  partielle) 
Differentiale;  so  bat  diese  UotersucLuug  keine  weitere  Schwicrip^- 
keil,  sie  lässt  sich  jedesmal  mittelst  der  Tbeorie  der  unbestimmten 
Koefiücienten  oder  mittelst  der  Tbeorie  der  Gleichungen. ausfiibren. 
Ist  aber  der  vorgelegte  Ausdruck ,  der  eiu  Grontes  oder  Kleimtee 
werdea  loUt  ein  Integral;  so  kann  die  in  Rede  stellende  Unter- 
suchung manchem,  der  in  der  höheren  Analvsis  nicht  viele  Fertigkeit 
hat,  bedeutende  Sclitvierigkciten  verursuchen.  Die  hier  folgende 
Abhandlung  soll  sich  daher  nur  auf  solche  Probleme  crätreckeu, 
W(,6  der  vorgelegte^  Anadniek  ein  Integral  ist;  und  dabei  mdgen 
Bwei  Abtbeiluogen  geptecht  werden,  je  nachdeii  denelbe  entweder 
eU  eiafiMhesy  oder  ein  sweiÜMbei»  dreiMiet»  ik^mw.  Intograi  iat 


,  Brate  Äkthetlnag. 

Der  Toro^elegte  Aaidruek  aei  eia  eiafMbea  Integral.  INeae 
Aa%aba  iil  ftlgaade:  Ba  äai  F  «la  aaa  dea  BleBeBiea 


dy    d^y  jmjf    .    ek  d»%  dv 
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gebildeter  Ausdnuk,  und  mau  sucht  für  a^  v,,*,,  solche  Funk- 
tionen von  or,  ditäs  dabei  das  von  afsssm  bis  dr=<i  cntraekte  Ib- 
tegral 


eio  Cirösstes  oder  kleinstes  wird. 
.  Er  st  BBS.  .  Wbbb  V  eiB  nur  bbb  den  EleoeoU«  4r,  dx'*' 

"  '  '         gebildeter  Ausdruck  ist,  man  also  nur  ;/  als  eine  solcbe 

FuaktioB  vob  ae  suebt,  dass  dabei  ü=2^^^  V ,  Ua?  eia  GrösiCes* 

oder  Kleiasles  «lird,  so  bat  man  den  einfachsten  Fall.   Die  Cfiter- 

sucliung^,  wann  die  zweite  VariatiDii  (Pf  jiositiv  oder  negativ  sei, 

oder  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann,  ist  bereite 

vun  frauzüsisclieu  Matliematikern  ausgeführt.    Z.  B. 

1)  von  f>a|»!are.    Nova  acta  eruditorum.  1772.  S.  193 

2)  von  Legcndre.    Memoircs  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris. 
1786,  p.  7;  et  1787,  p.  348 

3)  von  l^agrange.    Theorie  des  Fonctions  analvtiques .  2,  odit. 

JK  270.  in  Crelle's  Uebersetftung  der  Lugruuge'ächcu  Werke 
eae  naa.  Bd.  I.  S.  500.  iL 

Zweitens.  Wenn  aber  bei  dem  zusammengesetzteren  Falle, 
wo  nemlich  y,  :s,       u.  s.  w.  als  solche  Funktionen  von  gesucht 

werdeo^  dass  (/ z=z^"  V .  f/a;  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird, 

die  zweite  Variation  6*  U  positiv  oder  negativ  ist,  oder  weder  als 
[lositiv  uoch  als  nen;ativ  gelten  kann:  diese  Untersuchung  hat  ein 
deutscher  Mathematiker  ausgeführt,  und  jeder  schon  so  weit  ae- 
diebeae  Aoalrdker  wird  sie  aiit  VcrgnügeB  leseo.  Man  seae: 
T^ehre  des  Grössten  und  KleinalOB  von  ML  Obai*  Berlin. 
im.  &  279—283^  &  20^  293. 

So  gewiss  es  aber  ist,  dass  diese  Untersuchungen  für  den  zur 
Reife  i^odichcupn  Analytiker  nichts  mehr  zu  wünschen  übricr  las- 
sen} eben  so  gewiss  ist  es  auch,  dass  sehr  Viele,  und  sogar  solcbe, 
die  über  Variationskalkul  zu  schreiben  unternommen  haben,  nicht 
io  den  Geist  derselbea  eiadriugen  koBBten.  Bangten  Leutea  wäre 
es  besser  ergangen,  wenn  sie  nur  ein  einziges  Problem  vollständig 
durchgeführt,  und  die  sich  dabei  ersreheiKle  zweite  Variation  mit 
Umsicht  untersucht  hätten.  Ich  halte  es  daher  für  nicht  libcr- 
fliissig,  einige  einfache  Probleme  hier  aufzustellen^ 
Bad  daaa  erst  aar  sweiteB  Abtbeilong,  wo  Yielfaebe  la- 
tegrale  ?orkoMaieB,  fibersagebea. 

M!r9ti9»  Problem,  Man  sucht  diejenig,«  ebene  kurve, 
welebe  voo  awel  bb  dea  Abacissea  m  aad  a  gabörigea 
rechtwinkligen  Ordinaten  begrftast  wird»  Bnaswisebea 

ihren  Griinzpunkten  die  kürzeste  ist,  wahrend  für  diese 
Gräozordioaten  selbst  vorgeschrieben  ist,  dass  ibrPro* 
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dukt  unter  allen  Limständen  einen  beitii^nt  f^egfeli^iiea 
■  egativeo  Werth  ( — k*)  hieben  soll. 

Die  Aufgalte  ist  also:    Es  soll  y  als  solche  Funktion  von  » 
gperacbt  weraeo,  dam  da»  bettiMt»  fotegral 

'  1,  V^J'ldtB.VX-^p^ 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird,  während  eben  diese  für  y  oro- 
sucbte  Funktion  nur  nns  der  Zahl  derjenigen  herausgewäblt  wer-  « 
den  darf,  bei  denen  die  Gleicjiung    .  '  ^ 

II.  jfe.y«—-*» 

■tett  findet. 

Hier  ist  nach  Euler's  Beieiebnnng  p  —  ^\  und  bedeutet, 

dass  man  in  der  für  y  gesuchten  Funktion  a  an  die  ^telle  des  jc 
gesetit  habe.,  Bbeoao  verbüß  es  aicb  nit 

Tariirt  'aMn  Gleiebaag  1.,      bekomat  aiaD  bekanntlieb 

und 

Auch  hier  bedeuten  die  unten  angehängten  a  and       dass  man  a 
und  a  an  die  Stelle  des  jc  zu  setzen  hübe.    Wenn  man  Gleichung 
IL  variirt,  nnd  dabei  die  Ausdrücke  dy^t  ^yxt  u.  s.  w.  als  solcbe 
behandelt,  deren  Werth  von  dy^  J^«,  n.  e.  w.  abbüngig  ist;  so  . 
bekoaait  nan 

-  V.  dyt(=:^iii/u- 

Elimiuirt  mau  dy((  ans  III.,  so  bekommt  man 
\  ||.    6L  =  [{~     Ja  >  üTl  —  (>-T=^)ai  ' 
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Darant  ergibt  licli  num  dit  Hanptgleicbung 

VIII.    ■  jjr 

uod  die  Gräozeugleicbuiig  . 

Integrirt  mao  die  Bauptgleicbaug,  so  ergibt  sich 

d.  b.  die  gesoelit«  ebene  Kurve  Ut  die  grade  Linien  uod 
wen  MO  A  statt  und  Aa^^S  atatt  io  IX  emsetst,  ao 
bekeaiit  man 

oder 

« 

Setst  man  eben  so  Ja H  uod  Aft-^B  besüglicb  statt  fm 
nnd      in;  11.  ein;  so  bekommt  man 

XIL  {A.m-^B).{A.a-k'B)z=i'^k\ 

Die  Gleicbuntren  XI.  und  Xll.  dienen  xur  Bestimmung  der 
KonstanteD  A  uod  ß, 

GleicbuDg  XI.  wird  erfüllt,  wenn  A^Oj  dabei  redocirt  sieb 
Xll.  auf      =  —k\  Diese  Gleichung  enthält  einen  Wideispmcb 

in  sich  selbst;  es  kann  also  niclit    /  =  0  sein. 

Gleichung  XI.  wird  auch  ertiillt,  wenn  X*  —  {Aa-^ßy=0 

ist.  Daraus  folgt __.^a /?===  ±  l^  X^ ;  und  Xll.  gebt  über  jn 
(^a-i-/y)  .  (zbV^/;»)r=  — Xr»,  d.h.  es  ist  -H  ==  =p  K**. 
Gleicbuug  X.  geht  nlso  fiber 

XIII.  y  =  =b:-;^r::;p>a:=t^   . 

Die  gefnodene  Grade  schneidet  also  die  Absdssenaze  da,  wo 

^=r — ^ — ,  d.  h.  mitten  zwischen  den  Gransordinaten.  Sie  geht 
¥on  oben  nach  unten,  wenn  mao 

seilt;  dagegen  gebt  sie  reu  unten  nach  oben,  wenn 

 j±s — 
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Kliminirt  man  dud  S^f/f^  aus  IV.,  und  berückaidiAigt 
die  Uau^tgleicbuDg  Vül.;  so  reduoirl  aicli  iV.  auf 

und  es  fragt  sich:  kann  dieser  für  £/' hergestellte  Ausdruck  als 
positiv  mier  a)s  ncffutlv  ^elleD?   Dn  diese  Prägte  so  beaohrorteD. 

/X  ff  (ff/ 

»od  setze 

wo  ^a:  und  ^a:  zwei  iiych  zu  bestimmendu  FuiiktioDeu  sind.  Dif- 
ferentürt  nfto  niin  aof  lieideo  SeiCtto,  nod  dividirt  md  d«DD  Alles 


oder  • 

xw.  i^^ +(♦*)•!.«'•.-♦■*. Cftw:)+(f*)j.*i..^-o. 

Diese  GleicbuDg'  gilt  für  jede  beliebige  Fiinktion  3v  von  und 
bei  jedem  beliebigea  Wertbe  des  ^r;  8|e  muss  also  in  rolgeode  zwei , 
ideotische  (>leic|iUBgeD  ser&llea: 

^+-(Va?)»=0  und  (yar)H-(V^;jr)  =  0. 

Daraus  folgt  <pa:  =    \     und  t//.r  =  wo  c  eine  durch  die 

Infegration  eingegangea«  ivillJUUitlicbe  KaoskMte  ist.  CQ^ifblUg 
XV.  gebt  also  über  in 

*  Dies«  Gleldwog  gilt  bei  jedem  ,beliebigeo  Wertbe  des  also 
'Mcfc  bei  «srsaj  und  bm  bat  folglieb 

Mail  beacbte  m  l»ly«|ide  dt«  Pimktot 
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♦  * 

1)  Ks  existirt  tlarcliatis  keine  Be^MogfllDg,  VMl  welclMr  4«r 
Werth  der  konataDten  c  abhängt; 

2)  Man  mM%  der  KoottaDten  e  waa.iniMer  für  einen  Wertk 
'  beiiegeo,  dieser  Werth  bat  niemals  BinfliMa  auf  ^  and  «id 

3)  So  wie  der  Werth  des  Unken  Theils  der  Oleicbang  XVII. 
von  c  unabhängig  ist,  eben  so  ist  der  Werth  des  rechten  Theils 
dieser  Gleicbuiror  von  c  nnahhängic:.  Dieses  kaoo  Ban  aber  ooch 
ant'  folgende  Art  näher  nachweisen:  Weil 

so  kann  man  statt  Gleicbnng  XTIL  aneb  schreiben 
XVIII.  /_-(^).  .  *r=;^ .  iv'a-j^, .  V.  .  . 

und  wenn  man  das  vollständige  Dififerential  integrirt,  so  bleibt  bloss 

Hierdurcb  Ist  al8o<  strenge  nachgewiesen,  daas  der  Werth  d^  rech- 
ten Theiies'  der  Gleichung  XVlI.  von  e  nnabhSngig  ist  Wenn  nun 

nnn  ans  XVII.  den  mit ^"i^)*  •  ^  gleichbedeutenden  Ausdrudi 
in  XiV.  einsetzt,  und  dann  noch         eliminirt;  so  bekommt  man 

Da  nun  der  Werth  des  i*V  von  der  Konstanten  c  unabhängig 
ist;  so  lege  man  dem  c  einen  solchen  Werth  bei,  dass  die  Glelebnng 
stattfindet: 

Dabei  reducirt  sich  XIX.  auf 

^= öT3*5i  -J'^t  -sT-c  -^r-'^- 

Ans  Gleichung  XX.  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Wcrthe  für  c. 
von  depen  man  nach  Belieben  den  einen  oder  den  andern  in  XXI. 
einsnsetten  hat.  An  XX!.  aber  erkennt  man,  dass  ^*  £7jpositiT  ist; 
denn  das  Radikal  (l-t-^*-)*  hat  vnr  aeine  positife  Mentang, 
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weil  es  iD  Gleicliunar  I.  nur  als  positiv  vorausgetelst  worde»itt, 
wie  auf  folgende  Heise  erörterl  wertleu  mhg: 

Die  DilbmB  a  ^  «  iit  pviitiv,  «lao  imis  (wi«  tut  4er  Tbe»- 
rie  der  RectifikatioD  bekannt  iat)  die  erste  Ablcitnnff  des  Bogens 
bei  jedem  zwischen  a  und  a  liegenden  Wertke  des  jc  positiv  sein« 
d.  h.  das  Radikal  -+- darf  in  Cileicl)un|r  |.  ntlr  nach  seiner 
ppsitiveo  Bedeutung  genommen  werden ,  welche  Eiuscbränkung 
durch  die  ganze  Aofgabe  festgehalten  werden  muss.  «  ^ 

Zweites  Problem.  Man  Riicht  y  als  solche  Fonktiott 
von       daas  das  bestiinmte  Integral 

'  ein  GrSistea  oder  Kletnttef  wird. 

Man  variire,  und  setzp  dann  xur  Abkürzung  p  statt  so  be- 
koniHt  man 

III.    J't/  =  a.(«jr-;»)..rf»y„-2.(«.y-;.),.<r>y„ 

Hier  hat  man  aJs  üaoptgleicbung 

ond  als  GrinsengleiehuDg  hat  min 

I      V.   (My — .  djf«  —  («y — .  dy«  =  0. 
^  Wenn  ann  die  H«nptglfiAknn{p  integrirt»  so  kokonunt  niu 

VI.    ys=:  2'*>» 

als  die  tÜr  y  g-osuchte  Funktion,  wo  h  und  g  zwei  noch  zu  be. 
stimmende  willkührliche  Konstanten  sind.  Oie  jBränxengleichung 
gebt  jetzt  über  in  « 

VII.    [~  .  siu  (Za  4-^)  —  h  .  cos  (2a  -+-  g)\  .  dy« 

-l^.sin  (2«-t-fi^)-.il.coa  (2a-|-^)J  .  dy«  =sO. 

Diese  Qleickuff,  wolcke  bei  BestiaMong  der  KoastaDloD  nocb  be- 
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nützt  wonlen  miiss,  wird  sicli  auf  Tcrscbi«dene  Weise  zerlegen,  je 
ouclidem  6i/„  und  öya  willkürlich  oder  abhängig  sind.  Unter  Be> 
rieicsicbtigung  der  Haaptgleichung  r«dMirt  ncli  MO  III.  anf 

"    VIII.  cJ't=:a.(«y-/»)a.^»y«-2.(«y-/»)«.<^'y« 

Man  neliiue  dud  das  von  a  bis  a:  erstreckte  Integral 
and  aetae  v 

'wo  rf.-r  und  ^a:  zwei  noch  zu  bestimmende  Funktionen  sind.  Man 

diß'ereuttire  auf  beiden  Seiten,  dividire  Alles  mit  t/ar,  und  bringe 

alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszeichens;  so  bekommt  man 
» 

X.   [4 -  ^     if^ri .  ^yx'-i-2 . 1»  -  (y^)  H-  ( .  <ry .  ^ =0. 

Dteie  Glaiehung  gilt  für  jede  bcKeUf(e  Pnaktiaa  dj|^  tqd  nod 
bei  jedem  beliebigen  Wertite  des  iv;  tfe  sarfiUlt  also  in  falgaoda 
aWai  idanlMcbe  GleichuDgeD:  ^ 

4— ^  +  (^ar)»=0  und  ipi  — (jpar)-i-(^ar)  =  0. 
Daraus  ergibt  liek 

•Bd  • 

Gleichung  IX.  gebt  aUo  jetat  über  in 


Gtaicbiwg  gilt  bei  jaden  leKebigt*  Wertbe  dea  ^,  also  anch 

bei  4rssa;  nnd  oibb  bat  ■ 


Digitized  by  Google 


47 

Sowie  der  Werth  des  linken  Thcilcs  dieser  Gleichung  von  c  ud> 
abhängig  ist,  ebenso  ist  auch  der  U'erfli  des  recliton  Tneiles  dieser 
Gleichun|r  von  c  unabhäni?!^.  Dieses  kann  man  aber. auf  folgende 
Art  näher  nachweisen:  Weil 

- 2  •  «Jy  •  »S  (2^+c)l' =* .  V  +  V .  rfjr .  ^  -  (^)' 
iat,  Bo  kami  mäm  itatt  Gleichung  XI.  ancli  setieii 

und  wenn  san  das  Toilstäodige  Differential  integrirt,  so  bleibt  bloss^ 

Bierdurch  ist  also  strenge  erwiesen,  dass  der  Werth  des  rechten 
Tlietfea  ätor  Glaiehung  XL  van  e  gm  voaliliilBgig  ist.  Wm  mam. 
mu  an»  XL  flen  Bit 

gleicbbcdeateadan  Aiu4nick  ia  VUI.  eiMetet,  aa  bekamt  «an 

XUL  ^»£/=a.l^.«io  (2a-h^)-coa  (2a-*-^)l,J»y„ 

Hh« .  («H-Ä^  tg  («« -I- c)l ,  jTy«» 
2 .      •  aia  {U^g)^^n  <2a-|.^)l . 4^»«^ 

—2,  (»4-2.  tg  (2a c)]  ,  Syu^ 

Weaa  au  nickt  «^«ssO,  4%ssO,  ^]r«sO,  <f*y«:;=:0,  u.  e.  w. 
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ist,  fto  kaum  docb  *  jedem«!  der  KoDStooteo  c  einen  üolchen 
WerÜi  beilefceo,  dass  das  ausserhalb  des  Integralzeichens  befind- 
liche Aggregat  wegfiUU;  und  dabei  radocirt  sfeb  Gleicbang  XIII. 
auf 

woran  man  erkennt,  den  negativ  Set,  und  ein  Gröut^s  statt- 
findet. 

Drifffs  Problem.  Man  sucht  unter  allen  ebenen  Kur« 
ven,  welche  zwischen  den  zu  den  Ahscissen  a  und  a  f;e> 
hörigen  rechtwinkligen  Gränzordinaten  einerlei  Flä- 
ebeninhalt  eioBcblieseen,  diejenige,  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  am  bSchaten  oder  tiefsten  (der  horizontal  ge> 
noainenen  Abscissennxe  so  nahe  oder  fprne  als  möglich)  liegt. 

Die  hiesige  Aufgabe  verlangt  also  für  y  eine  solche  Funktion 
von  a:.  dass  der  Quotient 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird,  während  eben  diese  für  y  ge> 
suchte  Funktion  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  berausgewahit  wer« 
den  darf,  bei  denea  allen  das  heatinaite  Ji&gral. 


den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt. 

Dies  Problem  gehört  in  die  Klasse  derjenigen ,  welche  von 
Euler  relative  Grösste  oder  Kleinste  genannt  werden.  t)r 
verfahrt  dabei  auf  folgende  Weise:   Er  multiplicirt  den  Ansdrnck 

II.  mit  eineai  (vererst  noch  unbekannten  aber  im  Lanfe  der  Unter- 
suchunfif  sich  bestimmenden)  konstanten  Faktor,  imd  addiit  dann 
dieses  Produkt  su  I« .  Gr  setst  also  * 

/    v'  .  da:  _ 

III.  t,=Z^-+/,.y^",.  *. 

and  ancht  diejenige  Funktion  v  von  jc  auf,  welche  den  Aasdruek 

III.  an  einem  Grössten  oder  Kfeinsten  macht. 

Dieses  Vrrfaliren  wäre  allerdings  gerechtfertigt,  wenn  der 
Ausdruck  11.  selltst  Null  wäre,  und  wenn  sowohl  ein  abhängig  va- 
riables als  auch  ein  unabhängig  variables  Element  vorhanden  wäre; 
dann  wire  der  Anadrnck  III.  dem  Ausdrucke  I.  vollkommen  gleich, 
nnd  der  Paktor  L  wSrde  dazu  dienen,  die  Variationen  des  abbin- 
ffig  variablen  Elementes  zu  eliminiren.  Allein  da  das  bestimmte 
Integral  II.  nicht  Null  i^t,  so  ist  das  in  III.  stehende  U  ein  ganz 
anderes,  als  das  in  1.  stehende  £/,  und  es  fragt  sieb:   Wie  geht 
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es  SU,  tlass  diejenige  Funktion  y  von  as,  weiche  den 
Aatdrnck  III.  %inoB  GröatteD  odor  Kleintton  «acht, 
•««b  den  Aosdvttck  1.  sn  einem  Orfiesten  oder' Kleie* 

sten  mncbt;  und  woher  weiss  man',  dass  die  g'csuchte 
Funktion  y  von  a:  nur  aus  der  Zahl  derjenig-fri  iieraus- 

Sewäblt  ist,  welche  alle  iur  dus  bestimmte  integral  lt.. 
en  nenlieiien  (gegebenen  oder  nicbtgegebeDen)  Werth  lie- 
fernd 

Ein  Versuch,  diese  zwei  Fragen  theoretisch  zu  hcantworten, 
wird  jedesniiil  ein  Versuch  bleiben;  und  es  ist  nöthig,  statt  der 
Euler^schen  Metbode  eine  andere  aufzustellen,  um  so  mehr,  als  die 
Ettter'acbe  Metbede  bei  vielen  Problemen  dann",  wenn  man  das 
Kennzeichen  fftr  die  Existenz  eines  Grössten  oder  Kleinaten  her- 
sffllen  will,  ^nnz  falsche  Ausdrücke  liofrrf.  Dieses  ist  uainrndirh 
in  dem  liier  Aorp^el eisten  Probleme  der  Fall  (mau  lese  die  Bemer« 
kunc  hinter  (Gleichung  IX.). 

Thntanche  iat  ea  aber,  daaa  die  Enier'aebe  MtetlTode 
jedeaainl  die  riebtige  Funktion  yTon  a:  liefert 

^'lIn  mag  das  vnr^releg-te  Problem  nach  der  Euler'schen 
thode  durchgeführt  werden.     Man  variire  Glelchunjr  III,,  bringe 
Alles  auf  einen  Nenner,  und  setze  danu  im  Nenuer  zur  Abkürzung 

A  %\3bML  J^ff  •da:\  dann  bekommt  man 
IV.  iü^^^A'^.fly'h>da:Y.fly.4m 

Nun  setze  man,  was  aber  in  der  Theorie  des  VariationskalkuTs 
neeb  erSrtert  werden  mnaa, 

d.  b.  MB  wfkutjf^^^isf^A,     ao  gebt  Glelebnog  IV.  über  in 

Dnnna  folgt,  die  Hanf  tgleiebnng 

VII.   2y-C+2.^./;  =  0 

und  eine  Gränzglcichunpr  g-ih<"  es  nicht.  Man  hat  also  die  mit 
der  Abscissenaxo  parallele  Grade.  Bei  Bestimmunp^  der 
Konstanten  muss  Gleichung  V.  mit  benutzt  werden ^  diese  geht 
jettt  iiber  in 

(  2  )   ♦  («  —  •)=  C.  (  ^  )  .  — 

Diese  Gleichung  entbSlt  lielnen  Widerafmch  in  sich  selbst,  son- 
dern liefert  2jLLas<— nttd  weliB  ONID  AL  ana  Vli.  eliaunirt» 

so  ergibt  sieb 

Thall  lY.  4 
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VIII.  p=:C 

als  («leichuDg  der  §|^esuoliteii  Gradon,  tro  C  eine  noch  zu  bestim- 
mende konsiantc  ist,  die  wenn  z.B.  vorgeschrieben  ist,  dass  der  in 
Rede  stehende  FlächeninhaU  den  bestimraten  Werth      habe,  durch 

die , Gleichung ^^^y .  <^  =  ^*  bestimmt  wird;  denn  diese  Glei- 

dmiff»  wen  md  C  statt  p  eetxt  umd  integrirt»  geht  Über  w 

r.(fi— «)=s^,  und  daraus  folgt  C=-4ri- 


Um  zn  entscheiden  ,  ob  ein  GrÖsstes  oder  Kleinstes  statiBnde, 
bat  man  in  Gleichung  IV.  nur  den  Zahler  zu  varüren»  und  ■»& 
bekommt  zunächst 

Setzt  man  A  statt  j^y ,  da:,  und  AC  %t9A.i  j*^y*  .du  \  so  geht 
dieser  Ausdruck  über  in 

-4-  2  .  /Jcfy»  .  djc-^-kL,  {J^y  .  j. 
Dieser  Ansdnck  redneirt  sieb  wegen  Gleiebneg  HL  auf 


^»17=^.  \fjy*.d»+tL.(J^^y.äa:y\. 

Nun  ist  A— I  ^y  .  dwz=zC ,  {pi,  —  aj^  also  Zi=  — g^=: — 
und  fiomit  hat  man 

''''=c:(5=nr)- l/],V.«te-^.(/7rfy.^)'i. 

Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  das  innerhalb  der  üaken  stehende 
Aggregat  weder  als  positiv  nocb  als  negativ  gelten  kann,  se  dass 
es  das  Ansehen  bat»  als  fände  weder  ein  Grösstes  nocb  Kleiostea 
statt.  Allein  es  ist  in  derTliat  der  Fall,  dass  unter  allen 
Figuren,  die  denselben  Inhalt  und  dieselbe  Grundlinie 
haben,  und  von  auf  der  Grundlinie  stehenden  Perpendi» 
kein  begrftnst  sind,  das  Reebteek  neinen  Schwerpunkt 
asi  tiefsten  liegen  bat;  Dieses  wird  auch  nocb  dnrcb 
den  nach  der  Lngrange'scbeB  Methode  für  d'^ü  herge- 
stellten Ausdruck  XJÜ.  bestätigtj  und  somit  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  den  nach  der  Buler'ichen  Mo» 
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*  -  •  * 

thode  fftr  9*V  hergettellUii  Avtdrflck  fir  eiaeB  nnrieli. 
ilgea  tft  erkläre«. 

Bs  «ilitefct  ab»  4ia  drlftU  Frage:  Wi^  gebt  m  sa,  dan 


nan,  weaa  «aa  dai  Produkt     •  /  jf'^dr  s«  C^ss* 

addirt,  und  dann  dieae  Somaie  Tariirt.  die  ricktiga  Funktion  y  von 
4P'bckooiBt,  während  aock  dar  für  CT  aick  ergebaade  Aoadrack 
aariekftig  laia  kana? 

Diese  dritte  Frage  läMt  aick  ebenie  wenig  tbeorctisck  beant- 
worten, als  die  beiden  früheren;  und  man  ist  bei  der  Euler'schcn 
Methode  in  der  Lap^e,  in  welcher  man  bei  jedem  bloss  empiri. 
«cbea  Ver£ibr«a  iaii  und  dieser  Umstand  kätte  längst  veranlassen 
aellea,  eiae  atieag  eialeaekteade  Metkode  für  dieae  Probleae 'auf-^ 
aaatalleu. 

Lagrange ,  den  alle  dieae  niagel  der  Baler'ackea  iMeCkode 
alckt  eatganffen  sein  können,  schlägt  ein  anderes  Verfahren  rar; 
er  aatst  aeauiek  atatt  des  Aaadnickea  IL  die  ideatiacke  Gleiekaag 

Daraaa  folgt  dorck  Differentiation  * 

Da  nun  der  Fr^cheninbalt  entweder  rorffeschrieben  oder  nach 
Willkttr  gewikit  weiden  kann ;  so  ist  m  aas  naakk&ngig  variakle 
md  y  das  abhängig  variakle  Eieaieat«'  Haa  eliaiaire  also  y  ans 
L>  lo  ergibt  aick 


Um  variktat  kriaga  Alka  auf  einen  Nenner,  «ad  aelae  daaa  im 
lioBBer  aar  Akkinaag  A  atatt  J^^i^)  •  kekoaiflit  a|aa 

sanacbst 

Man  setze  man,  was  aker  ia  der  Tkeorie  den  Variatieaakaikala 
aeek  aikor  etfifteit  weidaa  aaia, 
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4.  b.  man.setse  ,dxt=zA  .E^  ao  gebt  GleicbuDg  XIU. 

Uber  iD 

Aber  weil  E  kouftut  iit,  lo  kaon  msd  «leb  MtseB 

md  wcBS  MM  die  gebörige  DafornnDg  enefubit,  lo  bekoaat  mb 

Dieser  Ausdruck  serlegt  sieb  in  die  Henptgleiebnng 

ued  in  die  GriiseDgleicboog 

WW.   [2  .  (^«  -      .  cJ*«  -  12  .  (^)a  -  £1  .  d*.  =0.  ^ 
Integrirt  naii  die  Haapegleiebiittg,  te  bekoant  um 

ZVllL  %s=C.af,+F. 

Es  ist  ulsu  (^)a=(^«=C,  uod  die  Gräoseogleicbnng  gebt 
über  in 

XIX.  Ä),(da«-*«p)=sO.  ' 

Allein  eben  weil  die  gesucLte  Kurve  nur  aus  der  Zabl  derjenigen 
beraoegewäblt  werden  darf,  bei  denen  allen  das  beatiamte  Integrri 

.  sEr  =  »c  —  *a  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen) 

Werth  behält;  so  ist  jetzt  d««  — d««=0»  J»3„  — d'*„=0,  u.  s.  w., 
«rlniengleicbuDg  fikllt  von  selbst  weg,  so  dasa  daraus  für 
die  SeitnuniBg  der  Konainnten  Cwd  F  niebts  gewonnen  werden' 

kann.   Weil  aber  so  ist  die  jetzt  gesuchte  Kurre  gege- 

beD  durch 

Man  bat  also  wieder  die  mit  der  Abscissen'nxe  parallele 
Grade  wie  bei  der  Euler^acben  Hetbode.  Die  KeMtonte  C  wird, 

wenn  dM  Inteiral        .  d»  den  i^egnbenen  Werth  g*  beben  aeU, 
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tedT  die  GleidiBBg  C .  {a-^m)ssg9  Mint,  wi«  leiira  fcci  der 
•raten  Auflösung  gezeigt  ist. 

Um  zu  entscheiden  ob  ein  (>rö<;stP9  oder  kleinstes  stattilnde, 
hat  man  io  Gleichung  Xlli.  nur  den  Zähler  xu  YariireDi  und  mau 
Wkont  looiekit 

{^•doff  Hod  ^■■fel«  DOOfc 

WetehMf  XIY.i  m  ergibt  licb 

In  Folge  eilet  Vorbergelienden  reducirt  eieh  eher  dieser  Autdruck 

auf 

Man  hat  also  hiermit  den  Beweis,  dass  ein  Kleinstet  etett&adet* 
(Man  sehe  Gleichung  IX.  and  die  dortige  Bemerkung). 

.  Lagrauge  selbst  bat  das  abhängig  variable  EleoieDt  nieuials 
direkt  elioMairt,  iettdera  jedetieel  Bitteltt  einet  Multiplikaton.  Zn 
dieses  Bede  verweDdelt  er  die  GleickuDg .  XI.  in  folgende  iden> 
titebe: 

XXII.  y-^=0. 

Diete  Gleiebnng  unltipKeirt  er  denn  mit  einer  (Torertt  nocb  anbe- 
kannten sich  aber  im  f^aufe  der  Untertocbnog  nocb  bestimmenden) 
mebtrariablen  Fnnktion  9t  ?on  m\  dann  iat  aneb  noeb  das  Produkt 

eine  identische  Gleichung;  und  daraus  folgt,  dass  auch  nocb  ideo- 
tisch  stattfinden 


Es  ist  also  auph 
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XXVI.  /7».(y-^)=<> 

xxviii.  f^-i^y-^)^^  ' 

Man  km  «lao  das  Istegral  XXVI.  sv  L  «nf  swei«ffM  Weise  ad - 
diren,  ohne  dut  d«b«i  das  17  im  seriogilw  g«ftnd«rt  wird,  4.  b. 
mva  kann  entweder 

XXIX.  ,  +/r»-<y--s>'^ 

oder  man  kann 

XXXi   I7ss  ■         ■  ..^ 

• 

setzen.  Varüft  man  nun,  und  nimmt  die  gehörigco  ümfor- 
muogen  vor;  so  gelangt  man  p^coau  zu  den  bisherigen  Resultaten. 

Nun  soll  über  die^  Logrange'sche  Methode  eine  nicht  unwich- 
tige^ ■ondern  sehr  beachtenawerthe  Ünterrachnng  angeateilt  werden: 

1)  So  lange  nur  eine  Nebenbedingung  gegeben  ist,  wie  im 
hiesigen  Probleme  der  Fall ;  so  lange  iit  das  Lagraqge'sche  Vei^ 
fahren  vollkommen  einleuchtend. 

2)  Sind  aber  zwei  oder  noch  mehr  Nebenbedingungen  g^^e^ 
Wn,  80  ist  das  Lugrange'sche  Ver&^reB  dntites  iMinWMdbar. 
Das  Mgende  Beispiel  mag  die  SMke  eil&nteni.   Es  seil 

*/=  "   


ein  Grösstes  oder  Kleinsten  werden,  während  y  nur  aus  der  Zahl 
derjeuiffeo  Funktionen  gewählt  werden  darf,  bei  douea  nUen  das 
Integral 


daß 


denselben  (gegebenen  o^er  niehtgegeiienen)  Werth  behält,  und  l»ei 
denen  allen  auch  das  Integral 


einerici  (entweder  einen  gegebenen  oder  niebtgegebenen )  Werth 
kebilt 

Setat  au»  nm  nacli  Lagrange 


I 
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so  ergeben  »ich  üaraiu  durch  Differenliatioa  folgende  Glei^buogeo: 

dz       ,  äv 

Dm  DM  der  Werth  duea  Jedeo  der  Integrale  •  ^  t>od 

yr^r .  IT .  dSr  DBlireder  voigeacbriebeB  «der  aacli  Willkfir  g««r>kll 

werden  kaon;  so  moM  ■owohl  m  als  aoek  0  «ine  Ar  sich  willkür- 
liche Funktion  sein,  8.  h.  sowohl  %  als  auch  v  musa  eine  unaiihän 
gig  Tariuble  Fanktion  seiii«    Diese«  wird  aaa  den  Felgen- 
iea  ganz  evident. 

A)  Wäre  y  unabhängig  variabel,  so  wären  4  und  t>  abhlUigi|ff 
TiriaMy  wia  aaa  dia  Claickaagaa  ^^^S  ' 

Mkft)  und  X  und  v  hätten  keinen  Bioflass  auf  Uy  so  dass  siek 
dasselbe  Resultat  ergeben  würde,  wie  wenn  krine  einzige  \eben- 
bedingung  gemadit  war«.  Ea  kann  akM>  y  nicht  unabhängig  va- 
riabel sein.  , 

B)  WSre  »  allein  aiiaUiängig  variabel,  so  würde  itdir  Me  Ab- 

bäugigkeit  des  y  durch  die  Gleichung  y = ^  ergeben}  und  su- 

glaich  würde  q'jrn  ^  ibeigekan  in  ^ 

van  »  akbingig.  Dar  für  17  an^aaftallta  Aaedmek  ginge  Über  la 

I7äJ^-~— ^  ,  so  dass  £7  nur  von  a  abhioge,  und  r  kai- 

Einfluas  auf  £/ hätte,  ebenso  wenig,  als  (unter  der  kiesigen 


Vaiaaiaaiiiing)  v  EiniMa  auf  jr  bat,  «Ta  im  Gegeatkeil  9  von  af» 
«b4  wiateaai  y  von  :»  abkingt.    Wenn  also  »  allein  nnan- 


bängig  variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,  als  wenn 
nur  die  einsige  Nebenbedingung  ,,daä  bestiniuitc  lutcgral 

J^f»^  *^  iamar  denieiben  Wartb  behalten**  gaaaeht  wäre. 
Q  Wira  #  allaia  waakkiagig  variakal,  so  würde  sick  dia  Ab- 

kingigkeit  das  f  darak  die  Olcieknag  ary=^  ergebani  «ad  an» 

A  dk       1  iftr 

glaiek  würde  Jf=5a5  •'^•'g«^»«*  '^^  dx  ^  1 '  13^^  ^'  ^'  * 
von  s»  abhäogig.   Der  für  D  anfgaatallte  Ansdmck  ginge  üker  in 

Cr=-^^^,   ,  so  data  V  ?aa  er  allein  abkioga,  «id  % 
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keioen  EiDfloss  auf  U  hätte,  ebeoio  wenig  als  (unter  der  hiesigeo 
Voraussctzun&r)  t  Kinfluss  auf  y  hat,  da  im  Gegcntheil  %  von  y, 
und  wiederum  y  vou  v  obbängig  ist.  Wenn  also  v  allein  un- 
abhängig variabel  ist,  so  ist  es  grade  so,,  alt  wenn 
Dar  die  eiesige  Nebeobeilittgang  „dae  bestim»  loCegral 

/  jcy.djü   boll  immer  denselben  Werth   behalten*'  gemacht 

wäre. 

Daraus  ist  evident  erwiesen,  dast  sowohl  %  als  mch  ff  eine 

fät  sich  nnabbängig  variaUe  Funktion  sein  muss.  Da  nun  durch- 
aus kein  Kliminationsproccss  müglicb  ist  oder  auch  nur  in  der  Idee 
gedacitt  Avcrdcn  kann,  durch  weichen  y  von  %  und  v  zugleich  ab- 
hängig wird,  wobei  dann  auch  U  von  %  und  v  zugleich  abhängig 
wird;  so  vtisa  die  Lofi^range'scbe  Methode  gradexn  verworfen  wer- 
den. Was  aber  hier  nothwendig  ist,  wo  nur  awei  NebenhediogrQB. 
gen  gerrcbcn  sind,  das  ist  norh  um  so  mehr  DothweBda|^>  weBB 
drei  und  nnrh  mehr  Ncbenbcülu^ungen  gegeHen  sind. 

Lagrange  bat  freilich  in  seiner  Theorie  der  relativen  Grösstea 
und  Kleinsten  von  dem  direkten  EliminationaproeesM  niekts  |pe* 
sprochen,  und  doch  ist  nur  durch  diesen  der  Weg  vorgeneigt, 
welclier  sicljcr  zu  den  richtigen  Resultaten  führt;  sondern  Lagrange 
hat  auch  hier  die  indirekte  Elimination  mittelst  Mttiiiplikatoren  an- 
gewendet, indem  er  die  beiden  identifcben  fileiehoDgeu  y— ^as§ 

und  acy — ~  =  0  bezüglich  mit  den  uicbtvariablen  (vorerst  aber 
noch  unbekannten)  Funktionen.  92  und  jD2  multipUcirt,  und  dann 

Ketr.t.  Allein  hiermit  ist  nichts  gewonnen;  denn  der  indirekte  Eli- 
mioationsprocess  soll  nur  den  direkten  ersetzen,  um  bequemer  zum 
Ziele  zu  gelangen;  und  ehe  man  den  indirekten  anwendet,  hat 
■an  sich  xu  überzeugen,  ob  y  von  %  usd'r  zttgleieh  akMngig 
sein  kann,  und  also  durch  y  aueh  ü  von  a  und  9  zugleiek  abkaa- 
gig  wird. 

Die  Lagrange'schc  Methode  hat  also  den  Fehler,  dass  »ie  kei« 
■er  Ausdehnung  von  einfa'chen  auf  den  zusammengesetzten  Fall 
fähig  ist;  die  Kuler'sche  Methode  aber  hat  den  Fehler,  daaa  Man 
bei  ihr  schon  im  einfachen  Falle  nicht  recht  weiss,  was  ma  so 
eigentlich  thut,  und  somit  kann  bei  ihr  auch  im  zUMUBMeageselltea 
Falle  von  keiner  Ueberzeugung  die  Rede  sein. 

Ich  habe  die  Theorie  der  relativen  Grösstcn  und 
Kleinsten  auf  die  zusammengesetzten  Variationen  ge» 
gründet,  und  dadurch  über  diesen  Gegensta'nd  soviel 
laicht  verbreitet,  dass  nichts  mehr  zu  wünschen  übrig 
bleibt.  Ich  werde  weine  Theorie  nächstens  mittheilen;  hier  geht 
^  niebt  wobt  au,  da  sie  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Ahhand- 
Irag  fremd  ist. 
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Zweite  Abtliellaiig. 

Wenn  b  und  ß  keiae  Funktionen  von  eiDd,  und  wenn  die 
beiden  Diflforensen  a  — «  nnd  ß 6  pesiti?  sind;  so  '  iit  des 

bestifliate  Integ-ret  ^^^^        y)  .tiy  .das  jedesmal  positiv  >  oder 

oegativ,  je  nachdem  9>(a;,  y)  selbst  beständig  positiv  oder  bestän«* 
di^  negativ  bleibt,  wenn  nan  dem'jf  alle  Ton  h  bis stetiff  neben« 
einander  liegenden  Werthe  beilegt,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser 
Wertlie  des  y  aucb  zug^leicb  dem  x  alle  Yon     bis  41  stetig  neben- 
einander liegeudeo  Wertlie  beilegt. 

Beweis.  Denkt  man  sieb  k  im  Momente  des  Vcfichwindens, 
so  dess 

(^-1-^),  (^-na*),  (^H-3ife).   ß 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  jf  von  h  bis  ß  vor- 
stellen; so  ist  (nach  einem  bekannten  Lebrsatse) 

-H  v.-i-«)(^,  ^ -i- («  —  1) .  X?)  +  SP(^, /J)J  .  «te. 

Denkt  sian  sieb  anch  k  im  Momenle  dee  Venchwindene;  so  dass 
aaeh 

0 

«,  {a-^rh\  (a-*-2y5),  («-1-3^),  ,  (aHh(s»— 1)^),  a 

ttlle  stetig  nebeneinander  liegeaden  Werthe  dds  von  ß  bis  a 
vorstellen;  so  hat  man  jetxk 


Digitized  by  Google 


5S 


+ 

+ 

+ 

+ 
+ 


+ 

'S* 


+  +  _ 

«■  • »  ^ 

+  + » s 


+ 

4  1  T 

X  T  ». 

?•  T  T 

+  iV 

'  +  + 

+  >: 

'•!+  ■ 

5  +  + 


• 

u 


ond  liieraiit  ist  der  vorgelegte  Sfttz  bewieieo.  Eä 
lencbtet  von  selbst  ein,  dau  er  seine  GUtigkeit  bfbält,  wenn 
aaelr  eiaer  oder  sebreM  der  Thctliitoe  9(0,  9>(a,  ^  + 
a)(aH->(«  5  +  Q.  8.  w.  zu  Null  werdeo;  dagegen  ist  offen- 
bar, das»  er  nicht  mehr  gelten  kann,  wenn  einer  oder  mehrere 
dieser  Theiitiätz<>  unendlich  werden.  Wenn  aber  nicbt  alle  Tbetl* 
satxe  dasselbe  Zeichen  haben,  so  kann  aan  im  Allgeaeiaea  iWr 
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den  Zeiehenstanil  4m  bestininten  lDtegral8^^^|^^^9>(^, y) . <<jr 

nichts  behattpten,  soodern  rnnss  jedeo  Bpecielieo  Fall  nach  MineD 
GigenthilmliclikelteB  mitenniebeo. 

Zugleich  ist  klar,  was  die  Bediagung  ist«  unter  welcher  ein 

dreifaches,  vierfaches,  u.  s.  w.  Intru^nU  positiv  oder  negativ  wird; 
and  desshalb  ist  es  nicht  iiöthig,  diese  ünterfacbung  Docb  weiter 
auszodehuen. 

NttB  Mi  Felii  reeller  mt  den  Slemnteii  47,  fr,  m,  ^ 

gebildeter  Aaidmek;  ond  aaii  anekt  m.  ela  aolcbe  Funktion  der 
beiden  niehtvarlablen  Elemente  a:  und  dass  dabei  4ea  bcalhnate 
Integral,  wo  ö  und  ß  keine  Funktionen  ?ob  jp  sind, 

ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

Dnaa  aber  die  beiden  BleineBte  ^  vnd./f  von  jc  gans 
nnabkftiiglg  lind,  ist  ein  ^Pankjt,  der  darek  die  ffnn^e 
ünterenebneg  im  Auge  bebaiten  werden  «nas. 

Hnn  aelBe  m  Abkünang  p  statt  ^  nid  f  etatt  ^>  m  ke. 
koBBt  man  als  Hanptgleiekanff 

II  ^--^Ll^Zifci^o 

nnd  als  GrianeDgleiekaag  kekoamt  Baa 

Berücksichtigt  man  die  Hanptgleicbu ng,  üo  bekoaiuU  mao  im 
Allgemeinen  für  die  Variation  der  aweiten  BvdaoDg 

I*-.  «r»/^«^. /•»).., -(IT- <'*»)«. 


Das  Zeieben       .  <^a)•,  y  bedeatet,  dm  Baa  •  aa  die  Stelle  des 
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jc^  ges«tat  liftbe,  uod  dm  y  nodi  ftllf^mlD  sei.    Alf  IkBlidM 
wm  YcrhiUt  et  aich  bei  den  i 


WeMe  YerhiUt  et  aich  bei  den  udern  Antdriickea. 

Man  lint  nuD  zu  untprsucbeo,  unter  welchen  Bedingungen  du 
U  beständig  negativ  oder  positiv  bleibt,  und  wann  es  weder  als 
positiv  noch  als  nciJCittiv  gehou  k:'nn.    Man  bezeichne  zur  Abkür* 

xung  das,  was  au»  ^>  ^  berror. 

Sebt,  wenn  man  für  %  die  gefun<lene  Funktion  setzt,  bezüglicb  mit 
f,       Py  Q,       S\  und  setze  für  das  oUgeoieiue  bei  orssa  uod 
y=z6  anifangende  Doppelintegral 


Nun  differeutiire  man  zwei mul  aut  buideu  Seiten,  uod  es  ergibt  sieb 

Jtf       +  2iV . fc .  ^  +  M».  fc. 5g5  +  « .  (^)' 
,  +^.rf,'-*-2.«..^.A.-|.JP.4,«+»4!.A.^ 

+ »i» .  A .  ^ + r .       +  «i» .  ^ .     +  ^ .  (^). 

Bringt  man  Alles  rnif  eine  Seile  des  Gleiehbeitiielcbeei»  eo  bo> 
koaat  Ben 

-I- 2  .('-—/>).  J.  .  ^ -H («- C)  .  (^^V 

+  ^(Ä  -  Ä)  .  ^  .        +  ( A-  -  ^)  .  (!^) .  =  0.  ' 

Diese  Gleichnng  gilt  bei  jeder  beliebigen  Funktion  6%  tob  .v  und 
jf,  nod  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  M  und  des  y;  sie  seifAllt 
mIso  in  folgende  eioselii« '^'  '-'^  
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R  —  B=zO 

■■4  damt  Iblgt 

,  dp  .dq 


Man  erkennt  also,  dass  /f,  C  voUkommea  bestimmt  sind;  da- 
gegen Dy  E,  F  sind  erst  dann  bestinmt,  weoD  naa  eionBl  weist, 
was  9  nod  i»  for  PnakCionen  von  of  ond  y  sind.  Da  aber  dorch- 
•nt  keiM  Badillf(IIOg  vorbanden  ist.  welcher  die  Funktionen  Cü  und 
f]  genügen  müssen,  so  »ind  o»  und  ri  ganz  wiilkürlicbe  Funktioneo 
von  ^  und  y.  Man  kann  also  ui  und  13  so  aDoehmen,  dass  der 
Ausdruck  « 

I 


auf  die  Form  ^ 

•  vn.  ^.(^+«.^-i-«.&>'-i-^.  (^+«.&)" 

koaat  Diese  Pom  entwickelt  gibt 

rat  ^.(^)-+«^.^  '^+»^-'^.* 


« 


% 


Digitized  by  Google 


Vergleicht  man  j>het  WUL  mk  VL,  M  ifgttl«  mk  folg— 4t  mb- 
scine  Glcidiangen; 

jissA,  Sss*^,  öss-^ 

>#   JC-ß*   -  AE~BD 

and 

wdcbt  Ictstetc  Gldehasg  aber  keia  Stick  eatUUt,  4aa  liebt  ickaa 
baitSiait  wäre;  aod  weaa  imb  fib  S,  A^^  C  «Ua  AaiMcka  cia- 
•etat,  §•  gebt  aie  ibcr  ia  t 

welche  Gleichnne:  nhrr  nothwendig'  cxisfiren  nnss,  wenn  der  Aoi- 
drnrk  Vf.  auf  dir  Kitrm  VII.  .soll  gebracht  werdea  köooeo.  Glei* 

cliuog  IX.  ist  aber  gleichbedeutend  mit 

^  -  dp.dq  '^dx.  d^i  •  ^dx.dp         ~  dp*  :  ^dx ,d9 

_  d^  AUdpF 

PieMi  iat  ciaa  PartiaUifferentialgleicbaag  dm  araten  Grades  der 

ersten  Ordonn«:.  Nun  existirt  zwischen  ü>  und  i}  durchaus  keine 
AbhängiKkeit;  man  kaon  also  entweder  für  9  eder  für  ai  eioe  he» 
litbige  Funktion  annehmen. 

Die  Gleicbnag  V.,  welche,  iadaai  aie  roa  msstm  aad  3f==^ 
bia  iB  jedem  beliehi|;en  Werthe  des  jp  aad  des  y  erstreckt  wird, 
giltig  ist,  ist  anch  giltig,  wenn  sie  von  —  •  aad  ^ss6  bis  sa 
^= a  und  y =/J  erstreckt  wird,  d.  k  es  ist 

XI.  flflW .      -i-2A       •  ^  -i-  Ä .  (^)>J  .  ö'y . c/a: 

Naa  ist 
aad 


Digitized  by  Google 


63  ' 

g__  AK     BD  _^.(.V~,)~|y.(i>~i.») 

und  weil  der  lioke  Theil  der  Gleichung  XI.  die  Fuoktioneo  w  aa4 
Q  gar  Biebt  «nthSlt,  so  ist  dtr.  Wuth  d«  nebton  Tbtilw  tob  » 
ua  V  gailz  uDabbängig,  Aber  grad«  dieser  Unatmad  itt  dar 
Haiipipankt,  der  tob- jetsi  an  nocli  beentat  werdea 

BIUSS. 

Gleichaog  IV.  geht  nun  über  io 

« 

Hbo  mögen  folgende  specielie  Fälle  besonders  betrachtet  werden. 

Erster  Fall.  Sind  die  Specialitäten  von  der  Art,  dass 
die  ideatiacben  Gleicbaagen  Jxa,y=0,  ^x«,  y==0,  «fx^^zsO, 

II.  s.  TV.  stattfinden;  so  fallt  die  Gränz<;ngleicbung'  IIL  TBa  lalbit 
biaweg,  and  Gieieboag  XIL  reducirt  sich  gradesu  aaf 

XIII.  d«r=/y;V.(''i^-+a.^-i-^.cy«r 

Zweiter  Fall.  Slad'  die  Speeialitlten  tov  der  Art,  dait  ?ob 

den  Ausdrücken         y«  <^^,  y<  ^*ß,s$  ^^i^ry  y*  ^««,  y» 

<J'ar/?,  (^'5: /,  u.  s.  w.  kein  einziger  zu  Null  wird;  so  wird  der 
Gränseogleicbaog  nur  genügt,  wenn  die  vier  Gleicbongen 

(^^,=0.  4-k,=o,  (^Ja.=o. 

stattfinden.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XU.  auf 

XI?.  ^üzsz/^i(n.iM*)m,9''(n'^*Utl.^ 
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.Da  DiiD,  wie  tchon  Wmrkt,  «di  immw  der  irgend  einem  6%  enl- 
■prechende  wahre  Werlh  des     U vtg'iht^  es  mögen  die  Funktionen 

w  und  1]  sein  -nas  sie  wollen,  Wf^nn  sie  nur  in  solcher  Bezieliung^ 
sUsammcD  stehen,  dass  (vIeichiinL:  \.  erfüllt  wird;  so  kann  mno 
nnf  folgende  Weise  den  Zeichenstand  des  U  kenneD  leroeo: 
Hat  man  «ich  einmal  unter  dem  willkfibriiehen  ^%  irgend  eine 
Funktion  von  und  y  gedacht,  so  kann  man  für  tu  noch  eine 
solche  Funktion  den  einsigen  dr  nehaient  dass  die  identisebe  Glei- 
ebuDg  ^ 

XV.  (ai.J»»)/r,,-(w.*»*)4.,=b 

stattfindet,  was  am  einfischsten  dadurch  erreicht  wird,  dass  man 
gradezu  co  =  0  setzt.  Dabei  ist  dann  auch  -^  =  0,  und  Glei- 
chung JL  feducirt  sich  auf 

—  O  </r</yr    rdxdpV  d^pF  .d-JffV.^ 

Diese  Gleiebung,  aus  welcher  m  gans  weggefallen  iat«  enthält  wir 
den  einzigen  fartiellen  J)ifferentialquotienten         man  hekomsit 

dsv,  wenn  man  integrirt,  fär  ij  einen  ans  a:^  -ny  gehildetek 
Ausdruck,  wo  ity  eine  durchaus  willktihrliche  Funktion  von  y  Ist. 
Aber  eben  diese  in  r]  enthaltene  willkührliche  Funktion  ity  kann 
man  nach  der  bald  so.  bald  so  beliebig  genommenen  Funktion  6% 
Ton  und  y  auch  jedesmal  bald  so,  bald  so  eiorichleo,  dass  die 
identiache  Gleichung 

«stattfindet.   Wegen  Gleichung  XV.  und  XVir.  redncirt  sieb  aber 

Xiv.  auf  xni. 

Dritter  Fall.  Wenn  zwlsclu  n  Ja;«,  «  und  (fso,  y.  wenn  ebenso 
zwischen  d^/},  f  und  x  eine  Abhängigkeit  stattfindet:  so  findet 
auch  zwischen  d^'^a,  y  und  d^«,  y,  und  auch  zwischen  d'^^.x  und 
X  eine  Abhängigkeit  statt.  Man  eltmbire  ixa,  vi  ^'x«,  y, 
dafÄ,  X  und  d'aA,  X,  so  werden  dabei  die  zu  d'a«,  y  und  ö's^  x  ge- 
hörigen Koefficienten  au  Null;  und  Gleichung  XII.  geht  über  in 
folgende  Form: 

XVIII.         ÜZ=lfl\l  +  %  .  {n)a,  y  +  (i;)«,  yl  .  d* ^  y  ■  ^y 

>    -^J^Vfy «4- Ä*.  (<«)*,  X  +        xl .  d»»i8, » .  dse 
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Mnn  (lenke  sich  nun  unter  u>  eine  solche  PunktilMl  An  ^BMgeft 
Veräoderliciieo  a:,  da»  die  ideatiMbe  GleieliHBg 

■tattfindet  Dabei  feduciii  eicli  Gleickong  X.  auf 


Diese  Gleichunjg^,  in  welche  die  für  w  genommCDe  Funktion  als  be» 
nits  eingeführt  gedadt  wird,  entüftlt  Bar  den  eintigen  partielleii  j 

Differentialquotienlen         man  bekommt  also,  wenn  man  integrirt,. 

für  ij  einen  aus  a:^  y,  ny  afebildetcu  Ausdruck,  wo  ny  ciue  durch- 
aus  willkürliche  Funktiou  vou  y  ist.  Aber  eben  diese  iu  fi  enthal- 
tene willkürliche  Pnnklioii  kann  aaii  noeh  ao  benotsea,  daaa 
die  identiiche  Gleidiinig 

stattfiiidct.    Wcjrfio  Gleichung  XIX.  und  XX.  redueirt  aicb  XVIIL 
anf  die  Form  XTlI.  Und  so  fort  ^ 

Aus  allem  Vorliergeliendcu  folgt,  dass  der  Zeichenstand  des 
d^U  von  A  und  abhängig  ist,  d.h.  wenn  man  dem  y  alle  ste- 
tig' nebeneinander 'liegenden  Warthe  yoo  i  bis  ß  beilegt,  and  bei 
jedem  pin/olnc  n  dieser  WertlM  dea  ff  «ncb  dem  a:  alle  stetig  neben 
einander  liegenden  Werthe  TÖn  m  bia  a  beilegt,  vnd  dabei 

1)  jeder  der  Quotienten  "od  sowie  auch  der  Aus- 

•aeb        poiiliri  wenn  aber  dabei 

2)  jeder  der  Quotienten  -^jr  negativ,  dagegen  der 

gativ. 

Dabei  bcoebte  bIid  Doeb:  wenn  der  Arndmek 

•  ^dp*  ^  d^      %.d,/  ^ 

bei  einigen  oder  bei  allen  von  a  bis  u  und  von  6  bis  ß  liegenden 
Werthen  des  a:  und  des  y  zu  Null  wird,,  so  behält  vorstehende 
Regel  immer  noch  ihre  GiUigkeitj  aie.verliert  aber  ihre  Giltigkeit, 
aobald  einer  der  ^ootieBten 

d^»F  dtäpF  dndfF  d»pF  dpd^F  d^gF 
d^.dp'  äSp**  dp\dif  dq* 

TM  IT.  5 
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bei  irs^cnd  einem  Werth«  4it  M  ud  4m  y  iIm  ia  Kalkst  n— iii» 
tige  Furm  ^^aonimmt. 

In  dem  ipecieUeD  Falle,  wo  W  eio  nur  Ml  4?,  y>  s»  ^ 

biMeter  Ausdruck  ist,  und  man  für  %  eine  solche  Funktion  \xin  « 
und  1^  sucht,  dass  dnbei  des  beetiante  lotegrel,  wo  b  und  ^  keine 
Funktionen  von  x  sind, 

ein  Grösstes  oder  KleinilM  wird»  rodocirt  tick  die  HoaptgieiehnDg 
11.  auf 

und  die  Gr&oseDgieichong  HL  redttcirt  sich  oaC  * 

,  Gleichung  IV,  reducirt  Mich  auf 

XXIV.  d'  6  =y^K^j^  . .  J.,^  .  _         , .  d.,^  ,j .  dx 

Diesem  Ausdrucke  kann  mau  die  Form  geben 

KV.  *««r=y]'[(^.j'»+».*>)A,  ■ 

Bnd  zur  Bestimmung  von  cj  hat  man  folgende  Partialdifferential- 
glaichiiog  der  erite  Ordoueg 

Dorch  Integration  dieser  Gleichung  bekoaat  nan  Ittr  oi  einen  ans 

f/,  itjT  c:pbilde(en  Ausdruck,  wo  tt^t  eine  ganz  willkürliche 
Funktion  von  a:  ist,  die  noch  dazu  benatat  werden  kann,  dafi 
sieb  Gleichung  XXV.  zurückzieht  auf 

nnd  aan  erkeant,  dasa  es  jelit  nar  anf      d.  h.  nur  auf  dea  <|no- 

tienten         ankommt,  ob  <f*l7  positiv  oder  negativ  ist 
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Ist  aber  der  Gnn^  dieses  Verfahrens  einmal  recht  aufgefasst, 
80  kann  ea  gradczu  auch  auf  zuflummeiis^csetztcre  Falle  nusQ^edehiit 
werden;  was  hier  nicht  mehr  uusjccführt  zu  werden  hraucbt,  son- 
dern es  na^  genügen,  einige  Resnlt&te  berxvMitveD. 

Ist  nemlich  V  ein  aus  den  Elementen  or, 

^  preMMetet  Aasdrnek,  -  und  nueU 
mmm  fflr  m  eis«  solvlie  Foaktl^B  v*ii  jf  mmd  y,.daii  dsliai 

•io  Grösstes  oder  Kleinstes  Wirrd;  so  fetee  mnn  zur  Abkiir«** 

statt  Dann  hat  man  nur  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter 

denen  der  Ausdruck 


rfVT  /rf^jcfe;^,  .       </frf>r  rf»j<fct    ^dU^     o  rfrrfrr   rfVdls    rf^yJ!} , 
(M^.^      ^   d^tV   dxd^  .  ''•'^  /^Äa 


d^> 


beständig  positiv  oder  negativ  bleibt,  während  man  dem  y  alle  «fe- 
tig  neheiieinander  liegenden  Werlhe  von  h  bin  ^  beilegt,  und  Lei 
jeden  einseinen  dieaer  W^Mie  de«  y  auch  den)  alle  stetig 
■ebeneinander  liegenden  Werthe  von  a  bi»  a  beilegt. 

Wenn  aber  Sei  allen  diesen  Wertken  des      nnd  des  y  der 

^otient  xn  Null  wird;  lo  kann  nur  dann  ein  Grösstes  oder^ 
Kleinstes  stattfinden^  wenn  auch  die  beiden  Quotienten  '^j^^^^^ 

bei  allen  diesen  Wtottbeii  den  »  nnd  des  y  stt  Null  Miw^ 

und  man  hat  jetzt  den  Ausdruck 

dr^  '^dx^  ^  dr.ds  '   djc^  '  dx.dff       d$'  '  ^djcdy^ 

SU  untersuchen. 

■    ^   vr     •      ^         j        n  I  ^  d'ySt  dwS 

Ist  F  ein  »US  den  Elementen  «9,     ^*  ^ 

sasafhmcngesetitter  Ausdriiek,  iind  sucht  man  für  %  eine 
solche  Funktion  von  jf,  «r,  dnss  dabei  das  bestimmte 
Integral 


ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird;  so  setze  man  zur  ^bkfir- 
snug  p  statt  f  statt  ^»  nnd  r  statt  Dann  bat  man  nitr 
die  BediügnigeB  aiifsiuiitbeay  vnler  denen  der  Aasdruck 


5»' 


Digi 


dyf    fdjrJx       ^   ^    dpdifF    dx^     dydx   ,  «    dpärV     dydx  dw^ 

dp-      dx  '        "  '  dp.dq '    dx  '   dff  '  dp.dr     dy  ' 

dq^      dl/  ^  •  d^.Tr  '    dij  '  "d^       It'^  '  ^  d^^  ' 

beständig  positiv  oder  ncg^nfiv  bleibt,  wahrend  man  dem  tr  alle 
stetig  nebeDcioander  liegendpo  Werthe  von  c  \nn  y  beilegt,  und 
bei  jedem  eiozelDen  dieser  Werthe  des  w  auch  dem  y  alle  stetig 
■«beBtiBaii4«r  liegeadeo  Werthe  vee  6  \Am  ß  beilegt ,  «ad  bei  je> 
den  einzelnen  dieser  Werthe  des  to  nad  dee  |f  «ach  dem  m  «le 
•tetig  nebeiieiBaiider  liegeBden  Wertbe.Toa  #  bis  a  beilegt 


■  V.  ■ 

lieber  die  Messkette  und  deren  Berichtigung. 

Von  den 

Herrn  Regierungs-Condactear  G.  Berlin 


Die  meisten  Fehlw,  velebe  bei  der  Messung  einer  geredea 
Linie  siit  der  Messkette  entstehen,  rühren  haaptsächlich  voa  der 
Ausdehnung  der  Kette,  veranlasst  durch  Dehnbarkeit  des  dazu  vor- 
wendeten Kisendratbcs  und  durch  Ausschieifen  der  Ringe  her. 
Man  ist  daher  ffenöthigt,  dieselbe  öfter  zu  berichtigen,  was  bei  der 

fewShDlichen  Einrichtang  der  Moritetten  nur  dadarch  geschehen 
ann,  dass  die  einzelnen  Glieder  der  Kette  durch  Nuchbiegung  der 
Haken  wiederum  verkürzt  werden,  wndurcli  nhcr  nicht  alloiii  der 
Drath  spröde  und  hart  wird,  so  dass  ein  Zerreissen  der  Kitlo  r\x 
befürchten  steht,  sondern  auch  die  Berichtigung  nicht  mit  der  Trä- 
eisioB  aosgefiihrt  werden  kann,  wie  es  wohl  erforderlieh  ist  Oft 
ist  es  auch  dem  praktischen  Geometer  fast  unmöglich,  eine  Berieb* 
tigung  der  Kette,  wenn  Feuerarheitcn  dazu  erforderlich  sind,  vor- 
zunehmen, da  diese  bei  seinen  pruktisclien  Arbeiten  ihn  nicht  nur 
längere  Zeit  abhalten,  sondern  auch  nicht  aller  Orten  eine  Schmiede 
Ist  und  selbst  aneb  vielen  Geometem  die  manaelle  PcHigkeit  ab- 
gehen dürfte,  die  erforderlieh  ist»  uai  selbst  eil«  aoleba lleiiebti« 
gnog  vornehmen  zu  können. 

Bei  Richtigkeit  der  Messkette  kommt  es  vorzüglich  darauf  an, 
dass,  wenn  auch  nicht  die  eiozelaen  Zehutheile  der  Ruthe  genaues 
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Mtoii,  deniiucli  die  iIurcL  Wirbel  ub^itljcilten  y'«,  genau  die 
Länge  einer  (lalben  Ruthe  buben,  indem  der  kleine  dadtircli  bei 
den  einzelnen  Fussen  entstehende  Fehler  höchstens  j  ,7,,  der  Ruthe 
betragen  wird,  welchen  nach  den  üblichen  MaaaastabeD  verjüngt 
MtiadrBekeD  bei  «konoaiidieii  AifiiabiMii  Hiebt  aSglieb  iet  nt 
eine  grössere  Genauigkeit,  naoientlicb  eine  solche,  die  sich  auf 
Honderttbeile  der  Ruthe  bezieht,  erforderlich ,  so  wird  diese  durch 
Anlegung  eines  Maassstabes,  deo  jeder  Geoneter  bei  sich  au  füh« 
rep  bat,  zu  erlangen  sein. 

Bei  MMB  #el&ebeD  priktitebeii  HeMuiiffeD  bebe  leb  Ikrt  ia- 
■ler  erfahren,  dasa  selbst  bei  der  genauesten  Berichtigung  eine  T^eiw 
änderung  der  Kette  nach  einem  nur  täglichen  Gebrauche  sich  ge« 
zeigt  hat;  und  mau  würde  daher  genöthijoft  sein,  auch  eben  so  oft 
die  Berichtigung  vorzuDehmen,  wodurch  dann  die  Kette  an  Solidi- 
tit  verlieren  Wirde,  wtmu  mtm  es  siebt  Tenieht,  die  mit  der  fal- 
schen Kette  g*enieeseBen  Längen  auf  die  richtigen  zu  reduciren, 
was  aber  nm  so  eher  zu  Irrtuümern  führen  kann,  da  nicht  allein 
der  Fehler  kein  beständiger  ist,  sondern  nucli  der  Messungen  na- 
■entlich  bei  der  Boussoleoaufnahme  so  viele  sind,  dass  selbst  beim 
beaten  Willen,  wenn  aan  aiieb  den  dadureb  erlbrdertea  Zeitanf- 
waad  nicht  berücksichtigt,  Irrungen  herbeigeführt  werden. 

Ich  habe  mich  daher  einer  Kette  bedient,  deren  Berichtigung 
unmittelbar  durch  Nachschraubung  bewirkt  wird ,  und  glaube  die 

fetroflfene  Einrichtung  als  wesentliche  Verbesserung  empfehlen  zu 
danen. 

Man  nehme  zur  Nesskette  nur  englischen  Drath  von  2,"'  bis 
2}/"  Par.  Maass  Stärke;  nur  dieser  giebt  bei  gehöriger  Weichheit 
des  Metalles  die  gehörige  Stärke,  die  das  Anspannen  der  Kette 
erfordert  Die  durch  die  Stärke  von  2'"  bis  Par.  Maass  hkr^ 
b^gefübrte  grössere  Schwere  der  Kette  kaaa  Im  Besag  auf  die 
grössere  Richtigkeit  nicht  in  Betracht  gezogen  werden. 

Gewöhnlich  sind  die  Rinc^e  zur  Verbindung  einzelner  Ketten« 
glieder  Von  gegossenem  Messing,  die  der  eigenthünUicben  Sprödig- 
keit  des  Metalles  wegea  bei»  Sehlagen  der>  Kette  leicht  serspria^ 
gen,  weabalb  ich  es  torgezogea  bebe,  Biege  von  gescbweiestett 
£ieen  anzuwenden. 

Die  Einrichtung  der  die  Ruthen  bezeichnenden  Wirbel,  wo- 
darch  die  Correction  der  Kette  möglich  gemacht  wird,  ist  folgende. 

Der  Wirbel  ist  dareb  S  Balken  (Taf.  1.  Fig.  4.)      6,  c  in  ^ 

f leiche  .Theile  getbeilt;  der  aiittlere  6  ist  nar  tar  grösseren  Halt» 
arkeit  und  zur  Bezeichnung  der  Ruthen  da;  die  li.ilken  a  und  c 
sowie  die  Endbalken  fl  und  e  haben  ovale  Scheiben  {  f\  /'),  die  im 
Mittelpunkte  jede  mit  einem  Loche  versehen  sind,  und  zwar  bei  0 
aad  e  rond  (g)  uid  bei  ft  «ad  e  qaadratiseb  -  (A).  Zn  diesen 
Löchero  paSst  genau  eine  Eisenstaoge  t,  die  zur  Hälfte  eine 
Schraube,  zur  andern  Hälfte  viereckis^  ist,  und  sich  fleissicc  in  der 
quadratischen  OeU'nung  /i  hin-  und  iierbewcgen  lässt.  Zur  Fest- 
stellung dieser  Stande  dient  die  Mutter  ^,  zu  deren  Nichtver- 
iMrnng  •erledemn  die  Gegensnitter  /  aogeiiracbt  ist.  Mit  'HÜMe 
dieser  Stange  lässt  sich  leicht  durch  respectives  Anziehen  and  Lü- 
sen der  Muttern  A-  und  /  die  Correction  der  Kette  bewirken.  ' 

Die  Wirbelbewegung  wird  durcli  den  Wirbel  m  erreicht,  der 
wie  gewöhnlich  dnrch  einen  Ring  mit  deo  Kettengiiedera  verbuu- 
dea  ist.  Dem  Blecbaniicer  dürfte  es  sebwer  werden «  des  geringe- 
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ren  Raum/es  weisen  die  S(ftnc;c  i  mit  dem  Wirbel  m  zu  vernieten; 
eine  ScliraubeufuuUer ,  die  um  das  AuldreLen  zu  verbüteo,  uuch 
vernieteii  ist,  wird  iwcckaäisiffer  leio.  ' 

Die  EinricfatuDg  d«ff  die  EoIIxd  RatfieB  bildendea  Wirbel  lU 
in  Bezug  auf  die  Corrections- Einrichtung:  dieselbe  wie  die  der 
ganzen,  nur  wird  es  der  Interscbeiduuf!;^  we<rcD  zweckmässiger 
aeio,  die  üimenifionen  etwui»  liieiner  zu  uucbeu  und  den  Mittclbttl- 
km  A  fehiee  mii  laesoB,  wogegen  mr  Beaeiclimsg  der  LäAge  dit 
Spitzen  a  a'  (Taf.  I.  Fig.  5.)  anzubringen  sind. 

Bei  den  fcindringen  der  Kette  kann  diese  €orrections>Eiorich> 
tung  fehlen,  da  nicht  nur  die  Ausdehnunpr  der  Kette  in  der  .Glitte 
sieb  am  btärkstcn  zeigt,  sondern  auch  die  grüssurc  Wirbelbewe- 
gunpr  bei  den  Boden  eine  einfeeiiere  Bierlekliui^  erfordert« 

GewöliDlich  sind  die  Kettenstäbo  unten  mit  eioean  etwe  swei 
Zoll  langen  Stncbei  versehen,  der  höchstens  eine  Stärke  von 
4"'  Pnr.  IViaass  hat.  Bei  dieser  Finrichlung  zeigt  sich  der  I  cheU 
stand,  daüs  des  geringeren  Widcrslaudes  wegen  bei  gehüriffer  An* 
•peonuDg  der  Bette  »enentlieb  in  weiekeM  Beden  dieeelCe  fort* 
g!tiGbleppt  wird. 

Klnc  koniscliP  Spitzo  (Taf.  I.  Fipr.  0.)  wird  vorzuziehen  sein, 
da  dicüe  nicht  allein  mehr  Widerstand  gewährt,  sondern  auch  der 
Einwund,  duss  die  ^»tachelspitze  genauer  den  l^ndpuukt  der  iieiten- 
länge  beseiebne,  dadurch  widerlegt  wird,  dwi  beide,  Itonitehe 
Spitzen  c:leicbe  Dinwanionea  bnben  nnd  dober  gennu  am  deii  ge- 
machten OelVnnnfrcn  pn<;<;en. 

Bei  der  Praxis  habe  ich  erfahren,  dass  die  I^ange  der  Ketten- 
stäbe von  5  Fuss  tur  den  Kettenzieber  höchst  unpraktisch  ist,  ein 
künerer  Stab  von  etwa  3j-  Fust  ist  demieibeB  baad|icber,  i»  eo 
fl^br  er  xum  Eindrücken  in  den  Boden  mit  der  reckten  Hand  nach 
oben  zu  rücken  bat,  und  bei  der  Länge  von  5  Fuss  das  Ende  des 
ftitabes  ohne  Anstrengung,  indem  die  linke  Uand  zum  Festhalten 
der  Kette  unten  bleiben  luuss,  nicht  erreichen  bann,  was  eine  un- 
gleiche Kettensiebnng  herbeiführen  würde,  Dici  Läfl^re  Yon  5  Pwe 
dient  ja  nur  dazu,  um  die  Kettenstäbe  beeeer  einrichten  zu  köo* 
nen,  aber  ein  geübtes  Auge  wird  ebenso  richtig  einen  kürzeren 
Stab  wie  einen  längeren  einrichten.  I)cr  Stab  des  Kettenführers 
nuus  aber  des  besseren  Eiarichtens  wegen  die  übliche  l^nge  haben. 

Die  bei  den  lUessungen  anzuwendenden  ZMcbeAfttäl>e  aind  ge- 
wöhnlich von  ilolz  und  werden  in  einem  ledernen  Köcher  nnfbe- 
wahrt;  wie  leicht  .iltrr  ist  es  nicht  möglich,  dass  eins  heim  Nieder- 
bücken oder  beim  schnellen  Messen  verloren  gehe,  auch  ist  der 
Köcher  der  freien  Bitwegong  der  Hände  etwas  hinderlich.  Mit 
mehr  Nntaen  habe  ich  daner  eiserne  Zeichenatäbe  angewandt,  die 
an  ihren  oberen  Enden  umgebogen  sind  und  auf  einen  Federhaken 
(Taf.  I.  Fipr.  T  )  nufgrliängt  werden,  der  wiederum  ebenfalls  durch 
eine  Feder  gesichert  auf  einen  Ring  gehängt  wird.  Dieser  Ring 
ist  an  einen  Riemen  befestigt,  der  um  den  Leib  geschnallt  wird. 
Bierdnrch  ist  nicht  nur  bei  gehöriger  Kraft  des  FedotbalLeDs  ein 
Verlieren  unmöglich,  sondern  auch  werden  beide,  der  Kettenzieber 
sowie  der  Kettenführer,  den  Gebrauch  ihrer  Hände  frei  haben,  was 
um  so  nothwendiger  ist,  da  der  Geometer  als  Kettenführer  sein 
Hnnal  nn  führen  bat« 

Ob  diese  Verbesserungen  der  Kette  schon  apgewasdt  sind,  ist 

  ' 
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■ir  unbekannt,  wenigstens  ist  mir  in  keinem  Lebrbuche  der  urnk- 
litektB  G«OB»^e  iaraber  etwas  forgekommea  oad  glapbe  ic«  ai« 
dasbaib  dnreb  Varöffwtlicbmf  .gaBaiottiltiig  MMiebaa  a«  BflaaaB. 


VI. 

üeber  einige  bestimmte  Integrale,  deren  Werthe 
durch  doppelte  Integration  gefunden  werden. 

Voo  • 

Henm  Doctoc  O.  Sehl Ich 
sa  WeiaMT. 


In  einem  Doppelintegrale  zwiscben  bestimmteD  Grän&en  ist  es 
bakaantlicli  gleichgültig,,  in  waicber  Ordaung  die  angedevtatan  la* 
tegratioaen  aasgaiiihrt  wanian;  oder,  wenn /{u,  a^)  eine  beliabiga 
Funktion  %weier  von  einander  unubiinngi^cn  Veränderlichen  w,  a: 
bedeutet  und  a  und  &  dia-  iiränxwertbe  für  a  aad  ß  die  für  » 
bezeicbnen,  so  hat  man. 

* 

Diaaar  Sals  irSrd  dadurch  eine'  raidia  Qnalle  bestimmter  lotagrala» 

daaa  es  in  vielen  Fällen  möglich  ist,  bei  der  einen  Intagrationaord. 
nnog  ein  Integral,  bei  der  anderen  beide  Inteocrationen  ausztifiih« 
ren ,  w  odurch  mun  unmiUeU»ar  an  dem  Wertbe  eines  bestimmten 
Integrales  gelangt. 

wir  wollan  hiar  aiaica  Eatwickalnngen  diaaar  Art  arntthail^ 
Ba  iat  bakaBBllieh 

/ftp  =  T       f.  ^'^^f^w^^  =  h 

Farner  hat  aian 

(1 a?')  (»»^or»)      tj»  —  1  L/o  l-l-af"  .  m«+#0 
oder  wiaii  dam  Voögao 
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4.1. 


Auf  dieses  Iptegral  läaat  sich  du»  ubeti  ausgesprucheue  Prinzip  io 
rnicbiedener  Weiie  aBweodeii. 

'  MsD  mnUiplizire  erstlich  die  GleiehvBg  mit  tmäm  nnd  int«« 
grire  Baeb  u  twiacben  den  Grftoien  »  =  0,  urssO,  bo  iit 


Die  liuke  Seite  geht  durch  UnkeWuog  dir  lat^pC4iti»o  io  lolgen- 

deu  Ausdruck  über: 

Die  rechte  Seite  jener  Gieichuag  ibt  =nr/(l-f-a),  mithiB. 

Mao  fcBBB  dieses  Integrnl  noeb  BBter  anderen  Pomen  darstsllea. 
Setzt  nao  näniieb  orssas,  wo  s  eine  neue  VerSnderliebe  i«|t,  so 
wird  dasselbe: 

Nint  M»  dagegen  ä=-^,  so  wifi  dirÄ— *,  nnd  wenn 

jrsoo,  a?±=0  geworden  ist,  bat  «  die  Wertbe  0  nnd  ob  ange» 
■OHiiaeB$  daher  ist  das  Integral 

BUtbin  fneb 

Man  multiplizire  ferner  die  (jleichuog  (1)  mit  du  und  iategrire 
u  zwischen  deo  Gräozen  «  =  90»  Mssa,  so  ist: 

Die  linke  Seite  wird  dareb  Ümkebrang  der  IntegratioMordnaBg 
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/••    da:     /•»     du  g*»    dx       i        ^  •  « 

Bt  ist  aber  bekanatlick  fiir  jedes  v 


AroteB  r+ Arsten  T-sArctao  os 


oder 


I 

'  Arcteo --7=5  Arcton  ee  —  Areton  « 
iio4  daher  getitaUet  sich  jenes  Integral  lÜr  fotg;ender»«ueu : 

•  1^  •  Arctan 

Auf  der  rechten  Seile  ist 

P  du  „ ,       1  . 

Wir  ksben  dsher 

•  •  «  7  =  2  ^«'  +  7' 

oder  wenn  wir  überbsiipt  a  fiir  ^  schreiben: 

«1+^-      >      =y<(H-«).  (S). 
FSr  gestaltet  sich  die  Gleichung  folge nderaaasea: 

0  «»H-»»'      s      —  2  •     «»  • 

Auf  die  gefundenen  Integrale  lässt  sich  die  bisherige  Methode  selbst 
wieder  aawaaden«  llaii  multiplizire  Dämlich  die  Gl^ichnnff  (3),  ia 
welcher  a=zu  geaetst  wird,  nit  tmdm  and  integrira  aaca  m  awi- 
schea  dea  Gräasea  sissr,  wsO,  sa  kosuat: 

yr*-  '^A'r^*   ^  Ä = a-y^^i  -«-  -j*^ ' 

Die  lin|^(}  Seite  ist  auch 
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Die  rechte  Seite  lästit  sich  oacii  der  Formel 
leicbt  näher  betünmii.  Han  findet 

Folglich^ beben  wir: 

Piir.ns«^»  's^'^  ergiebt  sreb'  biernob 

/>+f-:)/(i+i;)^=»-(i+i)A»-Hf)-f.  (7). 

*  ■ 

Hen  eette  ancb  in  Formel  00  asw,  «altiplbim  mit  db  ttnd  in« 
tegrire  switcben  den  Gränien  ifsseo,  «sa;  in  knmt 


Die  liniie  Seite  lässt  sieb  ancb  so  scbreiben: 

—  ArctaD  X  .  —  [ Arctan  oo  —  Arctan  — J 
n  n  '  %  • 

^  Arctan  a  .  Arctan  —  •  rx- 

Für  die  reckte  Seite  heben  wir  aneh  einer  bekennten  Bednetiote- 
Inrniel 

=  _«l±«)_41+±). 

en  ^ewöknlichen  Regeln,  wodurch  man  die  Wertbe  ■  nnbn* 
icheinendi^r  Bruche  bestimmt,  findet  man 

äi^i^ÄO  für  •ssoo^  • 

felgKeh 


Nach  den 
stimmt 
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Wir  JiabeB  daher: 


Pfr  ae=:/!?=3l  hftt  nsB  «.  B. 

'*,Arrran  x. 


0  <Är=ffÄ  (9). 


Ks  würde  niclit  leicht  MM,  dietit  teio  BUierische  fotegral,  dessflpi 
Werth  sicli  liier  sehr  ungexwuDCfen  rrc^iebt,  für  sich  alleio  zu  be- 
IiandelD.  .Man  sieht  (tornus^  dass  es  in  der  Theorie  bestimmter  lo- 
tegrale  weseotiich  darauf  aDkummt,  deo  io  Rede  steheodeo  InCe- 
grralen  nö^icfatt  viele,  tob  ehiaader  naebhäogige  aad  beliebige 
ConfCantea  %u  Terscbaffeo«  deren  Vanatioa  neve;  ForMen  liervor 
bfia^t,  iMlebe  eft  leicbter  aa  bebaadel» 


VII. 

Elementare  BestimniuDg:  des  Schwerpnakts  des 

sphariscUeo  J>reie«ks« 

Nach  mei  Aufsätzen  der  Herren  Oinlio  und  Besge  in 
dem  Joomal  de  Malhdiiuitjiqim  pures  et  appliquees, 
publik  par  J.  Lfonvule  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber.  . 


lo  dem  gtaaanten  Journal  T.  VII.  p.  59.  hat  Herr  Ferriot^ 
Rectear  henoraire  de  l'Acaddaiie  de  ^r^UHt  eine  gaai  eUmen* 
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tnre  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärisclien  Dreiecks  zu 

freben  versucht,  welche  jedocii  nach  unserer  üeberxeu^unc;  als  völ- 
»g  Terunglückt  zu  betrachten  ist.  Auf  das  Lugenügeudc  dieser 
von  Ferriot  angc wandten'  Methode  bat  in  demflelven  Jottnial 
T.  VII.  I».  516.  zuerst  Herr  Besge  sufnierksam  gemacht,  und  sn- 
gleich  bemerkt,  duss  T.  IV.  p.  386.  Herr  GiuHo,  Professcur  a 
rUniversite  de  Turm,  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphä- 
rischen Dreiecks  auf  einem  vuu  ihm  mit  Hülfe  der  Integralrecb- 
nvng  bewieienen  Satz  gegrfindet  habe,  dan  sieh  aher  dieaer  Sali 
auch  sehr  leicht  und  einfach  bloss  mittelst  ganx  elementarer  Hülfs- 
mittel  beweisen  lasse,  und  dnss  auf  diese  Weise  mit  Beibehaltung 
der  übrigen  von  Herrn  Giulio  angewandten  Betrachtungen  eine 
völlig  elementare  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
Dreiecks  gewonnen  werden  Könne.  .  Dieie  nach  unaerer  Ansicht 
die  Beachtung  der  Lehrer  der  Mathematik  recht  sehr  Terdienenden 
Untersuchungen  der  Herren  Giulio  und  Besge  auf  sr^xnz  elemen- 
tare Weise  darzustellen,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes, 
wobei  wir  übrigens  nicht  unterlassen  wulleu  zu  bemerken,  dass  die 
erwibnte' Abhandhng  den  Herrn  Ginlio  noch  Behrere  «ndein  aahr 
heMerkenswerthe  mid  lieafich  nllgCBeina  Sitia  «nthilt. 

II. 

Man  denke  sieh  ein-  unendlich  kteinea  ElnBent  B  einer  nut 

dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kugelfläcbe,  und  die  Ebene  eines 
grössten  Kreises  der  entsprechenden  Kugel,, welche  wir  in  Fol« 
genden  die  Momentenebene  nennen  wollen. 

Die  Entfernung  des  Elements  JS  von  der  Momeutebene  sei 
so  Ist  JSn^  daa  Mosient  des  Blements  E  in  Bezug  auf  die  ange- 
nommene Momentenebene.    Bezeichnet  aber  i  den  Neigungswinnel 
der  durch  das  Element  E  gelegten  Berührungsebene  der  Kugel 
gegen  die  Momentenebene,  so  erbellet  leicht,  dass  cos  ti, 

'  und  fiolglich  das  Moment  ^ 

Ea=s£!r  cos  i  . 

ist  .Nun  ist  aber  nach  einen  sehr  bskannteD  Satze  E  cos  i  der 
Flächeninhalt  E  der  Projection  des  Elenents  E  auf  der  Mobmu- 
tenebene;,nl80  ist  das  Homent 

Eq^Br. 

Ist  jetzt  F  ein  heliebiges  ganz  auf  einer  Seite  der  Momenten- 
ebene liegendes  Stück  der  Kugelfläche,  so  denke  nun  sich  dasselbe 
in  unendlicb  viele  unendlich  kleine  Elemente 

E^  15,,  £r„  E^y  En 

zerlegt,  deren  Projectionen  auf  der  Momeatenebeoe  re»pective 

E,,  E^,  E^  En\ 

und  deren  Entferaungen  von  der  Momentenebene  reapective 

ff  ^^1»  ft»  ^^1»  7« 
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seio  mügeu;  so  siatl  nack  dem  Vorliergeheiideii, 

Er,  Ef,r,  Ef^r,  B^r, ..... 

die  Momente  dieser  Elemeote  in  Beiug^  auf  die  aDgeuommene  Mo- 
meoteoebeoe,  nod     iat  alao  naeli  den  Manatea  Lebren  der  Ste-  ^ 
tik,  wenn  Q  die  Entferoung  dei  Schwerpunkts  dei  ipliiffitcheB 
Fliekaoatiickt  F  von  der  MoMateMbMe  beseichnet, 


/'ö  =      -i-  -h  ^,  +  . . . .  -4-  JE^njr. 

Bezcicbnat  aber  jetzt  F  die  Projection  des  sphäriacbaa  Plieb«»-' 
•tücka  #*  auf  der  Moinentenebene,  so  iat  offenbar 

jFh- ^, + -I- ÄT,  ^ , , . . -f.  isr„, 

•ad  folglich  nach  dem  Vorbergahondeo 
oder 

/  F  :  r  =  r  :  ^, 

woraus  sich  ein  leiebl  in  Worten  anszospreebander  Satz  ergiebt 

Absichtlich  haben  wir  bei  dem  Beweise  cjjeses  Satzes  die  ohig^e 
ganz  einfache  Darstellung  gewählt,  bemerken  aber,  dass  sich  die» 
selbe  auch  leicht  durch  eine  'Gränzenbetrachtung  zu  grösserer 
Strenge  erbabon  laaaos  wird«.  ' 

}^  diesem  Satze  kann  nun  die  folgende  Anwendung  mrf  die, 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  sphärischen  Dreiecks  gemacht 
werden,  wobei  wir  wie  gewöhnlich  in  der  sphärischen  Trigonome« 
trie  annehmen,  dass  keine  Seite  und  kein  Winkel  dieses  sphäri- 
aeben  Draieeka  grÖMor  ab  180<»  iat 


III. 

Den  Mittelpunkt  der  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Ku- 
gel Wüllen  wir  im  Folgenden  durch  0  bezeichnen.  Ein  auf  deren 
Oberflicha  liegendes  sphäriaebaa  Dreieeit  aei  jiSC»  Dia  Winkel 
diesae  sphärischen  Dreiecks  werden  wie  gewöhnlich  durch  j4, 
Cy  und  deren  Gegenseiten  durch  0,  ^,  c  bezeichnet.  Sein  Flächen- 
.  inhalt  sei  und  A^t  Ao  seien  die  Fläcbenräume  seiner  Pro> 
jectionen  auf  den  Ebenen  der  Seiten  d.  i.  auf  den  Ebenen 

dar  Winkel  BOCy  AVC,  AOB,  Sind  nun  X«,  Xt,  X«  dia  Bnl- 
famnngen  des  Scbwarpunkts  'diesaa  tphärischen  Dreiecks  von  den 
Rhenen  der  Seiten  r,  d.  i.  von  den  Ebenen  der  Winkel 

BOC,  AOC^  AOB\  so  haben  wir  nach  dem  in  II.  bewiesenen 
allgemeinen  Satze  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Ov  ^    V  — 
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Weoo  die  Seiten  c  sämintticti  io  Grsden  ausgedrückt  sind, 

•o  erkäU  mn  die  Flächen  räume  der  Sectoren  BOC,  AOC^  AGB 
dnrcli  die  folgenden  Gleiehnngen: 


« 

an 


Ferner  siud 

BOC  cos  B  und  BOC  .co»  C 

die,  jenndidem  die  Winkel       C  Icleiuer  oder  grStser  ab 

sind,  positiv  oder  ncf^aliv  genommenen  iVojectionin  des  Sertors 
BOC  auf  den  Ebenen  der  Sectoren  AOB  und  AOC,  £ben 
80  sind 

AOC,  cos  A  und  AOC.  cos  C 

die,  jcnaelideni  die  Wiolcel  j#,  6^  itleiner  oder  grSster  als  90*  sind, 

positiv  oder  negativ  genonnienen  Projeclioncn  des  Sectors  AOC 
auf  den  I^Jicnen  der  Sectoren  AOB  und  BOC,  Endlich  sind  aof 

dieselbe  Weise 

ABB .  cot  A  nad  AOB .  cot  ^ 

die,  jenaclidem  die  Winkel  B  kleiner  oder  grösser  als  90** 
sind,  positiv  oder  negativ  ffenommenen  l*rojec(ionen  des  Sectors 
AOB  auf  den  Ebenen  der  Sectdrcn  AOC  und  BOC. 

HieraiiB  und  aus  S)  arlcliat  nnn  aber  kehr  ieicbi^  dass  {■  völli- 
gcv  AUgemeinbek 

l^a^BOC'^AOC.tm^  C-^AOB .cw 

^i,T=AOC^  AOB  .  c^i&  A  —  BOC.  cos 
^^^AOB^BOC,  cos  ^  — ^^C.cos  A-^ 


siso 


^""mo  — ****  ^ — ^  ^* 

t'-  TT 

3)  ^     =  jjiiQ  —  c  cos  -4  —  «  cos  C), 

.Ac  =  5j5  —    cos  i?  —  6  cos  u#) 


ist 

Weil  nun.  Trenn  nurli  dif"  Winkel  A,  B,  C  sämmtlicli  in  Gra- 
den nu9cred rückt  sind,  nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  iplia- 
risciicQ  Dreiecke 


4)  A  =       M     ^     ^  - 180) 


t 
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'ut\  io  iit  nach  1),  3)  uod  4): 


„   ,      «  —  //cos       «  eo^  ß 


-i80 

• 

• 

b  —  r  TOS  A  — 

<y  cos 

C 

—  180 

* 

t — a  cos  B  — 

b  cos 

~A80 

WAdnrch  aav  offMilwf  die  Lage  des  Scliweipiiiikte  ijlhirigefcett 
Iheieeks  voUkomM  beiÜMt  ist 


\  VI» 


IV. 


Wir  wollen  jetzt  den  Mittelpunkt  0  der  Kui^cl  als  den  An«  ' 
fang  eiaes  rechtwinkligen  Coordinatensjsteras  der  .rys,  die  Kbcne 
des  Sectors  AOB  als  Ebene  der  a:y,  und  den  Halbmesser  OA  als 
den  noticiven  Tbeil  der  Axe  der^_iM|ii!disen.  Der  positive  Tbeil 
der  AjCe  der  y  soll  nuf  derselben  Seite  der  Axe  der  x  liegen,  anf 
welcher  der  Punkt  B  liegt,  und  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  % 
soll  auf  derselben  Seite  der  £beae  der  a:y  liegen,  auf  wdcber  der 
Punkt  C  liegt. 

Dies  Torinigeseitt  ist  osa.sovMerst^oinnikir,  weoa  % 
die  O^eNInnten  des  Scbwerpunkts  des  sphirisclieo  Dreiecks  is  Be-  i 
syg  anf  des  angeneamene  SjrsteM  beaeiehnea. 


also  nach  1^ 


■ 

€ — a  cos  B  —  h  cos  A 


Denkt  man  sich  aber  von  dem  Schwerpunkte  des  •pfaäriscben  Drei- 
ecks auf  die  Axe  der  x  ein  Perpendikel  gefallt,  bezeichnet  dieses 
Perpendikel  durch  ^,  und  den  von  4®mselben  mit  der  Ebene  der 
Xjf  eingeiclüosseiien ,  nncb  der  Seite  Ton  B  hin  liegenden,  ISO* 
aielit  ü he ri^eigeaden.  Winkel  durch  9;  so  erhellet  mittelst  einef 
ganz  einfatphea  ge^iaetrisdif a  Betra^t«a||p»  4sss  ia  .vi^lifpif  'AllgRr 
Bieinbeit  ,  .  ■■  /  \-y>-  .  ■■-.v.'  wny,^ 

sia  (utf — 9)^  ^«ss^  sb  ]^ 

nnd 

X4,  =  y  tang  y 
ist.  jAlao  ist        -  .  .  , 

Xh  sin  (    — y) 

.  .       £  «ia  9 

oder 

mm 

<  ^sssia  A  eot  fp-^eai 

and  folglich  anck  des  Verk^igekcadea,  weas  mb  aisüidb  ia  die- 
ser Gleiebaag 

e 
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Mist, 
ttllU 

Xb-^Xc  cos  A 
^  sin  A 

Führt  man  nun  für  Xk  «od  JC«  ibr«  Mi  &)  bttlnttiUii  WfNih«  «ia» 

so  crhätt  maO' 

r       b  sia  ^ — #(cos  C-f.cos  A  ros  ^) 

•  •      •'.'^(1         '  ■  ■  * 

liaB>iit«ber  nach  bekomten  Formeln  der  8|ikärischen  Trigonometrie 

'yj .•v-i\^'-'  HjiiOee  C-f-cos  A  cos  g     .         v;   ■  fir>l» 

^  ~       sin  A  B 

and  folglich 


»  ... 

o  \  ■  ■   ■ .  .'  :  1. 


eos  C-«-eot  A  tm  B  .  » 

Alto  ist  sach  dem  Vorbergebenden 

b  sin  ^  —  a  cos  c  sin  ^ 


Man  neRn«  jetzt  O  als  daa  Anfang  eines  neuen  rechtwinkli- 
gen Coordinatensystens  .^w  Je  if  %'  an.   Die  Ebene  des  9#eton 

AOB  sei  wieder  die  Ebene  der  und  der  Halbmesser  OB  sei 

der  positive  Tlieil  der  Axe  der  x'.  Der  positive  Thcil  der  Axc 
der  ^  werde  so  angenommen,  dass  er  mit  dem  Punkte  A  nicht 
mf  einer  Seite  der  Axe  der  liegt,  and  der  positive  Theil  der 
Axe  der  \'  liege  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  ^y,  anf  wel«* 
eher  der  Punkt  C  liegt;  so  ist,  wenn  .r',  y*,  *'  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  in  diesem  Sj* 
•teme  sind,  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

  ,  ,     Sl  sin  B  —  b  cos  c  sin  A 

^  A^B-hC—lW  * 

also  . 

M.     ,  b  COS  c  sin  A  —  a  sin  B 

Nach  der  Ltbre  von  der  Ventadlnng  der  Cooidiutm  ist  «Iw  ta 
.völliger  Allgeneinbeit 

^  =  .r'  COS  c  —  f/  sin  r. 
y—ac'  sio  c-t-y  cos  c; 
folgli^  wenn  man  af  eliiiinirt, 
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alio 


y  CO«  c  —  op  sin  essf'. 


y  cos  c  — ^ 
sin  c 


Fiibrt  naD  nun  in  diese  Gleichung  die  aus  dem  Obiffen  b^kaont^ 
Wertbe  roa  jr  aad     ein,  so  erbäit  luin  -ohoe  Schwierig^keit 


a  sin  c  sin  B 


•*      »"^  •  ^  4- iP  H- €?— 1«0» 

und  baf  also  nun  übecbau|it  die  folgeDdeo  Autdrücke  für  die  Coor- 
dinatefl  ^,  %  4m  SdilMtpmikCt  des  sphäriacbe»  Dreiecks  ABC 
in  dftt  «raten  der  beiden  oben  eDgenonaenen  SyiCeMi 


,  c 


a  Sin  c  sin 


^-l_/f-4-6  — 180* 

b  sin  ^  —  g  C08  c  sin.^ 
^.^Zf^-t'— 180  » 

—  a  cos  jg  —  b  cos  ^ 


Ads  der  ersten  dieser  drei  GleichuDgen  ergiebt  sich  anch,  dass, 
vi^nxi  wir  die  EntfernuDf^en  des  Schwerpunkts  de»  Hphärischen 
Dreiecks  ^^C^  von  den  Ebenen  der  drei  auf  den  Ualbmesser  OA^ 
ÜB^  OC  senkrecbt  eteheodeo  §^r5ssten  Kreise  dnreh  Xa^  Xjr,  Xe 
bezeichnen ,  und  diese  Entfernungen  immer  von  O  aas  auf  den 
Ricbtupgen  der  Halbaesser  OA^  OB,  OC  selbst  «bscbneiden, 
Jederxeit 


XA  =  ^r\ 


a  sin     sin  C 

b  sin  c  sin  A 

c  sin  a  sin  B 


0  sin  e  sin  JT 


IM* 

b  sin  a  sin 

C 

180' 

c  sin  b  sin 

A 

A-^B^C—m 


ist 

Zn  dieien  drei  lettten  Formeln  gelangt  Herr  Giulio  a.  a.  0. 
durch  eine  unmittelbare  geometrische  Ketrachtiing  mit  Hülfe  des  in 
Ii.  bewiesenen  Satzes  und  der  aus  der  sphärisclicn  Trigonometrie 
bekannten  Auflösung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 
Uns  sebeint  iedoeh  die  vorhergehende  «ebr  nnalytisebe  Ableitung 
MS  Terachiedenen  Gründen  den  Vereng  zu  Terdienen,  wnicbes  wei* 
ter  in  erSrtern  bier  sn  weit  führen  würde. 


V. 

Wenn  ABC  ein  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck  und  A 
der  rechte  Winket  ist,  so  ist  nach  6)  ned  einer  bekanotee  Formel 
der  sphäriscken  Trigonometrie 


Digitized  by  Google 


82 


a  sin  c  sin  B 


h  —  a  cos 

c 

ir -#-<?- 

90* 

c  —  a  cos 

B 

90* 

Ist  -.4^6^  ein  gleichschenkliges  sphärisches  Dreieck  and  a=5^, 
also  auch  A^B^w  nebme  nNm  «len  Halbmesser  der  Kogel,  wel- 
eher  die  Seite  c  halbirt,  als  den  peaitiveD  Theil  der  Axe  der 
die  Ebene  der  Seite  c  als  Eheno  der  scy ,  und  den  positiven  Tlioil 
der  Axc  der  2s  auf  derselhcn  Srito  dieser  tbeue  an,  auf  welcher 
der  Punkt  C  liegt.  Dann  ist  nach  den  Formeln  8)  und  bektontea 
ElemeataraStses  der  Lebre  vem  Sebwerpoekle 

a  sin  \c  sin  A   h  sin       s'"  ß 

— JW4-6'— 180  "'■'^  '  180' 

g  — 2g  cos  A   ,      c  — gZ>  cos  B 

«  =5=  4r .      ^ ^. —  » .  2Ä^c— 180* 

rar  «s=:^=90  iit  ancb  2f=i9s=90,  and  folglicb  Dach  0) 

«A%              90  sin  ko  f.  ^ 

10)  4f=sr.  yssO,  s  =  in 

^1  nämlich  der  Winkel  C  in  diesem  Falle  Ton  der  Seite  c  gre- 
messen  wird ,  also ,  da  alle  Seiten  und  Winkel  in  Graden  auige- 
drückt  sind,  Ci=:<;  ist  \ 


VIII. 

Geometrische  Aufgabe* 

Von 

dem  Herausgeber. 


Man  soll,  wenn  ADB  in  Taf.  I.  Fisf.  8.  eine  an»  dem 
Mittelpunkte  C  über  der  grossen  \xe  AB  mit  der  klei- 
nen Ualbaxe  C/}  beschriebene  halbe  Ellipse  ist,  der 
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Punkt  E  in  dl«Mr  Bllipse  eine  si»lelie  Laare  bat,  tfiisi 

die  beiden  ron  E  nnch  den  Endpunkten  A  und  D  der 
grossen  und  kleinen  Axe  orezogtrnen  .Sehnen  AE  und 
nE  gleiche  Länffc  liabeo,  und  der  Wiakel  ACE,  unter 
-welchem  der  nach  den  Punkte  E  geKOSfene  Kadius  Vec- 
tor  (i:  i^egcn  die  grosse  Halbaxe  T^/ geneigt  iat,  aU 
gegeben  betrachtet  wird,  das  «VerliäUDiss  der  beiden 
Äxen  der  Ellipse  bestimmen. 

.    Die  grosse  und  Itleine  Halbaxe  der  Ellipse  bezeichne  man  wie 
gewülinlii  Ii  durch  «  und  b,  den  gegebenen  Winkel  ACE  durch 
Von  /;  tallr  TTKin  auf  die  grosse  Axe  AB  dag  Perpendikel  EP 
and  seUe  CF^oi^  EF^y\w»  ist  ' 

nntf  folglich,  weil  nach  der  Vjoraossetsung  AE^  DE  ist, 

worsttt  lieb 

oder  . 

«igiebt  Nach  der  Tbeon«  der  Ellipse  hat  man  ferner 

nnd  in  dem  i>reieeke  CEP  'xA^ 

.  ■  y=.a:  tang        '     -  ' 

Führt  man  diesen  Ausdmck  von  y  in  die  Glei<bgbfcg>  t>  and 
ein,  so  erhält  man  -    -  t    .  ,  j  t  .  ' 


also,  wie  man  leicht  findet/    *     *     '        '  , 

 *■    ,     ,  .    ■  s '■ 

'  ^      -  **)  cot  a> 

'    '  .      .  .n2(«  — Z>  ung  w)       2(a  coä  w  — ä  sin 

-f-fl!2  lang  tu'       a*  sin  iii*^^^  cos  " 
worani  eich  die  €leiehnng 

=  («*  — Ä')'  (^»-i-«*  tODg  W»), 

and  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  dividirt.  die 
Gleichong 

6» 
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4  ^       —  toDg  w)» 


oder,  wenn  mau  der  Kürze  wegen 

i)  T=.- 

Mtet,  die  GleichttDg 

5)  4«»(«  — lang  w)»  — 1)'  (1  -^«»  tin^  W) 

ergiebt.  Entwickelt  man  diese  Gleiehnng  gekttrig«  ao  briogt 
aie  ieicbi  auf  die  folgende  Form: 


toDg  »•  .     —  (3-1-2  toDg  «•»)•*•  j 

-I- StoDg  w  .     ^  (2 -f- 3tong  w»)  •» -H 1 1 

oder  anf  die  Forai 

-+-8cotw.«#» — (8  H- 2cot  iü cot  (i>*  (        •  , 

welches  oine  Gleichung  des  sechsten  Grades  ist,  in  der  das  xweitc 
Glied  und  auch  das  die  erste  Potons  der  uabeltanntoD  Gröaae  m 
eaüialtende  vorletzte  Glied  fehlt.  * 

Die  vorher  anfgelöato  Aofgsbe  bat  Aoaloffie  m  eioer  ander« 
Aufgabe,  mit  deren  Hülfe  man  in  der  physischen  Geographie  oder 
Mctrorologie  die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels  zu  bostimmen 
pflegt,  worüber  man  mit  Mehrerem  Lehrbuch  der  Meteorolo- 
gie voD  L.  F.  Kämtz.  Tbl  Ul.  Halle.  1836.  S.  45  nachsehen 
KBOD.  EKeae  Anfrabe  tat  folgende  t 

In  Taf.  1.  Fig.  9.  sei  ADB  ein  Kreisabschnitt,  der 
nicht  grösser  als  der  Halbkreis  ist.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  welchem  derselbe  angehört,  sei  und  der 
Halbmesser  OD  stehe  auf  der  Sehae  AB  dieses  Kreia- 
abaebnitta  in  C  aenkreebt.  Wenn  man  nun  den  Winkel 
^CJ^keoDt,  für  welchen  die  Linie  CE  eine  solche  Lage 
hat,  da 88  die  Bogen  AE,  OE^  und  also  auch  die  Sehnea 
AE,  einander  gleich  sind:  so  soll  man  dns  \  erhält- 

niss  der  Linien  ^C*  und  CD  zu  einander  bestimmen. 

Den  Winkel  ACE  beieiebne  ann  dnreb      nnd  DUIe  von  E 
auf  den  Halbneaser  OD  das  Perpendikel  EF,    Den  Rolbin« 
dea  Kreiioa  beseiebne  aon  dnreb  r,  nnd  aetae 


ao  iat 


0Fssi4P,  EFzsiff'^  OCssof^f  jlCssy,; 

I 

4 


Fcroer  iat 
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mm4  folglich,  w«il  Mek  iter  BedioguDg  d«r  Avljgabe  AB^^DB^  ift, 

(j?  -  a?,)»     (y  -  y,)»  =  (r  -      -fr- y% 

wonu  ata  Bach  gehöriger  BlthnekfllM^  «t  Hilfe  vob  8)  die 
GiBiclimg 

erhält.   Endlich  b»t  nao  ooch  die  Gleichuog 

10)  jr=r     —       cot  ». 

Setet  San  nun 


M  ist 


Ans  der  Gleichanf  ,9)  felgt 

(r  — ^  =  yy,  oder        ^  = 
»Ito  wegen  11) 

12)  y=M, 

aad  deker  naeli  10) 

a;t«=:(^  — ^i)  cot 

#er«ai  lieh 

^  =  l-/tt«g«' 
•ko  aeiDli  W)  .  7. 

•rgiebt.  Führt  am  *dieee  AoidrÜelie  >eB  ^  mmk  f  in  die  ente  der 
Gleieluiegea  8)  eia,  m  erliüt  üa 

1  -hm' 


also 

Aae  der  Gleielinag  U)  folgt 

■ad  ei  iat  alio  aach  der  sweltea  der  GleiehwigeD  8) 


Digitized  by  Google 


woraus  sich  leidit 


ergiebr.   Weil  nan  oac^  U>  . 

r       sot  •      **  . 

—  —  —  =  «,  also  ~  =  ttH 

ist,  so  ut  Bach  16) 

Führt  muD  nuu  die  Ausdrucke  16)  und  17)  io  die  Gleichung  15) 
eiu^  80  erhält  luau 

4ti'  4«*     *  (1  — «  t^ng  • 

also  ■ 

18)  (H-  •»»)  (1  —  »  taug  «)»  =  (1  —  ••)•. 

Nach  gehöriger  Eutwickeluog  erbtUt  man  aas  dleier  Gleichaug: 

19)  Os=(l  — taog 
-|-8(ang  Ol 

-1-2  fang  «, 

oder,  weil  hekaoniiich 

2ranp:  w 
taug  -i***  =  1  _  ttag 

Auch  ist 

^^tsng  et*   9om  »*  -I-  sin  ft)*  _^  lH-2cos 

1  —  UDg  «»•        cns  «>'  —  sin  w'  cos  2m 

Aber  bekanatUch  ' 

2cos  Ol*  SS  1  4-  cos  2a», 

folglich 

3     tnng  fü'  _  2  -h  cos  2a»  ^  ^o-^g  9m 

l  -  tang  cosa# 
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Daher  lässt  sich  4»  «hige  Gleiohuög  m  Unümmw^  des  («aoch* 
ten  Vcrhältoisses  m  auch  unter  der  Form 

21)  M'+toog  2a>.fi*^(t+2iec  2»)i»-|-t«iig  StfrsO 

darstclleu. 

Die  von  Kämtz  a.  a.  0.  ganz  Dach  Kastoer  (Smith 'a 
Lehrbefffiff  der  Optik.  S.  56)  gegchene  AnfldsiiBg  igt  tob  der 
Torhergeuentlco  verschieden,  indem  hei  derselben  das  Verhaltniss 

m  nicbt  unmittelbar  c^esucht  wird. 

Eine  Wolke,  die  sich  in  ritior  llölif»  von  23**  über  dem  Hori- 
zonte befindet,  scheint  uach  Smith  das  scheinbare  Himmelägcwülbe 
an  halbiren.  Für  diesen  Werth  von  Of  ergebt  sich  nach  Kämt« 
a.  a.  O.  nahe  isz=0,d.  Vie  scheinbare  EotfcrouDp:  des  Zeniths 
vom  Beobnrhter  hotrn<<:t  also  Dpr  aagefähr  0,3  der  ustferanng  des 
Horizonts  vom  Kcnh.jcliter.  '  '  * 

his  scheint  mir,  duss  von  den  in  dje&em  Aufsätze  behandelten 
Httfgabea  ein  sweckmässiger  Gebrauch  beim  Unferricbte  gemacht 
werden  kann.  Die  Scbuler  können  auch  zur  eignen  Beoitachtung 
des  scheinbaren  Himmelsgewölbes  angeleitet  werden. 


IX. 

•lieber  dak  indep^ndeiite  Fofftsebfeitungsgesetz 
der  Dumeriseheii  Coefficienten  in  der  fintwicke^ 

'""^  <^cr  höheren  Differentiale  der  Function 
yssV^ö- — A-^-,  und  über  zwei  Eigenscbaf- 
ten  der  Kegelflftehe  zweiten  Ctrades. 

0 

Von  dem 

Herrn  Doctor  A.  R.  Lucht erhandt 

zu  Königsberg  i.  d.  N. 


I. 

Das  independf'iitc  FortschrcitunG^^ss^esetz  der  nnmeri« 
6(^en  Coefficienten  in  der  Entwickeln  np^derhö  he  ren 

Dit'ftTcntiale  der  Function  i/  =  V^a*  — 
Im  dritten  Theile  des  Archivs  S.  '243  und  ^7  hat  Herr  i'ro- 
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2x^-1  S«  2a 
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3«+i  In 


•atwickelt,  ans  denen  wir  jetit  das  independnnte  Bildnngiffeielt 
aUeiten  wollen.  Fusst  man  zunächst  die  Coefficienten  jf^  iat 
Atipre  ,  so  sieht  man  iNild«  aacb  welchen  Geaela  sie  gebildet  wer- 
den» denn  da  man 

12  2  4  s  6 

w#.  =  -^.  =  J,  v^o  =  ^o  =  3.  l,  ^,==^,  =  45=:5.3*.  1% 
7  8 

w^«  =:      =  l&75s=7  .  5*  .  3*  .  1« 
bai,  so  scbliesst  nan^  dass  allgesiein 

J]l  =  (2*—1)  (2«  — 3)»  (2/»  — 5)»  7»  .  5»  .3»  .  I», 

^•8s(i«  +  l)  (StM-^iy  (Sie  — 3>*  7«.5*.3».P 

sein  werde.  Die  Gültigkeit  dieser  Ausdrücke  angenommeo,  erhält 
BMin  nun  leicht  durch  successive  Anwendung  der  RecursionsfAr. 
«ela  (1)  «od  (2)  filr  die  folgeodeo  Coefficienten  die  Werthe 
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Dus  BilduDgs^esetz  spricht  sich  iwar  noch  nicbt  nit  voIlkomnuKr 

Bestimnitlieit  lu  diesi-n  Atistlrürk f^n  niis,  man  wird  aber  durch  We- 
selben  auf  noue  Rocursionsiormrlu  geführt,  die  dann  rückwärts 
da»  Gesetz  der  iodepeudeuteu  Ableitung  der  CoefUcientea  liefern. 
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Abs  der  Kntwickelung  der  QaotienteD  je  «Irtier  #af  eiModw  fot- 
gender  Goefficienteo  ergiebt  sich  nS^liä  ' .    '  ' 

#  « 

•^x — 1 ;  I  '«o» 

5*   o      — v^^  — j- 

— 


2n 


2.3 

2)  in 

3  .  5 

(«~ 

\  .  7 

(»- 

4)  (n 

5  .  U 

(«- 

5)  (n 

0  .  11 
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6)  (« 

7.13  • 
wonseb'  alIgfeBeiii 

«ein  wMej  und 

-^1 — i.s 


*  _o    («~1)  («-2)  -".^ 

— r-      575  ^»v 

»H-l        .       _  2 W«  —  3^  » 

■t» 


2.5 

(« 

-2)  (i» 

-3) 

S.7 

(« 

-3)  (« 

-4) 

(« 

-4)  (» 

-5) 

5.11 

(« 

—  5)  (/f 

-6) 

0  .  13 

in 

—  6)  (71 

-7) 

»T-s  V  


woDScb  allgeBein. 

wäre.  , 

Substituirt  maa  uun  nach  und  aacb  för  u*  >•  W.  ihrS 

Weiibe,  fo  bat  «an 
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^•  =  ^  •       1.2. 1.J 

1.2. 1.4.1. S.S. 7  ^ 

und 

^»=*  •  1.2.S.5 

*i"*"L_.o.  n(«  -  D*  in  -  2)»  («  - 1)  y  ^ 

— ^   •         J. 2. 3. 3. 5. 7 

nCn^D»  (»-2)'  (n-3)''  5*-*  -  -  « 

^«  =      •   1.2. «.4. 3. 5. 779 

Nach  4eM  Bil^noffsgenetx ,  du  hier  gao^  unswtMeBtig  bwf ortritt, 
Wirde        BOD  «IlgeBeiD 
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'  M 

erliolten.    Uoi  DiiD  n  seigtii,  dass  diesen  Formeln  allgeaeioe  Gfil* 

tigkrit  zukomme,  wollen  wir  nachweispii.  dass  dieselben,  wenn  sie 
von  ^-/q  bis  j^p  riclili^  sind,  aucb  nocb  für  ^Jp+i  stntttindea. 
Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  die  nocb  (1)  stattfiodeoUe  Formel 

4fl  2«-i-t  -2« 

für  jip  nnd  yJp  ihre  voranstehenden  H'ertbe  und  reducireOf  so  er- 
giebt  lieh 
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Wenn  »m  eb«MO  Im  die  mmA  (%)  f^tige  F«nwl 

SM  ^1 

die  Wciibe  von  ^^/m  vimI  wf>  eioMlxt  lad  in  dem  hervorfebi 
den  Anedrncke  «  +  1  mit  ü  vertauieht,  to  erhilt  nnn 
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TMIIT. 


Die  Ausdrücke  (5)  und  (6)  sind  aber  in  lo  gebildet, 

wi«  di«  CBtiprechendeii  (3)  uod  (4)  in  p,  nad  lilnmeb  wir«  das 
aufgestellte  BildnogigeMte  richtig,  wenn  wir  nur  nack  die  eiDzit(e 
Voraussetzuncr,  die  wir  uns  bisher  erlaubt  haben,  als  zulässig 
nachweisen  können.  Dieselbe  betraf  aber  das  Bildungsßfesetz  der 
Coe^ücieuteu  A^^^  mit  deren  Hülfe  wir  die  anderen  ableiteten.  Wir 
köaaea  vaa  aber  tob  der  Richttckeit  naaerar  AaBahaa  über  die 
Goefricieotea  ^„  auf  folgende  Weiia  Tergewiiaan.  Die  Caeffieiea« 

tea  An-\  und  Jn-i  lassoi  alck  ttSailicli,  okaa  «of  die  CaafBcieB- 
ten  sflriiekzugeheD,  inimittelbkr  aaa  des  RecBnioBifaraielB  ker* 
leiteB,  deBB  Back  deaaelbea  kat  «aa 

II  II  II  II 

!  ?  • 


a 


?  1 1 1 

I  - 

?  i  1 1 

'   'To  w  a 


-4 


R 


0»  a 


+ 


le 


:  r  II 

*.   oe  r 

Wo» 
!•  ia. 

MsC  BN»  »kar  iB  daa  akigaB  Warik  vas  %  dia  Zaki  1, 


Dlgitized  by  Google 


99 


ig  folgt  dulier  auch  die  Ricbtigkeit  def  für  yi^  aoge< 
WeHbM. 


io  «Ailt  mm  itm  9hmt  «atwiekelten  AnMlfiick.*  Ans  dieser  Uebcr- 

eioBtimmuDi 
BOiDMeDeo 

Wir  knilpfeD  hieran  noch  eine  Benerknog  über  die  Summe 
der  CoefHcienten  in  der  Entwickeluog  der  verschiedenen  Difleren- 
tiale.  Addirt  man  nämlich  die  Gleicbuogea  (1)  uod  ebenso  die 
Gleicbungeu  (2),  ho  erhält  mau 

2«        2^         ?«  2«  2«— 1    2^1—1  2rt~l 

^,-h^,H-^,-|-.....+^,^i=(4#i-3)   4-^«_^t 


oder  küner 


2«  2rt— 1   2«+l  2« 


und  bimteh 

x7ss(8m-3)  (3fli^5)  (8«-7)  5.3.1. 


II.. 

SBvrei  VigeiiMhifteB  der  Kegelftklie  vtnktm  Grtdei. 

1. 

Die  all^eneine  Gleicbnng  der  Kegelfläche  zweitem  GradM,  de- 
ren Spitze  im  Aafiiegtp— kt»  der  Ce^rdisetmi  liegt,  mI  bekeMit- 

lich  folgende:  ' 

^«•  +  ^y+^"«*+2i9^+M'.«s+2£rA?ys550.  (1) 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  und 
wollen  die  Coef&cienten  der  Gleichung  ^l)  durch  die  Bedinguus 
bestieinien)  deae  die  Kegelfläcbe  durch  die  drei  Axeo  und  die  bei» 
den  Geraden  gebt,  denen  die  CUeicbnngen 

sagehören.  Setzt  man  oan  in  (1)  «  =  0,  um  die  Gleiehong  der 
Durchichnittscurve  des  Kegels  mit  der  Ceorditttenebeae  (^i^)  ~ 
erlMÜteBi  le  ergiebt  sich  die  Gleichung 

^ir*4-^y*-f^^^»0,  (4) 

7* 
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«lie  sieh,  wm«b  der  'Natur  der  Kegelf Scliev,  im  AHfcea^aee  in 
swei  reelle  l^ctorcn  vom  ersten  fÜrade  xerlegeo  laesea  Muss.  lo 

unsprem  besonderen  Falle  sollen  aber  die  Axen  der  .v  und  1/  die 
Dnrclisclinittslinicn  sein;  diesen  Axen  entsprechen  aber  rp>;pective 
die  (ileicbuugcu  y  =  0  und  a;=:0,  so  wie  ihrem  Syüieiue  die 
Gleichung 

^=0  (5) 

zugehört.  Man  sieht  also^  dass  in  der  Gleichung  (i)  die  Coeffi- 
etcnten  A  und  JtssQ  werden  attMen,  wenn  dietelbe  das  Syate«. 
der  Axen  der  a:  und  y  darstellen  soll.  Ehen  so  zeigt  man ,  dass 
auch  verscluvioUeii  sttss,  und  folglich  die  Gleichung  (1)  4a0 
einfachere  Form 

^ys«|.irr«-l-^«y8«  (6) 

annimmt.  Zur  Bestimmung^  der  drei  C  ocflicienten  B\  ß"  hat 
Dian  die  Gleichungen  (2)  und  (3).  Du  die  durch  dieselben  bestimoDi- 
ten  Geroden  gana- iy  der  Kegelfläehe  (6)  ilegan  sollen,  so  srnsa 
die  Gleichung  (6)  identisch  werden,  wenn  man  darin^die  Werth« 

'  von  ans  (2)  und  (3)  snbstitnirt.    Dies  liefert  die  Bedin* 

gUDgsgleicliuogen 

ans  'denen  sich 

B'       a-a     hU    ZT'        ab  — ah' 


B  —  h'  —  b'  aa"    B  ^  aä^b  -^b) 

ergiebt,  so  dass  also  die  gesuchte  Gleiehnng  nnserer  Kegelflieho 
folgende  ist: 

ati{y  ^  b)y% -\- bü'{a  -  «O-^« «^j-^y  =  0.  (8) 


Wir  wollen  nun  ferner  anncliuien,  daas  die  boidaa  Linien  (2)  nn4 

(3)  ood  eine  dritte,  deren  Gleichung 


ist,  ein  Sjstem  rechtwinkliger  Axen  bilden,  so  dass  also  zwischen 
den  Coostanten  ihrer  Gleiciiungen  die  Relationen 

stattfiaden«  Bicraas  siebt  auus 
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so  da£8  also  die  Gleicliuug  (8]  iu  die  folgende  • 

««'«'^s-h^'^^x  +  ^ssO  (11) 

ibergebt.  Beitieboet  iBaii  duo  den  Werth,  welchen  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  dnrcb  Substitution  der  aus  (9)  gezogene*  Wertbe 
f OD  «  uod  y  aoBimmt,  mit      so  wird 

und  mit  Riiefcsicbt  aof  die  erste  der  Gieicbmgeli  (10) 

d.  h.  auch  die  Gerade  (9)  lion:t  auf  der  Kegelfläche  (11).  Wir 
hätten  dies  Ersrehniss  auch  daraus  abieiten  können,  dasa  dir  Glei- 
chung (11)  iu  lieziehuug  auf  die  Constauten  der  GIcichuDgen 
(3)  nod  (9)  symaetriseh'  ist.    Wir  baben  also  folgendes  Tbeo- 
ren  bewiesen? 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwinklige 
Coordinateosystemc  um  eiuen  und  denselben  Anfangs- 
punkt, so  liegen  allemal  die  sechs  Coordinatenaxen  in 
irgeod  eioer  Kegelll&cbe  sweiteo  Gradee. 


B. 

Wir  wollen  nun  wieder  von  der  allgemeinen  Gleicbnog  der 

Flächen  zweiter  Ordnung,  die  einen  Mittelpunkt  haben,  ausgehen, 
indem  wir  uns  den  Ani'uugspunkt  der  Coordinateu  in  den  Mittel- 
punkt gelegt  denken,  aisu  von  der  Gleichung 

^4f»-^^y*-f-^''c*-^2^ya  +  2/^MH^8i^^ssO   (12)  ' 

und  snoilcbst  an  ibrer  Speeialitirnng  die  Bedingung  raaebea,  daes 
dieselbe  eine  KegelHidia  darstelle,  welche  die  drei  Coordinateu- 

ebenen  berührt.  Ks  niuss  sich  also  für  die  •jemeinsrliaftliilien 
Punkte  dieser  l^bcnen  mit  denen  der  Kegelfläche  eine  lineare 
Gleichung  ergeben.  Verbinden  wir  nun  die  Gleichung  der  Coordi- 
aataBebene  der  (yx),  aiialicb  ii%  Gleicbnog  4r=0,  nit  der  Glei- 
cbnng  (12),  10  arbeiten  wir  die  Gleicbaag 

Soll  dieselbe,  wie  ia  vniereai  Falle  verlangt  wird,  eine  Garadoi  ' 
oder  vielmehr  zwei  zusammenfallm'le  Gerade  darstellen,  eo  ■Uli 
bekanntlich  zwischen  den  Coeflicieuteu  die  Relation 

stattfinden.  Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aus  den  Bedingungen, 
dass  die  Iwegelfläche  die  beiden  anderen  Coordinatencbenen  be- 
rühre, die  Relatioaao 
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woDttcb  altto  die  Gleicliung  (12)  die  Form 

unoimmt.  Aber  welche  Combinntion  der  Zeichen  ist  zu  wählen? 
Zunächst  erhellt,  dass  Jl,  alle  von  demselben  Zeichen  aeio 
■liiiseir;  nehoieo  wir  dho  bb,  dieielbea  aeiea  poiiCi? ,  ao  anta  bbb 
io  den  drei  IbIbIbb  GliaderB  das  negative  Zeichen  nehmen,  weil 
bei  jeder  anderen  Zusammenstellung  die  Gleiclmnp;-  (1'^)  sich  in 
ein  Product  zweier  lineäreu  Factoreii  zerlegen  liesse,  und  dieselbe 
dann  alsu  keine  Kegelfläche,  sondern  ein  Sjstem  zweier  Ebenea 
darttefleB  w8rde.  uierBaeh  wird  am  oaaere  GleiehaBjg,  weaa  wir 
Boch  statt  der  GoBitaaleB  Jf^  Jt  ikre  flnadrate  eiBfalireD,  fol- 
geade  aeia: 

A^x^-^A'^y^ -^A^*M*'-2AA'^—2AA"a:»-'2AA''s/z=:0,  (14) 

Zur  vollstHndii(eii  Bestimmung  der  Kep^clfläche  fiiQ^en  wir  die  fcr- 
oere  Bediagiiog  hinzu»  daas  die  beiden  fibenen,  deren  Gleiduiagen 

W+^y-l-csssO,  (15) 

«,^-*-Ä,y+Cj»  =  0  (16) 

aiad;  deaJCegel  berilbren..  Eliaiinirea  wir  aas  dea  Gleiehaaij^ 

(14)  and  fl5)  die  Variable  a:,  so  erhalten  wir  für  die  ProjeeCiaB 
dea  OwcMelinilla  auf  die  fibeae  der  (ys)  die  Gieicbaag 

l/^dA  +  ajf)  *     2yx{6cA*  ^mßAAf  4-  ab  AAP  —  t^AfAT)  . 

•+-a»(c-^-»"«-^')'  =ö- 

Soll  dieselbe  nun  eine  einzige  Gerade  darsteU«     bIbb  di«  fikea« 

(15)  eine  Tangentenebene  sein      ae  aiaaa 

bcA^^mcAJ^-^^^AAj^^^jfj^xssi-^ihA^mA)  {cA^uAT^ 

sein;  das  obere  Zeichen  rechts  ist  nicht  zu  gehirattcheni  denn  atam 
koHunt  dadurch  aut  die  Bedingungsgleichung 

tm^AfAT^^^ 

welche  «'=0  geben  würde,  wus  in  Allgemeinen  nicht  zulässig 
iit.  Mit  BemitsBBg  dea  unteren  Zeichens  erhalten  wir  dagegea 
die  EelatieB 

UA^moAl-k-mbA  z=^^  (17) 
uad  anf  ftknlicbe  Weite  die  andere 

* 

b^c^A'\-a^c^A' -k-aj^x^'  0^) 

Kliiniairt  maa  jetst  eas  den  Gleichungen  (U),  (17)  iftd  (18)  die 
Griisaea  A^      A*^  ae  eiigiebt  sieb 
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Hahmii  wir  hob  an,  dus  die  leidea  Bb<Bra  (15)       (16)  uf 

«,*H-Ä,y-4-c,*Ä0  (20) 

MBjtfccht  ilikMi,  d.  L  Meken  wir  die  Bedingnagi  4ms 

Mi,  ■+- W,  -l-ce,  =0,) 
«a,  -f-  ÄÄ,  -+-  <rc,  =  0,  >  (21) 
•i«,  •+-  ^j^,  =  0  ) 

sei,  80  iSsst  sich  die  Gleicbnng  (19)  unter  eioer  degaBtersB  Pam 
*  darstellen.   Sptzen  wir  nock»  WM  «rlaubt  iit,  •s#|S=#9S=l, 
so  erbalteo  wir  aus  (21) 

«  — «^1  ^*      e«— 0  is 

■ad  Ucnuieli  für  die  Gleidmng  (19)  die  folgesde 

De  dieselbe  io  Bestellung  aaf  ^,  ^i,  c,,      symmetrisch  ist, 

atakt  die  d«f«h  aie  aaigedtieitte  Kegelfliehe  m  4m  dtei  Bhe- 
■ea  (IS),  (16)  and  (20)  ia  deoelben  Beziehung,  d.  h.  aie  harfthit 
aie  alle  drei.    Wir  sind  also  xu  dera  ^iatzc  g'ekommen: 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwink- 
lige Ceerdinatensysteme  um  einen  und  denselhea  Ab> 
fangspoakt,  ao  kerükren  die  seeka  G'oordinateaekeaeB 
.allemal  irgend  eine  Kegelflftche  zweiten  Grades. 

VersL  a  keiner:  Die  AkkAngigkeit  geeaietriacker  Geataitea. 
Tkl*  !•  8«  St3* 
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Beweis  der  Gleichung 

für  s>  =  cos  X. 

Nach  emem  Aufsätze  des  Herren  Lieovilie  frei 

bearbeitet 

TOD 

I  » 

I 

dem  Heraasgeber. 


Die  obitce  hScLst  merkwürdige  Gleicbunff  ist  bekanntlich 
Jacobi  ifpfunden  und  in  Crelle's  Journal.  Tlil.  XV.  S.  3,  zu* 
erst  mits^ethpüt  und  hevriosen  worden.  In  seinen  Journal  T.  V|. 
p.  09.  hat  Liouvilie  zwei  neue  Beweise  für  dieselbe  gegebeo, 
▼Oll  dOBOfl  mir  boMB4oni  dar  iwUe  -  beniwItoMiworth  icIb 
scheint,  den  ich  diilier,  ober  «sf  «iae  Mdoro  Art'doigMiellti  i« 

Folgenden  mittlicilon  wrrdo. 

Der  Kurze  wegen  wolieo  wir 

alio 

2)  f9i^\s=,  

setzen.    Weil  nun 

(1  _       = (1 — «»)  (1  — 

ist»  so  erhält  man  nach  der  aus  der  Differentialrechnung  bekann- 
tSB  Gleich  uut|; 


oho«  alle  Scliwierlgkeit  die  Gleichuttg  * 


1..2     *  rfs— 8 
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r*  n» —  • 


Kin  X 


Weil  DUO  aber  ofieobar 

ist,  to  liMt  lieb  mitteilt  der  obeq  eiogeführteD  Symbole  die 
bergttbeBde  Gleichung  inUr  der  folgendcD  PorM  daratelleas 

Für  <=1  ist  Mcb  1) 

r 

d.  i.,  WCDB  wir  %  s  eos  Betzen, 

Ferner  ist  oacb      iur  «  =  1 

-    .  ©.=f(l-W^'-2,ö.. 
Weil  nuB  BBcb  dem  Vorbergebenden 

iat,  so  iat 

.  0,  =  —  sin  a:  cos     —  2siD  o:  cos  jc, 

d.  i. 

=  —  Ssin  o?  cos  d?, 

oder,  weil  beksBatlicb 

sin  SdT 

sin      cos  — ^ 

iBt,  , 

is=%  iit  BBeb  3) 
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Nun.  tat  ab«r 


•Im 


<A(  *~     «in  SB ' 


Fener  bt 

und  folglich)  weil 

aia  2jr  nn  drss^  coa.a:  —  i  coi 

Dsber  iit  nach  das  Obigen 
6,  s3mb     cot  &r+<koa  jr  m  Sjp 

—I  ein  *>n 

=  3  sin  Za:-\-Z  cos  .2:  sin       —  |  «in  a:     1  »io  8« 
=  J  lio  3ar-i-|  ain  3^-*-^  «d  o:  — i  *in  a: 
=  5  sin  te, 
ind  Iblglldi 

^       ,    _       sin  3j? 

(i)e,  =  i.3.5  — |— .  « 

Pir         int  nnek  8) 
Non  Ut  »ber 

^=15  coi  3ar,  — iio  x\ 

also* 

d&f  15cos  Sjt 

dir "~      -siD  jr  '  ' 

Ferner  iat 

*  ^*d,«&=:  — 5        »iß  äo:  »io  r/r, 

nnd  folgtidi,  weil  ^ 

■in  9«  II»  «s|  cos  S^r  —  4  COI  4dr 

* 

s  —  ^  ain  tiT  +  i  sie  ^ 

Daher  ist  oacb  dem  Obigea 
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=  — 15  MD  je  cos  3^ — 30  coi  ^  sio  3« 

Hhy  litt  tdr^j  Bin  4«r 

^  liote-^  litt  te^^afaUr-hf  litt  a«r 

=  3--  litt  4jr, 

uuü  fülglicb 

Wir  woileu  uud  überhaupt 


•etseu,  ao  ist 


uod  folglich,  weil 


= — nn  jr 

</6t  ki  coü 


i^s  Sin  4; 

«  * 

Ferner  ist 

•leoj  weil 

dB      ein  «tä*  — 
ist,  ^ 

yj'örf^  =  -^y^'co«  (i-U^ite-i-^y^'coa  (.  +  1)^  ite, 
Weil  Bttn  Bach  3) 

■ 

ist,  10  ist  ueh  den  YoriiergelieodeD 
e^i^—ki  MB  «  eofl     —       eoi  «  iIb  Ij? 
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^'^ki  tio  (*-*-      —  ki  com  ae  mn  top      ^  * 

H-^  «in  sin  (i+l^r  ' 

ss-^Ati.  MB  (•     l)«         iia  (•  -4-  l>tp  —  -g-,  (i^— 

SttMD  wir  nan  analog  mit  8) 

'    10)        =  Afi^i,  — ^.^1  , 

■o  lat,  wie  uns  der  Vergleichuag  de^  GleichniigeD  8)  uud  9)  auf 
der  Stalle  hervorgeht, 

11)  >Cv+.,  =  (-l).(2iH-l)^,. 

Weil  nun  nacii  4} 

V,  — 1.  j 

und  folglich 

Ar,  —  1' 

ist,  so  erhält  mau  mittelst  der  Gleichung  11)  uacli  und  nach: 


1)° 

.  1, 

.1.3, 

!)• 

.1.3. 

5. 

!)• 

.  1  .3. 

5.7. 

!)♦ 

.1.5. 

5.7.9, 

U.  8.  W. 

uUo  offenbar  iillgenieiti 

12)  ^;=(—  1)^1 .1.3.5.7...  (21-- 1). 
Folglich  ist  nach  8) 

13)  1)^>  .1.3.5.7...  («f^l)  — 


» 


d.  i.  nach  1) 

 SJilä  =  (—  1)   * .  1  .  3  .  o  .  7  . . .  (2i  —  1)  — j— 

lilr  «SS cos  Off  welches  die  zu  beweise^ide  FurincI  ist. 

Aus  dieser  Formel  hat  Jncobi  citiR  mprkwürdiijo  Trrtii!«fi>r- 
malion  eines  bestimmten  lutegruls  abgeleitet,  wclclu*  wir,  obgleich 
dieselbe  längst  bekannt  ist^  dem  Obigen  noch  in  der  Kürxe  neifo- 
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^en  wollen.  Wenn  nämlich  eine  Function  to  von  %  so  beschaffeo 
ist,  dass  dieselbe  nebst  ihren  sämmtlichen  Difl'erentialauotienten  bin 
zum  {i — l)sten  für  x-=za  und  für  x=zff  verscliwinnet,  so  kann 
man  durch  theilweise  Integration  leicht  zeigen,  du8s  immer 

ist.   Setzeo  wir  nun 

nnd  «s— 1,  ^=+1;  so  ist 

Am  14)  folgt  durch  DifferoDtUtioD  Back  4?  > 

 357=1^1  =(-  ^)*"* .  1 .  3  .  o  . . .  (2#—  1)  cos  for, 

also 

^^Aß**^  Ä  =  (— 1)^1  .1.3.5...  (2t—  1)  cos  •> 
Da  littD 

as=€oi      lAia-— sin  « 

ist,  so  ist 

15)^^/CO(^oi  d?)  sin  Ä»»'  «(iT 

.      sl.a.5.7...(2i--l)y^V(c<M         €01  MV^. 

Dies  ist  die  tod  J-acobi  ^efuDdea«  Tranafomatioa.  Dia  Faaetion 
/*(«)  uad  ihr«  DiffareDtialanatiaDtaB  bis  sam  «taa  aBtien  twischaa 
den  GrüBsea  «=s— 1  aaa  s  =  +l  stetig  eeia. 


XI. 

Uebongsaufgaben  filr  Schüler« 


Man  soll  die  folgeadea  goaiaiaetriachea  BalaCiaaaa  haireiBaa. 
Weaa  , 

A=    eia  o(€ot  ß — coi  y) 
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«B  i(r— a)  MB  Ur+«)  , 

Css     sin  Y  (cos  et  — cos  /?) 

=s  —  2siD  y  äio  ^(tt  —  ß)  sio  j(a-f-/J) 
ist,  so  ist  jederzeit 

iH- C=  —  4sin  i(o  — /?)  iin  iOJ  — y)  sin  a) 
B-^C-^At^    48111  i(a+/»)  MDid)— MB  + 

Weon 

^'=icos  a  (sin     —  sin  y) 

=  2co8  «  sin  \[]ß  —  y)  cos  ^(/J-f-y) 
i9'=cos  p  (sin        sin  a) 

ssSeot    MB  40"— o)  coi  i(/  +  a> 
C=eo8  r  (sia  a  — hb  /S) 
=8fto«    MB  4(tt — A  €M 
ist,  so  ist  jedeneit 

A'-\-B'-\-C'=     48in  ^)  — y)  -  «) 

C" —^'  =  — 4co8. 4 (a-Hj:^)  sin  '(i^  — cos^C;'-^«) 
^'-f-C— Ä'  =  — 4co»  i(aH-/S)  co8i(/S-|-y)  Jin 

Ava  4er  GteidittBg 

«  ais  aiB  mb  f^aO 

lässt  sich  immer  die  Gleicbung 

I     (a-!-Ä-f-c)  cos  •(/?  —  y)  cos  ^f;'  —  a) 

i— (a  +  ^  — c)  sin  K/J  — y)  sin  i(/  — a) 

_  .     (a  +  c— ^)  sin  4(iJ  — cos  ](y-a)j         ,/„  . 

j- eoa4(^-y)  MB«y-.a)j  "^^^ 

4.  i.  die  GleichsBip 

A^aiB  4(oH-/!?)  =  j|f  coB  ^(a-f-A> 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole  M  und  N  von  seibat  «rballet,  Bisa 
die  GleiehBDg 

BblaittB. 

Abb  dar  flWch.Bg 

«  cos  a  +  ^  cos    +  c  cos  ^  =:  0 

tiaat  aieh  mmnt  di«  Glcich«Bg 


siB  i(a+A 
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♦ 

sin  iiß-r)  sin  K/-«)'  ^[ 
J     (a  +  c  — Ä)  sin  Cü8  ^(/  — «)[  .  m 

+  CO«  ein  iö^-a)!  « 

d.  i.  die  Gleiehuog 

AT  cos  l(«+ft;ss— jr  UD 

folirlleli  die  €leieki»g 

cot  i(a-hiS)  =  — ^  , 


Man  soll  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  in  Taf.  I.  Fit?.  10.  die  Linie  AE  dar  «te  Theii  der 
Linie  JB  ist,  über  Ali  das  Quadrat  AB  CD  beschrieben,  dema 
DieffOMil«  AD  ««d  die  Lieie  irezof^en,  und  durch  deo  Durch. 
»chnitUpunkt  G  dieser  beiden  Linien  mit  den  vSeiten  ^^C' und  BD 
des  Quadrats  ABCD  die  Parallele  /'iSf  gezogen  wird»  an  int  ia- 
aer AF  der  (»-h  i>te  Theil  der  Linie  AB, 


Aufgebe  vem  Herausgeber. 

Wenn 


iat.  und  ^  =  tang  y  gewtnt  wild,  weiei  mn  9  ebieliit  «leht 
srifsier  ele<  \9y  aber  positiv  oder  negetb  nlrat,  jenachdem  ^  po- 
ätiv  oder  negativ  ist,  so  ist  y=8in  9,  vnd  dncch  ancceaaive  Diffe- 
reBtiaüeD  in  Benag  enf  «  erhält  »an: 

^=1.  cos  SPS  •  . 

^=1— 1.»  «eey^  ab  y,    .  , 

l.a.S.T  ew  y«  ei«y  (ÄIP»  — y). 

Our* 

^aa-l.I-».7.».n  eoey*  «•  f»  («u  j»* - 1|  ab     ^- g). 
i|oU  daa  «llgeBeine  GeaeU  dieser  Auadracke.  entwieiute. 
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XII. 

Miscellen. 


Der  bekannte  Sutz,  Uuss  die  drei  Uülfslinien,  welche  bei  dem 
eneliditcbeD  Beweite  dei  [lyiliagoräiiebeD  LehrMtteg  getofrra  wer* 
den,  sich  jederzeit  in  eincM  Oed  demselben  Punkte  schneideiit 
wird,  so  viel  mir  bekannt  ist,  gewöhnlich  mit  Hülfe  der  Lehre  von 
den  Propurliuncn  hewicscn.  Ich  weiss  nicht,  ob  der  folgende  Be- 
weis dieses  ISutzes ,  welcher  wir  bereits  vor  längerer  Zeit  von 
«inen  meioer  fribero  Zubörer  »iteetbeilt  wurde',  echeu  bekannt 
tat.  Jedenfiilla  acbeint  derselbe  aber  nicht  so  allgemein  belinnnt 
zu  sein,  wie  er  verdient,  und  nag^  daber  in  Folgenden  eine  StoHe 
finden.  *  ^ 

In  Taf.  I.  Fiff.  11.  verlingere  man  die  Linien  DE  and  HR 
bis  an  ihrem  Durcii8cbnitts|iunkte  und  liehe  die  Linien  itiVaad 
CN^  so  erhält  man  das  Droirck  /J(\\\  von  welchem  sich  bewei- 
sen läi^Ht,  dass  die  drei  bei  dem  Beweise  dos  pythoguräischen  Lehr- 
satzes gezogenen  Uülfslinicn  AJLy  BK^  CE  durch  dessen  spitzen 
geben  und  auf  seinen  diesen  Spitsen  geu^enäberliegenden  Seiten 
V  seakrecbt  stehen,  sich  also  nncn  einem  der  bekannten  Sätze  von 

den  vier  merkwürdigen  Punkten  dea  Dreiecks  in  eineai  und  dem« 
selben  Punkten  schneiden  müssen. 

Zieht  man  uäiiiiich  zuvördcrät  die  Linie  AS^  so  erhellet  sehr 
leiebt  die  Coogmens  der  beiden  Dreiecke  und '^^Al  Ni^n 

'      .  sind  aber  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  und  ABO  bekannt- 
lich gleichwinklig.    Also  sind  auch  die  Dreiecke  AHS  und  ABO  , 
gleichwinklig,    folglich  die  Winkel  HAN   und  BAO  einander 

fleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  AAL  eine  gerade  Linie  i>t,  als» 
ie  Linie  AL  durch  die  Spitse  ßl  dea  Dreiecks  BCit  geht,  und 
nuf  dessen  Seite         senkrecht  steht. 

Ferner  erbellet  leicht  die  Congruenz  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke BUK  und  CAK^  woraus  sich  die  tiieicbbeit  der  Winkel 
HBK  und  CNK  tnptht.  Nun  sind  aber  als  Wechselwinkel  die 
Winkel  BBK und  CÄP  einander  gleich.  Also  sind  ouch  die  Winkel 
CAA  und  CAP  einander  gleich,  und  daher  die  Dreiecke  CAK 
und  ollen  bar  gleichwinklig,  fols^lich  die  Winkel  CA' und 

CPK  einander  gleich,  also  CPK  so  wie  CKA  ein  rechter  Winkel. 
Daher  siebt  die  durch  B  gebende  Linie  BK  auf  €N  aenkreeht.  . 

Ganz  eben  so  zeigt  man,  dass  die  durch  C  gehende  Linie  CM 
auf  BS  senkrecht  stellt,  und  der  SwH  ist  also  nach  dem  im  Bin» 
gange  Bemerkten  nun  olfenbar  voilstamliu^  bewiesen. 

Mir  war  der  Beweis,  als  er  mir  mitgethetlt  wurde,  neu.    (M> .  . 
er  dien  auch  Addern  aeiu  wird,  Inase  ich  aahin  geatellt  nein. 
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lieber  die  neuesten  Erfmdiini^^en  in  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Zweite  Abhandlung. 

(FortittnjBg  Ton  Thl.  11.  Nr.  XXV.) 
I. 

In  (leui  Journal  de  MutLdmatinues  publik  par  J  Liou 
ille.  T.  VIII.  "  •  - 

stimmt«  Integri 


ville.  T.  VIII.  p.  110.  M«rs  1S43.  bat  Herr  J.  Bertrand  daa  be- 
al 


0  1 


t/a: 


aof  die  folgende  bemerkenewertbe  Weise  entwickelt. 

Ks  sei,  inden  man  bei  der  lotemtien  die  Grdue  »als  coD' 
ataot  betrecbtet» 


and 


10  ist 


— 35 —  =/|«,  «)• 


und  nach  bekannten  Principien  der  Lebre  vott  den  beBtimmten  ia* 
tegralen  (Archiv.  Tbl.  11.  S.  '277) 

TImU  IV.  $ 
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ff) 

Bctniieblet  man  nun  aber  w  als  eine  Funcdoo  fOO  ar,  to  itt  ttaek 
bekannten  PrincipieB  der  Differeatialrecbnnng 

tkt  iE»      •  S* 

V^V^r  W^QF  ^^r^^r  ^^^^^r 

eleo  nach  dem  Obigen 
oder 

und  folglich  * 

^o,  wie  leicbt  erhellen  wird,^ 

Beieicbnet  aian  nsn  die  Wertbe»  welche 

für  w  s=     erhalten»  respective  durch 

SPOrX  SPiWt  f>.(*); 

lo  iit 

Nach  dem  Obigen  wird  erhalten,  wenn  nan^  u»  aU  coaataat 

betrachtend, 

entwickelt,  und  nach  der  IniegiaCSaB  a^as^^aetst,  worlini  ai 
avf  der  Stelle  ergiebt,  dass 


wo  bei  der  Integration  a:  aU  conetant  behandelt  wird,  and  feig- 
lieb  nach  des  Vorhergehenden 
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ist.  Weil  nuD  aber  die.  drei  in  dieser  Gleichung  vorkommenden 
lotegral«  f&r  4rss«  olfoikir  verschwinden,  so  ist  C=0,  und 

Von  dieser  allgemeinen  GUicbBDg  itat  sich  die  folgende  Anwei* 
dung  machen.  Man  setze 

•e  ist,  wie  man  leicht  findet, 


BBd  fillgllcli  ftt  «sQ  iiiwh  4eai  OUgcp 

*WO  bei  der  Integration  cu  als  constant  betraebtll  wird.  Zerlegt 
man,  um  dieses  Integral  au  finden,  den  Bruok 

(i-l-«Mr)  d-i-*») 

auf  bekannte  Weise  in  Fttrlialbrücbe,  so  erhält  mau: 

X   


lelglieb 

y*-'  xdx 

«-)=y,  uh.,.) 

/(l-f-wor)    ,  ,  (0  Arctanp: 


2(1  •>*) 


wo  ArctuDg  den  der  Tuu^eutu  zUKebüreuden  Uogeo  bei:eicb< 
nee  toll,  welcher  den  kletaaten  absoHiteB  Werth  ha^  Alao  tat 
nach  dem  Obigen 


und 


.   /(l  -f-  jr^)       >r  Arrtang  jr 

8» 


Digitized  by  Google 


116 

da  sr(-^)  Vti^)  ^as  /{ai:)  und  /,(^)  erbal^en  werdCB,  we»n 
HMD  o»  =  ar  settt,   Ferner  ist 

und  daher  nach  der  oben  gefundenen  Hauptgleichung 

■  ^ 

Ndd  ist  aber  Dsdi  einer  selir  bekannten  Formel' der  Integralrecb- 
nnng 

I 

und  folglich  .     .  '  ' 

Alto  ist  nacb  den  Obigen  ' 

Setit  van  in  diesem  Integrale  so  erbftit  man 

oder,  waa  dasselbe  ist» 

J ^  I-l-jr»  ^ —  8 

in  einer  Note  zu  drm  Aufsätze  dos  Herrn  [{ertrand  bemerkt 
Herr  Liouville,  duss  sich  dieses  bestimmte  lutegral  auch  ans 
dem  oben  gefondeoen  Ausdrucke  tod 


auf  fbigende  Art  ableiten  liisst.  Setzt  man  die  obere  Grinse  dle> 
ses  Integrala  nämlich  der  i£inbeit  gleieb,  so  erbilt  man  ms  dem 
Obigen 

y»»  A-dx  /(l  -f-oi)  12  9$ 

0(l-|-«»tr)  (l-f.d;<)~      l-i-««       8(1 -!-•»)"*'  4  •  Hm?» 

also 
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und  folglich  (Archiv.  TUl.  II.  S. 

•     /•(l-f-«»)(l ^ 

oder 

y'l  dt 
0  1  -f-  ^'  ,/  0  1 


also 

woraus  mn,  wtil  iiaCilrliek 

ist,  a«f  der  Stelle 

erhält,  gaoz  wie  obeo. 

Dm  von  Herrn  Bertraod  gefbodeDe  aUgeMeioere  Resolt&C 

so'  wie  aoeb  die  allgooMiDe  Gleiehnag 

,  * 

ist  aber  für  sich  wichtig  und  interessant,  iiini  lr>l/.tcre  scheint  uii:« 
£U  verdienen,   dass  mau  weitere  Auwendun^eu  von  derselben  zu 
machen  suche,  wozu  wir  die  liCser  des  Archivs  uns  wohl  aufzufor* 
dera  erlaabea,  oiöciiteB. 
Setst  Man 

SO  ist 
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Also  iat 
nod 

'Ferner  iit 

und  folglich 
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/,(:r.  ü))  =  t^(a>)y^>(^)rf(r. 


Dfthei  iat  nach  der  ohigea  «UgCDeineD  Gleicbnng 

oder,  was  oiieobar  daaselbe  ist» 

und  folglich  '  ' 

in  welcLcr  Gleiclmngf  oftcnbjir  »las  hekiinnle  Prtncip  der  theilwei- 
seo  lotegrütiou  cDtbalteu  ist,  so  du»:»  also  die  vou  llerro  Bei*» 
trand  geftiodene^llgeneine  Gleidmng  dieses  IPrincifr  ciBschliesst, 
und  als  eioe  betterkenswertbe  Verallgemeioerung  d^aselhien  betrach> 
tct  werdra  avss. 


In    dent    Cambridge    matbematicul    Joiiruul.    T.  III. 
{».  H>S.  No.  \V  I.  November.  I{i42.  hat  eia  ungenanuler  Corresfon- 

deot  uuM  der  (*leichuug 
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■ebrare  beitimto  littignie  'auf  idir  «iftfiicbe  Weife  hergeleitet. 

Üb  saetst  4ie  olnge  ellgemeiae  Gleichung  za  beweieei»  eetie 
ilu-«  — dP  =  fi»  to  lit  dsß^-^dm^  oad  folglich 

Weil  au  Ar  «rs«  iM^eiif«  m^m%  «s=;0  iat,  iat 

uad  folglich,  weil  bekennUicb 

ist, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

1)  Man  aetse  der  Kirse  wegen 

^  log  sin  X  .  «tr, 

80  ist  oacii  der  vorbergebeDden  allgeneinen  üleicbang,  weil 
cos  dp  SS  ein  (4^ — as)  ist, 

t^sK^^^log  COS  4r .  d^flr, 

aad  folglich 

(log  SID  ^-f-log  COS  X^djCy 

-  e 

ß  ^  log  (sia     caa      .  sCar, 
also,  weil  sin  ^  cos  ^s-^  sin  %x  ist, 

2£7=y^^^(log  sin  2ar-i-log  i)4<r, 

d.  i.  - 

2£/=/    log  sin  %x  ,dx-\'^it  log  |« 
e 

Setzt  inau  jetxt  2ar  =  tr,  also  tdac  =  ito,  so  ist 

log  aia  te .  dbrs^  log  ilii  « .  d!p, 
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nod  fblglicb,  weil  iSr  «bO,  4r=|>r  ntfttdn  «=0,  »aar  iit, 

•  » 

log  sio  2aF  ,dx=i  ^J*^^^  «d  .  d!{r= j^^^log  sia  x  •  d^. 
.Also  ist 

2U=i^^\og  sio     .  log  \ 


Nun  ist  aber,  wie  aus  dem  Hnuptsatze  der  Theorie  der  beitimten 
iDtegrale  (Archiv.  Thl.  II.  S.  2tb)  auf  der  SteUe  erhellet, 

^^^log  sin  a^.  «Cr=:2^^^iog  ein  of .  daf:ss2l/, 

Atio  ist  Dach  dem  VorLergehenden 

«17=  17-1- |3f  l9g  I,  47=     leg  I, 

i. 

^  log  IUI     .  «£ar  =  |9F  leg  4, 
und  D&cb  dem  Obigen  auch 

log  cos     .  tlaps=^jg  log  |. 

,    2)  Mau  setze 

l/=^^af  log  sin  d?  •  d^. 
Weil  naeb  der  oben  bewieieDeo  allgeaieiaeB  Gleicboag 
J^^*  log  fia     .      =^"(ar  —       log  sia  (ir  —  jr>  •  ito, 
d.  i. 

/»TT 

J ^       iog  siu  OS  .  riLr  =: (w  —  o?)*  log  sin  jc  .  dx 

ist,  SU  ist  '     ,  ' 

0  •=:J*^[n*  —  23f,dr)  log  aia  . 


tidcr 


O=;r^^^j|"log  sin     .  daß'^%'a  J*^x  leg  sla     .  <lar, 


'  also 


^  :t?  log  sia  ^ .  ^-a  J ^  log  sia     .  äx. 

Nach  1.  ist  aber 
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^^^log  sin     .  lir  =  "^J*^  ae  .das=>n  log 

ond  felgKch  iiaeb  dm  VorhergehendeD 

log  litt  4?,d(jr=  i;r'  log  i. 

3)  Man  mIm 

so  ist  Dach  der  obigen  allgemeineo  Gleicbuog 


ü = w^^^BiD  a^dae  — %/*^^  sin  J^dx  . 
woiut  logleieli 

^  fin  «*H<r  =  ^jr sin 

erbalteB  wird,  ond  hierdvrdi  «Iio  das  gamdiCe  Integnl  «nf  das 
bekannte  Integral  ^^ain  «**i£r  tarfiekgdlllurt  iat 
4)  Man  seUe 

c/e  1  * 

to  ist  nach  nnaerar  obigan  aUgeMeiaen  Gleicbong 

rj      /^Hn-~x)  «in  j:  ,  f'^    sin  x      ,  ' 

\+^^  <^=rl'J^  <I*-V, 

folglich 

sin  .r 
»    ^  0  i      cos  ur^ 

«der 

WT         1  ^  ''"s  .y 

Weil  nmi  bekanntlich 

f^p^5;^«Ai«taag  caa  ^ 

ist,  so  ist  g  '  ' 

0  l-t-coaor'  =AfCtang  (-  I)- Arctaut^  I, 
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«Ii«  • 

y'»"  d  cos  X    j  ' 

und  folglich  Mch  den  Obigen  ITs^*,  d.  i. 

y^n  jc  sin  X    j  , 

5)  MttD  setze' 

F{a)  =y^loj^  (1  —  2a  cos     -f- «»)  .  lilr. 

4 

lo  iet  aach  noaerer  obigen  ellgenelMii  Gleich  nog 

F(m)^/^\of^  |1— 2»  coe  (]v^jr)^««| .  d», 

d.  i. 

Fifi)  =z  f\of^  (1  +  2«  cos     +  «>)  .  ito» 

und  fol|^lich  durch  Addition,  wie  mau  leicht  liodet, 

oleo 

«/K«) =^log  (1  —  2«»  CO!  2«  +  0«) .  d;ir. 
Für  tjrsr  ist  2idvs  AMind  fi»lglkb 


»der 


y^leg  (l^Sii»  CO!  .  kr 

•  ^\J^  log  (l  — Äi»  COS     +  . 


Nach  dem  Hau|it8atze  der  Theorie  der  bestinicn  lotegrale 
(Archi¥.  Tbl.  II.  S.  27&)  iat  aber  offenbar 

=  2y^log  (i  —  «•»  coi  4?-!-««) .  d;», 
d.  i.  in  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 
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und  folglich 

y^^iog  (l— 2ä*  cos  2^-|-«*)  .  <Är=s/Xa*). 

Datier  bat  mmi  Back  des  Oligvn'ilie  Gleichung 

2#1(«)  =  in[«*)  oder  /X«)s=:i/\«'); 

und  gans  auf  dieaelhe  Weil«  hat  aan  jetst  also,  weaa  »  eine  be- 
liebige positive  gBMtt  SaU  beaelehM»,  iiberhaB|it  die  folgepde 
Reibe  tod  Gleicboagea: 

u.  s.  w. 

aas  deucu  »icb,  weou  mun  aui  beideo  Seiten  amltiplicirt  aad  aof* 
hebt,  waa  aicb  aafbeban  lüeit,  die  6leieb«iig  . 

oder 
ergiebt. 

ist  aaa  eo  latlttr  «ttoe  olewbar  \ 

W  =  dr.yT'««  (» «»  •  -»=<^' 

nad  daher  för'«<<l  ttberbanjit 

/t«)  sByj^'^log  (1  —  2«  coa     +  «») .  <to  =  0. 


Weil 

2  1 
1  —     coa  «•>  4?+;^)» 

2  1 » 

log  eaa  dr+«*)5sdla9  «4-log  0— c««  '*^">"55) 

iity  so  ist 

^^lug  (l  —     coa  jf-h     .  rfa? 
=2»  log  4PHh/^Ug  Ü  --j-  cof  Ä?-*-;^) . 


Digitized  by  Google 


124 

Für  a^l  ist     <^  1,  und  folglich  uack  dem  Vorheigehendeu 

Also  ist  für  «r  1 

y^^og  (1  —  2a  cos  jr  +  «')  .  <^  =:  2i7  log  0. 

■ 

Für     =:  1  ist 

1  — cm  jr-l-«*  s4iin 

also 

log  {V—ta  eot  log  4  4-2]og  sin  i^r, 

uDd  folglicli 

J^^^%  (1— cos  jrH-«*)>i<r 
Äjr*  log  4H-  2^^Iog  siD  1^ .  ito. 
Setit  nan  nmi  \sb=v^  «Im  «ftrsMr,  ao  iaft 

^y^log  Irin  I« .  «fer =2y^log  ain  « . 
iumI  folglieh  Dacb  daai  Vorliergaliandaii 

* 

y^^log  (1  — €0a  df-H«*) . 

^  log  aia  « •  c£a?, 

alao  naeh  1. 

^  log  (1—2«  CO«  orH-«*).  log  4-|-2ir  log  4, 

woraus  sieb  leicht  aacb  in  dicaeai  Falle,  oSailich  für  «sl, 

^  log  (1  —2«  OOS  df-l-«*)  .  d^sO 

crgiebt.  .  .  ^  ' 

Auch  das  hier  un^cwan^te  an  sieh  'sehr  einfoclie  Priuci|i  ver- 
dient» wie  ei  nna  scheint)  weiter  fcifolgt  an  werden. 


* 


III. 

In  dem  Jonrnal  de  MathdnatiqHea  pablid  par  J.  Llon- 
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ville.  T.  V.  |>.  117  hat  Beft  LobaUo,  Docteur  ^s-sciences  a  la 
fla>c,  die  beiden  lategrale 


n 

2 


Ä      sm  y»  d^y  1  — - «»  ain  y», 

webei  wir  anDehmeu  wollen,  dass  a  positiv  und  oiclil  irrösiscr  als 
die  Biliheit  ist,  aof  folgende  Art  eiitwfekelt 

Man  Mtie  eoe  y=rdr,     efhilt  ttto,  werni  der  Klirxe  wegen 

geietst  wird»  le^cbt  . 
Nqb  ist  aber  belcjunitlieb 

alao  .  <    ^  . 


nad  fülglich  »aeb  den  Obigen 


Femer  ist  ' 


N  sin  9>(1  — C08  y»)  <Äjpl^l.— a*  sin  y% 

abo 

Nno  ist  aber  nacb  einer  lebr  bekannten  Reductionifonnel 

nnd  folglieb 

Nacb  gehöriger  Subatitation  erhält  nan 
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. 


frBge  sich,  sich  dieie  MaUiode  nickt  ?ieUeielii  iiberliMipt  axf 
das  Iqlegral 


n 


Jln^J^^aln  ^"rfjpl^l  — BIO  y» 

auwenden  und  ein  allgemeioes  Geietz  aufüuden  lieBse«  Wcbd  m 
ffrüMsier  als  die  Blolieit  itt,  werden  die  eben  filr  ^.  nad^utf,  ge- 
FundeneD  Ausdrücke  inegiDär,  wesballb  ßneh  dieier  reU  euer  M- 
■endern  BetracbtuDf2^  zu  unterwerfen  sein  dürfte. 

Auf  cinn  andere  Art  hut  Herr  Catalan  die  beiden  obigen  In- 
tegrale in  dem  genannten  Journale  T.  IV.  p.  335  entwickelt. 


XIV- 

Deber  ein  SpiegelinstmiDent  zum  Einriehlen 
.  getmder  Ltnieii  vat  dem  Fdde. 

Von  dem 

Herrn  Regieruiigs - Conducteur  G.  Berlin 

zu  Greifswald. 


Des  Binricbten  gerader  Linien  auf  dem  Felde,  namentlich  die 
BestiMMung  yob  ZwiecbeDiiankten  in  deneelben,  ist  bekenotlieb  an 
und  fttr  sieb  eine  einfache  und  leicbte  O|pevntion ,  die  nur  ein  ge- 
übtes, nötbigpn  F.ills  ein  bewaffnetes  Auge  erfordert;  jcdorh  Lat 
sie  ihre  l/ubequcmlichkeit  darin^  dnss  wenigstcoH  ein  Gebülfe  dubei 
nothwendig  ist,  wodurch  nicht  allein  mebr  Zeitaufwand  erfordert 
wird,  Boneem  noch  bei  grSsseren  Linien,  wo  gegenseitiges  Ein» 
ricbteu  anzuwenden  ist,  eine  CSentsolle  des  richtigen  Standes  der 
Alistcckstäbe  gemacht  werden  niiiss.  Um  die  («eliiilfen  zu  entbeh- 
ren, sowie  auch  um  einer  Contrulliriint<^  überhüben  zu  sein,,  lässt 
sieb,  wie  ich  glaube,  mit  Nutzen  das  in  diesem  Aufsatze  näher  he- 
scbric^ene  Spiegel instmaent  snwenden,  dessen  prektiscbe  Brencb- 
bnrkeit  eineei  jeden  Geoneter  aus  der  blossen  folgenden  Darstei» 
lung  um  so  mehr  sogleich  einleuchten  wird,  als  wir  als  bekannt 
vorauszusetzen  berechtigt  sind,  doss  der  (jaussischc  Heliotrop,  na-' 
mentlich  in  Bezug  auf  die  Ginrichtong  der  Spiegel,  bekannt  genug 
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ilt,  'nm  «iner  besondcreik  AuBeinastderielMnr  Amt  Vkm  zwm  Gn»4e 

lieg^enden  rriDcipicu  hier  nicht  weiter  xu  bedürfen.  Jedoch  Mg 
es  iD  der  von  mir  erstrebten  grössern  Deutlichkeit  Fntscbiildis:un<y^ 
finden  9  weua  »ur  Ventäodlidikeit  der  Anwendung  des  Instruments 
die  Gmndsitse  der  Eeflexiov  nehtwhiklig  gegen  einander  stehen- 
der Spiegel  hierbei  in  der. Kürze  wiederholt  werden. 

Zwei  rechtwinküu:  auf  einander  stehende  Spiegel  alf  und  cd 
(Taf.  !!.  Fig.  1.  und  Fig.  2.),  deren  spiegelnde  Flächen  von  ein- 
audec  abgewendet  stehen  und  dem  in  C  l>eilndlichen  Auge  zuge*  . 
kdrt  sisd,  werden  die  beiden  Gegenstände  ui  vnd  B  den  Beeb- 
.  nebter  nngleich  reflectirt  erscheinen  lassen,  wenn  der  Darebsebnitts« 
punkt  e  der  Spiegel  stcli  in  der  Linie   Iß  befindet,  mö^en  nun  wie  ^ 
in  Taf.  11.  Fig.  1.  die  Einfallswinkel  der  Ixegeuständc  A  und  H  ^ 
einander  gleich  sein,  also  45**,  betragen,  oder  wie  Tat  11.  Fiff.  2. 
eine  beliebige  GrVsse  beben.  De  der  Binfailswinkei  dem  Anamlls» 
Winkel  gleich  ist,  so  wird  en  beim  richtigen  Stande  in  der  l^inie 
immer  einen  Punkt  C  (Taf.  II.  Fig.  1.  2.)  oder  eine  Linie  Cc  ii^ehen, 
worin  beide  Gegenstände  A  und  B  reflectirt  nngleich  sichtbar 
sind.  N 

Hiennf  grfindet  sieb  bvb  dm  in  Rede  ntebende  Inilranent 
nnd.  gewiss  wird  jedem  Geomcter  «Qglelcb  finlenebten,  dun  die 

refiectirten  Bilder  beider  Gegenstände,  ans  einem  Punkte  gesehen, 
den  Stand  im  Alignement  der  Linie  beg^ründen,  und  daher  eine  Er- 
klärung der  praktischen  Anwendung  auch  um  so  überflüssiger  sein, 
nb  diese  ans  der  ncerie  ?on  selbsl  bmorgeht 

Ein  Rahmen  (Taf.  IL  Fig.  3.)  durch  die  Balken  fi^g  in 
drei  gleiche  Theile  getbeilt,  in  denen  zwei  Spiet^el  a  und  o  ein- 
gefasst  sind.  Ein  zweiter  Kuhiueu  ebenfalls  mit  einem  Spiee^el 
c  verächen,  paüHt  genau  zu  der  mittleren  Oeffuung  des  Rahmens  A 
nnd  wird  dnreh  swel  mnde  Znplen  der  Bälfte  bei  r  in  den 
Balken  gg^  befestigt  An  diesem  Rahmen  ß  ist  ein  Quadrant  d 
(Taf.  !!.  Up:.  hefestlirt,  der  mit  dem  Rnhmen  A  in  Verbindung 
steht,  und  zur  Feststellung  des  Hahmetui  B  in  der  rechtwinkligen 
Lage  zu  dem  Hahuieu  A  dient,  zu  deren  genau^er  Berichtigung 
Boen  eine  feststebende  Scbmnbe  I  bei  A  angebracht  ist.  Die  Stell* ' 
Bcbranben'^«  dienen  nnr  Berichtigung  der  Spie^rel,  insofern  «nnd 

6  in  einer  Eht'ne  Tiegen  müssen  «od  r  rerlif winklig;-  anf  dieser 
Ebene  stehen  uiusih.  L>uayt  jedoch  diese  Steü^ciirauheu  eine,  stete 
Wirkung  auf  die  Spiegel  äussern,  müssen  kleine  Druekfederu  y 
(Tn£  II.  Fig.  5.)  an  dem  Hfnierboden  »  befestigt  sein.  Jler  Ring 
€  (TAf.  II.  Fig.  3.)  ist  zum  bequemeren  llnitea  SMt  der  Bend  bei» 
stimmt,  sowie  der  Haken  f  zum  Aufliängen  eines  Lothes  dient,  um 
den  Punkt  auf  der  Erde  bemerken  zu  können.  Soll  das  Instrument 
mit  einem  Stabe  in  Verbindung  j^esetzt  werden,  sn  lässt  sieh  leicht 
nnstntt  des  Hakens^ eine  Bluse  anbringen,  weleber  ein  Stab  an- 
gepasst  werden  kann. 

Die  BericTiticrnntr  des  Instruments  in  Bezog  »uf  die  Lage  der 
Spiegel  a  und  6  in  einer  und  derselben  Ebene,  sowie  auch  in  Be» 
Ziehung  auf  die  reclitwinklige  Stellun|f  des  Spiegels  e  gegen  a 
nnd  6,  geschieht  nnaiittelbar  dnrcb  die  Beobachtung.  Denn  das 
reflectirte  Bild  eines  Gegenstandes  mnss  bei  richtiger  Lage  der 
Spiegel  fif  und  A  nicht  gehrochen  in  beiden  Spiegein  erscheinen. 
Der.  rechtwinklige  Stand  von  C  gegen  a  und  6  ergieht  sich  da- 
durch, dass  zwei  Gegenstände  A  und  B  (Tat  II.  Fig.  1.2.)  in  den 
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ZwiBchenpunkte  e  reflectirt  Eogleich  erscheinen ,  wobei  das  Nicht- 
gdbrocbeiiMiB  wiedeniiB  ^ie  racMwinkligc  Lage  der  Spiegeleboie 
e  gecc®"  o  und  b  aogiebt. 

RiMf  andere  weitere  Anwendung  als  die  bereits  erwähnte  dürfte 
dies  Instrument  bei  Croquirungen  finden^  indem  sicli  durch  dasselbe 
leicht  Zwiüchenpunkte  einer  Linie  finden  lassen,  die  zu  Anhalta- 
pnskton  «nd  nir  niheren  BeitiBiniiig  der  DietmieB  nach  Atm 
'Augeaaun  benatit  wevdea  kSniieB« 


XV. 

Benveis  der  Lehrsätate  in  Boud  III.  S, 

Hem  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


 _  iii»(»t«— 2*)  .  y)  (es*  — *') 

beide  filr  ein  gerades  «i. 

c)  H-<'"'-;v.y-^'>-... 

1».«»  i*.»*.ft* 

beide  für  eiu  ungerades  m. 

"^a-l-l  ^(«-l-i)  (aH-2)"*"-    -"^(a-i-l)  (a^2)...(aHhis) 

  «     /t  _  ^f/?-f-  !)...(/? +  f»K 
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"o  **1         I  ß»  ßt         .  ßi 


ß^l       ß~h2  «-1-2    •  «H-S 


In  den  Com«,  rtc  loc  Gott.  T.  II.  18U-tl3  Ut  Gaots 
bewieimi»  dam  die  lleihe 

r 

* "^T^  y.y-hl.if.if-f- 

converirirt,  wofeni  1 -H  a + /i^    9^  i|- «I  ift,  and  dnm  man  bat  Ar 

n  i-L^^  I  «'«-H'i» _-(y-i)!(y-^«-^~i)t 

■^*7"A.y^   1.2./.rH-i   ^  (y-^— l)! 

« 

Diese  Gleicbong  ist  tebr  unfMaeod;  sie  eotbilt  unter  aDdero  auch 
die  Poniel 

A)  Seift  man  a  =  ^,  7  =  1,  so  ergiebt  sich 

1  ■ 


Nun  ist  aber.  (s.  d.  a.  A.) 


.   Folglich  bat  mao 


wonim  Ar  da  g«rad«a  aa  das  Behauptete  henrorgeht 

C)  Setzt  man  a  =  — ^  =  ;7 — ,  y  =  l,  so  findet  sich, 

dass  die  Reibe  divergirt,  es  sei  denn,  dass  sie  von  selbst  abbricht, 
was  nur  Ar  ein  positives  oder  oegatives  ungerfides  m  geschieht 
In  dlesMi  FaUo  atelU  aiab  dar  Werth  deraelb«D.nnter  der  Fora 

~>  dar.   Es  ist  aber 
Man  erhUt  daher 

oder 

TMllV.  9 
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■  •  «-1 

D)  Die  Gleichung  A)  kann  auch  folgeodermasaeii  bewie- 
seo  werden.     Bezeicbnet  mao  der  Kürze  halber  den  Ausdruck. 

(1  —  (1  —  ^)  . .  •  l^'^'g^)  9>(*)f  1^  BAii  Bach  leiditer 
ilackttnDg 

Werden  hier  für  »  alle  Werth«  von  n  bis  1  gesetzt,  to  erkält  mmk 
eine  Reibe  Gleichungen,  deren  beide  letzten  sind: 


«• 


,(1)-5K0)=».(1)-1— ^. 
Addirt  iMii  aie  läBmdicli«  ao  wird 

folglich  ist  .4=s^(m)  für  •  =  «>;  nach  der  Eulenchen  Factoren- 

.11       •  X   1.       /  *     ÄMn  4»»» 
eBfemckelung  lat  aber  SP(<i)= — — —  tar  «soo. 


Aaf  ähnliche  Art  ergiebt  aicb  die  Formel  D).  Ist  nämlich 
BitbiD 

«iid  Ihssl-^^m)  für  i>=90(  ^  latsb«r  MdrBalBr^«)a«Mi  |«N» 
ftlr  i«=soos  uao  acblieaalidi  .  . 

1  —  cos 

B)  Setzt  man  in  H)  0  =  4^,  /S  =  —  j«,  J  =  |,  so 
findet  sich  l-4-a-f-/?  =  ;'-|-^.  Die  Reihe  B)  divergirt  also,  wo- 
fern sie  Dicht  für  ein  geradem  m  abbricht.    Bezeichnet  man  der 

Kürze  balber  ^  mit  sp(m)»  ao  iat 

yi^j — Iii»      1»  .3»    ^      i>.s*.ft«  —•••I 
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ttD^  wegen  D) 

Werden  nun  für  m  alle  geraden  Zahlen  von  m  bia  2  geaetzt,  ao 
iat  die  lotete  dieaer  GlaieMogvo 

■ÜUb  ergiebt  tM? 


and  daraoi 


1  1 

Am  ^dieaea  tier  ForaielB  iMaeo  aieb  eine  Unzalil  äbniicher 
leiten,  wenn  man  sie  für  ^m=:2  lumdiirt  oder  differensiirt;  ao 
a.  B.  erhält  man  dareh  SB^  SC^         bexiehlich  die  foU 

genden : 


•  •  •  • 


 r-jT-;-*'  ^  

(M*  — !)•  1»  !»».*•.»• 

TOD  donan  die  2)  und  3)  bexiehlich  nur  für  ein  ungerades  und  ge- 
.radea  m  eaavergiren,  aad  die  1)  aad  4)  aaeb  natar  aadKcber  Ana* 
Ma«vf  •aavairt  trardea  kSaaea^  alalicb: 

5)  a  -    . .  (1  -  (^ii^) .  ^ai^^ 
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•BS  veldbeD  beMe«  die  1)  und  4)  fitr  «soo  wieder  bervorgetien. 

E)  Setzt  man  in  die  Gleichaog  1)  1,  a+I  beiieUieli  ea* 
•Utt  so  erbält  nao 

wie  nuch  der  Herr  Herausgeber  dieses  iircfaiva  in  Crelle  s  Journal 
Bd.  Ii.  Nr.  36.  gezeigt  bat.   Wird  bierin  o+jh+I  und 
ISr  a  «Dd     geaet^  ao  bat  ma» 

diese  Gleichung  multiplicire  man  mit   ^-^-^ALi£ll£dt2-— — . 

und  ziehe  das  Hesuitut  von  der  obigen  ab,  su  wird 

a^ß^  «.«-1-1 

Diese  Herleitapsr  die  Orfmertsohe  SvonutieB  niebt 

fiir  einen  specielleD  Fall  der  (iloichung  für  ^  balten  darf.  So  wie 

man  aus  jener  den  Ausdruclt       licriciten  kann,  so  kann  man  aucli 
deu  letzteren  unabhängig  von  ihr  entwickeln  und  dano  m  unend- 
lich werden   lassen,   um   zur  Grunertschen  Reihe   zu  gelanffen. 
Beseicbnet  nan  iiSalicb  den  Bmcb  in  obiger  Parentbeae  i^t 
ao  itt 

1  -  sp(«)  =  1 1  -  SP(Q)|      ISPlO)  -        -I- . . .  +  |sp(«-l)-y(*}|. 

Entwickelt  man  die  einzelnen  Lilieüer  und  multiplicirt  mit  — 

a  —  p 

Bo  lint  man  die  Formel  für  E.  i.asst  man  nun  n  unendlich  wer- 
den, 80  kann  der  Uruch  ^(/<)  zwur  u!s  aus  einer  Reihe,  vou  Facto- 
ren  bealebend  betWiebtet  werden,  welebe,  wenn  aueh  niebt  von 
Anfang  an,  dt  Ii  ^  on  rtnem  gewissen  Paaltte  an  ichte  Brüche 
sind,  sobald  (i  <' i>t.  Man  würde  aber  zu  weit  von  der  Wahr- 
heit irren,  wenn  man  hieraus  schliesscn  wollte,  dass  ^(//)  für  ein 
unendliches  n  Verschwindet.  Zum  Beweise:  die  Beibe  G}  und  alie 
übrigen  bekanntca  Factureneniwiekelangen.  Utt  deo  erwäbstea 
Scbiuss  zu  ziehen,  muss  man  sich  ganz  anderer  Folgerungen  bedie* 
Den.   Zu  den  £nde  sei  m  irgend  eine  gance  Zabl,  ^--p  oad  folg« 

lieb  aucb  ferner  aei  Jk  eine  ganse  Zabl  '>-^^zrgt'  l^elractoB 

Wir  Dan  daa  Prodoet 

hß      hm    fiß  -f-  hm  -f-  1    hß  -f-  hni  -f-  2 

80  ist  klar,  daas  et  beständig  kleiner  bleibt  ala  daa  Prodoet  oImt 
gleieb  groasea  ADiabI  von  Facloren  der  Boibe 
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weil  die  eotsprerlieiidea  Nenner»  wepren  -4- 1  •<;  ,  in  diesem 
kleiner  sind  hIs  Iii  jenem.  Das  Pruduct  2)  näiiert  sich  aber  be. 
ständiff  der  Noll,  denn  durch  Vereiniguiig  von  2,  3, .  • .  Factoren 
desselben  erhält  man  die  Wertbe - 

kß  -4-  hm  kß-^hm 

Folcciicli  wird  ob  so  raelir  da»  Proda^t  1)  kleiaer  «la  jede  bsoIi 

•n  kleine  Grösse.  DIo  Fnctorm  dipses  Prodiicfs  wuchsen  bestin- 
dig,  wovoD  Bi<n  lieh  leicht  überzeugt,    hasst  man  also  die  ersten 

k  FactorcB  desielben  somiaifD,  ra  ist  deren  Predokt  ^(^yj^)* 

oder         ^)*.    Das  Prpduct,  der  folgenden  /t  Factoren  ist  ana 

de.  ntalidiea  Grande  >(^-^^^^)4oder 

Mitbis  bleibt  das  Frodoct  1)  bestindig  gröMer  als  dat'Prirdoet 

Diesei  wird  also  um  so  »#br  nntfr  jod«  fSffkawb  abnebaeii* .  Oaa- 
aelbjB  gUt  dann  auch  ?pa. 


j?-f- w    ß-^-  r/1  -i-  l 


aad  achliesslich  ?on 

A  ^-H*  — 1       <3-HW  ß^m-\.\ 

üebriffeDi  bedieot  aieb  acbon  Gaoaa  in  der  angefiibrteB  Abband- 

hmg  dea  Aiadrackes  E)  bei  seinen  Untersucbongen  über  die  Con- 
Tergenz  gewisser  Roihen,  und  einer  der  obigen  gebr  nlinlicben  Ue- 
weisfiibrung.  Es  wird  wir  vielleicht  gestattet  werden,  in  einem 
späteren  Aufsatze  eine  andere  Entwickeluug  jenes  Ausdrucks  nebst 
verwandten  Gegenständen  mitzuilicilcn. 

F)  Setzt  mtm  in  die  GleicbiTng  I)  —o,  /9+l>  fiir 
*>  ^>     so  erhält  man 



Da  sich  in  diesem  Ausdrucke  a  und  ^  unbeschadet  seines  Werthes 
vertnoMben  laaien,  so  folgt  nnaiittelbar  die  Gieiebnng  F).  Aaeb 
bat  ann  aacb  Bntwickelnog  von  (1— jr)^  iai  folgenden  Integrale 

/„(i-*)«x^«te=^-^  -  ... 

Sobstitnirt  aian  bier  l^jr  für  jr,  ao  «rbUt  nifttt  «las  nipiKehe 
Integral  nnr  siit  Vertanschnng  von  a  nnd  woraus  wieder  das 
Behauptete  folgt.  lieber  nilea  dlea  kann  man  aneb  die  Ganssiscbe 
Abbandlaag  oacbseben. 
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Ifaui  k»mu  Hieb  Brach 

D&cb  den  bekaonteu  Regeln  in  MiDe  Parsinlhräche  seriegeo.  hetzt 

MD  ihn  so  den  Eni»  gleieh  •  •  • .  -|-  ^  .  ^"  .  .  -r  • . . ao  findet 

^  ff      -I- 1 

■ich  pm  wtnn  aan  ihn   mit     +  nnitiplieilt  uid  dMB 

/?^i»^l-sO  Mtrt.  Ayf  dicM  WeiM  «rgiebt  «leh 

^ «4-1 .  «^4-2. .  •     .fi.— «^1  •  .  .«^S.  — ]  •  1  .S.«  . 

«-f-l — n.a-+-2  —  «..««  — l»o      ^  t\««„ 

Durch  S^rleguDff  des  obigen  Bruches  erhält  mn  also  einen  der 
Ausdrücke  F).  Da  jener  Bruch  in  Besag  Mif  a  ud  ß  ijrMMetriacb 
ist,  so  folgt  wieder  die  dllcicbung  F). 

G)  Man  hat  die  identische  Gletcbaog 

\  .  2  .  .  .  .  ri  l  .  2  .  .  .  .  m  a~^n-{^l .  g-|-7i-|-2 .  ■  ■ .  a-t-w-f-m 

V        OT-f.l.m-4-2  w-t-ii 

«•f-MHhl  •  a  +  et-f-S .  • .  c-f-M-l-fi* 

Der  letzte  Factor,  aus  n  Factoren  bestehend,  nähert  sich  für  ein 
wachsendes  m  der  Einheit,  wovon  nan  sich  überzeugt,  wenn  man 
jeden  Factor  ioi  Zähler  and  Nenner  mi  m  tbeUt.  fllao  kann  ihn 
deihnlb  weglassen  ond  eililt  die  nnendllefcn  PMnctnifnibe  G).  , 
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XVl. 

Einige  Untersuchungen  über  die  Kr^immung 
der  Curven,  insbesondere  über  die  Evoluten 
gegebener  Curven;  und  einige  Bemerkungen 
über  die  besondern  PiiolLte  der  Curven. 

Von 

Herrn  Doetor  J.  Pb.  Wolfers 

aatronoamclMQ  Racliiitr  an  d«r  KSnigUchm  SternwarU  «u  Btriin. 


Einige  UotersucbuDgen  über  die  Krümmung  der  Curven 
und  insbesondere  die  Evoluten  gegebener  Curven. 

ZuTor  wollen  wir  einige  Sätze  anfahren,  welche  sich  in  ver» 
scbiedenen  Lehrbüchern  der  AnaljMS  nad  miter  ndern  in  Lneroiz 
Trait^  ^lementaire  etc.  finden.  > 

IJ  lat  y=:y)(.r)  di«  CUMimg  cintr  Curwt  tiaftehMT  Kröm- 
mung*  Bwiidien  ihren   rMhlwiakligiD  Coardiaalan,       wird  die 


Curve  g'cgen  die  Abscissenax«!  convex  oder  concav  sein,  la 
nachdem  das  zweite  DiHerential  der  Ordinate  in  Bezug  auf  diie 
Abscisse  positiv  oder  negativ  ist. 

2)  tat  pss^(a:)  wieder  die  Gleicbnug  einer  gegebenen  Conre  - 
und  die  Gleichung  des  die  entere  berOkreiidei 
Kreiiee,  ae  net  wum  die  Bedingvegsgleicbangeo: 

und  es  findet  nur  eine  Berübmng  beider  Curven,  kein  Uurcbscbnitt 
statt. 

3)  Ist  ^ss/ia/)  bipgegeii  die  Gieiciranjr  des  die  erste  Conre 
oiciÜreDdeB  Kreiiei,  ao  fisdeii  die  drei  BediDguBgagleiebaiigeB 

  ,  f&i— ^  

statt,  und  in  diesem  Falle  wird  der  osculirende  Kreis  die  Curve 
im  gemeinschaftlichen  Punkte  durchschneiden. 

4>  D&e  AanU  te,  eiMCam  berfikrvBda*  Kfeiie  •••ioMi 
Pukte  der  entan  iat  MeDdUch  grAai;   Mail  wird  aiaUicb  von 
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jedem  Punkte  der  jenem  Curveopuakte  aagehöri^en  Normalco  mit 
verscbiedeoeD  Ualbmessero  Kreise  ftchlageo  köDDen,  weiche  alle 
eine  geneiDtehaftllche  TangeBte  hmhtn  nad  lelkit  lieriibreD^e 

Kreise  sind*  Von  diesen  Kreiseo  werden  einige  dnrch  die  Curve 
rinfTpsoliIossen ,  andere  schliessen  selbst  dif  ('^r^'p  ein  und  in  der 
Mitte  zwisciicQ  diesen  beiden  Abtheilungen  von  Kreisen  liegt  der 
osculirende  Kreis. 

5)  lit  (Jt^.  II.  Fig.  1.)  jiP  die  AbsciascDMe,  Ait  gege. 
beoe,  Curve,  O'A'  ein  sie  berührender  Kreis,  jD"A"  ein  anderer 
derartiger  Kreis  und  die  iihria:e  Rezeirhnnng  wie  in  2);  so  wird 
der  berührende  Kreis  die  Lage  D'A'  b«ben,  d.  Ii*  an  der  conca- 
veo  Seite  der  Curve  liegen,  wenn 

Er  wird  die  Lagei^JV"  haben,  oder  eich  «a  4«r  eoavesea  Seite 
der  Cnrre  befiadea,  wena 

la  der  Hille  dieaer  beidea  Bediagaagea  liegt 

dx^  —  Ar«' 

und  in  diesem  Falle  geht  der  berührende  Krois  nach  3)  in  den 
osculireoden  über,  welcher  weder  ganz  an  der  .coocaven,  nocb 
aa  der  coarexca  Heite  der  Canre  liegt,  aeadera  iaaerbalb  gewisser 
Gränzen  mit  der  letitern  zusimimenfallt. 

6)  Ist  wieder  y=:y(^)  die  (ilrichuny  einer  cjeercbenen  Curve 
und  bezeichnet  man  den  Radius  deii  osculirenden  Kreises,  d.  h.  den 
Krümmungshalbmesser  durch  die  Cuordioaleo  de«  Mittelpunktes 
eben  dieaea  Kreiaei  dofcb  a  «ad  so  beben  wir  die  drei  Glei- 
ehaagea 

—    <Är.rf»y         — «—     rf*.rf»|r    *   t^g  ' 

7)  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grndes,  bezo$i^en  aaf 
die  Axe  als  Abscisseuaxe  und  den  Kndpunkt  derselben  aU  Anfantci- 
pnnkt  der  Coordinateu,  kann  allgeuein  dargestellt  werden  durch 

y*  =  aijr-4-iaJ?*. 

erbalten  wir 


Snbstitairt  man  diese  Werthe  in  dea  drei  Gleiebnngtn  (6)»  ib  wifd 
nadi  einiger  Traaslbmiatioa' 


m 
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■ 

•der  WMB  am  y*  eliaiiiiSrt  mid  redoeirt 


Für  eine  Parabel  iat  n=sO  und  /=  

-     Ellipse    -  » oe^ati?  -  y  =  ^  ' 

-  eioeo  Kreit     -  »s— 1  •  ^ss^m 

-  eine  Hjperbel  -  »  pusitiv  -  /  =s:    —  —  

Für  deo  Scbeitelponkt  ist  ar  =  0,  und 

d.  b.  der  Krümoiun^fbalbmesier  im  Scbeitel  eioer  Curve  zweiter 
OrdnaofT  iCiiivt  ibenio  mit  dm  HalbMaer  einet  Kreitet,  der  «it 
dea  bttlbee  Parnneter  alt  Radiat  betcbriebeo  iit 

8)  Sttbatitalfl  naa  abenaa  die  Werthe  von  äy  und  d^y  in  den 

oben  fiir  —  o  und  y  —  ß  g-ffundeoen  allg-emeinen  AusdrHrkpn, 
und  eltmiiiirt  mnn  y  vermittelst  der  Gleirhiinaf  der  g-osj^pbrnen 
Curve^  so  erhält  man  zwei  iileicliuogen  zwiscben  or,  a  und  ß, 
EliMiairl  men  endlieh  a?  aat  beiden,  to  erb&lt  mam  eine  Gleiehang 
zwischen  ß  und  a,  d.  h.  die'  Gleicbanin^  der  snr  gegebenen  Curve 
f f>ii(iri'n(l(rii  Kvoiute  oder,  wie  sie  aucb  genannt  wird|  die  Glei* 

dUung  der  Curve  der  M Ittelpuakla.  . 

9)  Für  die  Parabel  iat  •  ' 

•s=sO,   djfssz^äar,    /Är*  +  rfy»=— — «fcr», 
alaa  t  -     .     •  •         •  i.. 

Ferner  , 

 tf^  55Se« — sr- 

Da  aber  für  die  Farabel     =  mx^  ao  wird  hiernach 
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Oben  war  ^ 

f*  fliX 

m4»  weaa  mb  luer  4ea  eben  gefvoileDeii  Wertb  tob  x  sobatiiairt, 

o4«r  Mif  beiden  Seiten  ina  Qnadrat  erbeben: 

ala  ^elebnnif  der  der  Pninbel  entapreebendea  B? einte» 

10)  Ut  (Taf.  II.  Fifc.  S.)  XAx  die  Parabel,  AB  ibre  Axe,  ^  - 
ilir  Scb eitel  und  der  ABtaasaanakl  dar  Ceordinalen;  M  erbäll  «an 

für  #=0 

daaselbe,  was  wir  obeo  als  Werlb  vea  f  fUr  den  ScbeUelposkt 

gefunden  haben. 

Ist  AD  =  |m,  so  wollea  wir  für  die  Evolule  dea  Anfangspankt 
der  tuurdioateo  oacb  D  verleffea,  also  a'  statt  a — iai  setxeo,  uad 
erballen  dann  für  die  beiden  Zweige  Df  nad  DF  der  Bvelnto  die 
einbcbe  fileiebnng 

Dieselbe  eatspricbt  einer  Parabel  vosi  dritten  Grade,  iadeai 
»an  alle  €nrf  en,  deren  Gleiebnn^  die  Pnm 

beben  t  nnter  dem  allgemeinen  Naaun  van  Parabeln  begreift  päd 
iie  nnter  einander  nacb  de«  Grade  dea  Kxponenten  nntereebeidet. 

11)  Wiekelt  man  also  einen  Faden  um  Df^  so  rouss  sein  Uber 
B  benrorragendes  Ende  ^  jtJDss\m  aeia,  wenn  man  die  Para* 

bei  XJIa:  durch  Abwickelung  deiaelben  beschreiben  will.  Wäre 
die  Länge  eine  andere,  etwa  DJ,  so  wird  statt  der  Parabel  A  X 
eine  aniiere  Curve  beschrieben  werd,eni  deren  Krümmungshalbmesser  » 
im  Sebeltel  lileiBer,  nlimlicb  issDJ  iat  Die^  Krfimnng  lelbat 
vm  Scheitel  wird  zusrenommen  haben  und  wird  iamer  grttiaer  wer- 
den ,  je  kleiner  />./ wird.  Fällt  ^  mit  D  zusammen,  so  ist  der 
RrümmuD^slialhmesser  ^der  durch  Abwickelung  beschhebenea  Carve 
=  0,  üUu  die  Krümmung'  <x. 

12)  Die  Lange  DJF  der  Evolnto  iit  gleich  dem  Cntencbiede 
der,  beiden  Endpflakten  eatspreebendea  Krümmangshaibmeaaer,  und 
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da  diese  sich  (uach  6,)  immer  darstellen  laasen,  10  Migt  es  sich, 
diuis  die  Curve  FDf  rectificabel  ist.    Diese  Eigenschaft  gilt 
nicht  bloss  für  die  vorliegende  Evolute  der  Parabel,  aoDdem  für 
die  Evoluten  aller  algebraischen  Curven  überhaupt. 
"iB.der  Tfwt»  ■«tat  m«  der  Kirie  wegen 


16  


■0  iit  die  Gleickluig  der  vorliegenden  Evolvte 
hieran« 

und  wenn  eine  unbeatimnite  Länge  der  Evolute  durch  v  beseiehnel 
wird : 

12)  Behufs  der  ttiiadrining  der  Bvointe  hnhen  wir 

und  wenn  s  in  Taf.  II.  Fiff.  3.  den  dnrei|  Uff  id  nnd  f  eingeeeUe»' 
•efien  Flächenraun  besekboet, 

* 

also  I  das  über  a'  uud  ^  ffebildeteu  Rechtecks  DG/Hy  wogegeo, 
wenn  stoit  ilf  eine  Pnnihd  gezogen  wire,  der  dnreb  diese  nnd 
ihre  Coordioaten  eiog^schloMene  Fliehearnna  f  des  entipreehen. 
den  Reehtecks  betragen  wftrde. 

14)  Um  den  Flächenraum  zu  bestimmen,  welchen  die  durch 
ümdrehung  der  Evolute  nn  die  Axe  AB  heechriebene  gewölbte 
Oberfläche  hat,  haben  wir  den  Ausdruck 

aus  welchem  sich  durch  Integration  ein  ff^achlosseoer  Ausdruck 
nbleUea  liaet»  der  nler  MÜä  eUrM  Wi&Mig  i«t. 
nMleh  der  Kdne  wegen 
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so  wird  nacli  eioiger  Redoction 

nilter  /m  hyperbolisrlic  I^ognritlimon  verstanden. 

15)  Lm  den  Cuhikinhalt  des  durcli  rmdreliun^  an  jiß  er- 
seogten  Körpers  zu  findeo,  haben  wir  den  Ausdruck 

•lio  ein  Viertel  deo  Cyiiodere,  de»eii'  GnuidüKefco  fi  vm  Redios 

hat  und  dessen  Höbe  sa'  ist.  Wäre  Df  tioe  PuraUd,  oo  wurde 
der  ibrer  Umdreliung  eDtaprecheDde  Ki^rjier  der  Hälfte  jeoee  Cjlio- 
ders  gleich  sein. 

MaD  kann  daher  eine  der  Constructieo  des  Archimedea  eut- 
■preebeede  Dentellung  aot^eben,  wodurch  das  Verhältniss  einei 
Cylinders,  dessen  Höbe  noc)i  einmal  so  gross  als  der  Radius  seiner 
Grundfläche  ist,  zu  den  beiden  Conoiden,  deren  erzeugende  Curven 
respertive  eioe  Parabel  uod  die  l^?oliito  einer  Parabel  sind,  ausge- 
drltekt  wird.  INe  Hobe  des  Cytindere  toll  hierbei  die  geneiiiicbafl- 
liebe  Abeciise  der  beiden  letztern  und  der  Redioe  der  Grundfläche 
des  rrstcrri  (!ie  iDgehttrigo  Ordinate  bezeiebnen.  Fir  die  Pnrnbel 
wäre  demnach 

für  die  Bf olttte 

Wir  erhalten  dann  das  einfache  Verhältniss  des  Cubikinhalts  der 
gesammten  drei  Körper,  indem  man  den  Halbmesser  der  Grund- 
nebe  dw  Cjlinden  oder  in  Tat  II.  Fig.  4.  B^ssr  aetut: 

Cylinder  BCEDz=z%r*n 
ConotdJGBCBJsss  r*n 
-  JJBCKA=ir*n 

also  Cyl.  :  Par.  :£vol.  =  4  :  2  :  1,  wogegen  bekanntlich  Cjl.  :  Ku- 
gel': 'KeKel^sS  :  S  t  1« 

19)  Für  die  Bllipse  iit  die  Gleichung  der  Kegelichnitte 

und  vergleichen  wir  dieie  ait  der  iu  7)  aotgeetelltea  allgeBeiueni 

GleicbuDg,  ao  iat  hier 
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wohei  (Jer  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  dem  Endpunkte  der 
grossen  Axe  zusammenfällt  und  wo  h  die  halbe  kleine  Axc  be- 
zeichnet. Ilm  die  Sache  etwas  zu  vereinfachen,  verlegen  wir  den 
AnfiiDgspnnkt  4«rX9«nUiwteii  neh  den  MUtelpmikto  dto  EllipM, 
■ad  Jbaben  dann  belumnlUeb  für  -di«JetsC«re  die  6lelehiiB'{p 


Au  ibr  folgt 


geiettt  «St. 

Substititircn  wir  diese  Wertlie  in  den  oben  in  6)  aa^MteUtoS 
•llgeaeinea  Ausdröcken  voo  jp  —  u  and  y — ß»  wird 


y_/j=_-5     .  J  .  =y  j;  


oder  aaeb  ataa  der  ersCeit  tod  beiden 
Au  der  nr/Biteo  folgt 

ß'^lfiy  r^ir-) 

oder  oeeb  einiger  Treaefemelioo 

IL  ^=-r2T^|f. 


t  • 


Wenn  man  zuerst  y  mittelst  der  Gleichung  der  Ellipse  nus  II. 
und  dann  aus  I.  und  II.  a:  eliminiren  wollte,  so  würde,  die  resul- 
lirende  Gleichung  von  eioea  hoben  Grade  ausfallen.  Zweckmässi- 
ger dürfte  ea  leio,  tu  dea  in  Bezog  auf  die  Evolate  der  Bllipse 
•■attttellenden  Betrachtungen  ,die  Gleichaogen  f.  «ad  U.  an  be- 
anfaca  «ad  daaiit  die  Gleiebaag  der  BIlipie 


SB  verUndea. 
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17)  Um  die  Punkte  aof  AB  und  BC  Taf*  II.  Fig.  5.  zu  üoden, 
in  denen  die  Evolute  dl«  gram  Ase  lebneidet»  «etee»  wir 

•lio  Bach  II.  JfssO, 

und    •    I.  a  =  dt:-^  =Ä— j —  = 

Der  vorletzte  Ausdruck  von  a  eignet  sieb  betten  W  te  la 
Tat  II.  Fig.  tl.  «ogeieoteteB  GoMtraeHoB. 


Ffir  FB^  BO=am€^  »ind  /*  jmd  &  dicae  Dnrebaebnitliponkte, 
und  swar  wird 

F  dem  Punkte  ^, 
ö    •       -  C 

«ler  Ellipse  entsprechen. 

Um  eben  so  die  Durcbschnittspunkte  auf  BBE  nn  erhalten, 
setzen  wir,  da  der  Anfaugspuukt  der  Coordiaata»'acb  1»  ^  bt* 
findet, 

assO 

also  aacb  I.  4r=0 
.  ;  -  UI.  y=ds& 

«b4    -  ll-/»==FTp-**==F-T"=   


Nach  dem  vorletzten  Ausdrncke  lässt  sich  der  Werth  von  ß  finden; 
man  erhält  so  die  Punkte  Ä  und      und  zwar,  weil  y  und  ß 
gegengesatite  Zalcbaa  baben,  wifd 

/«  dem  Punkte  B, 

K    -  E 

der  KUipse  eattprecbeo. 

18)  Ans  I.  folgt  lAiasr^  dm^ 

a«s#ty«  . 

.  II.    -    dpss— djin 

daber 


Ans  III.  aber  ergiebt  sieb 


ix         5?  7 
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iß        a*  p  a'  y        •  (Lr 

da       b*^  X  '  b*  X  ^ 


dB  3e' 


 dg*  dx^    dx'  dx* 

"  .du  * 

10  liabaa  wir  ih  dietea  Ende 


lad  M» 


rf*«   6e*x 

■  « 

« 

•» 

• 

t«*         d*ß  3«» 

Je» 

IS"** 

dm*  27«*x« 

1 

•■dlieh 

Ift  BO  fern  alto  ^  oegativ  ist,  wie  hier  unterhalb  ACt  iit  das 
«weite  Differential  der  Ordinate  der  Cunre  FKG  in  Bezog  auf 
die  AbseiiM  positiv;  iat  y  biogeffen  pooitiv^  wie  hier  ober- 
halb ACy  fo  wirdJeaM  sweite  Differootial  negativ;  daker  bt 
sacb  1)  FKO  unA~PljO  gegen  die  Abacissenaxe  coovez. 

19)  Dieie  Curre  der  MittdpBpkl»  «dar  fivahita  dar  BIlipaa 
SUIS  nun  rectificahel  aeio« 

1d  der  That  wird 
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» 

Vm  4ie  L|Uigtt  ? on        «i  erkalten,  BÜMeo  wir  dieici  lotegral 

TOD  as— 1ms  asO 

dder 

•■ 

-  ^=^— «     -  4?=0 
■«baen  Hod  e^balteD  so: 

20)  Cn  die  Fläche  FKQL  za  quedriren,  beben  wir 

j 

Wenden  wir  nun  nach  eioender  folgeode  lotegralforaelo  an 
—  («e  —  !)•/(•  -I- AT  »)«jp— » Ar  I 


ao  erbaltcn  wir 

—  44i«  att  litt 
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•   

Znr  BMtuiBUDg  der  Fläche  FBK  müssen  wir  diesa  Integral 

TOB  bii  assO 

oder 

▼•n  «  =s  — «  bii  «=0 

erstrecken,  und  da  für  den  erstem  Wertb  von  a: 

für  deo  letzten  Werth  von  je       ^       '  * 

4  • 

ist,  so  wird 
und 


io  welcher  letztem  Form  sich  der  Werth  auch  durch  die  in  der 
Pi§iif  eotlralteiicD  Grdnen  verMUMbanliebea  iSsif.  Denkt  man  sieli 

nämlich  zu  FB'=.ae*  als  halher  kletoeu  uod  BK=.^  .  ae^  als 
halber  grossen  Axt  (17)  eine  Kllipse  construirt,  so  ist  ihr  Fiächeo- 
Inhalt  s-j  m0^',m€^n,  und  der  Flächeninhalt  der  Wi^^t  FKQlä^^' 
von  jenem. 

21)  Zur  Bestimmung  der  gewölbten  Oberfläche,  welche  dareb 

Umdrehung  um  die  Axe  FG  eotüteht,  hahen  wir 
# 


=  -  ^  ^'-e»*»)  «4&r 

=5  —  ^  y  i#»*4*p|/ w*  —  (•»  -f- wV>»»  -H 

Nvn  ist  — Cirser  aatian  wir 
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to  wird 

Dm  zweite  lafcegral  gpeht  über  in 
Bienüit  verbundeD  das  erste 

1 

10  wird 


=5?P*T^-*"T  SJi  

Uro  die  der  Cmdrehung  von  FBK  entsprocheode  Fläcle,  d.  h.  dia 
Hälfte  der  ganzeD  zu  erhalteo^  inuss  das  lutegrui  wie  io  20) 

crsh'eckt  werden.  Für  den  ersten  WeiA  wird  ilasO,  für  des 
Eweiieii  ile=;a«,  und  so  diese  Flüche  . 


,  22)  fJm  die  Curve  so  cobires  baben  wir 


\ 
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Für  die  Bv einte  igt  dieses  Integral  •  tn  entreelten  tm 

«  Die  delier  in  dieien  Falle 

^=S55i  ''-jr- 
Diesen  Auedrack  JiaDn  man  auch  falgendermaMen  ichreiben: 

und  wenn  man  die  in  17}  gefundenen  Werthe  der  halben  Axen  der 
Bvolnte,  nimliek 

J^ßz=zae*  mit  B 

BK'sz'-g .  ae*  mit  A 

bezeichnet,  nnd  die  letztem  Bezeichnungen  in  den  Ausdruck  f&r 
JTsetat,  .  ' 

Der  Cubikinbalt  eines  Ellipsoids,  desien  beide  Axen  A  und  By  und 
welcbea  durch  Umdrehung  um  die  kleiaere  J9  «ntiUnden  w|lre, 
würde  dagegen  aein 

•o  dase  man  daa  Verhältniai  hat 


oder 


23)  Die  fdr  die  Evolute  der  Ellipse  gefundenen  Aiitdriid(e 
gehen  in  die»  der  Bvolnte.  des  Kreises  eutprecbeoden  über,  indea 
■an  msstS^  #80  setst;  aladuin  wird  «her .nach  1^) 

I.  a  =  0,   11.  /J  =  0,   III.  y»  =  a»— ic» 

d.  h.  die  Evolute  des  Kreises  ist  kciue  Curve,  sondern  ein  Puukt, 
nnd  swar  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten»  welcher  hier  der.Jttit« 

10  • 


« 
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telpUDkt  isf.  '  Diess  ist  eib  Resiltet,  weldtft  nan  fireilidi  Meh 

oliiie  Caicul  liiiftc  erhalten  können. 

24)  Die  Betraclitimgen  über  die,  der  Hypcrbp!  entsprechenden, 
Evulutc  werden  sich  dudurck  vereiafuckeu  lasbeu,  daas  man  aus 
den  fUr  die  Ellipse  geruodenen  ReralUteo  einzelne  ddreh  Analogie 
f&t  die  llvpcrbel  obleiten  kann. 

Die  (iloiciinn^r  der  letztern,  für  den  einen  ihrer  Scheitel  «U 
AnfaogspuDkt  der  Coordinatea  ist 

vnd  vergleicht  mmn  dieM  mit  der  allgenieiBm  tSleiehniig  der  Ke- 
geliehni^te  ^ 


80  ist  in  diesem  F^Jle 


Verlegt  man  den  Antangsnuukt  in  dno  Mittelpunkt  ü  (Taf.  II. 
Fig.  7.)  des  swischen  beioen  Scbeitelpunkteo  befindliehen  Stiieke 
dei:  Aze,  10  wird  die  Gleichung  i^rninietriacher,  nimlich 

« 

Ahm  dieser  erhallen  wir 

^  jM    sf    b* 

_  b*x*{H^  -h     — 4i*At 

oder*  wenn  man ,  der  bei  der  Ellipse  aqgewandte  Traoa£orMiiion 
nnalog, 

aetst: 

■ 

Setaen  wir  dieie  Wertbe  in  die  allgemeineB  Ansdrileke  tom  ae—m 
und  y — /?  (6),  lo  wird 
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«■4  faienM 


Ferner 


=  y-  jr^  . 

V 

«Bd  hierau  . 


Ave  dem  entoegeng^esfetsteii  ZeicbeD  in  II.  geiit  hervor,  dass  wie 
bei  der,zur  Ellipse  gebörifi;«o  Curye  der  Mittelpunkte  sa  einem  po* 
sitiven  Wertlie  voo       etwa  LtM^  ein  Be^^liver  Wertb  von 
diP  gehört  und  omgekehrt,  Demoacb  wird 

"  die  Gnrve  M  dem  Zweige  CS  der  Hyperbel 

•     BM  -       ^ .    CD  ' 

entiprecben,  nod  gnns  fthnlieh  für  den  «weiten  Theil  FAG  der 
Byfierbel. 

Man  iLÖnnte  oiui  y  nu»  II.  eliminiren  mittol«t  der  GUichang 
III.  y'=^  (ar»-a») 

und  aui  der  resultirenden  Gieichuog  uud  1.  a:  fortschaffen,  um  so 
eine  Gleiebung  zwiiehen  a  nnd*/?  xu  erhalten,  welches  die  der 
Evolute  sein  würde;  allein  wir  wolleo  lieber,  wie  wir  es  bei  der 
Bili|)!^c  g'ethan  hüben,  die  drei  GleichuDgen  selbst  hentit/.rn. 

25)  Setzt  man  zunächst  :=;0,  SO  Wird  aus  II.  y=0,  aus  III. 
aez^z^a^  aus  I.  a  =  db«^'. 

IMesn  MJea  epeelelien  Wertbe  von  «  geben  una  die  beiden 
Punkte  H  nnd  //'  der  Evolute,  welche  respectlre  den  Scbeitel- 
pnnkten  C  und  A  entsprechen. 

Die  nun  weiter  folgenden  licirachtung^en  werden,  wegen  der 

Saoz  gleichen  Form  der  beiden  ersten  Gleichungen  mit  den  für  die 
Ilipse  ihnen  entsprechenden,  auch  den  dort  anjgeetellten  sehr  nahe 
kommen,  wesshalb  wir  uns  hier  etwas  kürzer  iuasen  und  dift  dorti- 
gen Resultate  ohne  Weiteres  anwenden  können. 
,  Wir  haben .  d^iMacb 


dß   o*  dy      dy  / 

nlio 

,  .     .         •      \     dß  y  da: 


dl 

dx 
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—         •  dir* 

V 


■b4 


3f*x*    .5£^      •h—£ii       ^^'-^'V  [^£2i" 
dkl»  2y#«jr* 

I 

Es  gelten  daher  nuch  liier  dieselben  Regels  Wit  18)  äb«r  4ie  CM- 
vexe  und  concave  Form  dor  Kvoiute. 

26)  Zur  Recülicatioo  der  Curve  haben  wir  die  Gleichuofjp 


Je 


•der 


1^  (••«»  —  •>)»-*-£; 


91 

ST)  Znr  <|MdriraB|r       Bfolttto  heb««  wir 

a 

\ 

.md  bierfiir  findet  aa»  nach  dtaadbeD  drei  «ntea  litegralforada 
wia  in  20)  nnd  der  vierteo 
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88)  Zar  'Beitiai»llO|f  der  gewölbteo  Oberfläche  habcü  wir  . 

ffnnz  denselbcD  Auadruck  wie  bei  der  zur  Ellipse  ^thöfx^en  Er*** 
iute,  uur  mit  eiitge^eogesetzten  ZeicheD}  also  nach  der  dortigen 
^neeiiM^Dd^rsetzuog  in  ^i) 

.'•)■«'  t ' .  ;j  •  rr  't  ■  •   - ' 

Ä  k     —  (?••-+-  ^')*     tf»«»  =  l/Ä 

gesetzt:  ' 

^VH^B*^  2i  • 

endlich  * 

'      *   s  » * 

29)  Zor  Cobatur  erhoheu  wir  die.  Formel 
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II. 

£ioige  BenerkuDgen  über  die  begoaderii  l'uDkte  der 

Curveo. 

Iit  y=9(jr)  iw  Gleicbnog  einer  Gttrve,  lo  nehaeD  die  poii- 
lireB  Ofdineten  lo  ^esge  ao  Gitoe  to>  eis  ^  poiitiv,  Behnea 

hiogegeo  so  lange  ab,  «le  ^  negativ  ist  Wenn  also  In  einem 

Punkte  der  Gnrve  ^  Tom  Positiven  nm  Ifegativett  fiberji^ebf,  so 

ist  das  demselben  Punkte  eotsprecbende  y  ein  ftiaximum,  im  eot- 
gegen  gesetzten  Falle  ein  Minimna. 
Ist  s.  B. 

so  wird  -j-  dem  Zeichen  nach  de«  von  a;  entsprechen,  je  nachdem 

bescbaffen  ist. 
1)  Es  sei  m  grade,  also  m — 1  ungrade,  so  wird 

(dr — m)r^^  negativ  wenn  of'K.m 

positiv     •    jr^»  • 
es  findet  ein  Miniann  statt     -  «saar. 
,   Denn  für         a  —  A  wird  y=LÖ~\-  ch'* 

also  bei(ie  grösser  als  für  u:  =  0,  wo  p=:6, 

r 

Eine  Grösse  geht  VOM  Negativen  zum  Positiven  Uber  entweder 
durch  0  oder  durch  oa.   Im  vorliegenden  Falle  findet  dai  Entert 
.   statt,  es.  ist  also  ia  gesuchten  Punkte  ' 

dtr  — 

d.  b.  weil  ~  die  trigojj^onietrisclie  Tangente  des  Winkels  bezeich- 
net, den  die  BeriibrungsUnie  im  betreffenden  Punkte  der  Cnrve  mit 
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4er  AbtdtMtaM«  bildet,  »t  dieie  BeriUmuiipilHiit  der  Afaeiiieaui« 
pmllel,  wie  MH  ia  Tef.  U.  Pigf.  8.,  wena 

Mm  luNDB  dieif  eacb  eo  fimeo.  Au 

dx 

folgt  durch  lutegratioo  *-  . 

d.  h.  im  Punkte  M  ist  das  Elemeut  der  Curve  eine  grade  Liaie^ 
welche  Murellel  ai|t  der  AbecleieDeze  fortgebt;  eio  ResHltttl»  welcbei 
der  Secoe  nlkcli  nit  dem  voriffen  Uberein»tiieiiit>  * 
Wire  die  gegebene  GieieLung  der  Curve 

80  wird  '  , 

^  « — »e(4r — ä)»^> 

and  bier  gebt  ^  tob  +«MtA*-^  lilr  m^m, —  k 

* 

durch  0    m  sp-ssa 
in  — mch'^^    -  ae^a-^A 

über,  daher  fiadet  in  dieies  Falle  ein  MaziBna  ia.Jf  (Tat  II. 

Fig.  0.)  statt. 

2)  Ist  in  der  ei;fiten  Gleichui^g  .  ^ 

m  ungrade,  aUo  m—rl  grade,  so  wird,  für  oßzsza  —  h, 

'  I 

^  =  +  «cA— Ii 
and  aneb,  für  jpBw-l-^y  i  l 


uud  in  der  Mitte  liegt,  för  op^mt 

dy 


Ein  Maximum  oder  Minimum  kano  daher  in  diesem  Falle  aicbt 
etattfioden.  Betracbtet  oMin  at»er  das  zweite  Differential 
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-  4P 


Die  Curve  ist  aUo  nach  den  frühern  (jotersuchuogeo  (1)  für 
a:  =  «  — 4  coneav  mi  Ifir  dr  =  «-f-ii  coa?ex  t^egra  dl« 
AbsciiMBftze.  Der  Punkt  ilf  (Taf.  II.  Fig.  10.),  in  Weicbem  sie  für 
x  —  a  ^  on  dem  BiDeo  BOft  Andtrir  übergebt,  wird  eis  Weade» 

punkt  geiiunnt. 

Für  c  negativ*  wie  in  der  zweiten  vorausgesetzten  Gleicbunjg^ 
wurde  die  Cnrre  nngekehrt' tod  der  eonvexeii  Föhn  gegen  dlie 
Abscissenaxe  in  die  concave  ftbergebtU. 

In  Wendepnukte  ist  ulao 

d:*y  


=  0 


und  aus  dieser  Gleichung  erballeu  wir  durch  zweimalige  lote« 
gration 

die  Gleichung  einer  gradeu  Linie,  d*  b*  im  Wendepunkte  ist 
Element  der  Corve  gradlinig  und  dieae  grade  Linie  gibt»  da 

r 

  • 

zugleich  die  Richtung  der  Tangente  MH  in  M  an. 

Oben  hnbeB  wir  den  KrfimmungshalbiBeiMr  «iBer  Gurre 


gefunden.  Im  vorliegenden  Falle  wird  fSr  den  Fuakt  M 


&=0 
dx 


«lao 

 •  ,  I  - 


d.  h.  der  Krümmnngshnlbniesser  unendlich  gross,  die  Krümmung 
also  unendlich  klein  oder  vielmehr  das  Blement  i«  M  gradlinig. 
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3)  Es  sei  m  eio  Bruch,  desseo  Zähler  g^rad«  und  Nenoer  uu- 
fpnAty  «tw»  la  wird 


«]■•  fit 


WH 


Ä  = 


Da  hier  ^  durch  oo  vom  Ne^atiren  xum  PosUiveu  übergebt,  so 

Feiner  tat  in  itf  (Tal  II«  Fi^.  11.)  die  Tengeiite,  wegen 

aenkrecht  auf  der  Abaciaaeneze.  De 

ned  io  .    ' • 

für  i,  f 

so  ist  die  Curve  diess-  und  jenseits  M  gegen  die  Abscissenaxe 
coocav  und  der  Punkt  M  kein  Wendepunkt,   lo  iH  ist  ftir 

Dieser  Punkt,  in  welchem  die  Curve  hei  der  Vereinigung  der  bei- 
den Zweige  DM  u  1  EM  II.  Fig.  12.)  plötsUcb  ineekält» 
wird  Kehrpunkt  gcuanut. 

Für  c  negativ  wird  M  ebenfalls  ein  Kehrpunkt,  PM  aber  ein 

abergebt.  •        •  •  •  ' 
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Der  Rriiiuiusgabalbi 


wird  iai  Punkt  die  KriioinuDg^  biso  aneDdlicli  groae,  wai 

aach  der  Fall  sein  mnu,  da  die  Curve,  ohne  in  Besog  auf  eoDcmre 
oder  convexe  Ftft'm  ihre  I-'R^e  gegen  die  Abscissenaze  sa' ändere» 
doch  die  Ricbtuog  ihres  Lauiei  selbst  plötzlich  ändert. 
Weon  demnach 


0  oder  ssoBy 


so  findet  ein  Maximuni  oder  Miniaitta  von  y  atatt,  je  nachdeM 
^  vom  Potitiven  siin  NegaliveD  oder  uagekehrt  übergeht  Findet 

kein  Zeichenwechsel  statt,  so  ergibt  sich  weder  ein  MaziaoB  noek 

ein  Minimum,  sondern  ein  Wcndo[)iJnkt. 

\)  Die  Tangente  um  Wendepunkte  oder  am  kebrpunkte  kann 
gegen  die  AÜscisseuaxe  eine  ganz  willkübriicbe  Lage  haben,  da 
»an  ja  die  Lage  der  letitern  Linie  beliekig  ttadem-kum.  Der 
entere  Punkt  findet  aiek  iteta,  wenn  man 

aetst  und  hinter  .dem  .gefnndenen  Pukto  tenekiedene 

Zeiclien  kabon,  letsterer  hingegen»  wenn  die  Zeicken  nnFerindert 

"kleiben. 

Während 

«f=^H-^^  — för  ysMinimuHi 
— —  4r)i   -  jrss«;  yssMaxiainni  , 

und  in  beiden  Fällen  einen  Kehrpnnkt  M  ergebeo,  erhalten  wir  aus 

y  =  6  -4-      — «)i 

für  a:  =  a  einen  Wendepunkt,  weil  , 

.  0  =  -{.      -")•-»=»- 5i^;^t 

=  00  für  jif^m 

nnd  weil 


—  *i5ii* 


Die  Ordinate  bleibt  in  beiden  Pnien  reell  nnd  die  Com  entrocfct 
aiek  daker  nack  beiden  Seite»  kin  von  jeMB  Pnnkto  ans. 


167  . 

Uätten  wir  dagegeo  die  Gleichung 

to  wird  y  iHsginftr  för  sfzssm — ^,  all«  rad«t  dw  Carve  ak 
dem  kleinste n  Wertbe  af=r/,  in  welclieiii  Falle  ys^;  Megegeo 
for  jedeo  Werth  ^  =  0-f-^  wird 

« 

so  cliiss  jedem  Wertlic  von  a:  xwei  Ofdinaten  entsprechen, 

welche  unter  sich  um  2c/i\  verschieden  sind,  wie  in  Taf.  II.  Fig.  13. 
in  welcher  M  den  \  ereinigungsjiunl^t  heiUer  Zweige  ME  und,  MD 
bildet. 

Um  die  bisher  gefundenen  Relationen  au  einer  bestimmten 
Curve  darzustellen,  ^denken  wir  uns  den  Kreis  DFE  (Taf.  II. 
Fi^.  Ii.),  welcher  auf  der  Linie  DG  fortrollt.  Kin  innerhalb  der 
Peripherie  geieffener  Poakt  H  wird  alsdann  eine  gestreckte 
Gyelelde  beaebreiben. 

Setit  MD 

BC=zm 
EC=r 

«od  ist  der  eneugeade  Kreia  nach  MG  gekomaMa,  ao  daaa,  weaa 

• 

•o  wird  der  erzeug-ende  Punkt  sich  jetzt  in  K  beKnden,  indem 
■<;.//»/^=  r.  Die  Ayl/,  senkrecht  auf  ED  gefällt,  sei  die  Ordi- 
nate y  und  IiMz=.x  die  Abscisse  des  Pnnktes  K\  alsdann  ist 


bteraiii 


oad  da 


— «  eet  r, 
yssrt^-t-«  aia  ff\ 


ix  d^x 

dy  r/2// 

j^  =  r-i-a  cosi;,^^==r^<i  tun  v 


dy  .^älf    d*y        dv  '  dv*     dv  '  dv^ 


a-\-r  cos  V 


io  wird,  aacb  gehöriger  Sobstitatien : 

r 

dy       r-^-a  cos  v  d*y 
dx         0  sin  V    *  dx*  .  a*  sin  #•  ' 

Pttr  fl^asO»  d.  b.  fttr  dea  Paakt  ü  der  Gnrve/wird  alM 
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» 

^  =  00  ttod  ig§  =  «. 

Die  erstere  BedioruD|f  Mgt^  da««  in  Ii  die  Tangente  der  Cwre 
ÜT  ««üuredbt  »nt  4er  AlnoimiMie  iit 
Da  leraer  far 

</y  r-f-g  cos  tt 

rfa*  a  sin  et  ' 

ist  in  diesem  PobIu  ff  ein  MiniMiiB»  Bimlich  ^0.  . 

So  lange 

«  Hh    cos  V  ^  0, 
bMbl  ^  negativ,  aUo  ilC gegen        eeaeav.  Pir 

«  +  r  coB  tr=0  alae  eoa  v=:  — -jp- 

wird 

^> 

uad  es  tritt  der  Wendepnakt  der  Oarf«  eio,  »dem  Ittr 

«-|-r  cos  f  «^O 

positiv,  also  die  Cnrye  gegen  HD  convex  wird.  Fdr  den 
Wendepaakt  bat  man 

jp  =  a~h— =  — S 

Piir  9=1^0"  wird  -g=:oo,  mithin  die  Tangeate  ^wieder  aenk- 
reebt  aaf  JijD,  Feraer  wird  in  dieMa  Punkte 

tUf         a  am  V    _  a 


ify      i*Hhai  eoa  v 

und 

^  <^       •      «  sin  a  . 

für  •rmWO--«,  y='H^^^^^< 

mithin  :r  =  2^  ein  l^lnximum. 

Drücken  wir,  nacii  Elimination  von  f,  y  durch  o:  aus,  wird 


y  =  r  .  arc  cos  — —  1-      a;(2a  —  jc) 
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and  et  wiird«  alio  für  d7^2a,  y  imagin&r  werdra.  In  den 
Punkt»,  der  dnreh 

bestimmt  wird ,   findet  ein  ZusammentreffeB  iweier  Zweige  der 

Curve  statt,  und  in  ihm  wird 


Da  endlich  für  denselben 


and  ' 

«OAM  .  r  toi  a  —  a  ... 

•  äx*  o'  sin  «•  * 

.  ,  r  cos  o  —  a 

80  ist  der  gefundene  Punkt  c^lercbzeitip  ein  Wendepunkt,  in  wcl- 
cbem  die  t'urve  vum  Convexen  xum  Concaven  in  ttezug  auf  die 
Abscistenuxe  fiberfi^eht. 

Von  dieMB  Paukte  ans  |felit  ein  neuer  Zweig  der  Curve  un, 

in  welcliom  von  f'==!8ü"  bis  »  =  360**  dieselben  Verliältnisse, 
welche  wir  für  die  beiden  ersten  Quadranten  von  v  gefunden  hu- 
beoj  in  entgegengesetzter  Reihefolge  wiederkehren. 


XVII 

A  m  f  g  a  b  e. 


Vau 

Hem  Doctor.  Ailton  Tillas 

zu  Wien. 


Bu  iei 


m[m  —  1) 
1.* 
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# 

 m{m—  I)  (w  — 2) 

1,2.» 

 iwfw  — 1)..  ^ai  — 

*** —  1.2.»,*  - 

au  bat  mauj  weoigsteDs  für  jeüeB  ganze  positive  m: 


Hui  verlangt  den  Beweis  dieaei  Sataea» 


xvm. 

Sammlung  pliysikalischer  Aufgaben  nebst  ihrer 
Auflösuns^.  Zum  Gebrauch  in  Schulen  und  beim 
Selbstunterricht  Von  Or.  Friedrich  Kries, 
Herzogl.  Sachsen- Coburg -Gotliaiscben  Uofralh 
und  Professor,  mehrerer  gelehrten  Gesellschaf- 
ten Mitgliede.  Mit  zwei  Kupfertafeln.  Jena, 
Friedrich  Frommaua.  1843.   8.   13  Sgr. 

Tom 

Henrn  Professor  L.  Kunze 

SU  Weisuir. 


Die  Physik  bietet  für  (üc  RiMung  von  CebuDg<)aufgabeB,  die 
mit  Bölfe  der  elemeBtaren  MatJieiaatik  aufjgeiöset  werden  kdOBeo, 
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tineD  so  reicheo  Stoff  dar,  das«  man  sich  billig  wundern  muss, 
li«  fiir  lolebe  Zw^ka  bii  jetzt  so  weDir  b^anCst  an  sehen.  Ohne 
kiar  ilie  Ursachen  dieser  hlrschoinuDg  uäner  sa  erörtern,  wird  wohl 

Nicniaml  die  Nützlichkeit  einer  Sammlung  p  h  ys  i  k  ul  i  scb  e  r 
Aut'gabea  \a  Abrede  stellen,  wenn  nur  die  Auswahl  und  die 
Behandlung  derselben  dem  Bedürfoiss  der  Lernenden  gehörig  ao* 
ffepasst  wt  Dii4  wir  kdooen  das  Letstera  too  der  TorUagandaa 
Siimmlung  mit  gutem  Grunde  behaupten.  —  Sie  wird  gewiss  allen 
Lehrern  der  IMatliematik  und  Physik  an  Schulen  eine  willl<0Tnmene 
Erscheinung  sein,  insonderheit  aber  von  Denen  freundlich  begrüsst 
werden,  die  nach  den  weit  verbreiteten  Lebrbuciieru  de3  ebrwürdi- 
Ifeo  Herrn  Verfassers  ihren  Cnlerrichl  ertheilen. 

Die  ganze  SaminluDg  enthält  31S  Aufgaben ^  nebst  den  voll- 
ständigen  Auflösungen.  Jene  nehmen  43  Seilen,  diese  115  Seiten 
ein;  welche  zwei  Zahlen  sich  beinahe  wie  3  zu  8  verhalten.  Die 
Aufgabeb  sin^  mit  fortlaufenden  Nummern  versehen^  soubt  aber' 
Dach  zwölf  Terscbiedenen  Ueberschriften' geordnet,  die  wir  snr 
näheren  Bezeichnung  des  Inhaltes  hier  namhaft  machen  wollen. 

I.  Bestimmung  des  specifischeo  Gewichts  der  Körper  (15  Aof- 
gaben). 

II.  Bewegung  dar  Körper  (13  Aufgaben). 

in.  Fall  dar  Köiyer  (Schwarpankt;  achiefe  .Ebene;  Pendel; 
43  Aufgaben).  • 

IV.  Stoss  der  Körper  (49  Aufgaben). 

V.  Gleichgewiciit  Icäter  Körper  (23  Aufgaben). 

VI.  Gleichgewicht  flüssiger  Kdrper  (33  Aufgaben).^  - 

VII.  V  erdichtung  und  VerdBnnung  elastischer  Pliissigkeiten  (9 
Aufgaben). 

VIII.  Gleichgewicht  fester  und  flüssiger  Körper  (16  Aufgaben). 

IX.  Archimedische  Aufgabe  (mit  einigen  anderen,  zusam- 
men 7). 

X.  Das  Liclit  betreffend  (76  Aufgaben). 

XI.  Die  Wärme  betreffend  (7  Aufgaben). 

XII.  Oegeustände  der  angewandten  Naturlebre  betreffend 
(niath.  Geographie;  spbärisciie  Aslrononiie;  MShensMssen  mit  dem 
Barometer;  37  Aufgaben). 

WcuB  wir  uns  nun  erlauben,  dieser  lnlialtsai)/pic:e  einige  Be- 
merkungen über  die  Aufgaben  selber  beizutügeu ,  so  geschiebt  es 
lediglich  in  dem  Interesse  für  die  gule  Sache  uud  iu  der  Huffnunr« 
dnsa  dieae  Bemerkungen  in. dem  Archiv  keine  unpaaaeade  Stelle 
finden  werden. 

1)  Die  meisten  von  den  Aufgaben  1.  sollten  mit  den  verwand- 
ten VlII.  ^ttsammensiehen;  denn  der  Schüler  kann  sie  nicht  lösen, 
wenn  er  den  hydrostatischea  Satz  vom  Auftrieb  nicht  kennt. 

2)  Bei  den  Anflösnngen  der  Auftfabea  II,  14  und  Ift  scheint 
es  uns  nnnütliig,  das  ubsolute  Gewicht  p  des  Körpers  in  Betracht 
zu  ziehen,  da  bei  einerlei  Volumen  die  absoluten  Gewichte  sich 
verhalten  wie  die  speciüschen^  p  fällt  auch  immer  aus  der  Recb- 
nung  berans.  Wir  nvBrden  die  Aufgabe  14  nach  etwas  allgemeiner 
so  vortragen:  In  einem  Gefäss  befindet  sich  eine  PInssigkeit  ji^' 
darfiber  steht  eine  leichtere  B;  eine  Kugel  C  (oder  ein  Körper 
vnn  beliebiger  Gestalt)  sinkt  iti  unter  und  schwimmt  auf  yl: 
man  iragt,  mit  welchem  Theil  die  Kugel  C  iu  ^  eintaucht. 
Sind  nun  \oü  ui,  ii,  C  die  apeetfischen  Gewichte  0,     e»  so  heissft 

.TMIIT.  11 
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das:  wenn  eine  Wusaer- Kugel  =  1  wiegt,  so  wiegt  eine  gleich  ' 

ir.  Kugel  =Ä 
Kugel  =  C 

und  das  S^pneDt  4f  der      Kogel  sbm 

 1 — OF  der      Kogel  =7^1  — dr). 

Demnach  ist  fiir.  den  Zustaad  dea  GlcicbgewicUta  aje-^rM}- — x)F^t 
folglich 


Der  Herr  Verfetier  hei  ^  für  dM  hiesige  e  P9d  1  fiir  das  hiesige 
^  geeetst.  lo  der  18,  Aofjgab«  Ut  noö  ooioittelber  =  ^ 

s 0,53968  ...;  und  io  der  15.  Aufgabe»  nach  der  Persel 
^)+^,  deigemichle  <ts8M.O,9987+0^13sO;60052. 

3)  Bei  den  balKstiteben  Probfe«,  Nr.  87.,  aagt  der  Berr  ?erf. 

io  der  Auflösung:  ,,Da  ein  schief  in  die  Höhe  g:ewotfcner  Körper» 
ohne  den  Widerstund  der  l>uft,  eine  Parabfl  besclireibt,  so  musa 
hier  die  Theorie  dieser  Linie  berücksichtiget  werden/'    Der  Herr 
Verf.  gebt  nun  tob  der  Gleichung  der  Purabel  aus  und  beruft  sich 
«  dabei  auf  sein  bekanntes  Lehrbneb  der  reinen  Mathematik  (6.  Aufl.). 
Er  bat  jedoch  weder  in  diesem,  noch  in  seinem  Lcbrbucb  der  Phy- 
sik (5.  Aufl.)  naclijj^ewicsen  ,  dnss  die  Balm  eines  schief  aufwärtf 
geworfenen  Körpers  eine  Parabel  sein  müsse.     Es  wäre  dabei 
wobl  zweckpiaasig  gewesen ,  das  Fehlende  hier  oecbf nboleo.  P8r 
die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  scheint  uns  Bekannt- 
schaft mit  «Irr  Parabel  utimiltelbar  gar  niclit  nothwendip^,  indem 
man  sich  an  die  ursprüns^liche  Ketrachtung  des  Gegenslundes  hält. 
Referent  glaubt  nichts  Unnützes  zu  tbun,  wenn  er  in  Kürze  mit 
tbeilt,  wie  er  eeineo  Sebfilern  die  Sache  ▼onatra8:en  pflegt.  In 
Fig.  2.  des  Buches  sei  AD^k  die  Wurfsgesehwindigkett  in 
1  Sccundc.    Man  setze  AP-=ip  und  DP:=q\  Dmz=g  sei  der 
Fallraum  in  der  ersten  iiecuude.    Wenn  nun  die  Punkte  /y. 
m'  für  eine  Zeit  voo-f  Secnnden  eben  dos  bedeuten,  was  Dy  Py  m 
fir  1  Seconde  eind,  ao  bot  man 

AD  =^k,t',  AP'z=zp,$i  J»P'=zg,$i  M)fm'^g,n 

ood  ea  gilt  demnaeb  fdr  die  Höbe  m'P'zzzh  den  gew^rÜMMO  K6r. 
pera,  neck  Abloof  veo  t  Secoodeo,  die  Gleiehnog 

Fir  den  Bodpunkt  B.  der  Bobo  iat  AssO,  lalgUeb  g**^f  «od 
Die  Abieiaae  AJ^  wMebat  ooo  od  inr  W^ite  des  Worfii 

AB,  wenn  die  Zeit  ^=^4*  i^^i  folglich  iat 


Da  y  und  ^  Katbeten  einen  reohtwinkeligen  Dreiecks  sind,  desseu 
Bjputenuse  constant  ist,  so  wird  das  Produkt  p  .  y  eiu  Gröss- 
tee,-Wenn  P^f  iet    Deanach  findet  die  n^r Stete  Weite,  bei 

einem  Elevationswinkel  DAP  von  45"  statt,   und  sie  ist  =2^» 

weil  in  diesem, Falle  p.qz=.\kk  ist.  Für  zwei  Glevationen,  die 
einander  zi|  90°  ergänzen,  aUo  für  45*  +  «'  und  45°  —  wordea 
bloia  die  Katbeten  p  and  q  mit  einander  vertaaeclit;  zu  diesen 

Elevatienen  gehören  also  gleiche  Wurfweiten.  Zur  Elcvation 
15°  oder  75°  gehört  die  halbe  ^rösste  Wurfweite;  dies  folgt 
leicht  aus  einer  einfachen  geometrischen  Construction.    Die  Höbe 

h^{q — g mt)ß  wird  ein  Gröestea,  wenn  — ^  einen 

iet.'  Dae  F^odnct  iwmnr'Terilnderlieber  Labien  -^-^f  und  die 
aiae  beeHindiga  Samia  os-^  gebani  belUiMit  aber  neinen-ifrlMfB 

Wertkr  wenn  die  Faclaren  einander  gleicli  sind,        /aslly  wer- 

aap  falgt  '=5^-   Die  grÜHt«  Hübe  f^ebSrt  alia  sar  balbea  Zeit 

de»  Warfc.  Naeh  dieser  halben  Zeit  ist  der  RSrper  senitreebt  über 

der  .^itte  von  AB.  Darnm  gehört  die  grösste  Höhe  .SC  aneb 
auf  balliien  Wnrfireite  and  sie  wird  erhalten,  weaa  nu«  i» 

*  •  ,  ' 

issf  ««-^f  «#f  ftr.#  na  dea  Piata  nntst       Alea  ist 

M  der  Blenrtlaa  45<^  Ist  fq^\kk,  fol^licb  iet  B€h=z^^\, 

d.  b.  die  grdsste  Hobe  betrigt  in  diesem  Falle  inuner  ein  J?i«rtel . 
von  der  grössten  Weite.'  Für  andere  Islevationen,  als  die  in  der 

Aufgabe  vorkommen,  muss  man  natürlich  die  trigonometrischen 
Ta^ln  zu  Hülfe  nebmen^  nap  hat  oänlieh,  den  Elevatiooswinkel 

==«  gesetzt, 

/»as^.eee«;  ^=^.sin  tr« 

Bai  gleichen  Zeiten  vor  und  nach  der  halben  Zeit  des  Wurfs  er- 
langt der  KSrper  glaieba-  Höbe;  dies  folgt,  wenn  man  ia' 

Jk=^g  ,  t  —  g  .tt  für  t  zuerst  2g~  ^  ^ setzt.  Da 

aber  za  solchen  Zeiten  auch  gleiche  Entfernungen  CP  diaseits  und 
jenseits  von  C  gehören,  so  iet  klar,  dass' die  sranze  Wurfslinie 
u4SB  durch  in  awei  congruente  Tbeile  JS,  SB  g|-etheilt 
wird.  ^I;in  kann  nun  auch  leicht  /eisten,  dass  die  Wurfslinie  eine 
Parabel  sei.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Bewegung  in  jedem 
Punkte  der  Bahn  aus  einer  verticalen  und  horizontalen  zusanmen- 
gaeatit,  fn  ist  JUar,  dnsi  in  8  die  tivtMiia  bie  aal  MI  ahganoa^ , 
m^m  kü,  «nd  av  «Mb  dir  liaftaapUU  tttbiadea  ist»  ta  Folg» 
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welcher  der  Körper  eioe  halbe  Parabel  SB  beschreibt,  wie  id 
allen  Elemeotarbichern  der  Physik  cr^wieaen  wird.    Will  man  aber 

lieber  rechnen,  so  sclip  man  in  Fig.  1.  iinspres  Buches  «VA'=^ 
als  Abscisse  und  M\z=zy  als  Ordinate  ao,  und  man  jerbilt  4anD 
aus  dem  Vorigen  leicht  die  Werthe 

an  P  •  f/ 

woraus,  wenn  man  y  quadrirt  and  ^  als  gemeinschaftlichen  Fac- 
tor aba'ondert,  folgt 

Diei  iat  die  Gleichung  eintr  Parabel»  die  ^  tum  Paraaeter  bat« 

4|  Die  Aufgabe  63  hat  der  Herr  Verf.  nur  mit  Hülfe  der  Dif« 
ferentialrechnung  belinndclt:  eine  elementare  Auflösung  scheint  ihm 
nicht  heigefallcn  zu  bcin.    Wir  Wullen  hier  eine  solche  roiltheilen. 

handelt  sich  darum,  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck,  dessen 
•ine  Katbete  «  gegeben  itt,  die  Hypotennie  of  oad  die  andere 

Kathete  t/  so  zu  bestimmen,  duas  ein  Kleinstes  werde.  Er- 
richtet man  nun  in  dem  Endnuokte  ?on  ;r,  der  y  gegenüberliegt, 
auf  ^  eine  Seakrecbte,  die  aer  rerlängerten  y  begegnet,  so  eot* 
atebt  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  worin  a  aenkrecnt  auf  der  Hy- 

potenusf",  r  eine  Kathete  und  y  der  eine  der  beiden  Abschnitte 
ist,  in  welche  die  Hypotenuse  durch  a  getheilt  wird.    Demnach  ist 

die  Hypoteoaee  aelber  ssa         Aber  ia  eine«  recbtwinkeligan 

Dreteek,  dessen  Höbe  «  gegeben  ist,  fallt  die  Hypotenuse  offenbar 
dann  am  kleinsten  aus,  wenn  sie  von  a  halbirt  wird,  d.  h.  wenn 
y=^a  und  ar  =  aV^2  ist.  Eine  andere  elementare  Auflösung  bie« 
tet  die  Trigonometrie  dar  (\crgl.  Seite  90,  unten). 

5)  Fttr  die  Aufgabe  129:  auf  einer  WMge  mit  ungleichen  Ar- 
men das  richtifrp  (Gewicht  eines  Körpers  tu  findni,  kann  die  Be- 
trachtung; wolil  etwas  einfacl»er  werden.  IHf*  utiglrichen  Arme 
seien  a,  a';  duü  wahre  Gewicht  des  Körpers  a:\  die  uugleichsn  Ge-> 
gengewiehte  p\  Dann  iat  m»r^tip'\  t/x'sszmp\  folglieh 
mtijcx  =  ae^pp'  und  a^x  ==  pp'. 

6)  Auch  die  Auflösung  der  Aufgäbe  141  lässt  sich  kürzer 
ben.   Alan  findet  sofort  die  Gleichung  (Fig.  15.  des  Buchea) 

P—p  .  Ä// . 

oder,  wenn  man  dai,  wo»t  ^  nniltiplidrt  iit,  a  nennt,  Pz=ip . «; 
and  biar  toll  F,  aitbin  »,  ein  Grdiatei  werden,  fia  tat  aber 

folfflich  muss  %  eine  Senkreeble  von  B  anf  Cff  nein.  Diese  Senk- 
rocbta  Ulli  aber  offenbar  dann  am  gr«ea|aa  ««a,  Wisa  CH  nm  C 


Digitized  by  Google 


•o  gedreht  wird,  d«it  äc  enf  CH  MDkNeht  itt  (Fig.  Id.  des 
Bnchea).  Will  mho  tur  DilTereDtialrechiinBff  eeine  Zuflucht  ueh- 
men,  so  gewinnt  die  Auflösung  durch  Cinfiinrung  des  Winkels  bei 
U  so  Elegsns.   Mennen  wir  diesen  «i,  so  ünden  wir  leicht 

Pxss.f(e .  sin  w+  •  •  cos  «)• 

Und  hier  wird  der  eingeklninmcrte  Ausdruck  ein  Grösstes,  wenn 

cdt  ifsss-^.    Dn  nnn  stets  euch  cot  «ss't*  i<*t«  so  erhalten  wir 
c  m  . 

op^- — ,  wie  im  Bache. 

c 

7)  Bei  der  Aufgabe  143  findet  uoter  derselben  Bedingung  ein 
Hnsinnm  statt,  wie  bei  der  Aufgehe  6S  ein  Mlnim'nni,  weshalb 
die  elemeuture  LSsung,  die  wir  ohen  filr  63  sUtgetheiit  hnhen,  nnch 
hier  in  Anwendung  kommen  kann. 

8)  Unter  den  76  Aufgaben,  die  das  Licht  hetreffen,  kommen 
mehrere  vor,  die  sich  recht  zweckmässig  beim  t'nterricbt  in  der^ 
Stereometrie  bennt^sen  lassen,  z.  B.  Nr.  220.  för  den  Wechsel« 
schnitt  beim  Ke^el.  Wir  iiahen  überhaupt  die  ßemerkun(:r  ge- 
murhf,  ilnss  die  Schüler  in  den  physikalischen  Lehrstundeo  we* 
niger  Neigung  seigen,  einen  Gegenstand  aus  der  l'bjsik  ausrühr- 
Jioh  mit  tlOlle  .der.  llatheMtik  nn  verfolgen ;  während  sie  mit 
gressem  Interesse  hei  einer  physikalischen  Aufgabe  verweilen,  die 

Selegentlicb  in  den   mathematischen   Lehrstunden  eis  Anwen« 
ung  eines  vorgetrngenen  Sittzcs  heliitndelt  wird. 

9)  Bei  Gelegenheit  der  Autgube  229  mag  die  etwas  schwerere 
hier  genannt  wmen  t  Anf  einer  fferaden  Linie  sind  fünf  beliebige 
Strecken  yiß,  BC^  CD^  DE^  EF  gegeben;  man  soll  den  Stand- 
punkt /'  finden,  von  welchem  aus  oie  beiden  äiissersten  .Strecken 
jiß^  EF  und  die  mittlere  CD  unter  gleichen  Sebewinkeln  er- 
scheinen. 

10)  Bei  der  Aufgabe  254  können  die  Sinasverhältnisse  fiiglicb 
entbehrt  werdt^n ;  die  Auflösung:  folgt  kürzer  ana  oineA  behaantjBn 
Satze  vom  Dreieck  mit  einem  halbirten  Winkel. 

.  11)  Die  Autgaben  272  und  273  über  die  Ortsvcrändernog  des 
Bilden  bei  paralMiitr  Bewegung  des  ebenen  Sniegela  b&lten  etwaa 
Itfimer  bebsindelt  weiden  können.  Die  AuoHssng  beruht  gans 
einfach  damnf,  dnaa  swischen  m-f-^  und  «—^6  die  DifferMS 
=  26  ist. 

12)  Die  letzte  Aufgabe:  ,Jn  welcher  Entfernung  von  desi 
Mittjelponht  der  Erdkugel  wird  ein  Körper,  der  eich  zwischen  ihr 
ünd  dem  Monde  befindet,  von  beiden  Weltkörpern  gleid)  stark  an- 

fezngen?*'  lässt  eine  etwas  elegantere  Auflösung  zu,  wobei  die 
urni  einer  unreinen  quadratischen  Gleichung  vennieden  wird. 
Ist  nimlicb  die  Entfernung  der  beiden  Weltkdrper  s=60  Krdhttlb- 
■csser;  die  Masse  des  Mondes  der  Erdmasse  (nach  Han- 

sen); die  gesuchte  Entferntinp;  vom  Nittelpunkte  des  Höndes 
zszae:  so  ist  nach  dem  Newton'scben  Grafitationsgesetz 

QO      _  600/80-- 1)_^ 
*  — l/80+l.—  —  0,0336  . . . 
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So  vi«!  TOD  den  tBMm  4ei  SachM.  Ww      Amini«     ulbn  ' 

•BiMfifeC,  so  sind  Druck  uod  Papier  gut  la  BeDSen,  und  zwei 
.snuhcre  Kupfertnfeln  (aus  d^'r  Kunstanstalt  von  Herrn  A.  Mädel 
in  Weimar)  {gereichen  dem  Buche  rur  besonderen  Zierde.  Dass 
ausser  den  aogezeigleu  Druckielilero  oocb  einige  wenige  stebeo 

{(eUieb«B  iiBd,  wiri  ibbb  ait  Seh«BBBg  b6iirtii«ilBB ,  dm  es  gar  sa 
eicht  möglich  ist,  dess  man  bei  der  Correctur  in  den  Zahlen  und 
Formeln  etwas  übersieht.  Die  folgpeudea  Fehler  sind  von  dem 
Herrn  Verf.  selber,  oBch  den  völligen  .Abdruck«  def  Bucheti  ood» 
aufgefunden  worden: 

S.  9  Z.  12  T.  n.  lies  45  sUtt  25 

-  44  •    S  T.  V.  -    der  tliitt  die 

-  53  iit  inaer  1S»099k  st  15,1  sa  letieB 

-  54  Z.  11  I.  15,005. m  et  15,1-000 

-  60  •   10  V.  u.  l  ADz=zBCz=iy  St.  JD=zy-^  auch  feb- 

leB  in  der  Oten  Figur  die  LieieB  AD  Bad  CD. 

•  00  Z.  8  ist  nach  „Gleichung'*  einzotehalten  „nnd  der** 

-  73  in  der  Aufgabe  94.  2j  ist  in  den  Ausdrücken  für  sin  % 

and  tiB  •  in  Z&Mer  29*  wegsnitreidieB  (wie  «ne  04. 
1.  MOgleieh  erhellet,  weaa  geiettt  wird) 

.  T7  Zw  a  I.  122«  23'  St.  105«  Ol' 

.  12  V.  u.  1.  15,88  et  18,01  «ad  Z.  8  l  125«  28'  et 

175«  4' 

.  78  .  3  I.      3"  it.  22'  48\ 

w 

Eeferent  bat  durch  die  vonteheadea  Benerkaagen  (die  etwaa 
mehr  Raun  fordern,  als  loait  tn'ArehiT  bei  der  ^teitre  eieee 

Buclies  üblich  ist  *)  das  Intfresse  seiner  verehrten  Herren  (^nlleg-en 
für  «lie  trefliichc  Aurgabensammluntr,  die  uns  hier  ffcboten  wird,  in 
Anspruch  nehmen  Wullen.  I>as8  er  sieb  selber  lebhaft  datur  in* 
terenirt  Bad  d«a  Bache  ehrt  üraelitOriaMede  VetMltang^  waaecU, 
ntff  die  Ansfubrlicbkcit  dieser  BeeierkaBgeB ,  Weaa  aach  aiekt 
reutfidtigea,  doch  enteehaldigan. 


*)  Aneb  antfuhrliehern,  so  wntbveile  Dentrfcuügeu  wie  die  ▼drlie» 

gende  cnthaUt^nden  Recensionen  wer<|e  itk  inner  eehr  geta  einen 
latt  io  dem  Archive  einrlmnen.  0. 
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Einiges  ttber  die  Enlerischen  lutegrale  der 

zweiten  Art 

Von 

.  •  .  * 

Herrn  Doctor  O.  SeMimileJi 

.10  Wetmaf. 


Im  3tpn  Hefte  des  2ten  Bandes  dieses  Archivs  hat  in  Nr.  XXV, 
der  Herr  Herausgeber  mehrere  der  neaesten  EntwickeluDgeo  ia  der 
iDtertraaotett  Lelire  too  deo  Bolerifeheii  lotegraleo  «ifgetheilt. 
Aus  den  dort  aafgestellteo  PormalD  lassen  sich  noch  einige  wich- 
tige Sätze  sehr  kurz  ableiten,  von  denen  ein  Thcil  auf  aadereoi 
weniger  einfachen  Wege  schon  gefunden  worden  ist. 

\yir  nehmen  unseren  Auslauf  voo  der  iu  jener  Abhandlung 
§•  III.  Nr.  7.  entinekalteB  Fornel: 


1  t 
Nuiimt  mao  im  zweiten  Integrale  |^^=y,  also  a:==—  —  1»  ao 

wird  y  =  0  und  y^l,  wesii  «»o»  «nd  orssO  {^«wardui  ist, 
nnd  man  erhält 

«■«  PoraMl,  die  dincberllN  Anwendungen  fähig  ist 

Man  heniOTka  xao&cbst,  dass  das  erste  Integral  auf  der  rech- 
ten ^!)eite  von  a  ganz  unabhängig  ist;  schreibt  man  dalrcr  diese 
Gl(>iclrung  für  a—\-\-a  und  a=  hin,  so  fällt  bei  der 

Subtrukiioa  beider  Ciieichungen  d\ia  «rata  (ranscendente  Integral 
weg  aad  et  bleibt  bloa  die  ßlffereiis  der  beiden  anderen  ^Igebrai* 
neben  Integrale  atehen,  welche  man  wegen  der  ffleicben  Intern« 
tionsgränzen  in  ein  einzigen  integral  adaMwnensidien  kann.  Man 
erhÜt  an  die  ISleiehnng: 
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welche  iii«d  sonst  auf  eineosi  ümwege  ableitete  *). 

Wir  wollen  jetzt  folgend«  MdeB  lole'g^e  betraelitwii 

ycri/y 


in  wetcheo  n  eine  beliebige  .Zabl,  f  eiBm  poaitIveB  iebtas  Bmcb 

bedeuten  soll. 

Entwickelt  man  im  ersten  e-*  nach  Potenxen  von  o:,  so  wird 
dmb  IntegratioB  der  aiDselaen  Glieder: 


Iis  frngft  sich  jetzt,  was  aus  dieser  Gleichang  wird,  wenn  mrin  Jt 
ins  Unendliche  waclisen  lässt.    Man  erfahrt  diess  leicht,  wenn 
•ich  aus  der  Theorie  des  Integraliogarithmus  erinnert,  dass 

dx 


ist.  Die  Estwiekelnng  giebt  bier»  ween  wir  dei  Uaesdllebe  ele 
lam  einer  ^oMen  -Zabl  «  betraebCen: 


^  •  •  •  • 


+  U«  ^+  |. 

Der  zweite  Theil  ist  die  berühmte  Constantc  0,577215(>  deren  Be- 
stimmung in  der  Theorie  des  lutegralloffurithmus  eine  nicht  uner- 
bebliche  Schwierigkeit  war,  welche  Hascberooi  auf  sinnrelebe 
Weise  gehoben  litit.    Vefgleichen  wir  diesa  mit  dem  Wertbe  Wan 
res  Integrales,  so  ist  durcb  Kotwickelung  von  /(l^i) 


1.2 


C=: 0,577.,.,  (3) 


t  •  — =—  — i  - 


SetMB  wir  ferner  im  zweiten  Integrale,  welcbes  wir  betrachten, 
fiir         die  Reibe:  1  -hy-i-y*  -hy*      •  »i  •©  ergiebt  sieb 


*)  Legendre:  Trait«  d«a  feaettons  elüptiquei^  teaa  IL  Cbap.  XUL 
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ftyady  ¥^ 
/Ol-y  "^«-§.2 

Haltiplisire» '  vir  4ie  CUiiclNiDg  (3)  aiit  md  aieliei^  dto  v^fw 
itehende  davon  ab,  lo  koHiit 


WälireDd  die  beideo  Reiben  (3)  und  (4)  pur  für  positive  acht  ge^ 
brocbene  ff  canvergirten ,  m»  eonvergirt  die  Torateoende  aucb  noch 
für  ff^l;  wir  erhalten  f&r  dicaen  Wertht 


Briogen  wir  auf  der  linken  Seite  die  («Icioliting  (1)  in  Anwendung; 
und  transpnnircn  die  Coofttante  C=:0p772150  io  erbalten  wir 
das  ciegunte  Resultat: 

 T  •  a  +  •  »  '   

eine  für  Jedes  positive  a  und  für  negative  a,  deren  atenloter 
Werth  kleiner  ala  die  Einheit  iit,  conrergirende  Reibe. 

So^nlil  a  zwiscben.den  GrÜnsen  -Irl  ond  —1  liegt,  läss^  lich 
jede«  einzelne  Glied  in  eine  convergiriende  Reihe  niawandeln  nnd 
»an  erhält 

c+iiiq^") = it« -«•+»•-»♦+...  .1 


-  (y)'  -»-.(j)'  -  (fr  + . . .  .1 


Nimmt  man  diese  Reihen  in  vertikaler  Riehtiing  suanaMen  nnd 
beaeiehoet  mit  8n  die  Sunnie  der  Reihe: 


ao  ergiebt  sieb: 
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£rH-il55i±ii2==Ä>-^,o»H-^^a«-r...,  -hl>ap>^l.  (6)-), 
MttMplllirt  mtm  Um  €n«iebung  iiit  da'mii  integrirt,  kl' 

feine  Coaitoote  fitt  iiieht  beizufügen,  w^l  für  oateO,  irtl)s/I^O 
wird  und  die  reebte  Seite  lieb  ebeDfalii  Msiillirt.  Fflr  negatit« 

a  Ut  '  ^ 

1  * 

IfXl— o)=aiH-|Ä,««-+-iÄ,o*-i-4Ä\a*-h...,  -hl>a>— 1.  (8). 

Da  die  ZnMen  S^,  »9,,  /S^  u.  8.  w.  imitier  weoieer  von  der  Einlieil: 
differiren  ,  je  grösser  der  Index  ist,  so  übersieut  man  leicht,  dass 
die  Gleicliuufi^  (7)  auch  noch  für  a=Hhl  g'l^  was  bei  Porael  (8) 
Biebt  der  FmI  Ist,  Am  jeder  von  befden  lässt  sich  C  bestimneo, 
WPDO  man  a  so  nimmt,  dass  //1(ldba)  bekannt  ist.  Dicss  ilndet 
in  (7)  sfatt,  wenn,  miin  a  =  -f-l  seut,  wfil  daoD  il\i)ss:9  wird 
and  in  (8)  fHr  0  =  +  ^,  wobei  /r[^)=:^//r  ist. 

Dareb  Addition  erbiR  van     '  .  -  - 

/n(l     a)  +  /r3(l  -  «)  =  /JiKl  +•)  mi--«)!  5=  i\€Ha)  l\i - ay 

oder 

'1 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  erhöbt  aaD  die  Q>1V^S^os 
Reiben  (7)  und       und  b^iiomuit: 

•  '  dr<H-tt)  =  iif-r2^— Ctt-^iÄ.O«— fJ.O-—   (9) 

■in  €w 

/r\lw-a)===i/;;r^+Cb^iÄr,«»-*-^S,a»4^  (10). 

.'  .«•••    .  -  '  • 

Die  Formel  (5)  kann  aoch  dazu  dienen,  die  GammailllllLHoB 
IXi-^u)  in  ein  unendl|ebes  Prednkt  it  verwandeln.  Hnn  kann 
nlunlicb  jene  Gleiebnng  eebreibon: 

1  1  I 


*)  Legendre  geht  gerade  den  amfekefarcen  Wfe«.  Er  findet  samt  ditea 

Formel  und  reduzirt  die  Gleichung  (S)  anf  diceilbe.  Tniti  det  fbntC 
elL  ionie  Ii.  chap.  UL  et  X. 
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BeMiebntB  wir  4m  enie  Mkt  mk  M*a^  Ut  darch  i»»iwMr»uuwi 
■it  «Ai^nod  lotefnUion  switclieo  d«ii  OrÜiiteD  aas«  nnd  a=sO: 

-H/2  -l-A 

•der 

•  * 

ATI  •!-«)-  (Ä^-f )«- AI  H-f)  -Ai+f)- V +f>  -  •  •  • 

Bemerken  wir,  dass  (A" — C)o  = /<?(Ä— <^ri  iit  und  g«bM  d«B 
Logaritbaien  auf  die  Zahleo  lurück,  so  «rgiebt  sich 


«ad  mnu  wir  «■■  an  dao  Wertli  yod  M  crinnm 


-r 


(i-h'f)(i+-|)0.+T)v. 

•der  «u€fa 

^./Il  .  ^  .   (»)  . 

l+T   1+^-  l+y 

Schreibt  nao  diese  Gleichunr  auch  fdr  negative  a  bin  und  nulti- 
nlisifft  beidtf,  lo  erbält  man  die  bakannte  nntndlicha  Paktorenfolge 
für  thi  «or. 

Nimmt  man  in  (12)  a=sl   Diid  dann  baidenatti  die  natiir- 

licheo  LogaritbmeD,  so  ergiebt  sich 

€?laiAW  +  Ai**)HH  -  •  •  (W). 

Die  Reibe  ist  hIasiebtKcb  ihres  Bildungsgesetzes  nerkwärdiar,  xnr' 
praktischen  Beredbonnir  iodessen  unbrauchbar  wevan  der  sehr  ge* 
ringen  Convergenx.    Durch  eine  kleine  tlmwanaluog  arhilt  man 
hieraus  eine  schon  bekannte  Eigenschaft  fon  C,   Gaben  Wir  näa- 
licb  bis  zu  einem  »tcu,  Giiede,.so  ist;    .1%  . 

t  ' 

^     Cr=  Um  Wi*)  •+«        4-  Al^)  +  . .  •  H-  A^^>=5)J 
•der  wenn  nun  alle  Legnritkaen  anftiit: 

.«  —  1 
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Die  erito  Reihe  Ut  ss  /({  .  | .  i  . . . .  ^^^)  =  aitfcia 


Mftu  kuoDte  leicht  einen  aUgemeineren  Satz  dieser  Art  aufstelien, 
weon  Bau  in  Formel  (11)  a  ab  positiv  ued  gaea  aoBiBBit.  Br  iit 
ittdesseb  von  keiner  beienderen  Bedeatneg^. 


4. 

BeteiehDeo  wir  ^ '  ^^1^    ^  ^^'^  AogenMielc.niit  /(«},  ao 

ergiebt  aieh  aaa  Fonael  (5)  für  «=0,  /^(0)=:^  C  ffehmB  wir 
daher  b  Gleiehmig. (2)  f:ssiO,w  ist 


oder,  wenn  w\r  uns  an  die  Bedeotaog  ron  /^)  erianeni  «ad  iai 
Integral  «  für  y  seUen, 

Das  Integral  kann  jederseit  leicht  anigefilhrt  werden.  Deoo  was 
«neb  a  aein  möge,  so  kann  awn-  ea-  durch  die  gehliriga  Babatitatien 
fiir  je  inaier  auf  die  Fonn 


a  I— • 


bringen,  worin  m,  n,  p  positive  ganze  Zahlen  sind.  Man  kennt 
aber  den  unbestimmten  Werth  eines  solcbea  Integrales^  folKÜcb 
«ach  den  swiaahen  den  €rinK«n  0  .n«i  1.  Mtn  hat  nnn  Uka&i 


/;^r-/.  <.-r(^+ 1)  ^±iy' 
uad  m\i  Bulfe  der^Gleicbung  (15) 

wodurch  der  Werth  dea  laügrala  lidfca  jedemeKt  gefunden  werdea 
kann.  Für  ^issO  bat  mu  aehr  einfoeh 

/l"^ArdiFs»— Cä— (0,5TO1M..)  (17).  * 

r 

Man  kann  sich  von  dem  Integral  (16)  zu  einem  allremeinereo  er- 
heben, indem  niuD  ka:  für  k  setzt,  wo  k  eine  willktthrliche 
positive  Grösse  ist.   Die  Unke  Seite  wird  dann; 


17» 

'  ■ 

und  durch  Verglticfcang  ait  der  reehtto  Steife  in  (16)  fiadet 


y^V^*-     rfr  =  l-  C-    +y,'^  Ar]  (18) 

und  dieses  Resultet  ist  allgemeiner,  weil  darin  eine  wUlkUbrIicbe 
ConeUhite  Yorkoniait. 

Ein  Paar  bentefikeiMW^hft.a|ie«lelle<  FIN^  siiiHHfeilgMdew  Fir 

is  :  ',,1-  . 

oder  für 

f^ir^  Ä  Ä  =r  -  ^  rH-2Ä)  (W). 

Ist  ferner  in  (18)  /u^  eiae  ganze  poeiti?a  ZabI  as»,  aa  hat  naa 
/\»+ 1)  =  i  .  2. 3 ...  .ei;  ferner 

—        ^      i  "l~  i  ~i"  •  •  •  •  +  ^* 

FeIgKeh  lat; 


Daraus  lässt  sit;b  leicht  ein  in  die  Differenzialrechnun^  gehörendes 
Theorem  ableiten.  Wenn  man  nämlich  in  (18)  f*  =  0  setat, 
ao  iet  *■ 

DiffereBsiirt  MB  dieM  Glaichnag  m  aul  aaeh       lo  eihilt 


Reicht  , 

t 

t  «-4r^'/*^=s  5h3  C'-(-l)«25;  (-jp). 

Vargleicbt  man  diees  mit  der  Formel  (20),  ao  wird 

(t)^^-W^  l«-(l+i+i  +  ...-*-i)J  (21). 
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Eiu  aoderweit  bemerkenswertbe«  Resultat  lässt  tick  aof  fol- 
ir«iid«  Welte  eoi  Poniel  (2)  eUeiteB.    Hm  aetse  «±= 
ß  =  v-^w.  wo  I»  and  r  nir  die  Differenietiov  ceeilaat  dletbea 
aelke,  ae  iati 

Ba  werde  oud  beiderseits  mit  dt*  multiplizirt  und  nach  m  innerhalb 
der  Griaaca  «so,  mT=:ß  integrirt,  so  kont: 

Kebren  wir  auf  der  reebten  Seiten  die  Ordnung  der  liitegretieK  wm 
nnd  incegrirte  «aenl  nek  «i  f#  prlrd  iaa  Iptegral 

y'»J ( j?«  —  jr^)  (.T^^  —  x*^  da: 
0 

Vergleicbeo  wir  dieaa  m\i  der  lieken  Seite,  ao  iat- 

y-i(x«-.  j-?)      — j>0   ^      .r{  \  -H."  -i-^^)  n'  -hr-t-^)  .««L 


eine  Formel,  welche  sich  ebenae  aebr  d«reh  ibre  Allgeaieinbeit, 
als  dttreb  ibren  ayuetriaeben  Ben  MaieiebMt 
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lieber  das  Fundaiaeiitalprobleni  der  Katoptrik 

und  IMoptrik. 

dem  Herausgeben- 


f.  1.  • 

Die  Dcuesteo  Arbeiten  der  Herren  Schleiermaclier  und  Petzval 
auf  dem  fjchiete  der  Optik  veranlassen  mich,  dem  im  zweiten 
"^1  iicile  dieser  Zeitüciirift  veröffeotlicbten  Aufsutxe  über  die  (jiuud- 
for««ia  der  Katoplrik  unil  Diopirik  bücIi  und  ■ach  einige  apdera 
Abbsndlangen  Sber  diese  interessanten  Tbfile  der  Matbeaatik  fol- 
gen zu  lassen,  welche  ich  ursprünglich  in  einem  grössern,  der 
weitem  Aiinbildyn^  tier  Katoptrik  und  Dioptrik  gewidmeteo  Werke 
mit  ernander  so  Tereinigen  vod  sn  eine«  eysteaiatitcbes  Ganten 
so  verarbeiten  dachte. 

In  der  vorliegenden,  die  Reihe  dieser  Arbeiten  ernfTnendcn  Ab- 
handlung  werde  ich  zuvörderst  eine  neue  Auflösung  der  Fuuda- 
mentaiuufgabe  d(^  Katuptrik  und  Djoptrik  zu  geben  versuchen »  da 
üir  dieae  Aufgabe,  auco . »acb  den  biaberi^eD  ae|ir  TerdienaClicben. 
Arbeiten  liber  dieaea  Oegaaafcand,  lo  weit  dieselben  zu  meiner 
Kenntniss  trekommen  sind,   noch  nicht  mit  der  Geschmeidigkeit, 
Allgemeinheit,    Strenge  und  l^lcganz,   wie  man  wühl  wünschen 
jBöcbte,  aufsc^Iösf  worden  au  sein  scheint;  wobei  ich,  wie  wobl 
ItaOD)  noch  nesoodere  zu  bemerken  nöthi^  ist,  unter  der  Pnnda- 
veBtalaufgabe  der  Katoptrik   und   Dioptrik   die   Hesfimmung  dea 
Weges   eines   von   einem  gewissen  gegebenen  Funkte  im  Räume 
nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  ausgehenden ,  und  an  einef 
Raihe  gegebener  sjibäriecher  Klaeben,  —  dann  auf  aolebe  bia  jatst 
allein  in  der  Praxia  vorkommende  Plieban  werde  ich  die  Mgw» 
den  rntersucliungf n  einschränken .  wenngleich   eine  Erweiterung 
derselben  aut'  Flaclieu  Uberhaupt  eine  besondere  Schwierigkeit  nicht 
darbieten  würde  *),  —  eine  Zurückwerfung  oder  Brechung  erlei- 
denden LIebCatrabIa  verateba.   An  die  allgemeine  AoBösung  dieaea 
Fnndanienialpr<»blcms  sollen  sich  dann  ipitarbln  ?aracbiadana  ape» 
cieUere  Uniarancbunfen  anaablieaaen. 


*)  Bine  Ebene  kann  immer  als  eine  KnfeUlaclia  alt  ainaai  OBandlieb 
grasten  HtibaiieeeK  bairaebiat  ffirdaa. 
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Et  leien  iiberhan|pt 

die  G1eicYiunp;en  einer  geraden  Linie  im  Räume  in  Bezug  auf  daa 
beliebige  rechtwinkliirc  Coordinatensystem  der  ^r/z.  In  dieser  ge- 
raden Linie  nebme  mau  einen  beliebigen  Funkt  als  Anfang  eines 
neaen  dem  primitiven  Sjateme  der  opff»  ptiraUelen  Coordinaten- 
Systems  der  «i5f^«i  an.  Dann  aind  nach  den  PriDcipian  der  ana- 
lytiacban  Geometrie 

2}  y,  =:^^,,  *,  =^,;r, 

die  Gleichungen  unserer  geraden  Linie  in  Bexug  auf  dns  System 
der  Die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  einer 

der  beiden  Theiie  unserer  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  von 
dem  Anfange  der  «1^1« i  gctbeilt  wird,  mit  den  potitiren  Thailen 
der  Axen  der  §f,,  x,  einschliesat,  aeien  respective  ß,  ^; 
und  /r,,  ^1,  r,  seien  die  Coordinnten  eines  beliebigen  Punktes  in 
dem  in  Rede  stehenden  Theiie  unserer  geraden  Linie  in  dem 
Systeme  der  .r,y,x,.  Bezeichnen  wir  dann  die  Entfernung  dieses 
Pooktes  von  dem  Anfange  der  durch      ao  iat  offenhnr  in 

tdliiger  Allgemeinheit« 

3)  «,  =  ^  cos  a,  ö^=Q  cos  fij  c,  =  ^  cos 

wie  angeoblicklicb  erhellet,  wenn  man  nur  Qberlegt,  dasa  nach 

einer  bekannten  Construction  die  geodietrischen  Darstellungen  der 
Coordinaten  #7,,  Ä,,  c,  des  Punktes  {a^&^c^)  leicht  erhalten  wer- 
den, wenn  man  von  diesen  Punkte  auf  die  Axen  der  y,,  %^ 
drei  Perpendikel  ftllt.  Weil  nu  nach  S) 

iat,  ao  iat  nach  S) 

g  cos  ßsBQA  cos,  a,  ^  coa  /as^i  eoa  «; 

.*  *     <  •  . 

md  folglich  • 

'  COS  a      ■      CO«*  a  ^ 

Sind  nun  a,  ^,  c  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  durch 
die  Gleich u listen  1)  charäkterisirten  geraden  Linie  in  dem  SjaleaM 
der  a7y;s,  ho  iat  nach  1) 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  Gleicbnoffen 
1)  anhtnhirt: 


t 
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AIm  laiMB  rieb  nach  4)  die  GlcidinagM  4er  gegebenen  geraden 
Linie  inaier  noter  der  Foroi 


5) 

oder  unter  der  Form  ' 


cos  y  ^  ^ 


CM  C 


dantellen ,  wobei  nan  aber  niebt  am  den  Augen  m  lassen  hat, 
daaa  hierbei  immer  rechtwiniclige  Coordinaten  vorauigeaetzt  werden. 

Von  diespD,  übrigens  auch  sonst  schon  bekannten,  für  das 
Folgende  aber  sehr  wichtigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die 

Serade  linie  im  Rannie  wollen  wir  nun  zu  uuaerm  cigentlicbeo 
Gegenstände  ibergehen. 

-  3.  ■ 

Wir  denken  uns  drei  von  einem  l*unkte  im  Räume  ausgehende 
■laiHiÜieb  in  einer  Bben«  liegende  gerade  Linien,  welche  wir  für 
jetzt  die  erste,  zweite,  dritte  gerade  Linie  nennen  wollen,  und  be« 
zeichnen  die  Gleichunjrcn  dieser  droi  creraden  Linien  und  natÜrlieb 
auch  ihrer  Verlängerungen  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangs- 
|)unkt  hinaus  in  Bezug  uuf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordina- 
tenaystea  der  Jtfm  respeetive  dnreb 

! y  =:  aa; -h/y  M  =  6af -hin 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  von  welchem  diese  drei  geraden 
Linien  ans^e^ea,  in  dem  angenoaiBenen  reebtwinkligeo  Systeme 
der  acyx  seien  /y,,  7,,  r, ;  und  die  Gleidinng  der  Ebene»  in  «eicber 
die  drei  in  Aede  stobenden  Linien  liegen,  sei 

Ferner  seien  B  und  0,  die  beiden  ISO*»  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  erste  und  dritte  gerade  Linie  mit  der  zweiten  ge- 
radea  Liaie  —  " 


Weil  der  Punkt  (;>,^r,r,)  in  jeder  der  drei  geraden  Linien, 
also  »och  in  der  durch  die  Gleichung  S)  charakterisirton  Bbene 
liegt;  so  babea  wir  nach  7J  und  8)  die  folgenden  Gleichungen: 

9\^»xVx  4-/1,  r,  =^,;»,  -f-Ä'ii 

und 
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■ 

M)  ^  Hh  Ar,     il«  Oß- 

weil feroer  jede  unserer  drei  seradeD  Linien  nebst  ihrer  \eriän- 
geniD^  9ber  dm  Mmeraicbitfnfeli^o  Aoseangspunkt  hioam  ftn  ^ 
El  der  diirrli  liu-  Gleichung  8)  charakteritMeii  Kbene  liegt;  m  iil 
DBch  7)  und  8)  offenbar  fnr  jedes  x 

worau  aicb  onaiittelbar  die  beidea  folgenden  Systeae  von  Glei- 
elivngen  ergeben: 


r  4 


11)  p -4- 67/ =  0, 

and 

Ferner  ist  oacli  Uen  Priuci^ien  der  analjUscbea  Geometrie 


und  folglich,  wie  leicht  erheiiet,  .      >  ^ 

14)  sin  O  :  ab  ^1  ^  • . 


Wegen  der  Gleichungen  11)  ist  nun  ^ 

/  A{m  ~  ar')  H-        -  tf'^) = 0, 


und 


oder 


i^)\B{a'  —  a,)-hCll,'—d,)  =  0, 

»      •   .  • 
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lA{a  —  a')  Ä  —  qi*'— ä'ä), 

17)  a,)  =  ^  a,6'), 

18)  Jä(i*'-*,)=>^  q^-^,), 

a  —  ei  a'  —  «j     ^       —  m 


C 
ttnd 

NMk  17)  und  18)  bat  mua  aaeh  die  folg«adeo  GWehaagaD: 


■ad 


AUo  ist 


nad 


Mgfieh 


*  • 


W«U  non  nach  14) 

•ia      r  lia  9.« 

—  i-i.««-H«>  •  (•^«r)«-f.(A*0*-«-{«<^-4^^)* 

ist,  80  ist  nacli  dem  Voj-hergeheoden 


180 


o4er,  weBP  wir  annchnien,  UaM  4m  Verhillniu 

sin  ßi 

oonitant  ist,  und  der  Kline  wegeo" 

sin  Bt 

■>  .  •         •  ■ 

Da  nach  20) 


uod  nach  19) 


ist,  so  ist  auch 


aV-tfb 


und 


♦.4. 

Dnrcb  den  gemeiDschaftlieheo  Autgsogspunkt  uDierer  drei  ge- 
raden Linien  (ienkcQ  wir  uns  jetzt  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xy%  paralleles  Coordinatensystem  der  x^y^x^  gelegt,  und  bczeicli- 
nen  die  von  den  drei  Linien  nüt  den  politi?en  Tiieilen  der  Axea 
der  yi,  eingescbloMesao ,  180*  nicht  ttbarateigeadeo  Win- 
kel durch  f\  a\  a,,  y, ;  so  sind  l^eh  6)  dt« 
Glcicliungen  unserpr  <!rei  Linien  nebst  ibren  Verlängenngen  über 
den  gemciuscbafdichen  Ausi^;in^s(iiinkt  hiDuus  iu  dem  Systeme  der 
xyXf  da  g^^  r,  die  Coordinateu  des  gemeinscbaftlichen  Ans- 
gangspankti  d«r  drei  Lioien  in  diesen  Sy^ae  «ad: 

^—Px  ^y  —  9i       —  .  ' 

cos  tt  cos  ß ,         CO»  y  '  . 


'  V  rn«  mr  ms  ff  r 


—  r, 


CO«  et  cos  ^  cos  y'* 
cot  IC,   >  /I,         MS  Yx 
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Bad  un  Obigoi  iit  «Iw 

cos  ß 


cos 

a' 

cos 

§f 

cos 

o'» 

cos 

ß^ 

COS  a 

cos  y' 


CÜ.S  «'  ' 


OOS  a,'      '       cos  a, 


ZU  setzen. 

Daher  igt  nach  19) 


und 


cos  (i 

cos  y  —  cos 

y  cus  ß' 

cos  a 

cos  /T  —  cos 

ß  cos  u 

cos  /J* 

COS  yi  —  cos 

/  COS  /9, 

cos  a 

cos  /J,  —  cos 

cos  «, 

cos  ßx 

cos  y  —  cos 

y,  cos  /} 

cos  0| 

cos  ß  —  CO« 

ßx  cos  o 

aUo 


cos  «  cos  y'  —  cos  y  cos  a 

'  cos  «  cos       —  cos  /S  COS  flf 

cos  g'  cos  y^  —  cos  }>'  cos 
CO«       cos  /I,  |—  cos  ^  cos  01 

^  eos  «I  cos  y  —  cos  cos  sr 
~~      OOS  «I  cos  /I—  cot      cot  « 

1A\  ^  ^  COS  ß  COS.  y'  —  cos  y  cos  /f  . 

'  B         «Oi«eo9/  —  cosyeosi^ 
_     eps/fcosyi  — cos/cos/l, 
"^"«ipiü'totjf,— cot/oct«. 


CM  «1  cot 


y — cos  y,  cos  ß 
y — cos  y,  cot 


oder,  wie  Man  etwas  sjMmettitcber  diese  AHsdrücke  aacb  sebrei« 
bcB  kana: 

j  _coty  cotr-toc^  cos  V 
'  B      cot  «  cot  / — cos  y  cot 

~  cos     cot  y,  -—cot  /  cos  «, 

,  -  cos  y^  cos     —  cos  ^1  COS  y 

.   *^  cot  «I  cot  y— cos  y,  OOS 

•MX      _  cot  »  COS     —  cos  y  cos  ii 
'  C  ~",  «ot  ^  cot  tC — cot  m  ton 

 cos  g*  cot  y,  —  cos  y'  cos  g, 

cot  §t  cot  '«a     cot     cot  ^1 

^  cos  g,  cot  y^cot  y,  cos  c 
cot     cot  «  —  cot  «I  cot  /I' 
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cos  y  CO«  ft  —  cot  f  c 

cos  ^  cos  «1 

—  cos  «' 

cos  /S, 

cos  y*  cos  j8, 

—  cos  /J* 

cos  y, 

cos  ^,  cos  « 

—  cos  a, 

cos  /J 

cos      cus  ^ 

—  cos  ^1 

.CO«  y 

NMb  der  GMehoDg  88)  iit  fmmi 

CO»  g       «w  g   \*      ^^cos  g/  ^^COS  g/  , 
CO«  cos  «4  ^^ooosT  ^^00»  a' 


woraus  sieb  ieicht 

,  cos  tt  cos  ^  —  cot  ^  OOS      w     cos  gt«  -»-CO«  ^|*-4-C0g  y.«  ^ 
^coo     cot  ^1  —  cot  ^  cot  a,'   '    cot  «■ coo  ^» -f- cos  y»  ^  » 

4.  i.,  w«il  oaeh  ein««  «w  der  «ipa^j^ipdbeB  Geoaelrie  bekautea 
•Setse 

eoe  «*  -I- cot  ^*  H-  coe  y*  s  1, 


cos  o,»-f-cos       +cot  y,*=sl 


,  cos  «  cos  ßf  —  cos  ß  cos   

^s  a  cos     —  cos  /T  cos  a,'  * 


ttid  fblglicli,  weeo'  wir  der  Eine  wegen 


COS  «'  cos  /S,  —  cos  /T  cos  «, 
cos  «  cos  /f  —  cos  ^  «OS  g'  '* 


ergiebt. 

Weil  BUD  aber  vmA  dew  ^bin^eo 


cos  a  cos  —  cos  ^  cos  g, 
COS  g  cos     — OOS  p  cos^ 


 cos  /f  cos  y,  «*H8<i||lV  -cos 

cot  jl  00fr  X  — -coity  «OOS  /r 

I 

cos  y  cos  tt,  ^eoi  üT  eot  y, 
cot  y  «ot  tf—toä  u  «ot  / 

ist,  so  babeo  wir  oacb  35)  die  ^ti  folg^l&den  Gleicbangee: 
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f  \   M*  M  MM  «/ »  «Uta  «#  MM  4*  ~ 

=  ^5 


v(l#  fF  CO«  p  ^  ~* 

COS  p  cos  aj 

.  cot  tt  eot  — 

CO«  /I  cot  oT 

'cos  /J*  cos  — 

COS  /  cos  ßi 

,  CO«  fi  todfr^ 

cos  y  cos 

cos  j''  cos  «,  — 

cos  a'  CiiS  J', 

CO«  y  CM  0^  — 

COS  «  COS  / 

t 


ai^b  deoeu  sich  auch  leicht  die  R^latiooeo  * 
-   "*  ,  -*«  1  -  i  - 


\  .    37)      (cm  ß  cut^'-^cq«  ^.oo»./r)  Mi:a|4 

H-(eM  r  «»■    — ca«  a  cM  #0  =• 

.  tI- (co»  «  «Oll /K«^  ci|i Mt  «!)  CM  n ) 
picr.  -  .  -  .  .  ' 

38)      (cos  ß  cos      — COS     cos  /J»)  cos  a'\  * 
'  <  •+■  (co»  y  COS  a,  —  COS  a  ^os       cos  /S'J  =0  ' 

"i- (cOd  a  ^M^i -T  CM      CM  «J.CM 

oder 

30)        (CM  /f  CM       — cos  /  0M./9|)  Mi  A) 

>'Hh  (cm  /  cm  «I  --cos  fl^  008  a^i)  COS  /}|  9O 
,H-  (cos      cos  /9t  —  CM      CM  «,)  CM  f  J 

erseboo. 

Nach  36)  ist  iiiim 

cos  ß'  cos  a,  —  cos  a'  cos  /9,  =/u(co8      cos  a'  —  cos  a  cos  /?'), 
COS  y'  cos         cos  /J'  cos     s|*(co8     cos    — cos  ß  cos 

CM  Sl'  CM      —  MS  /  MS  ttj  ^|ft(0M  «  MS  / ^-CM  f  COS  «*); 

und  man  bat  daber  die  drei  Cslg^odoD  Systeae  voo  Gloicbongep: 
CM     Ma,«t  acM     OM  «I»  ' 

cos       cos       =SCM  f  CM  a,  -f>|l(CM  «  CM  ^— 'CM      CM  «0» 

cos     cos  /i's  cos     cAi  «i  -h         «  ms       ms    MS  nO* 

feroer  « 

CM       MS  «1  SSMS  Of  COS  /9,  +/S(CM      COS      —  CM  ß  fOU  ff)j 
CM       MS       =COS  COS 

CM  COS  =  cos  /  cos  /J,  -+-  fi{coB  ß  cos  /  —'ms  y'rös  jS); 
eodlich  ' 

cos  ;^  CO«  ei,  scm  o*  cos     +ju(cos  y  cM  tt*—- cot  o  cos 

cos  /  cos      r=:cos  ß'  cos      H- f*(_cos.  /  cos  /S*  —  cos  /?  cos  /'')» 
cos  /  cos  y,  =cos  y'  cos 

Qmdrirt  snid  auf  beiden  Seiten  dieser  Cleicbuegee,  und  addirt  die 


m 

dadurch  henromlicodeB  €leicliwigeii  «■  eiiMdtr,  m  erhilt  mi, 
wmI  bekanotlicb 

CO!  Oj  * -|- cos jS, ' -f*  cos  y  1  *  =  1 

iit,  die  drei  folg^den  GleichniigMi: 

fcoB  a''=:coä  a'*  cos  a^* 

+  {cos  /f  cot  a,  -|-|»(coB  a  cot       CO! coi 
H-  |eof     CM  «,  H-'iKdM  •  cttt       €01  r  cot  aOi*t 
leoB  ß^ssm      eoo  /I,* 

40)  {  ^  {cof  af  COB /?! ooi«F-*ma  eos/r)t* 

+  jcos  /  cos      4-/*(cos  ß  cos  y'— cos  y  cos  /?'))*, 
|eOB  y'*  =  cos  y*»  cos  y,' 

-4-  {cos  a'  cos     ^-^»(cos  y  cos    —  cos  «  cos  /)\* 

{eOB      COB       r|- f         It^wß  COB 

o4or  «neh 


cos 


^  cos  Ca  -f-^(cos  g  coa  /J'  -r-co«  ß  cos  «')>,  ' 

cos  a  sin  a,  ' 


coa  /  cos  a|-i-|u(cos  a  cos  /  — .  cos  y  co« 

cos  a'  sin  a^  ^        '  * 

CO«  a  Co«  ^tH-M^Q'  g'  —  co«  a  co« 

<»nB   /f   «in    A  > 


COS  ß  /?, 
CO«  y  COS  /8,-f-/<(c>>B  /?  cuü  y  —  cos  y  coa  ^ 


eos  /f  sin  /l| 

cos  «  cos  yi-t-^(cos  y  ro»  «^«^COB  «  co« 
«OS  /  skl  yt 


co«  /T  CO«  y,-f-/u(cog  y  cos  /f  — «ob  |y  cos  y')>« 
CO«  /  sm  yi  *  * 

Durch  gehöri&;e  KntwickeluDg  der  ersten  der  Gleichungen  40)  er- 
hält muu,  weil  bekauntlich 

eOB  o^*  -+■  coB  /f  •  -hcos      as  1 

ist,  die  Gleichung  '  ' 

eoi  af*;=eoB  a«* 

i     eoB    (eoB  a  cob  f-^^ß  eoo  cr^  j 
"*'^i+coB  y'<eoB  a  eoo  y'  — cob  y  cob 

(cos  a  cos  /9*  —  cos  ß  cos  «')' 


cos  «1 


(coB  «  COB  / —  M  y  COB  a')* 


«nd  folglich 
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f-f-  cos  ^''(^^^'B  ~  cos  /  CÜ8  a')  j 

SSCOtf 

((€•■  m  cot  |f — «M     «•■  0*l 
•f>(OM  «I  eof  1^  —  €M  f  eM  1* 

Kl  ist  aber 

eoi  /f(coi  iB  eoi  ff^w  ß  cos  a') 
-l-coii         «  €0i       eot  CM.or) 

SSC4M  «(m  ^»-hCM  I^l  —  Ot  ß  «M  ^^-M  1"  1^) 


—  cos  af(cos  a  eoi  a$H-eoi  ß  to»  ß'-i-  cos    sos  p^). 


ist 

(cos  «  cos  |f  — >eos cos 

Hh  (co8  «  cos     —  cos  /  cös  of)* 
SS  cos  a«(co8  /J'*-f-cos  cos  o'»(co8  cos 

«-^os  a  cos  a'(cos  ß  cos  /S'-Hcos  y  cos 
=  cos  a*(cM  «^»-4- cos  /S**  -f-cos  • 

Weil  BUB  beksDotlich 

coi     -I- CO« /J» -I- cok  f  •  =»  1» 

nad 

41)  «M  8ascM.  a  i^os  a'-i-cos  ß  oos  /K'-hops  /  cos  y' 
ist,  *M  Ist 

cos  /^'(COS  d  cos  00«  ^  6ÖS  d') 

•+-C08  y'(co8  a  cos  /  —  cos  y  cos  a') 
=s  cos  o  —  cos  af  cos  <9  ' 


1'  • 


«■4 


.   («Ol  a  cot r-co* ^* 
«  cot  x'«-«««  r  «M 
seos  o*-4-eoi  tt'*  — *8eoB  «  ooi     eo«  0. 


Folglich  ist  nach  4em  Obigen. 
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■ 

altio  • 

jros  a,  -|- /ufcos  a  —  cos  o'  cos 
=  Gos  o"  — /»'^coa  a'  -f-cM  f(".<r^2cM  a  cop  u'  cos  ^ 

—  (oMd  —  c©i  tf' ept 
=eoi  tf*  ~|**  CO!  of^  sin  9* 

Dfthcrist 


CM  «t  -t-^iKM        >Mt  «*  CM  a)  =  db€M  o'  V^l  ^|»^  #• 

und  folglicli 

XOB  a,  coc  a  +  CM  a^^  ms  6>d=U^l— un  ö*). 

Nacb  dem  Obigeu  ist 


CM 


CO*  d* 


CO«  /  cos  Ui  '^^cofi  u  cos  y^cot  y  coc  a') 

»  COä  «('  ' 


Ptihrt  Ban  in  diese  GleicliiiDgeD  den  verlier  (gfcInDdeBen  Aoidrack 
'von  cos  n,  f'in,  HO  erhält  man  die  drei  folgenden  f^lpichvTigen ,  in 
dMtn  die  obefn  uod  iwtara  Zeicbcn  pick  auf  cioa^der  beziebeo : 

Icoa  «1  =  —  /i*  CM  a  +  coi  «10»  CM  edsl^l— ein  ««X 
cos  =  — in  Mi  Z^  +  cos  cos  örtl/^l— /ti»  nio  0»), 
CM  f ,         1»  <OT  >(-|»cc#^f1f»  MS  sin  #^); 

oder 

CO«  c,  H-jU  cos  g    •      -   i — : — ^ 


43) 


cos  n 


eo« 


I  ;> 


cos  / 

Vöntiglich  entsteht  i'etzt  die  Präge,  wie  in  diesen  Formeln  die 
Zeichen^  zu  nehmen  sind,  worüber  auf  fnlg^rndc  Art  eine  bestimmte 
Entscheidung  gegeben  werdep  kann,  wobei  wir  voo  nun  sa  die 
«weite  gerade  Linie  das  Einfallsloth  nennen  wollen. 
Naä  26)  abdf  - 

cos  ;r  ,  - 
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die  Gleicboogen  der  durch  das  BiBfelltloth  and  leine  Verlänffernng 
über  den  gemeinschnfHichen  Autgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus 
darf^estellten  geraden  Linie.  Sind  nun  q  und  die  Entferouu^eu 
zweier  beliebigen  Punkte  in  der  ersten  und  dritten  geraden  Linie 
▼OB^  dett  g«Beiiifc1i«fllieiieB  Auigangspunkte  (pi^ir^)  der  drei 
Lilien;  ao  sied  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  dem  SysteM, 
der,        wie  leielit  erhellea  wird»  ia  völUger  AllguieiBheit: 

Pi'^Q  ^1  +^  cos  ß,  Ti  -f-^  cos  y 

und 

Pi-^Qi  cos  o»,  g^^Q,  CQB  ß^,  »-a-f-^*  coiy,. 

Die  Gleichungen  der  durch  diese  Pmlcte  d6r  Lage  nach  bestimnten 
gmden  Lieie  mid  neck  den  Pri«aipieB  der  anelydiebeD  GeoMetrie; 


jf-^,    «~.p==^cos«-g^  008  «;  ("^--p^    «~  ^» 

o  cos  y  —  gt  cos       ,  . 


g 

Cos  -  f .  jS   ß  i  ■  '  '  '  ' 

y— 9i  —  ^  coa  ß=  j  —  ^  coi  a), 

cos  a  —  —  cos  o. 

cos  y— ^  ooi  fi 
«— r,— «,€0i /SS  ^  {jc-fi^—Q  tm  »),  • 

 ^  .    CO««-?^  €08«,'  •  ^ 

SeU  DUO  diese  gerade  Lilie  der  durch  das  Biwftl|sloth  und  Hein« 

Verlängerung  über  den  gemeiBschaftlicben  Ausgangspunkt  der  drei 
Linien  hinaus  dargestelRen  Linie  parailei  sein,  se  muss  naob  den 

Principiei  der  «leljtiscbeD  GeosMtrie  ^  so  bettiant  werden,  daei 

S.  Li. 


«OS  «  — £i  «t»  «,*' 

9  ■ 

cos  y  —  ^  cos  y, 

cos  «  Qi  * 

cos  a  —  ^  cos  «. 


d.  h.,  wie  man  hieniw  leiefct  ^det,  dais 
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cos  O 

cos 

cos 

Y 

cos 

a 

e 

cos  a' 

COS 

Y 

cos 

«• 

cos  er' 

cos 

i 

/». - 

■ 

cos 

ff 

# 

cos 

«I 

cos  a 

CU8 

cos 

ß 

cos 

cos  a 

cos 

cos 

t 

Y 

cos 

^1 

COS  a 

cos 

cus 

y 

cos 

# 

a 

Nach  32)  ist 

■ 

«M  <^  CM      — cot  /  <1 
COC  «  CCC  ^  —  COC  ß 

'       ^ns  ft  cos         cos  </  cos  tt| 

.        ^  «  <HM  /  —  cos  jr.GOca'^  .  , 

oiiil  die  beMeB  mhergekeiideB  Gleiebovgett  werdeo  cicb  «Im,  wo- 
bei man  zu  beachten  hat,  daas  ^  seiner  Nalar  nach  eine  positive 
Grösse  ist,  jederzeit  zugleich  erfüllen  lassen,  wenn  die  Grösse 

CDS     cos  0^  — COi  0  tM  at 
cos  c  coa  ^~coc /I  COC  s^ 

negativ  iit;  «te  «t  «nilen  Worltii:  - 

Weno  4le  Grdne 

,  ... 

cos  a  cos      — cos  cos 
cos  a  cos        cos  /f  cos 

negativ  ist,  so  werden  sich  immer  zwei  Punkte,  der  eine  in  der 
ersten,  der  andere  in  der  dritten  geraden  Linie,  von  solcher  Lage 
•DgcboD  Imscd,  dm  di«  dvreh  ^«ae  beidoB  Paakte  der  I>age  mmtk 
beatinato  ffomde  IJbIo  der  durch  das  Einfallaloth  und  seine  Ver- 
län^ernnff  tiber  den  gemeinschoftlichen  AMf^wmgUfmtkt  der  4nk 
Linien  hinaua  darfi^estellten  lAme  parallel  ist. 

Nun  erhellet  aber  auf  der  Steile,  dasa  aowohl  bei  der 
lexion  *),  als  aneb  boi^  d«r  Refiractio»  die  ent«  und  dritte  gerede 
Linie  immer  uuf  verschiedenen  oder  entgegeDgesetzten  Seiten  der 
durch  das  Einfallsloth  und  seine  Verlängerung  über  den  gemein* 
scbaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei  Linien  ninaiis  dargestellten 
ceteden  Linie  liefen,  und  dess  es  also  nie  fwei  in  der  ersten  und 
dritten  geraden  Linie  liegende  Ponkte  von  solcher  Lage  gebeB 
kann,  dnss  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lacr<^  nach  be- 
stimmte gerade  Linie  der  durch  das  Eiotallsioth  und  seine  \  erlän- 

f erung  Über  den  geueiuschaftlichen  Ansffangspunkt  der  drei  Linien 
ioaoa  dargestellten  geraden  Linie  panutel  ist,  iodea  von  jeder 
durch  zwei  in  dar  ersten  und  dritten  geraden  Linie  liegende 
Punkte  gezogenen  g-eraden  I^inic  die  durch  das  Einfallsloth  und 
seine  ¥erlängeniog  über  den  geneioscbaftlicbeo  Ansgaogspiiokt 


* 

*)  Mm  vergleicbe  Aicbiv.  TM.  a  &  M7  die  Note. 
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*  Umu  4«rgailellte  gerade  Linie  ofieobte  oothwendig  geichoitteB 
werden  muss.  Daher  kä^m  Wtdar  M  du  ReflttiioB,  BBCb  bd  d«ff 
Eefiraction  lUe  Gröue 

cos  a    I          j  — ^  rns       cos  (t  ^ 

CM  •  «M  ^«eM /I  eoa  ^ 

Jemals  Desativ  sein,  und  ist  folglich  in  allen  Fällen  positiv.  Bier- 
MS,  i%  vWbiBdniiff  »t  der  enten  der  Gleiebaagee  36)  und  der 


34),  eigtebt  lieb       gen  noiweideange  Weise,  deas 
sowohl  bei  der  Bellexion,  atk'  «neb  bei  der  Reinctioii,  nie  f»= —  ^ 

gesetzt  werden  darf,  sondern  immer 

cesetst  werden  muss,  wie  tob  nun  an  auch  im  Leefe  der  ganaen 

ndgenden  Untersuchung  immer  g-eschehen  soll. 

Aus  den  drei  Glciänogen  42)  folgt,  wenn  man  dieselben  nach 
der  Reihe  mit 

cos  tt',  cos  ß*,  cos 

mdtipUciit,  and  dann  an  einander  addirt': 

cos  a'  cos  a,  -f-cos  ß'  cos  ß^  -4- cos  y'  cos 
=;  ^/*(cas     CO«  o'  H-;.  cos  ß,  cos     -4-  cos  y  cos 

-h(cos  «'•H-eoa  /r*-|-cm  ^)  0»  eoa  ^dsk'l^-ii'  aln 

uud  folglich,  weil    .    '    '  ,       •  '  5    '  * 

leoa  Oa39(iaa  •  eoa  of-^^iBM  ß'tm  ff'hüw  f  caa 

|coa  9i  scoa  ft'  eoa     H-coa     eoa     +coa  f  eoa  y, 

ynd 

cos  af*  -f-  cos  ß'*  -i-  cos  y"*  =sz\ 
iit.   ^ 

eoa  e, «s5-r<a  ooa.eH-Os  eoa  €^^Kl— «»  ^•)» 

»   '  .      •    *       *      '  " 

d.  i. 

46)  .cos      =Ä=fc:K4  — /*!  sia  ö\  . 

Nnn  erhellet  abe^  ib&f  'Melit  «tltiliC  'eider  efnftM^en  Constmetioo, 
dass  bei  der  It^axion  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel  S 
und  0,  immer  entweder  beide  kleiner  als  90",  oder  beide  grösser 
als  90°  sind;  dass  dagegen  hei  der  Refraction  der  eine  dieser  bei« 
den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  immer  kleiner  als  90",  der 
andere  gröaaer  nia  90*  -  iat  Deamacb  haben  cos  0  und  eoa  9, 
bei  der  Reflexion  iMOr  gleiche,  bei  der  Refraction  immer  un- 
gleiche Vorzeichen,  aad  es  arffe)ieB  aicb  daber  aaeb  46)  jelal  dia 
folgenden  Regeln.  ^  '  .  ~ 
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I.  Reflexion. 

1)  Wenn  6»<90^  d.  Ii.  cos  0  positiv  iit«  ao  ist  Mdb 
0, '<90'>,  d.  h.  cos  @,  positiv,  und  folglich 

SU  setzen,  al«o  in  den  obigen  Formeln  die  eliern  Zeidieo  so 

2)  Wenn  0>>9O*>,  d.  b.  cos  0  negativ  i«t|  so  ist  aucb 
9i  >>90*,  d.'b.  coi  0,  negativ,  nod  felglieb 

coa  ©1=:  — V^l— ^»»  siii 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  antern  Zeichen  zu 
oehaeo. 

II.  Refraction. 

1)  Wenn  @<'Q0»,  d.  Ii.  cos  Q  positiv  iat,  to  igt0,>9O% 
d.  b.  cos  &i  negativ  und  folglich 

cof  e,=— 1^1— f»*  «0  9* 

zQ  setzen,  also  in  d^D  obigaa  Furn^ln  die  anter|i  Zeiebea  sa 

nehmen. 

2)  Wenn  0>9O«,  d.  h.  cos  0  nejrativ  ist,  so  ist  #g<90*, 
d.  b.  coü  0,  positiv,  und  folglich 

coa      =  -I-  V^l  — !»•  BIO  0* 
%m  aatsen  t  al^o  in  deq  obigen  Fqrmeln  die  obem .  ZeiebeB  tm 

■•bMCB* 

Wir  sind  daher  durch  die  vorhergehende  CntefailcbllBg  jetlk 
fi^rhaujit  ZQ  dem  folgaadea  Resoltata  galaagt: 

Es  ist 

ena  #s=€i»b  •  eos  c^-|-coa    eoa  /i'-f-eoa  f 

BBd 

eoa  ai,  =:»/i*  cos  a  +  cos        cos  Ör+rl^l— /u*  sin  ©»), 

iOM     s--^  u»s  /S-*-cos        cos  0±  1^1— I»»  sin  0»), 

eoa     3s»^  cos  ^r^^-eoa  yX^»      ®*  1^1  — ^»  lin 
.  odlor 

cMtt^-f- 1*  eas  \ö  ■  l   i — : — ST  ' 

'   cosV'  ""-=»1»       dsfcKi— I»*  aiB  ÖS 

— ^^^y  *^=s^  eoa  ÖiK  1— #**  am  <f», 
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Mick 

cot  — f»' 


sm 


mit  der  JlatliMinog,  dass  naD  in  dieseo  Formelo  im  Falle  der 
Reflexion  die  obern  oder  uotera  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenacb. 
dem  0<:9Oo  ^j^,.  Q^f^o  jg|.       p^n^        Reflexion  du^effen 

die  obero  o4er  antern  Zeichen  nehmen  mu8«,  jenacbdem  0^vO* 
oder  e<90*  fit  .  ; 

f.  5. 

Im  Fol^reDden  wollefl  iHr  nni  Btiv  immer  die  ente  gerade 

Linie  von  einem  ffewissen  Punkte,  dessen  Coordinaten  p.  7,  r  sein 
mögen,  ausgehend  denken,  Und  wollen  unter  dicHcr  Voraussetzung, 
allen  übrigjeu  im  VorhergeheniUo  eingerührten  i^jmbolen  die  ibnea 
l»eigelegte  Bedeetuuc;  lastend»  ferneraki  die  tob  der  ertten  Linie 
mint  den  positiven  1  heilen  dreier  durch  den  Pnnkt  (p^)  gelegter, 
den  primitiven  Axen  der  a:y*  paralleler  Axen  eingeschlosseneD, 
180**  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y  bezeichnen.  Dann 
muss  mun  offenbar  in  allen  obigen  Formeln  für  /  respective 

180«-«,  M«  — jl,  180«-^|«  toiceii,  «od  erHäH  dodttreli  die  fol- 
gonden  Formeln. 

Die  GleicliaBgeB  der  ereloB  Linie  tiBd  wie  frolier 

-     tet «       ttt  ^   .    «et  f 


•49) 


tot  «      «ot  ^  *" 


dB  der  Pttokt  (p^r)  auch  iu  der  erttto  Liflie  liegt.  . 
Penier  iat: 

50)  '  .  .    '  * 

cos  &  =  —  (cos  a  cos  a'^^cos  ß  cos  /S'-4-co8  /  eos  y") 
nod 


cot     s|ft  cot  /f-«-«eo  tßfp  oopi  ^  ^-), 

cos      =/u  cos  y  +  C08         cos  ©dbV^l — «in  0'}  , 

21tL=^rS^  =  ^  cos  G  i  tin 


d  by  .Google 
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m\t  der  Bestimmung,  dass  man  in  diesen  Fornein  im  Falle  der  Re- 
flexion die  obern  oder  nntem  ZticheB  su  ndmea  k«t,  jenacbdem 
#<90«  oder  #>90»  ist;  im  Fall«  der  RefreetioB  dagegen  die 
obern  oder  nntem  Zeichen  neknen  nmae,  jenachdeB*^^W*  eder 
9<:90<*  ist 


f.  ft.  * 

£■  lel  nnn 

die  Gleichung  einer  Kugelfläche,  ond  p^^  f^^  ri  seien  die  Coordl- 

natcn  des  Durchschnittspunkls  der  ersten  geraden  Linie  mit  dieser 
Kiigelflächc;  so  haben  wir  nach  10)  und  51)  zur  Bestimmnog  von 
Pii  9ii  folgenden  Gleicbaugeu : 

cos  a         cos  ß         cos  y  ' 

(f.  -•«)•         -^.)'  +(ri  -c,}»  =i|,» 

oder 

,  SOS  «    .  .  est  /       CO«  f  * 

H-|r.-r-(i:,-r)|»«Jl.» 
Weil  DUO  wegen  der  swei  ersten  GteichoogeD 

ist,  so  ist  wegen  der  dritten  Oleiehinng 

\Pi'-p  —  ia,'-p)\*  cos  o«  \ 

also,  weil  bekanntlich        '  " 

M  <i* -H  eon oon /s  SS  1 

(;'i-;')'--2{(a,— c«««+(Ä, 

—  r)  cos      {p^  —p)  cos  a 
^     =lÄ,*-I(«,~/^j*-|-(*,-«r)>  +  (c,-r)'J|  Cosa», 


19$ 

r 

oder,  weoD  wir  der  Kürze  wegen  , 

jjl)  J  ^1  =  V/  (#.  - -H     ^      H-  (c.  -  r)\ 

\K,=i(a,  —p)  cos  «H-(*,  —q)  cos  /J-f-(c,  — r)  coi  y 

setzen,  wo  bekanntlich  die  Entfernung  des  Punktes  (mt)  vob 
dem  Mittelpunkte  (a,^|Cj  der  gegebeneo  Kugelfläche  iit:  ^ 

O.  -  rt*  —  MT.O»!  -  rt       « — (Ä,  •  -  -B. »)  COI 

l^sen  wir  diese  quadratische  GIcichuDg  auf,  so  erhalten  wir 

^ = Jir.  ±  i/A , '  +  . » -  j^,  * , 

ond  nach  dem  Obigen  haben  wir  daher  überhaupt  die  drei  foliraa. 
des  Gleiehungen:  ^  - 

= ±  i^ä.'+a.'-^t; 

in  denen  nntiicUflli  die  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander  sn 
beBienen  sind.  % 

Nehmen  wir  nnn  den  nach  dem  Punkte  {p,f/,r,)  irezoirenCB 
Halbmesser  der  ge^fbenen  Kiip^elflärhe  als  Einfallaloth  an,  so 
haben  wir  die  folgenden  ganz  altgemein  gültigen  Gleichungen: 

cos  ^, 

0/— r,sssJl,  cos  /; 

also 

.  und  folglich  nach  53) 

cos  c|/  — ^'~y^(^'=^^^''H-^i'^^)  cos  « 

W){coe    ^  ^»  ~y  -     =fc  ^-«ij        '  -  ig. ')  ooi  f 
I  ^'  ^*  .  .  . 

cot  1- — "  ~    =^     '     '  --  ^« ')  CO»  r 

Heil  nach  50) 

COI  9s«-(cof  «  COI  m'+coi  ß  99^  ßf-^CQn  y  cos  /) 
TM  IT.  13 


104 


ist,  10  erb&lten  wir  aus  54}  mit  Hülfe  von  52)  leicht 


56)  CO.  e=.±';^-.--H^V-^.'\ 


Strahl,  die  zweite  wie  frübcr  das  l^lDiallslotb ,  die  dritte  den  aus- 
fallenden Strahl  nennen,  uud  wie  vorher  aunehmen,  dass  der  eiu- 
iallmde  Strahl  tob  dem  Punkte  (p^)  ausgehe,  und  die  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  betrachtete  Kugclfläche  in  dem  Punkte 
(j»,^,r,)  treffe.  Jenachdem  die  concave  oder  convexe  SeitP  dioser 
Kugelfläche  der  Richtung,  nach  welcher  der  einfallende  Struhi  von 
dem  Punkte  ipqr)  ausgeht,  zugekehrt  iat»  wallao  wir  sagen»  imtä 
der  einfallende  Strahl  die  concate  oder  eanvexe  8«ita  dar  in  Heda 
■tehenden  KugelflHche  treffe. 

Trifft  der  einfüllende  Strahl  die  concave  Seite,  so  ist  immer 
@-<lK)";  trifft  dagegen  der  einfallende  Strahl  die  convexe  Seite, 
•o  ist  iauaar  9>>90^;  welches  Alles  mittelst  einer  gans  einfaches 
geometrischen  Betrachtung  leicht  erhellen  wlfd* 

Nach  f.  5.  sind  daher  in  den  Forsieln 

coso,  cos  aH-cos  a'(/a  cos  OztV^l  —  /u*  sin  0'), 

coa     rs|*  COS    +  COS  ß'i/k  cos  0±l/l— /u*  sin  0»), 
coa     s|i  coB  f -l-coB  /{ft  eoa  özfcV^l— |»»  ein  ö*) 

in  Falle  der  Reflexion  die  obern  oder  die  untern  Zeichen  su  neb- 
■^n,  jenachdem  der  einfaUeade  Strahl  die  coneaT«  oder  eonvexe 

Seite  der  in  Rede  stehenden  Kngelfläche  trifft;  dagegen  sind  io 
*  diesen  Formeln  im  Falle  der  Refraction  die  obern  oder  die  untern 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  convexe 
oder  concave  Seite  der  in  Rede  stehcodeo  kugelfläche  trifft. 


einfallenden  Strahle  immer  auf  einer  Seite  der  xurtick werfenden 
oder  brechenden  Kugelfläche  an,  so  rouss  man  in  dem  Falle,  wo 
der  einfallende  Strahl  die  convexe  Seite  trifft,  offenbar  in  den  obi- 
gen Fornela  atatt 


'  •  resj^tiTe 

180«»  — 0  und  180°  — a',  180°  —  /?',  180»—;^ 

setzen,  wodurch  in  diesem  Falle  die  ohigen  Formeln  *)  in  die  fol- 
genden übergehen: 


*)  Der  oben  in  SO)  Ihr  cos  8  gegehciM  Ansdnich  hMIt  nag^iwlmt; 


e  und  t^,  ff^  ^ 


eoi  a,  =/*  coa  tt*|*eoa  «'(/♦  cos  öiif^l/'l  — 
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cos     =/*  COS  ß-i-co»  ß'ifi  cos  0=pl/^l~-ju»  sin  0»), 
•M  a^,«^!»  CM  /-Hees  j^Cii  cm  Oqpl/l— |*«  aw 

'  Unter  der  gemachten  Voruussetzuog  ist  daher  allgemein  im  Falle 
der  Reflextoo: 

foa  «,  =s^  cot  o-hcQi  c^(/»  coa  9+ aio  9*X 
coa  jf,  ==/»  cos  ^+eoB  ß'ift  coa  ©-i-Wl— sin 

cos  r,         cos  r-l-cos  /{f*  .eoB  ^»  sin  0»}; 

«b4  im  Folio  dar  Bofroction: 

cos  a,         cos  a  +  cos  a'(ju  cos  0 —     1  —      sio  0»), 
coa     =f»  coa  /9-|-coa  /^(^i*  coa  ©— l/l— aia  0*),' 
coa  r,  =M  coa  /+008        coa  |s«  sin  0»). 

Also  ist 

cos  a,  =/[*  cos  a-|-co8  a'(f»  cos  0=tl/l — sin  0»), 
CO«  ^4  =^  CO«  /}+cos  #'(^  cos  0=fc:  t^  l  —  ^'  sin  0«), 

♦ 

CO«  ft  =A*  coa  i^+coa       coa  9dbk  l^/i*  aio 

wo  im  Falle  der  Reflexion  immer  die  ubern ,  im  Falle  der  &e* 
frocCioB  imaior  die  ontoni  Zoi^oo  so  DobncB  alod. 

In  der  CilleichuDff  55)  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  das 
oboML  oder  ODtere.  SSelcheo  sn  nebmen ,  jeneehde«  der  eio&llende 
Strahl  die  concuve  oder  coovciio  Seile  der  gegebenen  Kngelflücho 
kriffl.  Also  sind  euch  in  den  nua  53)  bekonnten  Fonneln 

oder  in  den  Formeln 

cosy— *  — 

die  Ohorn  odor.utoni  ZeicheB  tm  Bck«in,  Jenndide»  dar  cinftl« 
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leode  Strahl  üie  coapave  oder  convcxe  Seite  trifft.    Nehmen  wir 
nmi  aller  des  Haltoeiser  li^  positiv  *o4er  negativ,  jenachdeB  der 
cinfaHende  SCrehl  die  eencave  oder  coiiTexe  Seite  tiiflt,  ae  ktta*. 
veo  wir  allgeneiD 

cos  y  '~     *r  Ä,* 

Selxen }  oder 

=s;»H-(Jr.  -Fi^yi— ^^^'*)  coi  a, 
=^.-4-(Ä.  +i|,ymi^^)  cos  /J.  , 

r,  =r     (ÜT.  -I-  Ä.l/l-^^^;^^')  cos  y. 

Heltoli  wir  die  vorher  wegen  dea  Bin&Ilsloths  (regebene  Be. 
stimmang  ftat,  io  ist  offsobar,  wem  nan  iK,  iaaer  na  poaiüv  be- 
tracbtek,  « 

« 

ü,  eoao'  =  a, — j»,, 
ili  coa  j^äc,  — 

oder 

il,  cos  (180*  ~  o^  =  a,  — „ 

cos  (ISO'»  — = 
Ä,  cos  (180»  —     =     —  r ,  i 

jenaebdem  der  einfallende  Strnhl  die  eoncavo  oder  eonveze  Seite 
trifft;  nnd  folglieb 

C08l^=«,  — * 

=i:/2,  cos  ^  =  Ci — r,  i 

indem  man  die  obern  oder  nntem  Zelehen  nimmt,  jenaebdeai  der 

einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexc  Seite  trifft.  Nimmt 
mau  aber  wie  vorher  den  Ilnibmcsser  /2,  positiv  oder  negativ, 
jenaebdem  der  einfüllende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 
trifft,  ao  iat  allgemein 

c^^&a^^=za^ — /»j, 
Ä,  coa  fr„ 
eoB  /'sastf,  — r,) 
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cot  jS»  =s*i^, 

und  folglich  uacli  dem  übigeo 


a,  -p-iK,  -HÄil/l  -  ^t"-^)  cos  « 
cos  a'= —  =1!  , 


cos  /f =—  ^-j^;  1  . 

■ 

CM  y'sr  Ä  . 

oder 

cos  a'  =  -* — ""jg  *  —  cos       1  a  % 

CO!  y=s  »  y  ^ — i^-cogj8|/i — '     ' ,  . 

cos  /"ss-ä  jgj-^  ^^COS^^l  ^  ^  > 

Weil  nach  dem  Obigen  bekaDDtlich 

cos        — {ah  a  eos  a'-f-eot  fi  eos  /I'+eM  y  coi  /) 

ist,  8u  erhält  mau  aus  deu  vurherij^eLendon  Formeln  leicht 


cos  (y  =  ^  1  —   '  ji  «  ' 

oder 

und  folglich  -  • 

Also  ist  Dach  dem  Obigen  ouch 

ssp  +  (iiT,  -f-  Ä,  coi  ©)  cot  a, 
f ,  ssf  «HfüTa  «-f*/!,  eos  S)  eoe  ^9, 
r,  sr^(ir|  eoe  ^  eo«  y. 
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Es  wird  DÖthigf  sein,  die  im  Vorgehenden  gefundeDen  Formeln 
zur  Bestimmung  der  l^age  des  Mitfaileodea  Strahlet  oochaals 
überticbtlich  zusammenzustelleD. 

*  Zvfli  Gntttde  gelegt  wii4  ein  bdieUgM  -reehlirmkligci  Com- 

äinatensystem  der  J?y9i. 

Gegeben  sind : 

die  Coordinaten  r  des  Punktes,  tob  welchem  der  ciBfellende 

Strahl  ttusffebt;  / 
die  180*  nicbt  ibenteigendeB  Wiiktl  a,  ßy      weleke  der  ein- 
fallende Strahl  mit  den  positiTen  Theilen  dreier  dardi  den  Punkt 
iP9^)  gclegteri  deo  priaitiTeD  Axen  der  Of^  y,  M  pmileler  Asea 
eioscbliesst; 

die  Gleichung  der  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kugelflache, 
BiHlick  die  GleiebBBg 

wo  der  flaibmesser  /t^  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  wird, 
JeBaebdea  der  einfblleade  Strabl  die  eaaeBf a  odar  caavexe  Seite 

dieser  Kugelfläche  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  r,  des  Einfallspunkts, 

in  welchem  der  einfnlleode  Strahl  die  gegebene  Kugelfläche  trifl^t, 
und  die  180°  oiclii  übersteigenden  Winkel,  welche  der  von  dem 
Punkte  0»i^,r  J  ausgebende  aBsfalleada  Strahl  ait,  dea  positiTea. 
Tbeilea  dreier  durcb  den  Punkt  {p^qlr^)  gelegter  daB  priaitivaa 
Axen  der  ar,  jr,  »  paralleler  Axen  einschliesst. 

Zur  Berechnung  dieser  sechs  Grössen,  durcb  welche  die  Lage 
das  ausfallenden  Strahls  offenbar  Tollkomniea  bestimmt  wird,  bat 
■au  nach  dam  Obigea  die  folgendea  FarmalB. 

Zuerst  berecbaat  maB  die  Grdssea  J?,  nad  mittelst  der 
Formela 


-ÄT,  — p)  eos  — ^)  cos  ß-^ie^  — r)  eas  fi 

und  hierauf  den  180*  nicbt  übersteigenden  Winkel  S  *}  mittelst 
der  Formeln 


ader 

uüe=y  ^  . 

Daun  ergeben  sich  die  Coordinaten  pi,  //,,  r,  millelüt  der  Formeln 
/I.  -l-^i  caa  eas 


*)  Maji  sieht  übrigens  aus  dem  folgenden  Ausdrucke  Ton  cos  6,  das« 
antsr  den  ebsn  seiMBhtMi  VsciassctnoiBn  d«r  Winkst  •  nie  W» 
ubsrstsigt. 
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.y,  =^-f.(Ä^,  -h/J,  cos  S)  cos  ßy 
,  .  =r  +  (iSri  H-/ta  eoi  ©)  coa 

«Bd  hieraaf  die  180»  nickt  ÜbenteigeodeB  Winlkei  <  /f,  }^  mit. 
teilt  4er  FormdB 

o,  

EDdlicb  erbilt  mm  die  180*  niclit  fibeieteigeaden  WitM  «i,  |9„ 
f ,  nttoiit  der  Pemelo 


cos  «,  =/*  6oa  a.+  cot  a'(^  coa  ösbV^l — f»"  tin  ö*), 
coi  /?!  s|»  eei  /?H-eoa       coa  — #»•  ain  ö*)^ 

coa  fi        coe  y-!-co8  /{f*  coa  /»•  aio 

in  denen  im  Falle  der  Reflexion  die  oben,  im  Felle  der  RefractioB 
die  untern  Zeichen  zu  nehnnen  sind. 

IHireh  Einfiilirung  eiaiger  Hülfswinkel  liann  man  sich  die 
Rechnung  aecli  dieaen  Formeln  erleicbtern. 

Bereebeet  Ma  die  flöl&wiiikel    «nd  ^  aittelat  der  Foneele . 

ao  iat,  wie  nee  ieiebt  findet 

Nimmt  mtM  nnu  aber,  waa  ofFeaber  veratettet  iat,  wenn 

—  ^  und   C|  — r 

positi?  poaitiv 

negativ  poaitiF 

negativ  negativ 

poeitiv  negativ 

ist,  ^  üo,  data  reapective 

0<f»<  90% 
90»<y<180*, 

fM»<9><360* 
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ist,  so  hat  cos  9)  mit  6^ — ^  stets  eioerlei  Voneichen,  und  das 
Vorseicheo  von  tang  ip  häo^t  «Ito  Uois  tob  0^  — p  «b.  Ninat 
mmk  dann  ferner  ip  stetg  positiF  und  nieht  grSuer  als  180^,  ao  hat 
cos  ^  einerlei  V  orzeichen  mit  —  and  MB  kaail  abo  QBltr 
diesen  Voraussetiuagea  immer  ' 

>       cos  ^ 

aetieo. 

Bemknet  nan  Heraar  daa  Hälfsniakel  ot  Mittalat  der  Forpal 

'  sin  tt»  =  f»  sin 
and  nimmt «»  nicht  gritaiar  ala  90*,  so  ist 

\/ 1  —  /»•  ein  0*  =  cos  w, 

nnd  IblgUeh,  wail 

sin  w 
<^     am  6 

ist,  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  ündet: 

sin  <ij  ,  sin  (w  ±  8) 

COS  u .  =  coa  «  —■ — 7^  -4-  00a  m  '  •   '■ — •: — 
»  —  stn  sin  Ö  ' 

.  sin  w  «in  (o>±  6) 

COS     =  cos  ß  - — ^  4-  cos  ir  — f — 

»in  ö  sin  Ö  ' 

sin  »  .  .  sin  (w  rt  ö) 

coa  r.        r^-^toM/  » 

wo  im  Falle  der  Reflexion  die  oborB)  im  FaHa  der  ftefraetioB  die 
BBtern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Daher  siutl  die  beqiiemsteo  For|pielo  xur  AuflÖaaag  unserer  Auf* 
gäbe  die  folgenden: 

c,  —  r  ^ 


teBff  «  =  — — —  S  ^  

»  ^    (•»—;»)  cos  9 


sin  9^ 


*  CO« 


Äi  =(«i  — /»)  coa  «-|-(^,  —  ^r)  cos  /S-H(c,  —  r)  cos 
fe'  «  a  ,  siu  üj  =  f*  sin  C^i 


sin 


/r,  -I-  (Ä',  Hh  cos  0)  coa 
V.=yH-(i^i+/<i  CO«  ö)  cos 
r|  =f4-(4r|  H-i^i  CO«  9)  cos  y-f 


cos  a'=  * 

i,  — 

cos  p  = — j| — , 

Ci  —  r, 


iin  Ol  .  ,  «n  (a)=b8)-  • 

■  sm  8  sin  8  ' 

«  A  sin  w  .        ^  sin  (a>  db  8) 

siti  Ol  .  .  iin  (ü)  db  ö) 

«-»'■=«*'  y  .15-8+«*"^     .m  « -:  • 

Wie  die  Winkel  9,  t/;,  cü  genommen  werden  müssen,  ist  aiu 
dem  Obigen  bekanpt}  der  Winkel  0  ict  nie  gröuer  als  90*  sa 
nehmen. 

Die  GleiebnigeB  «lei  •m&lleiideB  Strdilt  lind 

^—pi     y  —  71  _  «  — 

cos  aj        cos  cos  ^| 

Wenn  die  GleieksogeB 

(^-a.)'H-(y-*i)'-+-X*'-<^.)"  =  Ä,»,  • 

mehrerer  zurüclLwerfenden  oder  brecbeaden  Kugelflächen  und  die 
3bir6^cweiltt«8werlftltoiiie  *)  oder  die  BrechnngeverhiliDiiie  .für 
je  Bwei  dweh  diese  Kugelflächea  von  oiBonder  getrennte  brechende 

Mfdia  a^egcben  sind,  so  lint  es  nun  auch  nacli  dem  \  orlicrgcheo- 
den  niclit  die  geringste  vSrliwierii^keit  roebr,  die  zur  BestimmuQg 
der  Lege  des  letzten  eustüiieuden  Strodils  erforderlichen  Formein 
mn  eomtroiren.  Weitere  Unteienehnngen  .über  dieiea  GoMostaad 
und  Anwendungen  der  im  forhergeheaden  gewoBaeaea  all{ge«ei- 
nea  Foreiela  hebahea  wir  aber  ipStera  Ablwadhrngea  tot. 


*)  H an  Tergleidie  iber  dea  hier  iaaaer  ina  Grtnde  ffelssten  aUgemeinem 
Bagriir  MT  ZniicfcweKfcag  Afdd«.  Tld.  IL  8.  M7.  NoMb 


Drei  Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  and  ihrer  eoqjngirten  Halbmesser. 


Herrn  A.  Göpel 
SU  Berlin. 


I. 

Wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  ava  •  gegabenen 

Punkten  auf  eine  Ebene  gefällteu  Normalen  constant 
ist,  60  berührt  diese  Ebene  beständige  eine  centrale 
Oberfläche  zweiter  Orünuuff,  deren  Mittelpunkt  im 
Sehwerpviikt'  der  n  Punkte  liegt  and  dereD  Axen  mit 
den  Hauntaxen  des  Systems  der  n  Punkte  tliaaamea* 
fallen  (S.  Litt.  Bericht.  Nr.  XII.  S.  191)  und  deren  Brenn- 
punkte  eine  beatiamte  Botferouag  tobi  Mittelpuakt« 
habeo« 

Bhe  icb  MM  B«lvaiM  «Keaet  SMaai  aikreito,  rafe  iek  eiaiga 
elemeatare  Sitae  der  aaelytiaehea  Geeaetrie  iaa  Gediektaiie  aa* 

rück. 

Die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnmig  in  Bezu^  auf 
ibren  Mittelpunkt,  ah  Aafiingspunkt,  und  ihre  (reebtwinkligen) 
Hkaptaxea,  ala  GoordfaateaaKea,  iit: 

ihre  BalbaxcD  sind  der  Reihe  nach  j/-^!  l/^'  V^^' 
findet,  wenn  der  Reihe  nach  y=0,  x  =  0;  «  =  0,  ^=0;  ^=0, 
v=:0  ge^^etzt  wird.    Die  Gattung  der  Oberfläche  wird  leicht  an 
M  ZeiiBbea  vaa  C  erkarat.    Siad  alle  drei  peaitir,  aa 

sind  alle  drei  Halbaxen  reell  aad  man  bat  ein  Ellipaoid.  Ist  eine 
der  Grössen  C  negativ,  so  wird  eine  Halbaxe  imaginär,  und 

die  Gleichung  gehört  einem  einhtilligen  Hyperboloid  an.    Sind  zwei 
derselben  negativ,  so  liefert  sie  ein  zweihülliges  Hyperboloid. 
Differeaslirt  auia  die  Gleichung  1),  aa  bat  maa 

2)  Awio,-^B§d^^Ctdt^^. 

Betraebtet  anan  hier  a,  ^,  /  ala  beliebig  gegeben  und  aaverftate- 
Bcb,  aQ  alellt  dieee  Glalcbaag  ia  Beaag  aaf  die  Caardiaatea  db. 
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dß^  df  eia  anendlich  kleinei,  am  den  Punkt  (a,  f)  beramliegen- 
dei  Stuck  der  krammen  Oberfläche  dar.  Da  sie  vom  ersten  Grade 
ii^  so  wird  sie  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  Oberfläche 
\m  Punkte  (a,  /9,  beriHirt,  wenn  man  gtatl  dar  naendlieh  kleiniM 
Tom  Beriiliraogapnnkte  an  gesShlton  Coordinatan  da^  dy  die 
endlichen  ^— y  —  j-?,  z — /  letst»  WO  iT,  s  dia  lanfandas 
Coordinaten  bedeuten;  nämlich  . 

S)  u#a(«  -.«)+.  Ä«y  -  «     CK»  -    *=  0. . 

Addirt  man  hiesa  die  SMahnng  1),  ao  ergiabt  aich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  (a,  Diese 
Cileicbnng  stellt  zugleich  die  jganze  Schaar  der  Tangentialebenen 
Tor>  wenn  Mn  den  fit  y  alle  ■dffliebep  der  Gleichung  1)  genil« 
gnaden  Werths  glebt  Wenn  nagennhit  die  Gleiehnng  einer  Bbene 

5)  pjp  -H  -f  -  r*  =  Z> 

gegeben  ist,  so  findet  msQ  sehr  leicht  die  zwischen  py  ^,  r,  D 
'  stattfindende  Bedingungsgleichimg»  damit  sie  die  Oberfläche.  1)  be- 
rühre.  Es  moss  nämlich 

sein;  eliminirt  man  hieraus  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  a,  ß  und  /, 
ao  'bleüil  nki  Bedingangsgleletang 

Bedeuten  mm  Pi  ^,  r  die  Cosinns  der  Winkel ,  welche  eine 
durch  den  Anfangapnnkt  gebende  Gerade  mit  den  Coordinatenazen 
macht,  80  ist 

Sind  ferner  ^  y»  n  die  Goerdinaten  eines  beliebigen  Punktet,  io 
bildet  sein  L&teIrsU  mit  den  Axen  Winkel»'  deren  Coainn«  be- 
sieklich 

sind.  Der  Cosinus  das  Winkels,  den,  denwlbe.mit  der  Cleraden 
{p,  q,  r)  bUdet,  ist  daher 

*  V^«»H-y '  l/jT» -4- y '  V^ar* -f-y »-*-»* 


die  Länge  des  LeitstraUs  ist  Kar»-hy'4-*S        iolß*»ch  ist 


2ü4 

S*+^y+rs  die  Pn^Mkioii  dwwtto  «of  die  6Mie  r). 
werte-  also  4er  Gleicbneg  5)  * 

alle  diejenigen  Punkte  (or,  y,  x)  genOgen,  deren  Projectionen  euf 
die  Gerade  (/;,  ^,  r)  um  vom  Anfangspunkt  entfernt  sind.  Folg« 
lieh  ist  ohige  Gleicbuns  diejenige  einer  Kbene,  deren  Abstund  vom 
Anfangspunkt  gieidi  jfhi  nod  deren  Normale  aiit  den  Axen  Winkel 
TOB  deo  Cosinus  p,  r  necbt  Die  Gleichung  einer  Bbene  itwui 
»■er  auf  die  ebige  Fora  gebrecht  werdüB;  deaB-  eoUte  in  der 
Gleichung 

Dicht  ;>i*-^*yi*-t-r,»  =  l  sein,  •»  darf  man  nur  beide  Seitea 

durcb  V^;»,*  -t-^i'-l-r,»  dividireu,  wm  sogleich  die  gewtnsehCe 
Form  zu  erhalten. 

Seien  nun  o?,,  y,,  »,i  o:,,  y,,   yn,      die  Co- 

ordineten  der  in  des  Lehnetie  gegebenen  «  Punkte;  eei  femer 

pjp-f-y^-l- = 

wo  +  17'  +  r*ss  1,  die  Gleichung  der  fimgüchen  Sbeoe.  Wenn 
■an  den  Punkt  (^iyi«i)  auf  die  Norrnle  (fi,  ^,  r)  prejieirt,  eo  iit 
dev  Obigen  sofojge 

der  Abstand  dieser  Projection  vom  Anfangspunkt;  mitbin  i:it 

der  Abstand  derselben  von  der  in  Rede  stehenden  Ebene.  Aehn- 
liehe  AnsdrOcke  erhftk  man  filr  die  ttbrigen  Poakto  («,y,x,) 
n.  a.  w. 

Wir  wollen  jetzt,  den  Lehrsatz  fin  wenig  Teralif2:emeinernd, 
die  Quadrate  dieser  Abstände  mit  beliebigen  CoetUcieoten  m,, 
«9,,  Mm  multipliciren  und  dann  addiren.  Auf  diese  Weise  er- 
halten wir  «wischen  den  BeatimmongestScken  der  Ebene  (p,  ft  9, 
D)  die  folgende  Bedingung:  • 

9)  -4-7yi -f-ra,  — 


wo  JT  eine  Gonitante  ist.  Bedienen  wir  uns  der  Sunmienieichen 
8  und  entwickeln  wir  die  Quadrate,  so  erhalten  wir 

10)        ;y'Ä'(«f.r»)  -h  1qr8{my%)  —  2D;jS{ma:) 
g^Si^my^ )  -\-  %rpS{m%a:)  —  1DgS{my) 


Denken  irir  uns  bbd  die  gegebenen  m  Pankte  mit  den  Massen 
flf,,  M,, . .  .  mn  bebsftali  vnd  stelleD  wii^  uns  den  Anfangspunkt 
w£d  die  CoordiiiateBuen  »n  dem  Sehwer^nkt  and  den  Haopt« 
(trägbeits)axen  dieses  tnatorieileB  Sjstens  vor,  lo  ist  des  Bleaea- 
ten  der  Statik  sufoige: 


11)  8{mat}  =  S{my):=S(m»)ssS{myx)=i8{m»a^)=S{ma:9)^i^, 
Führt  man  ferner  die  folgenden  Beaeichnungen  ein: 

.  IS)  P^aimjf»),  Ü^Sim^),  n^Slmm»), 

•o  atolU  aicb  die  BedinguBgagleichnog  10)  folgeiidennauoa  dar: 

13)  fp*'^Q^*^iU*-^MD*ssJB:, 

oder,  wegen  /»*  -i-     -|-r»  ä  1,  so: 

14)  äO'äCä"— C)^H-(Ä'— Ä)r». 

Diese  GIcichuDj;^  hat  deui  \  orherp^ehenden  zufolge  genau  die  nöthige 
Form,  damit  die  Ebene  5}  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
rühre, deren  MittelifOTkf  mid.flaitfiteteQ  I»  den  Anfangspunkt  und 
die  Coordioateoazen ,  d.  b.  in  den  Schwerpunkt  und  nie  HanpU 
•len  des  erwähnten  materiellen  SysteiM  falloD.  Biemift  iat  4er. 
ernte  Theii  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

Die  Balbaxen  dieser  Oberfläche  erhält  man  durch  Vergleich unar 
▼e«  14)  ftiit  •);  BteNell 

tK\    *      Ar—/»    1  _  IT—^    i_  K-H 
19}  -j  SÄ  — .  ^  —    M  *  C  ~W* 

Nnn  sind  wie  tn  Anfang  erwttbnt  worden,  bezieblich 

gleich  a',  6*,  c',  wenn  a,  c  die  hal^^en  Axen  der  Oberfläche 
iweiter  Ordrang  bedevlen.  Ba  tbd  ifher  wegetf  15)  die  Diffsreaiea 

von  der  Constanten  K  unabhiagig;  woraus  wir  sehUeiieD,  daü 

die  zu  ^verschiedenen  Werthen  von  K  gehörigen  krummen  Ober- 
flächen sämmtiich  confocal  sind.  Uierinit  iat  anch  der  zweite 
Theil  unseres  Lehrsatzes  erwieien. 


Ii.      *  ^ 

Je  zwei  Ternionen  conjiiffirter  Balbmesier  einer 
kruBsen  Oberfläche  sweiter  Ordnung  liegen  in  einer 

Kegelfläche  sweiter  OrilBODg* 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Kegelfläche  ID  Besag  aif  drei 
beliebig  dorcb  ihre  jSpItse  gäende  Azen  iat 

1)  £4P*-t-JM^-l-iK«*-f*iVi«4-^*t-iSd:yss<lt 


Weon  die  drei  Azea  aof  ÜMff  afcirticlii  HegvB,  M» 

■ein;  wdl  «MaiiB  die  GleichuDgen  y=:0,  «ssO|«rsO,  ^  =  0; 
jr=0,  ysO  ikr  genigen  ainea.  Man  hat  daliär 


als  GleichuB|f  einer  durch  die  drei  CoordiaatanaKaa  gelieBdeB  Ka- 
gelflidie.  Die  Gerade,  deren  Gleichung 

S)  jr  :  y  :  as|»  '  f  i  ^ 

ist,  wird  daher  in  dieier  Fläche  liegen,  wenn  /i,  ^,  r  der  Gleichung 

p  ^  f  ^> 

Sind  nun  (a,  /9,  y),  («',  /T,  die  auf  der  Ober- 

fläche  sweitar  Ordnung 

4)  ^••»•J^*|-<)r*aBl 

liegenden  Endpunkte  dreier  conjugirten  Halbmemer,  aa  iet  der  De- 
'fiaitiaa  deraalben  xnfolge  die  Tan^entialehaBa  aa  aiaaai  diaaar 
Punkte  parallel  mit  der  von  den  Leitstrahlen  der  beiden  aadeiaa 

Ppbildeten  Ebene.  Dia  GJaichang  dar  TaagaalialabaBa  am  eratea 
nakt  ist  aber 

wird  durch  den  Anfangspunkt  aiaa  Ebana  mit  diaaar  ^aimUal  ga- 

fiihrt,  ao  ist  deren  Gleichung 

in  dieser  Ebene  liegen  aber  der  sweite  und  dritte  Punkt.  Folg* 
lieh  iat 


■ttd  auf  dieselbe  Art  findet  sich  noch  die  zugehörige  Glaichuag- 

Führt  mau  nua  die  fieaeichuungeu 

»)  Amftfiss^P,  Bpffffi:^Q,  C^f^H 
ein,  so  kann  nan  jeua  drei  Gleichungen  auch  so  schreiben: 
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an 

a         ß  y 

mitbiD  genügen  die  drei  Paukte  (a,  /)  /T»  (o^,  f) 
der  Gleicbnog 

and  folglich  liegen  die  durch  sie  bestimmten  drei  coojugirten  Halb- 
mPRser  auf  der  von  dieser  Gleichung  ausgedrückten  Kegelflärhe. 
L>ieüe  Kegelfiäcbe  echt  aber  durch  die  drei  Coordinatenaxen;  also 
Hegen  eeneteliek  4ieie  eonjuffirten  H«ll»«eeMr  w&t  denj/enigeo,  auf 
weiche  wir  die  Gleichnng  5)  besogvD  habea,  anf  einer  ma  iletiel« 
bell  Kegeliläclie  iweiter  OrdnUDg. 


III. 

Je  zwei  Ternionen  conjugirter  Durchmesserebenen 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  berühren  ^nen  Ke- 
gel «weiter  Ordanng. 

Wenn  man  in  der  obiges  ellgemeinen  Gleichmg  der  Kegel* 
fläche  der  Reibe  nach  a:  =  <),  ysO»  «  =  0  aetst,  M  «riuUt  MB, 
fin  y  für      y,  X  aetzend: 

{La*  -H  Mß*  +  ltaß=:0. 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  Gerade,  als  Durchschnitte  der 
Kegelfläche  mit  den  drei  Coordinatenebenen.  Setzt  man  nun 

2)  JP^ssAMN,  0«=4iK£,  il*=4ZJf, 

80  werden  obige  Auidriicke  vollständige  Quadrate  und  liefern  also 
jade  BW  aiM  Cafde.  Diiter  da«  Badiagungen  3)  wifd  lUgliab  dar 
Kegel  die  drei  CoordiBata^abaMB  barikbraa«  Maa  arUllt  aaa 
ibaan 

Dia  obaraB  SMcbam  wirdaa  dia  CllaicbBBg  das  Kagaia  wm  aiaap 

vollständigen  Quadrate  machen;  aitbiii  gdteB  die  BBteM,  Nach 
SabatitatioB  der  Wartba  3)  bat 
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aU  Gleichung  einer  die  drei  Coordiuatenebenen  berührendeu  ke- 

Diffenntürt  man  und  Mtil  dann  x  —  y — j9>  »  —  9^  fiv  db» 
ä^^  df^  so  wir4  die  GImehiiig  einer  TeBgeaMebeoe: 

oder  nach  Addition  von  4) 

.Führt  man  jetzt  die  folgenden  Bezeichniingen  ein; 

 rt_      y    /5        y        tt_    y      ß_ 


Dttreb  CinführuDg  dieMff  Werthe  leteiii.  eieii  die  fteidmiig  der 
Ke^eliÄtiM  4^  auf  .  . 

und  die  ihrer  Tangentialebene  5)  auf 

•     Die  Ebene  {y^      r),  nämlich  deren  Gleichung 

ist,  berührt  daher  den  Kegel  4),  wenn,  wie  sich  durch  Vergleichuig 
vea  9^  Bit  8)  findet, 

*  .         ^+i  +  3B:  =  ? 

ist 

Für  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
11)  Ax*^B^^€k^^K 
sind  folgende  die  Gleichuugen  dreier  coujugirter  Dw^l 


2M 

weou      ß,  u.  s.  w.  den  BediDgODgen: 

JTflP'H-  iYfssO  . 

Amaf^Bß^-\-  Cy/:^0 

entsprechen,  wie  tau  ileiii  Beweue  warn  vongeo  Leknati«  erhellt 
Wenn  aan 

u)  €>rff»=^ 

•tisti  lo  «rMto  die  BediBgaagni  t8)  '4ie  Fm 

1,1,  1 

stellt  man  sich  daher  die  Gleichungen  12)  anter  der  Form 
/7jr  +  fy-f-rsi=0  vor,  ao  genügea  die  Goeflleieiiten  tob  allen 
dreien  mr  Gleich>Bg  10) 

=0. 


P.p  R,r 

Die  drei  Ebenen  12)  berBbren  also  den  Kecccl  i),  wo  jP,  Q,  R 
die  Werthe  H)  haben;  also  herühren  scliltesslich  diegc  drei  conju- 
girten  OurcLmcäscrcbeaeu  uebst  deoeo,  aut*  welche  wir  die  Glei- 
^nng  11)  bezogen  heben,  eineB  BBd,  depielheB  Kegel  sweiter 
IMnung. 

Die  beiden  Lehraätze  IL  und  III.  können  für  die  vollständige 
Verallgemeinerung  des  folgenden  SaUes  von  Berrn  Steiner  (••  dei* 
sen  Entwickelung  der  Abhängigkeit  u.  s.  w.  p.  313)  gelten: 

59)  „DoBkt  BuiB  eleli  im  Ranme  irgend  zwei  reehtwiBidIgn 
,,Coordinaten8ysteme  um  elBOB  bb4  deBielben  AB&BgBpBBkt»  iO 
„findet  Folgendes  statt: 

„Die  6  ifabrdlBnIennzen  Die  6  Coordinntenebenen 

„liegen  nllemal  in  irgend  berühren    allemal  irgend 

„einer  Kegelflftehe  nwei-  eine  Regelfläche  nweiten 

„ten  Grades.  Grades. 

/ 

0 

„Dieser  Sat«  ist  ein  besonderer  Fall  eines  umfassenderen  Satzes/, 
Obgleich   aber  umgekehrt  ans  den  Gleichungen    13)  leicht 
hervorgeht,  dass  je  zweimal  drei  Seiten  einer  Kegelfläche  immer 
als  zwei  Ternionen  angeordneter  Bai bmesser  einer  OberQäche  sw^ 

TMinr,  14      •  ' 
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.  teil  Grades  aDgesehea  werden  könneD,  so  sind  unsere  beiden  Lehr- 
■itse  doch  nur  besondere  PSlIe  tob  twei  omioMeDdoroD  SUmb» 
deren  aualytiiehe  Behandlung  sehr  verwickelt  autfallen  dürft«,  «ad 
die  ich  t»ei  oittor  aadem  Gelegenlioit  nitthtllefe  werde. 


I 


XXII. 

BestimmuDg  eines  Polynomlanis  durch  Inte- 
grale seiner  partiellen  Dliforentialira,  nebst 
einer  Anwendiuig  dersellm* 

■ 

'  Von 

Hopmir  L.  Mosabrugger 

Lehm  der  Meltbenwtik  m  der  Kntoiintliide  tu  Aarao. 


I.    Sind        y^^  Vm  eiae  Auzaii)  veränderlicher  Girösseo, 

Jt,,  Jr„  A\,         A'\,  Q.  i.  w.  «bor 

beotinfigo  CoeflScittBtoii,  ond  ist  «llgemeia: 

1)  .  .  .  F= 

/  A\y^}  -h  A\y^y,  +  -4-  

^•H-lSf . jr«      .....      Af^^f^tfm  f 

l««'  ^   ^  -'^ — ^  y«-^  -H^  — ■ ,.    ,  ■  -  ifc, 


au. 

X+iy.—ä.yiH-  


1 . 2. 2)  («.1)  


■^^^  1.2....(tit— 2XM--J)  ^ 


1.2  (m  — 2)(»i— 1)  — -«Jy«-! 

'  1.2  (OT-~2)  (wi  —  1)  •^My« 

1.2  («-ax«— 1)       '  ) 

-^/Wi^^'i-  V'^^l/ssf^-^^- 


V.  f.  w.  .   .   .  •  

•4- 1*  i*  V.  .  ' .  .  .  •  •  •  .  .  *      •  .  .  • 

14" 
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y*^-  y«'.  ■f'^'f ».rfy^!^.^,  «r- =s'  «) 

g«ietet  wird,  alidaini: 

(«-n  («f) 

JfeÄf—  ^rH-Ä*"—  qp^^^^t'^H-  Co»«*. ...  7) 

Dm  obere  Zeichen  gilt  Ar  ein  «ngemdes,  nnd  dM  nntere  für  ein 
gerades  m. 

Hiebpi  ist  jedoch  za  bemerken,  dass  bei  der  Integration  eines 
jeden  partiolloii  Dift'erentials  die  Constante  jedesmul  gleirh  Null 
ffesetzt  werden  muss.  Die  einzige  der  ganzen  Summe  in  Nr.  7. 
Eeisaflgende  CoMtanle  Ist  dM  letst«  Glied  dM  AMdmelct  ven 

B,r.  Im  wdefaM  wir  erhalten,  wenn  wnp^^^^ss  a^csO 

•etien,  ••  dtM  nlio  «  « 

 1.2   * ®^  - 

Die  Richtigkeit  der  Gleichung  Nr.  7.  können  wir  aus  Folgendea 
entDebaen.  DiffbrensUren  wir  dieGleiehong  1)  necli  einender  neeh 

Sfif  y»*  ^4  ym\  integriren  alsdnnn  die  so  entetandc- 

Beii  partiellen  Difierentialien,  so  finden  wir: 

«)  Dan  in  der  Summe  Nr.  2.  jedM  der  Glieder,  !■  welcbeni 

nnr  eine  einzip^e  der  Veränderlichen  y,,  y,,  jr,,  in  Ver* 

bindung  mit  einem  der  coustanten  Coefßcienteo  A'\i  uf^^.,., 
tt.  i.  w.  enthalten  ist,  aar  einsal  Torkommt  Wir  finden  auch  in 
der  gleichen  Snmme  Nr.  2.,  daM  jedes  der  Glieder,  in  welcbeai 
irofOTid  eine  Vorhindiing-  von  je  zwei  jener  Veränderlichen  vor- 
kommt, in  jener  Summe  zweimal  enthalten  ist.    Ebenso  kommt 

J'edes  der  Gliedernder  Summe  JS\  in  dem  eine  Verbindung  von 
I,  4,  m  Jener  Veri&nderli^heB  enthalten  tat,  respeeüra 

3Mal,4B»l,.  asMal  Tor. 

b)  Differensiiren  wir  aber  dieGleiebung  1)  nndi  einander  nneb 

y^  nnd      ;  nach       und      ;  u.  s.  w  nach  ym—\  oad  y«; 

und  suchen  alsdann,  mit  der  Berürksirlidp'iinn: ,  dass  wie  in  a)  bei 
jederjpartiellen  Integration  die  konstante  uIü  Null  genoBoien  wird, 
die  Werthe  der  Integrale,  welche  in  der  Sva»e  der  Nr.  3. 
vorko.i^en,  so  werden  wir  wieder  ßoden,  dasi  in  der  Summe  S* 
jedM  Glied,  in  welchen  eine  Verbindung  je  aweier  jraer  Verin- 

**  1 

darliehen  Torkeauit,  j~  mal  enthalten  iit;  eherne  köamt  In  der 
gleichen  Sname  JedM  der  Glieder,  in  deai  eine  Terbindung  von 
3,  4,  m  Veränderlichen  entbaUeo  ist,  respektive  t~s* 
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yyl  i  • .  '"^^^  2  vori  biDgegen  befiodet  sieb  io*  der 

Summe  *V"  kein  eiBsigei  Glied welches  nur  eine  einsigf  Ver* 

äiiderJicbe  enthält. 

.»  _  * 

e)  DiflereaiüreD  wir  ferner  die  Gleichung  1)  nach  einaDder  in 

ßezienung  eof  j^,,  ^,  und  ^, ;  in  Beziehnnj:  auf  und 

u.  s.  w  in  Beziehung'  auf  y»— 2,        1  und  y«,;  nehmen  als- 

duuu  mit  der  gleichen  UerUcktiichügung  bei  der  Bestimmungr  der 
€oiistaiiteB ,  wie  n  a}  ood  6^,  die  retegnüe  jener  p«rCiclleii  Dilfo- 
rcntialien,  so  werden  wir  die  io  Nr.  4.  enthaltene  Summe  J9^'  er- 
halten, und  in  dieser  so  wie  in  den  Vurbergehcnden  bemerken, 
doss  iu  ihr  kein  Glied  Torkommt,  welches  nur  eine  oder  zwei 
Veränderliche  enthält,  hingegen,  dass 


jedes  Glied,  das  drei  Terindefliehn  enthUt, 
•      •      «    fsev        -  * 
-     .  -  fünf 


3.2.1 
1 . 2 .  s 

4  .S  .2 

1.2.3 

5.4.3 
I  .2.3 


mal  TorkoBiait. 


<w(in~l)(w-2) 
1.2.t 


nud 


ä)  Fahren  wir  bei  der  Bestimmung  der  übrigen  Summen  S^^^ 
y  u.  f.  w.  anf  die  oben  angegebene  Art  fort»  ond  dUferensilren, 
wenn  wir  endlich  zur  Bestisunnng  der  Sosune  8i»—iy  können»  die 
Gleichung  1)  in  Beziehung  aof        y^,  y,,  ......  SAm-i;  S^s» 

y,,  t/m  2y  y«j  u.  8.  w.   y,,  y,,  y*,  y*»; 


derliclio  enthalten;  jedes  der  mit  st — 1  Veränderlichen  behafteten 
Glieder  kumrot  aber 

(m  —  1)  (Si'—a)  ......3.2.1  -  . 

1.2......(ni— 2)  (»  — 1)  —  ■•^ 

Tor;  jene  hingegen,  in  wehihnn  41«  Ansthl  der  Verinderliehen 

gleich  m  ist,  kommen   "^""^fwi"^^  ~  '^^a- 

liche  Art  fioden  wir  die  Stumme  in  welcher  das  mit  m  \  erän- 

derlichen  behaftete  Glied  einmal  enthalten  ist.    Nehmen  wir  aU- 

dmifl  die  Glieder  aBatlieher  Snnwen       S",  JS"\  wie 

es  die  Zeichen  in  Nr.  7.  TorUngen,  tmwnBfli,  filgen  endlieh  desi 
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Aggregat  noeh  die  n  8)  aBgmbeiie  Conatante  b«l,  nad  beaerkei 
bei  der  SuBmetiOD  dieser  Gncider  deo  bekaaiitea  Seti,  dess; 

(1-.1>-=;0=1  -  Y  +  -j^,  -H-H  

~*  •  •  •  •  3b  "i"       1  IHj 

80  findeo  wir,  dass  die  GieichuDff  in  72  mit  der  in  1)  identisch  sei. 

Ii.  Dieser  durch  die  (Bleicnuog  /)  ausffedriickte  Setz  läset 
ßieh  Doch  sehr  ervreitero.  Um  jedoch  oicbt  effsuwfitläiifig  so  wer- 
deo,  kttoeen  wir,  oliue  deee  dedarcb  der  AUgenaabeit  dea  Ver- 
fahrens geschadet  wird,  statt  der  m  Veränderlichen  nur  drei,  nem- 
lieh  .T,  y  und  %  nehmeo;  dadurch  geht  die  Gleicbuog  Nr.  7.  i.  in 
folgende  über: 

Bei  der  Bestimmung  der  Werthe  der  einzelnen  Intcgralien  in  die- 
ser dpiclmtig-  (wobei  jedoch  jedesmal  die  Constante  gleich  Null 

S'csetzt  wird),  werden  wir  sogleich  hemerken,  dass  das  erste 
et  zweite     und  das  dritte  x  xum  gemeinschafitlicheD  Faktor  hat ; 
die  Ansdrüeke  llir  das  4te,  5te,  6Ce  and  7te  leteml  beben  aber 
respektive  acy^  xx^  y%  und  a:y%  wnm  geveiiMQbi&licbtB  Faktor» 
80  das8  wir  alao  setseo  köoneo: 

fdxfdy  f-£^ .  <&=^  f.» 


J*^'   beseiebaea,  welebe  respektire  -aiH  dea  Fafcta- 

rea  or,      u.  8.  w.  ?er¥ielfacht  sind.     Da  nan   iliesem  uaclt  auch 
P\  r",f*n.     w.  ia  BeaiakÜBir  auf  or,  y  und  «  FaakCiaaea 
vaa  gleicbar  Farn  aiad  wie      aa  talgt  aaeb  aadi  Nr.  7.  i  daai 


ebeafa: 


«) 
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».  ■  '  • 

AehoKcbe  Ausdrücke  echalten  wir  für  P\  r\  /"»  Die  bo  ebeo 
in  2),  3)  uod  4)  angegebenen  Ausdrücke  können  wir  ttpch  .leicbt 
andere  Farm  bringe^ |  setzen  wir  uemlicb: 

t  1        •  1 


ial-iiadii- 


1    <iF',      r,      r  .  . 
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( 

PAhren  wir  diese  Wertto  io  8>eia,  ao  isl: 

Canz  auf  gleiche  Art  erhalten  wir  mch  für  F*\  P",  f*  f^^  f 
und  f  ähnliche  Ausdrücke,  wie  hier  von  und  wir  werden  er. 
kennen,  dass  die  auf  diese  Weise  für  F**,  JF^'  gefundenen 
Wertbe  durch  die  zweiten,  dritten,  vierten  Ableituocen  too  F  und 
eine  CoMtante  bMtiaart  tiD^;  «beaae  litogt  «•  BeaÜaaanif 
der  Werthe  von  f,  f*\  von  elaer  Constanten  und  der  dritten, 
vierten,  fünften,  so  wie  die  von  f  von  der  vierten,  fünften  und 
sechsten  Ableitung-  von  F  und  einer  Constanten  ab.  Führen  wir 
die  gefundenen  VVerthe  der  Ausdrücke  F^\  f  n.  s.  w.  Uk 

4er  uleiekmig  1)  «fa,  go  erhalten  wir  einen  nenen  AnaJfael^ 
welcher  die  Abhängigkeit  der  Punktion  F  von  den  Integra- 
Hen  ihrer  ersten,  zweifen,  u.  a.  w.  AMeitnngen  nngiebt.  Auf 
welche  Weise  di^es  Veri'ttbreu  weiter  l^rtgesetst  werden  kann 
ist  klar.  ' 

III.  Der  Tavlor'aehe  Sais  zeigt  uns,  wie  aus  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Gleichungen  der  Oerter  der  Mittelpunkte  gefunden 
werden  können.  Es  ist  nemlicb  bekannt,  dass  wenn  durch  F=zQ 
die  Gleichung  einer  Fläche  des  »ten . Grades,  und  mi(  yi,  X| 
4ia  Goordinaten  ihres  Mittelpunkfta  Magndrnckl- werden»  •Marals* 
dapn«  Ar  «ssSea, 


I.  i.  w. 


and  für  «sssSai+1 
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die  Be^offuogBgleicbuDgeQ  ftt  4m  VwliBiideiiMlB  TM  lUtfalyiaik- 
tra  einer  rläcM  des  «teo  Gndei  lind.  Die  Gleichung  1).  II.  seigt 
über,  wie  ans  einer  g^geteee  ConiteBteB,  «ed  dea  gtgebe- 
■ea  WerUieii  der  Ansdriicke 

4F  4F  iF    d*F  d^F  d»F 

7'  d^'  dae*  ^Si*  dxdk*  d^l  d^i& 

die  Funktion  jF  eder  die  Gleichung  der  Fläche  des  sten  Grades 
dargestellt  weiden  kann;  oder  wie  wir  kittetet  der  Gleiebnngen 
1,  2y  3,  u.  8.  w.  im  Stande  sind,  aus  gegebenen  Constanten,  and 
den  2ten,  3ten,  4ten,  5ten  und  6teo  Ableitungen  von  /^  =  0  die 
Gleichung  der  Fläche  selbst  herxustelleo.  ^  Wir  ,  wollen  dieses  in 
einea  Beispiel  eiuMreii. 

El  seien  die  Gleiebnngeii  ' 

ZJm*  /V*  -§-  6\ay  -i-  Är»  2Ea:x  H-  2/>y»  | 
fi»*     ^^y' + ^*     SJCcy  +  G«3S + 2#Vb  ) 


d'F 

=  <?  7) 


djsdud^ 

gegeben,  le  finden  irir  ans  1,  2, 
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dy^  D»^^^  Bp*  +  Är»y  +         -4-  ^«jw  H- 
vatf  «Iii  4),  S),  ^: 

FSbren  wir  diese  VVerthe  in  die  GleicliUDg  1).  II.  eio,  so  erbal- 

teo  wir: 

CSir*  +  ^'Ji«  +       H-'C*««  +  ir^y  +  ^d»  }asO . . ^ 
h  ^^"a:  4-  CoDBt. 

Wir  können  nun  die  Gleichungen  1),  2)  und  3)  als  drei  Flächen 
'  angebüriu;  botrachten,  auf  deren  OberOäche  reelle  oder  imaginäre 
Mittelpunkte  der  Fläche,  die  durch  die  zu  bestioimende  Gleichung 
#*=0  «ntgedrUckt  wM,  liegen  «fiineB.  BbeDio  kSonev  dia 
Gladnugen  4),- 5),  6)  aU  Gleidinngen  von  drei  Ebenen  angesehen 
werden,  auf  denen  sich  ebenfalls  reelle  oder  imaginäre  Mittelpunkte 
der  zu  hestimmenden  Fläche  befinden  müssen.  Der  Ausdruck  7) 
stellt  einen  aus  jeder  der  drei  Gleichungen  4),  5)  oder  6)  zu  er- 
beltendeii.,  also  bekannten  CotfEeieatMi  Tor. 

Um  die  Fläche  8)  vollends  zu  bestiBMen,  können  wir  die  Be* 
dingungen  treffen,  daa«  lie  dor^b  eineii  gegebeDen  Pankt  («,  ^> 
gebe,  so  dass  also: 

"«H-  <3%i-h  CoMt. 


ai« 

Ans  dieser  Gleiehnng  ergielit  eieb  der  Werth  der  CoMtanten.  Auf 
giBS  gleiche  Art  ktfneeii  wir  tue  des  Z  gegebenen  Gleichangett : 

'^=iM+0'y+^«+«"s=O . . . .  9) 

^=  c"«  +    + a    +    =  0  10) 

^=^'«  +  «K^H-c«  +  ^'=:0  11) 

uDtl  der  Bedingung,  dsss  die  Fläche,  deren  Gleichung  gesucht 
wird,  dnrch  einen  gegebeeee  Punkt  (o,  A  gehen  soll,*  die  Glei- 
ebuDff  einer  Fläche  zweiten  Gmdes  bestimmen,  deren  Mittelpankt 
auf  den  drei  Ebenen  9),  10)  und  II)  Hegt  Denn  es  ist  uns  9), 
10)  und  11)      '  . 

^■^^n^^V  ^^^^^^^^  ^H^v^^^MF 

Aus  9),  10),  11)  und  den  so  eben  erbeitenen  Wertben  ?od  g^rjo» 
d*F 

u.  s.  yi.  erbelten  wir>  wie  in  ? engen  Beispiel,  filr  die  irng^ 

liehe  Gleichung  folgende: 

'■  -f.V4r+4/=0 

wo  wir  der  Küme  wegen 

ds=  —  ^{ay*     Ißß^  4-  CO*  4-  %aaß  -i-  War     '^ßr  ^> 
gesetzt  haben. 

Stellt  endlich  J^=0  die  Gleichung  einer  Fläche  des  »ten 
Grades  vor.  so  kann  diese  ebenfalls  bestimmt  werden.  Wenn  die 

(IF  dF  dF  .  d*F  d*F 

Wertbe  der  Ausdrücke        jj^  j^,  also  eucb  die  von  gj^i  JjJJg» 

</'  y  ' '  ' 

und  noek  eine  Constnte  bnknnut  sM;  die  Qei* 

cinng  1).  IL  ist  ebenfells  nur  BeeÜBBung  von  erforderlicb. 


Digitized  by  Google 


.  220 


XXUl. 

Uebiuig8«Hi^abeo  für  Schaler. 

( 

Voa  Herro  Opctor  A.  Wiegand^  Lebrer  der. Mathematik 

an  der  Realschule  xu  Halle. 

Denkt  man  sich  die  Kauten  einer  regulären  Pyramide,  so  wie 
auch  die  Seiten  der  Grundfläclie  in  den,  ZusaanDeostossaDgspuuk- 
ten  bewefrKeli«  lo  wird  amD  diesen  Geetelie  dieaeo  konen 
Antdruck  zu  gebraueben)  verschiedene  Gestalten  geben  können» 
wubei  sich  jedoch  nur  die  Winkol  der  Grundfläche  ändern  können. 
Bri[»gt  inan  zwischen  die  Seitrn  tUr  GrundflScbc  dieses  Gestelles 
eine  kugei  uud  drückt  diese  zwitichoii  die  Kanten,  so  wird  die- 
gell»e,  wenn  lie  am  weiteren  Vordringen  gellindert  wird' 

1)  die  reguläre  Pyramide  herstellen; 

2)  die  Kanten  werden  die  Kugel  sämmtlich  berühren ; 

3)  die  BerühruDgspuokle  werden  sämiiitlich  in  einem  Kreiae 
liegen; 

4)  die  Berihmngspunkte  werden  diesen  Kreis  in  m  gleielie 
Theile  theilen,  wenn  die  Grundfläche  des  Gestelles  n  Seiten  hatte. 

5)  Wie  gross  ist  der  Radius  dieses  Kreises,  wenn  der  Radius 
der  Kugel  =r,  die  Kanten  =  X^t  Xr,  ...^m,  die  Seiten  der 
GmndÜMke  «,  sindl 

6)  Wie  weit  wird  die  Kugel  vordringen,  d.  h.  wie  grass  wird 
der  Abstand  ihres  Hittelpunkts  von  der  .Spitze  sein? 

7)  Wenn  man  sich  ein  solches  Gestelle  durch  Drähte,  Stäbe 
u.  8.  w.  macheu  wollte,  was  hätte  man  bei  der  Wahl  des  Winkels 
an  dar  Spitne  ader  der  Seite  dar  Grnndflielie  sn  beacktenf 

8)  Kenn  man  bei  jeder  beliebig  vielseitigen  l^yraniide  einen 
canstrnirbaren  Winkel  an  der  Spitze  wählen? 

9)  Welche  Winkel  würden  die  be(;|uemtten  sein,  wenn  man 
sieb  einen  Krals  anf  die  angegebene  Weise  in  7,  9,  11,  13  u.  s.  w. 
gleiche  Theila  tbeilen  wolltet 

lOj  Unter  welchen  Cmstinden  wird  dpa  Kngel  die  Sekan  dar 
Grundfläche  berühren  ? 

11)  Wird  die  Kugel  die  Seiten  der  Grundfläche  und  die  Kan- 
ten snsleieli  berilliren  können  f 

12)  Wie  werden  die  Erscheinungen  sieb  abftndam,  wann  man 
statt  der  Kugel  einen  Kegel  nimmt? 

13)  Wird  jeder  Kegel  gebraucht  werden  können? 

14)  Was  wird  eintreten ,  wenn  die  Seitenlänge  des  Kegels 
giaicb  der  Kante  das  Gestelles  bt?  n.  s.  w. 
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Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
imeh  gera40  Linien,  incbt  in  den  eBletobeiideB  4  OmMwb  die  4 
Umgezeichneten  Punkte  und  verbiftdM  ia  den  3  inMem  Dreieckea 

die  nnnlosfon  Punkte  durrli  gerade  Linion,  dMon  ist  zu  unterauchen: 
1)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Seiten  und  Flächeninhalte 

dieier  Dreiecke  nnler  sich  und  zum  nrs|irünglichcn  Dreiecke? 

9)  lo  welcher  BezielHiD|f  Bteb«»  sn  den  neuen  Dreiecken  und 

nn  ursprünoi^liclicn  die  ausg^ezeichneten  Punkte  des  mittleren? 

3)  Welclie  almlicben  Betrachtungen  lassen  sich  heim  4flck# 
5eck,  (reffeimässigen  und  unregelmässigen)  «leck  anstellen? 

4)  Wenn  nun  die  ausgezeidnielett  Ptankte  elbef  lietlelligeii 
Dreiecks  mit  den  Winkel4|»iU«n  desselben  verbindet  und  die  aus- 
gezeichneten Punkte  der  entstandenen  3  Hreiecke  in  ähnlicher 
Weise,  wie  vorher,  verbindet,  welche  Resultate  geben  dann  die 
den  vorigen  ähnlichen  Betrachtungen  der  entstehenden  Dreiecke? 

5)  Weee  wum  ein  r^liree  4eek,  Seck,  6eck,  8eek>  lOeek 
n.  8.  w.  durch  Radien  iA4»  1^  §  u.  s.  w.  Dreiecke  theilt  und  ver% 
bindet  die  entsprechenden  ausgezeichneten  Punkte  dieser  Dreiecke, 
in  welcher  Beziehung  stehen  die  diiroh  ähnliche  Verbindunc^  der 
merkwürdigen  Punkte  entstehenden  4^  5^  6  .  .  ecke  unter  sicli  und 
MB  ttrapriinglicben? 

6)  Welche  Progressionen  ergeben  sich  hei  foilgesefaiter  0|^* 
ratioo  für  die  Flächenräasie»  Seiten  «nd  Redien  der  um»  vod  ein« 
geschriebenen  Kreise?  ^ 


Hiseellen. 


Anssvff  aus  einen  Briefe  des  Herrn  Prefeesors  G.  J. 
Verdes  an  der  Uaiversität  zu  Leiden  an  den  Herani* 

,  geber. 

En  devcloppanf  pour  raes  Cleves,  oes  jours  ci,  les  premieres 
regles  du  caicul  integral,  il  n'a  para>  qne  Ja  recbercbe  de  i'inte- 

grale oe  feit  ^,nn  eat  dtexeepüaa»  qmd  on  envisag«  la 

^eition  d'm  autro  point  de  tne  fa'ordlnairement. 

Dana-  teHfai  lee  TraU^.en  se  eentente.de  diMh* 

'    .  •  '■  ' 

paisqii'on  a  4»  o^isj^  rH       .  dsc^  on  e«,««nelafc 
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«n  ehaDgpement  dans  la  Mtere  de  la  fonction,  par  la  quelle  l'iat^ 
frale  aet  vapr^atat^j  «|  tm  allal»      lai^       la  calciü  diffiraalial, 

qua  ä,  d*oii,  reciproqnamant, 


PareiUeaiest  ob  aoaclat  4e  d ,  e^  -sst  e*daff  qaa  I*od  aar» 
pr»dtFSB0»'^C,  atabii  da  anil«, 

IKaineOTa  oa  azpliqae,  qm  la  eaaiid^Mlian  dHm  oai  4*ezoep- 

tion  pour  la  formale  —  peul  6tra  <?itte  par  i'eaiploi  d'aae  ist^ 
grale  d^finie,  savoir:  * 


^''»  </ur  =  ^  '   .  , 

ai«<f»l  ' 


doDt  la  valenr  est  iodeteraiiD^      poar  m  =  —  1;  puia  la  vraia 

valanr  /(^)  aat  foaniia  par  rappUeaCion  de  la  rtgla  coaoiie  da 

ealenl  diffilraatlel.  , 

Or  ai  aae  teile  inveraioD  da  foramlas,  ni  uoe  pareille  remarqaa 
aoBt  B^caaaairaa,  ai  l'aa  part  d'oa  aatra  priacapa.  Ce  priacipa  aat 

ealai  da  IHBt^ratloa  par  partiM/  par  laqaal  ob  b      ,dms±p  ,m 

—  ^udv,  Aiaii»  par  exeapla»  et  aaas  avoir  egar4  a  la  coostaate 
arbitraire, 

d'ou 
et 


De  la  aitee  maui^re,  et  par  une  appHcatioa  r<^p^t^  du  mdme  pria- 
cipe  OD  pent  tronver  direotement  les  intefrrales  dos  formales  diflf«^- 
,  raatielle>,  qae  i'oa  eoaaidere  coaime  foudamentales,  et  que  Pon 

poaa  otdiBBiraaiaBl  par  laratiloB,   La  farwila  ^  aitee  b*bb  fait 

-  paa  axeaptioo.  A  la  T^rit^,  quaad  ob  y  appNqoe  direeMneat  le  dit 
principe,  od  retombe  8ur  Pind^terminatinn ,  Ott  conduit  la  m^hode 
ordioaire;  mais  rien  n'empechc  de  poser  la  variable  conme 
dtBBt  la  aottMO  d'une  autre  variable  y  et  d'one  eonataala,  par 
azaaiple  rooitdi  Faimt  aiBoi  jr=  l-f>y,  ob  anm  ^ssdjp,  at 


"  '    _  y    ■  i  ,  .  ■  /•  y'^^ 

,  T  1  -MT  ^  *  II  +      ,  ^  (1  -^py  ^ ./  (i  -i-y)* 

'  etc. 

et  Gomme  U  valear  de  cette  «erie  •  ponr  limile  ^4[^  — 

Comme  je  trön?»  #e  temps  epi  tniif»  dns  Joarnal  des 
BOQTelles  demonstratinr^s ,  d^v^Ioppemens  ou  expositions  de  Theo- 
r^mes,  formules  ou  reg^les  connues,  ii  ne  m'a  parn  pas  sans  int^r^t 
de  Tons  commDoi^uer  le  d^v^loppement  c&  dessns;  bien  qu^il  o^est 
psf  -diffiefle  d«  tnmrer,  dans  »laafon  cm,  i'antrat  v«itti  ponr 
«tlitindre  un  but  deja  conaii,  aalt  tt  prarrait  qn  la  irole,  hidiqial» 
ei  bant,  fai  digae  de  idaaiqae. 


I  — 


Hbrr  Difiatonaprediger  Otto  sa  Stargard  bat  nir  ffolgaada 
bloBB  auf  den  ptolemäifäea  Lebnatz  ffeitützte,  also  von  trigono- 
metrischen Betrachtungen  g'nnz   unabhängige  Auflöaaag  dar  Aaf« ' 
ffabe  von  der  Triscction  des  Wiokeis  mitgetheilt. 

In  Taf.  II.  Fig.  15.  sei  ACB  der  in  drei  gleiche  Tbeile  zu 
^fleada  Wiakal^  and  wm  daam  Si^ttm  €  ab  Mittelpunkt  mt  da» 
beliebigea  Halbmesser  ACzs&r  ein  Kreis  beschriebea. -  Setseo  wir 
die  bekannten  Sehnen  ABz=:a,  BF=zk,  den  bekanatfo  Durch- 
messer AF=zd,  und  AD='DE^BEz=a:,  AE:^BD  =  y^ 
ao  liefert  das  in  den  Kreis  beBcbrrebene  Viereck  ADSB  oacb  dem 
ptalanlitd|p«A  I^fbnali*  die  Gleiebwg 

sad  das  la  dea  Kreit  beecbriebene  Viereck  ABBF  liefert  oaek 
«esMlbea  Satte,  well  üJ^ss j?»  fot,  die  Clelekaag 

Dnrck  BIfaunatloB  van  y  erbilt  nan  au  dieien  beidtn  CHeMiaegea 
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1 

Unailriii  bsii  tnf  beidan  Seiten,  se  keant 
oder 


elao,  weil  Xr^4-a*=i;^  iat,  wenn  ■an  sogleich  durch  d  ditidirt: 

duadrlrt  man  oun  auf  beiden  Neitcn,  so  ergiebt  sich  nach  einiffeD 
leichteo  Reductiooeo,  wobei  man  imner  zu  beacbten  hat,  Stam 
il*— iet»  die  Gleichung  det' vierteil  Gradee 

4jp*  Hh  ,4«Mr  • 3<<»a:» 2<M^dr -I- «»iT  ==  0 

oder,  weiiii  mii  d'z=s%^  aetst,  die  Gleichung  dee  vfeitea  Gtttdei 

jp*  4- «j?«  —  3r      —  Wr»* -I- «V»  Ä  0, 

■itteiat  midier  die  gesuchte  Sehne  a:,  durch  die  der  dritte  Theil 

des  ffegebenen  Winkels  bestimmt  wird,  gefunden  werden  muss. 

Beträgt  der  gegebene  Winkel  zwei  rechte  Winkel  oder  180^, 
■o  ist  « =s  2r,  und  die  Gleichung  zur  Beatimiapng  der  Sehne  of 
den  dritten  Tbeils  wird  nach  dea  Obigen 

JT  *  -h  W  •  —  3r » j?»  —  4r  •  jr  -|-  4r*  =  0. 

iet  in  dieaem  Polle  af=sr,  nnd  wirklich  iat  Me^ 


Jl  ericiiiiguag. 
Auf  Seite  137  hat  man  statt  Tat  IL  iibendl  Taf.  OL  sn  aetaeo. 


Digitized  by  Google 


XXV. 

Bemerkungen  zu  den  Aufsitzen  XXXI.  und 
XXXII.  des  Herrn  Dr.  Sclilomilcli  in  m  Hl. 
8. 269  und  S.       dieses  Arcblves. 

Von 

Herrn  Doetor  Harfuss 

zu  Weiinar. 


1. 

In  diesen  beiden  Aufsätzen  ist  Herr  Dr.  Scblömiicti  zuerst  ge- 

Sen  die  Methode  der  uuLestiuiuileu  Cuefbcienteo  und  daou  gegen  ^ 
eo  Gebraucb  divergirender  Reihen  anfgctreUs  uad  bnt  aeine  neU 
Dung  in  Bezug  uuf  den  zweiten  Punkt  durch  Beispiele  unterstätzt, 
die  gewiss  jeden  Mathematiker  sogleich  auf  seine  Parthei  führen 
würden,  weoo  die  Grundlugeif  der  Rechnungen  richtig  wären.  Da 
■ran  beut  zu  Tage  allgemein  auf  Seiten  des  Verfassen  atehk  nid 
^  von  einer  Gegenpartbei  Aisl  gar  nicht  die  Rede  ist,  ao  balte  ieb' 
es  für  angemessen,  da«s  auch  einmal  die  letztere  ern^rificn  werde, 
und  versuche  demgemäss,  das  Irrige  der  Ansichten,  namentlicll  io 
den  genannten  Aufsätzen  des  Uerrn  Verfassers,  aufzuklären. 

«. 

Ztterit  also  wird  gegen  die  Metbode  der  anbestiaiMten  Coeffi- 
denten  der  sehen  wiederholt  beaproebeDe'Biu wund  ^aiaebt :    da ss 

noch  gezcicft  werden  müsse,  daas  die  hunction 
durch  die  l^iufenscliaft,  durch  weiche  die  Eutwickclung 
ffemacht  wurde,  vollkommen  churakterisir c  sei,  dass  es 
keine  andere  Pnnetion  ^(jc)  gebe,  welehe  die  n&mllebe 
Etigenschaft  besitze,  ohne  mit /{a^)  identisch  tn  sein.** 
Verstehe  ich  hier  rocht,  so  ist  die  Meiuunc;^  die,  diiss  wohl  für 
zwei  ganz  verschiedene  Functionen  in  Koige  gemeinschaftlicher 
syntaktischer  Eigenschaften  eiu  uud  dieselbe,  in  allen  ihren  Tbei- 
ien  YOllkowneft  Mikittflite,  Reibe  gefunden  werden  könnte.  Dann 

TUU  IT.  15 
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psist  aber  das  angeführte  Beispiel  nicht  hierher;  denn  miisste  dai- 
selbe  nicht  sn^  gewählt  sein,  da«i  durch  die  Methode  der  UDbestinia- 
ten  Corfßcienten  für  xwei  vencbiedene  FnobtioisforoieD  doch  de 
'und  dieselbe  Reibe  hervorginge? 

So  haben  allerdings  die  Funktionen  {{a' a—^)  und  cos  aar 
die  Eij^euHchaft  gemein,  dass /"(^-J-y) — ü)  =  2/(jrj  ./"(y), 
allein  dieat  beweist  gar  nicbte  gegen  die  Methode  der  nabeetiaB* 
t#D  CoefHcienteo.  Beide  Functionen  haben  die  Bif^Deebaft,  dass 
sie  =1  sind  für  .2:  =  0  und  für  gleiche  nbrr  entgegeniresetztc 
Merihe  vuD  a:  gana  gleicbe  Wertbe  erhalten,  ao  daaa  man  filr 
beide  setzen  darf: 

/K«)  =  t  +      4- ^.ir*  +      -f- . . . . 

0orch  die  gedachte  Eigenschaft  heider  Functionen  bestimmt  »ich 
Dan  lilr  befde  nnch  ein<^ei  Relation  der  ReiheiicoafficieDten,  aber 
aoch  weiter  nichts.    Denn  setzen  wir  •»•f-jf  ond  M^i§  Itatt  AT» 
'  so  erhaltan  wir  durch  leichte  fteduMng» 

-4- 1 .  2^y'-+-3 . 4  .  car'y»-+-5 . 6«te V-*-"- 

Wir  erhalten  aber  anch 

und  wenn  wir  nun  beide  Entwickelungen  einander  gleich  setzen, 
so  hebt  sich  y\a:)  und  Alles  läast  -Sick  alt  diviärea.  SetsOB 
wir  dann  noch  y=0,  so  wird 

s  2^  +  2^^^  * 2^ «  + . . . . 

und  fotgfich  f,  =  f,,  c:=z—,  n,      ^.  pah^r  gilt 

für  ^0'  +  0-')  sowohl^  als  auch  für  cos  aa;  die  Entwickeliing 

d>er  b  ist  noeb  niebt  bestimnit  und  hat  in  der  That  in  jeder  Func- 
tion einen  eignen  Werth,  der  nnr  durcb  eine  Bimsebaft  gehindMi 
werden  kann,  die  eine  jede  Function  als  vemcCieden  tob  dar 

deren  cbiiruklerisirf. 

Hatte  über  Herr  Ür.  Schlömikh  nun  noch  für  beide  Functionen 
dasselbe  6  gefunden,  so  wäre  sein  Beispiel  treffend  gewesen,  fiio 
wird  aber  im  Beis|jiele  der  Kchluss  verfebU.  Ks  werden  da«  Ani^ 
diurke/(a')  die  Kigenscliafieu  beigelegt,  die  der  Fnnetioftaretfr 
zukommen,  und  es  lindct  sich  für  /{jc)  eine  vollkonmen  bestimmte 
Reihe,  welche  zeigt,  dass  jedem  bestimsiten  Werthe  von  or  ein 
lesttniBter  Werth  von  ^a:)  angehört,  und  dass  fotglich  die  Fnnc^ 
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tioD  /{^)  durch  difi  ihr  beigelec^ten  HÜgeDScbufteo  vollkommen  be-. 
stimmt  ist.  Die  ^acb Weisung,  duss  y(a7)=:arctg  a:  sei,  bat  mit 
49r  ÜetlMMle  4mr  tukbesCMtateo  G«efliei«iiteD  nidrtt  sn  lehaffiiB. 

Uad  wo  wollte  man  aucb  deu  Beweisgrund  beraohnen,  doa> 
twei  versrbii'dcne  Fuiiciioncri  deiitiocli  einrnei  Reilienenfuirkclung 
lieben  könnien.  Ditss  eine  gemeinscbattlicbe  svnhiklisclte  Eigen- 
•ebatt  (Jerseibeo  aucb  eine  gemeiugcbuft^icbe  Heiutiou  der  Coefli> 
cioirtOB  in  btideo  Eolwicktlungen  begründet,  iit  dock  wolil  gooi 
ntariiok.^ 

Dennocb  aber  müssen  wir  den  Gegnern  zugehen,  dass  die  Me- 
thode der  unbestimmten  CoefdrieDteii  ^  so  wi«  sie  meistens  in  An- 
wendung gebracht  wurden,  nicht  befriedigt;  der  Qruud  davon  ist 
•kor  oicht  der  von  Berro  0r;  tkMöoHlcli  angegekoao,  foodern  iot 
lediglieh  m  d*m  Caistande  zu  suchen,  dass,  hevor  die  Coefficienten 
berechnet  werden,  die  Form  der  Heihe  beiü^licb  der  lluuptgrösse 
gnr  mclit  hinlänglich  begründet  ist.  Weil  tür  ar=0  auch  /'(.z:)=0 
wird,  sagt  Herr  Dr^  Schlömileb  *),  so  darf  die  Traglicbe  Reibe  kein 
von  a:  freies  Glied  enthalten.  Ja  wenn  überhaupt  eine  solche  Reihe 
existirt!  Dann  ist  aber  auch  der  Satz  nicht  ri«  htig,  denn  oft  exi^ti* 
rcn  zwei  Reihen  nehen  einander,  von  denen  die  erste  kein  von 
freies  Glied  hat  und  nach  positiven  Potenzen  von  geor  Inet  ist, 
wibrend  die  oodere  ein  coneteoteo  Glied  k»l  and  nneli  negativen^ 
Foteoseo  der  HanpfgrUsto  forteebreiCef.  Vor  dieeem  Schlüsse  warnte 

vor  einiger  Zeit  ein  Fngiänder,  indem  er  die  Function  e  als 
Beispiel  «ofbbrte;  dieselbe  vertcbwindet  fUr  a:  =  0,  bat  aber  in 
Ihrer  Entwiekelnn^  eib  conetnntee  Glied  nnd  ist  ani  negoiiven  Po* 
tenscn  >on  a:  gebildet^ 

Die  Existenz*  der  Reihe  muss  vor  Allem  erwiesen  sein!  und 
dieses  köunen  die  unbestiasrnten  Coeflicienten  nicht  leisten.  So 
wird  der  binomiBebe  f^krsats  sehr  gnfc  allgenfein  mit  Ritlfe  der 
vnbeetiamfen  Coefficienten  bewieeen,  weil  sich  sehr  leicht  zeigen 
lässf,  dass  bei  jedem  Werthc  von  m  fÖr  (1 -f- .r*)"'  t'liie  Reihe  von 
der  Form  1 -|- ./.t-' -|- /^;r* -f- .  .  .  wirklich  exislirt.  Die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  soll  die  Reihe 
nicht  erfinden,  londero  nur  onf  eine  leichte  Weise  die 
Coefficienten  ond  ihr  Bildungsgesetz  darthoo.  Hierauf 
kOBmt  der  Herr  \'erfaKser  der  gedachten  Aufsätze  spater,  wo  er 
das  B<'is(iip|/(.r)  =  /7,  sin  .ir-f-ar,  sin  2ar -+■..,  .  anfuhrt,  wirk- 
lich zurück.  Die  ^ist^ux  dieser  Reihe  hätte  erst  dargethan  süin 
aflieen. 

Die  Ciistenz  einer  Reihe  wird  nor  dnnn  mit  Evidenz  bewiesen, 
wenn  sie  auf  »chon  bckntmte  Kntwicketungen  zurückgeführt  wird. 
Dicss  geht  leicht  bei  dem  Binom  und  duun  bei  den  Expouential- 
functionen,  nicht  aber  bei  den  Ausdrücken  sin  jp  nnd  cos  a:,  weil 
dioeelben  niehi  dareb  eine  Syntbesis  der  nllgeineineo  Arithmetik, 
eondern  durch  geometrische  Ahsiractionen  gewonnen  worden  sind. 
Hier  könnte  man  die  iVlethode  der  unhestimmten  Coefficienten  schon  ' 
damit  cbtcaniren,  dass  man  fragte,  ob  denn  auch  sin  JC  oder  cos  af 
einerlei  FnnctioDsformen  für  «lle  Weitko  tos  Of  neien.  Die  geome- 


*)  Es  TPrsteht  sirh   dans  ilieKp  BehaspCung  nisht  dem  Hern»  Verteer 
sondern  Anderen  sur  Last  fällt. 
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'  trische  Betruclitong  giebt  uns  keine  bestimmtere  Relation  zwischen 
Sinns  »nd  Bohren  alt  die,  «Ism  die  Sinvt  veradiwiadender 

mit  den  Bög^en  znmmmenfullen ,  oder  vlekni  lir,  dieser  Snlx  ist  ein 
Postulat  für  die  geometrische  Anschaiinnp-.  Dalirr  können  wir  auf 
keine  andere  Art  vom  Bogen  zum  Sinus  hinüber  geführt  werden, 
als  durch  die  Betrachtung  der  verschwindenden  b^lemente.  Dafür 
bieten  nni  die  leielit  sn  findenden  Formeln  für  mn  mof  nnd  ees  m» 
durch  sin  und  cos  a:  die  Hand,  nnd  es  bedarf  der  Methode  dar 
unbestimmten  Cocfficienten  nicht.  Sind  nun  aber  die  Entwickeiun- 
gen  für  sin  a:  und  cos  :v  gefunden,  so  crgiebt  sich  .alsbald  auch 
ilic  Nuthwcudigkcit  ähnlicher  ßnluickelungen  für  alle  anderen  go- 
niometriselwn  AnsdrQeke,  nnd  hierfür  IcMin  ■«!  sieh  der  Mtthede 
der.vnhestininiten  CocffieienteD  bedienen. 


3. 

T)er  zweite  Vorwurf,  welcher  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefßcientcn  triflt,  ist  der»  duss  sie  die  b)rgänzun^  der  Reihe  zur 
ToHstHndigen  Fnnction  nicht  bencbte,  womirch  die  natQrliche  Be- 
stimmung der  Divergenz  oder  Convergens  verloren  gebe.  Dieser 
Vorwurf  hängt  innli^  mit  der  jetzt  allgemeinen  Ansicht  zusammen, 
dass  divergirendc  Reihen  ganz  falsche  Ausdrücke  seien,  aod  diese 
will  ich  daher  zuerst  zu  beleuchten  suchen. 

Es  ist  sehr  zu  billigen,  dass  man  ein  gewisses  vft  getriebenw 
unnützes  Spiel  mit  divergirenden  Reihen  bei  Seite  setzte,  aber  wo- 
her der  Schluss  gezogen  wurde,  dnss  diverg^irende  Reihen  fehler- 
haft werden,  ist  nicht  abzusehen.  Wie  es  scheint,  rechnete  man 
damit  nnd  fand  falsche  Resnitnte.  Da  aber  anderseits  auch  richtige 
Resultate  ans  divergirenden  Reihen  hervorgingen,  so  wird  man 
veranlasst  zu  fragen,  nach  welcher  l^ogik  man  den  Grund  der 
P'ehlcr  in  der  Divcriji^onz  finden  konnte.  Wie  es  nun  mit  jenen 
Fehlern  etwa  stehen  mag,  davon  will  ich  ein  Beispiel  geben,  indem 
ich  die  Irrungen  anfklilre,  wodurch  Berr  Dr.  SchlSmilch  in  seiner 
Abhandlung  auf  so  widersinnige  Resultate  durch  dirergirende  Reiben 
gekommen  ist. 

Zu  diesem  Bebufe  frage  ich  znerst,  was  wird  aus  dem  Aus- 
drucke S=it  ^%  Vfwn  rsssl  nnd  ar=0  ist!  Setien 

»  J  —  w  cos  X  -f-  V' 

cos  ('fy  J 

wir  zuerst  v=z\,  so  wird  '     =  —  J,  und  hiernach  also 

'  2 — 2  TOS  .r  ' 

Ä= — I  für.  vz=l  und  .r=0.  iSctzen  wir  aber  zuerst  a.'==0,  so 
wird  ===|-~^,  was  für  r=l  unendlich  wird. 

Welches  Resultat  ist  nun  das  richtige! 

So  hätte  Herr  Dr.  Schlömitch  berücksichtigen  sollen,  dass  die 
<jleichung  Sz=  cos  /f-\-'1S  cos  — 1 — S  in  dem  Falle,  wo 
a:  =  0  oder  =2/r;r  ist,  keine  Bestimmung  giebt,  dass  also  auch, 
wenn  «=2mr,  cos  or  +  cos  2af^e99  Zap*^ ....  nicht  ohne 
Weiteres  — |  gesetzt  werden  durfte.  Fir  diesen  Fall  Usst  sich 
die  Summe  nur  bestimmen,  wenn  man  zu  einem  alli^rmpineren  Aus- 
drucke übergeht,  in  welchem  der  fragliche  als  besonderer  Fall  ent- 
halten ist.  Die  Summe  1  +  1  +  I  +  •  •  •  •  ist  also  =oo  und  nicht 
SS --4«  vnd  dieses  stimmt  auf  das  Sehtfnale  mit  underan  Butwicke* 
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•  * 

IttDgen,  z.  U.  mit  der  von  JZT^  suummen,  wenn  ar=l  gfinom* 
mtn  wird. 

Hiermit  fallen  nun  ulle  Argumente,  welclie  der  Herr  Verftisser 
der  geiiacliteu  Aufüätze  gegeu  die  divergireudeu  Reiben  aH%e8tellt 
Ut   Zutnt  DSalicb  iit  nielit 

I 

/ 

+  (l.^*«+J.H.....)j^;, 

Ar  jeden  Werth  ron^op,  sondern  für  «=sO  wird 

*=:  i^  n^l  -t- 1-1-1  +  , 

was  iu  der  Ordnung  isf.    Für  jeden  andern  Werth  von  Jt  nber  er* 
halten  wir  dun  triviale  Resultat  oo  —  oc-f-se —  .... 

■Ich  i(onime  nun  sU  der  nnler  (7)  «ngefiihrteo  Folgeruns:.  Der 

•in  (— j^Mf 

Anadmck  cos        enn •  •  •  -I- iwrÄ— H  — 

sagt,  dasa,  weon  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  der  Reibe 
icos  x  +  cüB  .  •  •  •  die  Sunnie  — y  geben  aoli,  ioaier  noch 

•ui(— |=-)af 

— "  "a^n  'x  Brginsnog  biningefogt  werden  nässe.  Diess 

sagt  nniere  diverffirende  unendliche  Reibe  auch  eben  so  gut.  Wir 

haben  co»je--^cos^-^....~{-cosfnT-\~c(is{N~i-\)a:-{~cos{H-\-'i)j:~^  

=  — |,  aisu  wenn  wir  bei  dem  Uliedc  cos  na:  abbrechen,  den 
Rest  J{  =  cos  (»  l)ar  -f-  cos  («  -i-  2}ar  H-  .  .  .  .  =  —  l  — 
(cos  «-l-eoa  2ar-h- . « « .  -f-cos         wir  werden  also  darnnf  nin« 

fewiesen,  die  Sammirung  bis  cos  ma:  in  endlicher  Weise  zu  macbeu. 
edermann  siebt  ein,  dass  hier  mit  der  Su|i{iosition  m  =  (x>  uicbt 
mehr  ausgerichtet  wird,  als  wenn  «s  =  3  wäre,  jene  ist  nur  unbe- 
stininiter.  Diese  Bemerkung  würde  den  Herrn  V  erfasser  meht  naf 
ib  onjr  und  eos  ourssO,  sondern  auf  eine  identuMhe  Gleichung 

gefübrt  bjibcn. 

Die  uuendlicbe  Reibe  drückt  uicbts  weiter  aus  uls  das  b^ut- 
wickeluug^sc^esctz,  und  ihre  Bedeutung  iät  zunächst  nur  die  syntak-  ' 

tische.   ftU  ist  cos  a:-4-cos2ar-|-  —  -hcos«.r — =:  —  4» 

und  wenn  der  Rest  noch  weiter  entwickelt  wird,  so  kommen  Glie- 
der hinzu,  die  nocb  demselben  Gesetz  gebildet  sind.    Duü  Uildung»- 

Il^esetz  der  Reibe  enthalt  also  schon  den  Ret»t,  daber  dieser  wuggu* 
asten  ist.  Desshalb  kann  «an  ans  der  Foraet  (7)  d|ireh  die  An- 
nähme  n  =  x>  nicht  auf  Kulers  Reibe  gelangen,  oboe  zugleich  auch 
den  Rest  wegzulassen.  So  aber  ist  die  uuendlicbe,  d.  b.  die  un- 
vollendete  oder  unvuiiendbure  Reihe  mit  der  endlichen  verwechselt 
worden. 

Zuletit  wird  die  Eolersche  Reibe  durch  eine  Integration  mit 
den  Lagrangescben  odef  Fonrienohen  Reihen  in  Verbmdnng  ge« 
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bracht.  Der  Herr  Verfasser  Lat  aber  nur  mit  der  beschränkten 
Summcnformel  — l  =  cos  ^--4- cos  ijp-f-  .  .  ,  gerechnet,  von  wel- 
cher wir  wissen,  dass  sie  für  a:  =  0,  welchen  Werth  das  unbe- 
itiMte  lotefral  darchlanfeo  «ton,  niebt  aebr  giH,  Dftber  k%nm 
aoeb  4ie  Rechnung,  deren  Basis  die  AIl^renieiBgtftifrkcit  der 
^unimenformel  i^^t,  nicbt  riclitig  sein.  Ktilirt  mun  aber  statt 
cos  -f-  cos  'Zu: -\-  ....  die  allfifcmeinero  Reihe  v  cos  ,r  -f- 
cos  i.r -f- cos  3a.*  +  ....    in    die  Rechnung   ein,  deron 

Summe  — »        ^  .       sein  wird,  inlegrirt  und  setzt  dana 

I— "W  cos  X'f-V  ° 

r=l,  so  wird  man  mit  anderen,  z  Tt.  mit  Martin  Obn,  4m  ga* 
wünschte  He^uitut  mit  völliger  AU^euteiuheit  erhalten. 

Also  Dicht  in  der  Cnrichiigkeit  der  di?ergireodeii  Reibe,  sob- 
dero  ia  der  beecbränktcn  Geltung  der  Kummenformel  iet  der  Graad 
aller  Irrungea  an  finden.    Die  Summe  der  Reilif  cos  :r  —  cos  2jr 

cos  3.r —  wird  von  ar  =  0  bis  a:  =  zkz  ti  durch  ^  richtig 

dargestellt,  daher  man  auch  mit  ihr  richtige  Resultate  erhält,  wenn 
aiaa  ibra  Aawaadung  niebt  über  die  gedacbtaa  Greaaea  aaadtbat. 
Haltiplieirt  aua  s.  B.  mit  äjc  und  integrirt  vaa  0  an,  so  erhält 
m;in  ].r  =  8in  a:  —  Jsin  2a: -J- {sin  3.r —  .  .  .  .,  welche  Reihe  his 
zu  db  .T  als  ricliliir  anerkannt  wird,  aher  für  :r=z^^n  nicht  oielir 
ffilt,    eben    weil    die  (irreibe  coso:  —  cos  ßir  diesen 

Wertb  aiebt  mehr  gilt 

Keine  unserer  Functiooaformen  f{a:)  kann  unmittelbar  die 
Eigenschaft  haben,  dnss  sie  constant  = — \  für  jeden  Werth  von 

wäre,  aber  für  a:=:0,  jcss.%Mn  unt  udlicb  würde.  Daher  liess 
sich  auch  die  Summe  der  Reibe  cos  or  +  cos  2arH-***  nicht  all* 
gemein  ausdrSebea.  Wir  aiäaaaa  dabar  daa  fraglicben  Aas- 
druck einem  allgemeineren  unterordnen,  in  welchem  er 
als  specieller  Fall  für  einen  g^ewissen  Werth  einer  ere- 
wissen  Constante  enthalten  ist.  Diese  Bemerkung  ist  von 
Wicbtigkeit;  lo  bfiaaan  wir  «ine  Pona  von  den  gedaebtea  Eigea- 
ocbaften  aar  mit  lltttfo  eiaer  Caaetaata  pxstX  etwa  ia  deM  Aas* 

4. 

Nach  diesen  Betrachtunpf^en  kann  die  Bemerkung,  dnss  die  Me- 
thode der  unbestimmten  toefticieoten  den  Rest  der  Reibe  nicht 
bracbte,  ovr  aoeb  wenig  Bedrotang  beben;  sie  ist  aber  aacb  durch- 
aae  grundlos.  —  Es  ist  sonderbar,  das«  wahrend  in  dar  allgemei- 
nen Arithmetik  überall  nach  Aligemeinheit  der  Formen  gestrebt 
worden  ist,  dieselbe  bei  den  Reihen  gegenwärtiu:  so  rntschieden 
lurückgewieseo  wird.  Die  Grundopcrationcn  aller  Grossenlcbre 
aii4  ZneaataMaCilgea  and  Trenaea,  nad  die  daber  eataprioseadea 
4ea  Vctvielfaehens  und  Theilens.  So  lange  wir  es  namittelbar  nur 
mit  diesen  xu  «iuin  li  ilipn,  sind  wir  im  (•chicte  der  gemeinen  Arith- 
metik, aber  schon  im  Beginn  der  Wissenschaft  macht  sich  die 
Nothwendigkeit  grösserer  Aligeraeinheit  der  Formen  geltend.  Die- 
aalba  wird  nan  dureb  die  groiie  Maxiara  erbaltea,  daat  filr)e4* 
wede  zwei  direct  entgegengaaatxte  Operationen  eine 
einzige  Form  gesucht  wird,  in  welcher  beide  enthalten 
ein  dl   Diese  geschieht  xnerat  bei  der  Multiplication ,  welcbe  or- 
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asi. 

BMttBglicb  eio  Vervidfaclien  ist,  aber  nit  Hülfe  KeUruclieDer  Multi> 
pMlwwB  «neb  dieQ|MrftlS(Ni  dUsTbeileM  in  iMbMiAiiant.  Diet» 

aJlgeropi'Qe  M9lt)|»lieati4|D  ist  bloss  eine  syotaktiaclie)  die  sar  deis* 
bitlb  sich  so  encf  hd  die  aridimotischen  Grundo|iera(ioneD  anucliiiesst, 
weil  sie  sieb  so  bestiinait  mit  der  Bildung  der  Zublen  uus  der  Eins 
vergleichen  lasst.  Hier  Hesse  sich  aber  der  Unterai-hied  xwisrbea 
yervielfältigenden  und  theliendeo  Faelore«'  attf  ibotiebe.  Weise 
durchführen,  wie  der  Unterschied  positiver  und  negativer  Summen- 
glieder  in  der  Addition.  Die  Theorie  der  letzteren  bringt  mna  ge- 
wöhnlich erst  später,  füfflicher  würde  man  sie  aber  gleich  nach  den 
festgeBtellten  Bi^griffen  des  aritbaetticben  Addireiia  und  Subtrebi« 
renü  als,  das  Mittel  hinstellen,  den  Unlerschied  in  der  Operation 
des  Zu-  und  Abzählens  aufzuheben  und  denselben  diircb  Cnter- 
scheidung  positiver  und  negativer  Sunimenglieder  wieder  zu  frc- 
winnen.  Die  Putenzeulehre  scbafl't  alsdann  mit  Zuziehung  ge-  ' 
hroebener  Bzpenenten  einen  allgemein^  Ausdrueic  fiir  die  eigenN 
liehe  Potensiriing  and  daa  cigentliebe  Wurzelauszieben»  nnd  durch 
Einfübrung  negativer  Exponenten  einerlei  Uechnungsgesetze  für 
die  Multiplication  und  Division  mit  Potenzen.  Weiter  aber  ist  das 
obige  Princip  mit  Ge.winn  noch  nicht  durchgeführt  worden. 

Hieraus  ereehe*'  ivir  vnis  diaM  Je  der  allgemeinen '  Aritbnietik: 
jede  Operation  eine  höhere  syntaktische  Bedeutung  bat,  der  die 
arithmetische  untergeordnet  ist.    Diese  höhere  syntaktische  Bedeu- 
tung ist  der, Grund  aller  Schwierigkeiten,  aber  zugleich  auch  die  , 
Quelle  aller  Gleichförmigkeit  und  Einheit  und  der  meisten  höheren 
Entdeckungen  geweiMli.    Wegen  ihrer  syntaktischen  Allgcmeialieit 
haben  daher  auch  unsere  Formeln  oft  nur  syntaktische  Ueilcutung' 
und  verlieren  die  arithmetische  Brauchbarkeit;  sie  sind  blosse  Fi- 
guren der  combioatorischeo  Aualysis.  (Vergl.  Fries  mathem.  Na- 
tnrpbilosophie).    ,  '  •  \ 

Warum  nun  die  Reibeil  in  ibrer  allgemeinen  syntaktischen  Be- 
4eitniig  bei  tteiU  efslweben  wollen,  Ist  nieb^.nbanMken.  Ist  denn 

nidit  Ä    j^-h- jr»  4m  BntineUliing  f«o         und  nur. 

von  dicfMif  nneh  wenn  nicht  hinsttgerügt  wird,  »  miieM  kleiner 
als  1  sein?  Die  Reibe  bat  vom  Standpunkte  der  allgemeinen  Arith- 
metik aus  zunächst  nur  eine  syntaktische  Bedeutung  durch  ihr  Knt- 
wickeluogsgesetz,  und  die  Frage  nach  ihrer  Summe  wird  hier  nicht, 
durch  die  Summe  aller  Glieder,  sondern  durch  die  erzeugende 
Fnnetlon  beantwortet  Ihre  aritbnetisebe  Bedentung  gewinnt  tle 
erst  dann,  wenn  sie  convergirt  aber  unabhängig  Von  dieser  Eigen- 
schaft ist  in  ihr  Alles  durch  ihr  Eotwickeloogageaets  und  folglich 
auch  ihr  Rest  bestimmt. 

'  Indea  nnA  die  Reibe.  enlHriekclt  wird,  lienmt  es  lediglich  dar- 
auf an,  das  Gesetz  ibrer  Entwickeluog  an  finden,  tto4  hieran  kann 
der  Rest  nichts  heif rächen.  Die  Bestimmung  der  Convcrgenz  ist 
eine  untergeordnete  und  kommt  erst  dann  in  Frage,  wenn  die  Reihe 
aritbmetiscbe  Brauchbarkeit  gewinnen  soll.  Hier  kann  ich  wieder- 
mm  nicht  abseben  j  wosn  ilie  Beachtnng  des  Reatee  nitien  toU. 
Die  enengende  Function  ist  jedea&llB  die  wahre  Summe,  aber  ich 
kann  sie  ans  der  Reihe  nur  dann  naherungsweise  erhalten,  wenn 
diese  convergirt,  d.  h.  nicht  wenn  der  Rest  verschwindet,  sondern 
wenn  er  gegen  den  Werth  der  erzeugenden  F'unction  verschwin- 
M.  In  den  Fällen  alio,  wie  der  Werth  der  «neugenden  Mcüon* 
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unendlicli  o^ross  wird,  braucht  der  Rest  nickt  unendlich  klein,  son- 
dern nur  endlich  zu  werden.  Hiernach  bestimint  sich  der  Begriff 
der  OoDff rgenz  allgemeiner.  Die  Reihe  1  + 1  +  7  +  •  * . .  diver- 
girt  nicht,  sondern  cnnvergirt,  w«il  4er  Rest  gegen  ihre  Simnie 
versrliw  indot.  Dalior  hat  Pnisson  jynnz  Rrrlit,  ttcuu  er  sogt,  doss 
jede  Rpilip  convcrg^ire .  derrn  (ili^'der  verschwindend  klein  werden; 
und  hiernach  ist  die  Uestimmung  der  Convergenz,  die  man  nicht 
mit  dem  ZoiannmälileB  meBdlicii  Yider  Glieder  verwteliMlB 
■ms»  wenigstens  nicht  sebwerer  nls  »it  Benehtung  des  Restes. 

5. 

Die  Abhandfung  XXXII.  wird  uns  recht  klar  zeigen,  wie 
DÖthig  es  sei,  auf  die  syntaktische  Bedeutung  unserer  Formen  zu 
echten.  An  die  Spitze  stellt  Herr  Dr.  Scbldmilch  den  nachher  be* 
wtesenen  Sets 


e  J— äf*        ^  mn 
und  findet  dann  für  189=1  und  m  =  2  den  Ausdruck 


e  1-4?»  —  "» 


„allein  wenn  man  für  ^^^^  die  Reihe  1 -f- or*  4- ^*  +  , , . . 

0  iTr^™*"i"4**  +  •••• 

„und  Biso  =soD  erliBlten,  ein  gens  fUsches  Eesnltet.'* 

.Znevst  besierke  iclit  Beer  Vcrfesser  bei  der  Batiriciie* 

-7         in  den  Seblosse,  dess  der 

Rest  allßromein  verschwinde,  sicli  geirrt  hat,  denn  es  wird  allcr- 
diogs  die  Function  — -.  —  nnendlicb^  nämlich  für  .r  =  0  wenn 

l.  Für  A  =  v  bekommt  man  das  unbestimmte  Resultat  0", 
nll(^in  wenn  «7<;^^,  so  hat  obiger  Ausdruck  allerdings  nur  cndliclie 
Werthe  zwischen  a:  =  0  und  ^=1.  Ich  will  daher  zuerst  mit 
üerileltsichtigang  des  Restes  des  Eesaltet  gcBBoer  begrüBden  Bsd 
BVgleich  die  eigeBtlicbe  Bbsis  der  gBBsen  ReebBBBg  bestiaiBiter 
hervorheben. 

Man  hat 

■~/o  1— X       J  ^  i~x        I  \    1  —  X  ' 
iRer  erUndt9  Uh  mir  mmrn  4m  MweiHm  GOmte  — ^  ^  ,  M» 

X  —  I 

XU  setze»  und  erhalte 


— /e  1-«       /i   «-I  • 

Nun  habe  ich  identisch 
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|-^^=  1  -j-jc-t-ar'         4-,««  |  ^ 


—  f*da:(x''  '^  H-  :r«->  +  ^"--^  -f- ....  H-  x«-»- 1) 
BUii  litt  dbtr  swiichwi  ÜMfn  Qnmwtm  4\9  ento  Reihe 


die  Mi4ere  ober 

I  1  '       I  I 

also  den  Uoteracbied  iMider  ss 

•J-— +2»— c»       I» - «»  +  — a»)  — 


f\xa-¥ii4x       f'^x^  »  ■Ufa: 
•'  =  ^  +  /e  l-4r       /  I  • 

Ua  nnti  fttr  die  beide«  lategrele  gleiche  Grenze«  so  erhalleo, 
Mtte  ich  nlt  Herrn  Dr.  BehlVieileb  iei  swelten  4*  steti  m  «od  er^' 
beite  es  dadnrcb 

/i  1— »        /ol— s' 

Dsber  erhalte  ich  für  den  Best  der  Reihe  den  AasdmclL 

0  1— <«■       /o  1— ^/e  l-a? 

welclies  DQB,  da  in  Felge- dei  poiiii?eB  •  die  Fuoctien 

swischeo  x  =  0  oad  or  =  1  immer  nur  endliche  Werthe  bat,  für 
wachsende  •  vencbwindet  Und  da  nun  die  ins  Unendliche  fort- 

geselste  Reihe  Ü  den  Wertb         list,  sn  ist 

/'«jr^-if^r  __     TT  . 
0  T:^-ig^'"*-^>«>^- 
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Doch  diese  RechDUug  kann  uns  hier  nicht  zur  Klarheit  fiihreo^ 
wir  müssep  ihre  Grundlage  nälier  erörtern.    Da  sehen  wir  denn, 

dais  ieb,  wie  «ncli  Herr  Dr.  Schlömilch,  diea  Auidruck  in 

naiiifierte;  was  giebt  mir  eber  dat«  eie  Eeebl?  Wird  deoa 
hierdurch  nicht  die  Functionsfor«  gm  w«M»tlleb  abgeiodeitf  Be 

oder  —jjg^'i  ichreibc, 

Deber  Ift  der  Aaedaek       T^J^       l«H«"«*^n  w 
bloss  eine  syntaktiscbe  BedenHinr  und  ial;  eio  Britbeieiifleber  Ud* 
eine.   Waram  derselbe  aber  doch  ohne  weitere  Zusätze  in  die 
Lehrbücher  überging,  daran  ist  lediglich  die  beschränkte  AiiifafaoB^ 
dea  bealuBBiiteB  laieiprfaea  fikcJ^d.  Daffetbe  iat  aidik 

fjgf  ^^tlZl^  daa  iai  ei  DVr»  wenn  daa  allgeiaeine  lotegral 

■ 

lf{a:)da:  für  alle  Werthe  von  ap^m  Wf  «sd  eiae  reelle 

'Function  von  x  ist.    Das  bestioimte  Integral  ist  nichts  an-- 
deres,   als  die  Differens  aweler  b#fOiidere»  Werth« 
eiaea  «Ugeneinen,  und  diess  ist  seiDe  ayntaktiBche  Bedeotnns» 
der  jene  aritkfli»tia«lie  antergeordnet  iat  ' 

Betmcbten  wir  nnn  den  Anedmek  j^^t  «o  lifat  er  aicli» 

irtil  fls^  if  nnd  beide  .ganse  Zahlen  alad,  in 

Adx        ■        B  xtix)  dx  • 

zerlegen,  we  eine  ganze  rationale  Function  von  x  sein  wird. 

Hier  ist  nno  oer  zweite  Tbeil  immer  das  Differential  einer  reellen 
Function  von  ar  =  0  bis  ,r  =  90f  nicht  so  aber  der  erste;  denn  es 

|g|  -iE^ss— log  (1  —  iir)  und  also  nur  van  0  bia  1  reell. 

Wollte  ich  aber  aetaen,  f6  wäre  dieaea  aa-riT  log  (or  —  1) 
und  also  nur  von  1  bis  00  reell.  • 

/'  dx 

wählen,   welches  von  bif,  ^=^C|o  nach   dem  l^ehrsatze 

icb  finde 

also  wenn  ich  iutegrire  • 


* 
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Bmt  giebt  MB  ^  «ntg^!^^  tob  «sO  Jbis  «»oo 

W*/^**         —  iTs  *  T  daaaclbc  wie  oben;  aber  «ras 

Also  die  Fora  aiBftt  vor  Allem  gesichert  sein!  wcbb 
BBderi  BBsere  Rcolinunn^cn  niebt  mdbIoi  teia  solteB.  Die  wahre 

lereBS  iweier  gaBs  venchiedeter  beatianteB  lategmle  bedeiitet» 

die  sich  auf  die  Formeo  f  und  /*         ^  briojren  las- 

./ol— J  i  x—l 

seo.  Weil  nun  hier  eigentlich  eine  Aenderung  der  Functionsform 
während  des  lotegrireni  eiii(ri|t»  so  sollte  bibb  so  etwas  Bichl 


_  -7 — — -  ausdrücken. 
0  l-~Jf 


Bier  ist  bbb  klar,  worin  der  Fehler  des  HerrB  Dr.  SchlÖaiileh 
bei  der  iBlegration  tob  ß  ^  ^  _  ^,  zu  sBcheo  sei.  Indeai  die  1b- 

tegmtioB  Biitlels  der  Reihe  -i-dr*  + . . .  geschah, 

warde  die  PnoctioBsforai  vob  orsO  bis  drsoe  beibehaltOB  aad 

dadareh  ^*p^~7  =  ae-4-|Qe* +|oe*  +  • . .  gefasdea.  Hier 

darf  ich  *nun  nicht  darnach  fragen ,  was  alle  .Glieder  dieser  Holbo 
za^tammeagenonimen  aasmachen,  sondern  ich  muss  ihre  syntaktische. 
Dedeutuno:  nacbwcisea.   Daraaeb  ist  sie  die'  Batwickehiog  voa 

^log  jzr^  filr  «sssee^  nad  lolglieb  ut 


aad  aacbber  —  f^-^^ZTi       fi\  —  x*  ▼«*iders  ieh 

die  Functioosform  und  habe  swei  gaas  versebiedeae.  lategrale. 
Dass  ihr  liaterschied  sO  sei,  fiadet  omb  dareb  Sabstitittioa  der' 


Reihea 

1 


.  1— «« 


BBB  sehr  IMt)  deaa  wir  erhalten  ^  '  -  .. 

(1  -  ^ -h  (i    i) (i i)     .  • . .  SS  0. 
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.  Dass  aber  <lie  Integrale    /    ^  _      uud   /         _^  ^  wesentlich 
VCrscIiicdoDen  Formen  angeliüren,  kano  man  leicht  sehen,  weoa 
di«  «llgeaieioen  latogi«!^  aaebt^  enteroa  ist  ^log  |  4m 


andere  !lo 


»ff  r. 

*  .r  ■+-  1 


Anmerkung«  Meine  eignen  Ansichten  über  die  Methode  der  unbestimiu» 
ten  Ckteffieienten  darf  ich  alt  binreidMnd  bekaaot  ^raaaMtsan; 
immer  aL(>r  ^Yer(lc  ich  auch  entgegengesetzten  Ansichten,  wpnii 
sie  nur  mit  Würfle  und  Ruhe  vorgetragen  werden»  gern  verstat- 
ten,  sich  ia  d«ai  Ar^Ts  feitaad  su  attaban.  6. 


XXVI. 

O o 0 i o n e t r i 8 c h e r  ZirkeL 

Von  deai 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Brehm  er 

am  Pädagogium  zu  Putbus. 


Werden  die  goniometrischcn  Functionen  eines  und  desselben 
Winkels  a:  in  einem  Zirkel  (olgeodermassen  neben  cinaader  ge- 
Btelit: 


so  Insscn  Bich  die  ctufuchen  Belationen  zwischen  ihnen  durch  ful* 

gcude  Gesetze  uusdrUckcn: 

1)  Das  Froduct  zweier  in  Scheitelwinkeln  stehender  Functionen 
iai  gleich  1. 

ain  X  •  coate  4r  =s    «.  a.  w. 

«   2)  Dm  Prodact  sweier  über  oder  ui^ter  derselben  IJnie  stehender 
PsBCtioiiao  iat  gleieh  te  aiagMcblMaeaea  PuctMi« 

% 

9 

sin  o: .  aec  or  =  taag      lu  a.  w. 
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8)  Her  QMtieiit  zweier  aaKtgender  FnneHoBM  ist  gleich  der 
IN? ideniM  mf  der  udereo  Seite  enliegeiidee  Fonedee, 


tin  o:     ^  y 

A  n  II)  e  r  k  11  n  CT'  Wir  verweisen  bei  dieser  Glolegetibeit  auf  das 
Programn:  biu  Schema  zur  Erleichterung  des  fc^lementar- 
unterrichtet  ie  der  Trigono»etrie  tob  Dr.  B.  W.  Grebe. 
Ceisel.  1840.  Das  in  diesem  Frograimn  mi(getheiltc  Si^cheae  er* 
streckt  sicli  auch  auf  die  Feneeln  snr  Aufleeaag  der  eheeen  nebt- 
wiekligeD  Dreiecke. 

G. 


XXVIL 

lieber  Theilimg  und  Verwandliiog  eioiger  ebe- 
nen Figuren. 

Von 

»  • 

Herrn  A.  Göpel 

SU  Berlin. 


Wene  man  U.  Gerwien's  sinureichen  Beweis  der  Gleicbbek 
sifcier  Dreiecke  voer  dereeibeo  firaedliiiie  ind  Höhe  ▼emittelet 
bleaeer  CoDg:rueDz  weiter  yerfelgt,  so  gelangt  wmm  zu  uiciit  min» 
der  merkwiirrlip^cn  Tlieilungen  und  Verwandlungen.  Die  erwähnte 
Conslruclion  b«  st«  ht  im  Folßfpnden.  M.'in  leere  die  beiden  Dreiecke 
ABC  und  AliC  mit  ihrer  geineiDsciiutUicheo  (>rundlinie  AB  so 
an  eiMMder ,  den  die  ä^itsea  C  «od  C  «af  i^enebiedeee  SeHeo 
derselben  fallen.  Hie  Verbindungslinie  CC  wird  dann  durch  ihren 
Durrbscbniltspunkt  I)  mit  der  («rundlinic  AH  gehalfiet.  Von  D 
ziehe  man  nacb  den  Mitten  der  vier  übrigen  Seiten  der  beiden  irc- 
gehenen  Dreiecke  «gerade  Verbinduogslioieo.  Durcb  dieselben  wird 
^idee  dieaer  Dreiecke  ia  eia  Viereck  end  sw«i  Dreiecke  getbeMt, 
die  einander  besikhiich  congruent  sind;  so  doss  man  also  aus  den 
Tbeilen  des  einen  Dreiecks  mittelst  geeiortieter  Drohung  oad  Ver- 
acbiebung  dos  andere  Dreieck  susammenseizen  kann. 

Eine  solche  Theilung  aad  Verwandlung  Iftsst  aich  aaeb  bei 
awei  beliebigea  Dreieckea  auifiUiren,  die  weder  dieselbe  Grundlinie 
nach  dieaelM  Höbe  hebea,  aondera  einaader  acbieebtbia  gleich 


naD  ofTeDbar  immer  ein  Hiltelgiied  (Dreieck)  aufBoden,  weiches 
mit  jedem  der  beiden  gegebenen  Dreiecke  gemeinschaftliche  Grund- 
linie und   Höhe  (freilich  mit  jedem  eine  andere)  hat.    Mnn  darf 
nur  von  jecJeui  Dreiecke  eine  geeignete  Seite  z.  B.         uod  ui'^* 
(Taf.  IV.  Fi^.  1.)  natwählea  aad  aiui  ibaea  aater  geeigneteia  Win- 
ke) ein  Dreieck  ABU'  bilden ,  welches  mit  ABC  die  fjrundlinie 
AB  und   mit  A'B'C  die  Grundlinie  A'B'  gemeitischaftlicb  hat« 
Führt  man  nun.  der  obigen  Methode  zufolo^p,  die  (heilenden  Oera- 
den für  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  ABB'  auü,  su  u erden  die» 
ielbaa  kiadarek  in.  di«  adthigvo  Theila  verlegt,  u«  daa  eiaa.  in 
dai  andere  rerwandeln  zu  können.    Die  Theile  des  Dreieckt  ABS' 
werden  durch  eine  nochmulifrc  Anwendung  derselben  Construction 
in  Bezug  auf  die  Dreiecke  ABB'  uad  A'B'C  wiederum  in  Theile 
zerlegt.   Waaa  aiaa  ana  dia  lacctere  Tbeilung  auf  die  schon  vor- 
bandenen  Tbetle  des  Dreiaeki  ABC  Uberträgt  und  weaa  aiaa  aai*  ^ 
gekehrt  die  erste  Tbeilung  von  ABC  und  ABB'  auf  das  Dreieck 
A'B'C  ausdehnt,  welche  Constructiun  in  der  Fiirur  zu  erblicken 
i^t,  so  sind  ofi'enbar  die  eotstaudeoeo  Theilunsen  iiinläoglicb,  nicht 
mr  nai  ani  daa  Tbailaa  tob  ABC  dar  Raiaa  aaeb  dia  Dreiaeka 
ABBf  und  A'B'C  zu  bilden,  suudera  ancb  am  das  Dreieck  ABC 
unmittelbar  in  das  Dreieck  A'B'C  zu  verwandeln.    In  der  Fig^ar 
sind  die  congrucBtea  Tlieile  durch  dieselbea  Bucbstabea  a,  ^,  •  • . 
bezeichnet. 

Eb  iat  mtm  klär,  data  awn  Miak  dia  Cllalebkait  awaiar  Paralla. 
laf^amme  darck  Congrueas  aacbweisea  kann.  Man  braucht  zu 
dem  Fnde  nur  jedes  derselben  durch  eine  Dingonnle  in  zwei 
Dreiecke  zu  theilen,  und  auf  Jedes  dieser  Dreiecke  die  beschriebene 
Tbeilung  anzuwenden.  Wenn  man  aber  in  Taf.l\ .  Fig.l.  die  Paralle* 
logramma  über  AB  aad  AB*  Talleodat  vnd  ia  jadaai  dar  biasa* 
trataadaa  Dreiecke  dieselbe  Tbeilung  anbringt,  so  wird  man  ge- 
wahr, dass  sich  die  Sache  viel  einfacher  gestalten  lässt.  In  den 
beiden  Parallelogrammen  BD  und  B'IM  haben  nämlich  einerseits 
dia  Tbeile  a,  C  aad  aadarmdte  dia  Theile  tf,  c  dieselbe 
Laga  ia  Basiabaag*  aaf  aiaaBdar.  Man  kabn'  sie  daaar  beziehlieb 
zusummenfn.ssen  und  brnucht  sie,  um  das  Parullclogramm  BD  in 
das  Paralleloiframin  B' ly  zu  verwundcio,  nicht  erst  in  ihre  Theile 
a,      £  oder  c  zu  zerlegen.   Es  ergiebt  «ich  daher  dia  fol. 

gaada  Goaaftraelia«         IV.  Fig.  2.).  - 

„Um  das  ParallalagiaDim  BD  in  daa  Pteallalogramm  B'D'  zu 
„verwandein,  ziehe  man  durch  die  Mitte  von  BD  eine  Gerade  • 
„dergestnlt,  dass  das  auf  ihr  von  einem  .Seitenpaare  (z.  B.  AB 
„und  CD)  abges«  hoittcne  Stück,  einer  Seite  (z.  B.  Ai^)  des  Pa- 
„railelograiaaw  »D'  gleieh  wird.  Vaa  daa  Hitiaa  daa  aadavaa 
MtSaiCaopaares  (also  AD^  BC\  falle  maa  aaf  diese  Garada  zwei 
„andere  Gerade  unter  dem   Parallelnsrramm  -  Winkel   von  B'D. 

Durch  diese  drei  Gerade  wird  das  Parallelotrrnmm  BD  in  so  clic 
„Stürke  gelheilt  werden,  dass  sich  aus  ihnen  da«  raruiieiogrumm 
aamiaNaaaBalaaa  lant.«' 
.  Varmittalst  dieser  Cunstroction  kaaa  maa  ofaabar  awk  das 
pytbagoräischen  Lehrsatz  durch  Congrnenz  beweisen ,  wenn  man 
auf  Euklidische  Weise  das  Quadrat  der  Hypotenuse  mit  der  Höhe 
das  raohtwiakligen  Dreiecks- in  zwei  Bechtecke  zerlegt,  welche  dea 
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QuaUrateu  der  beiden  Katbcten  Leziebiich  gleich  sind.  Ja  diesen  ' 
,F«De  lint  mcIi  die*G«nitr«eHoB  eiafeeb  eo  anfmbeii: 

;    „Dnrcb  die  Miüe  dce  auadrati  BD  (m  IV.  FifC.  3.)  ziebe 
„man  eine  Parallele  mit  der  Hvfiotenuso,  und  auf  diese  Pa- 
j^rulleie  fälie  mau  von  den  Mitten  der  Neifen  BC  und  DE 
„zwfi   Perpendikel;   so  wird    mao  aus  den  euistuodeocn 
„Siückea  lurcb  Dribnagf  und  Venebiebang  das  Reebtedk 
^<tCF  zusammensetzen  ktonen.** 
Dnsselbe  gilt  natürlich  auch  von  <|cm  Quadrat«  der  kleineren  Ka- 
thete, nur  dass  man  hier  auch  subiractive  Stücke  in  Betracht  zu 
sieben  bat.  ^ 

Eine  andere  Verwandlung  des  Quadrats  der  Afpotennse  in  die 

beiden  Quadrate  der  Kritlicten,   wobei   mir  eine   parallele  Ver-  * 
seLiebüDg  nöthig  ist,  lelireo  Fig.  4.  und  Fig.  2».  auf  Tal  IV*  8ie 
sind  ohne  weitere  Erläuterung  verständlieb.   .  ' 

D«o  Beweis  für  alles  Vofstebekde  wird  «an  mt  ethiwi. 
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XXVIII. 

Deber  die  Berechnung  des  Elasttcitats-Modaliis 
«iMf  dIreetM  DehmuigtTemiciieii. 

Vondesi 

-  Hente  Fabriken- Commissionsrath  A.  F.  VV  .  Brix 

■       '       '      .    •  * 

sa  Berlin. 


Bei  der  Berechnung  der  ElastidtSt  priffnatiseber  Körper,  die 
dnrcb  gegebene  krafie  nach  der  Richtung  ihrer  l^nge  gespannt  * 
werden,  gebt  Ben  bekanntlich  von  dem  durch  die  Erfahrung  be- 
-stAtigten  Gesetss  a«s,  dass  Mter  ttbrigens  gletelm  DnMtinden  4is 
beobachteten  l.ängendehnungen,  sofern  sie  die  sogenannte  Blssttd^ 
t  tätsgrence  nicht  überschreiten,  den  spannenden  Kräften  und  den 
Längen  der  Prismen  direct,  den  Querschnitten  derselben  aber  um- 

Sskihrt  proportional  sind.'  Beseiebnet  slso  X  die  Länge,  «  den 
nerscbnitt  eines  Prismas,  und  ist  X  die  Aasdebnung,  welebe  das* 
seUi«  erleidet »  Sebald  es  einer  JUiiigeiM|iaaMi^  bjP  nnterir^rfsa 

wird,  S9  tat  'X  der  GiOsitr  ^  |irop«f(ioiiai;  «ad  es  flsdal  dslwr  die 
Gleichung  Statt: 


2M 

woriu  m  einen  Erfabrnugscoefficienten  bezeichnet,  der  uur  von  der 
physitcbeB  BesehsflcDlieil  des  Körpen  abhänffig,  f&r  KSrper  einer- 
lei Art  also  coDstant  ist.  Nnn  nennt  ibn  bekanotlich  den  Elasti- 
citäts- Modul  US,  und  um  seinen  numerischen  Werth  für  irgend 
eine  gegebene  Substanz  durch  direc^e  Oehoaogaversuche  zu  erpiU> 
teln,  dient  die  Formel 

in  welcher       t  und  n  bekannte ,  dem  Versuche  zum  Grunde 
legte  Grössen  bedeuten,  während  X  die  beobachtete  Dehnung-  ist, 
die  jetluch  wieder  verschwinden  muss,  sobald  die  Sftaonung  P  uut- 
gebeben  wird. 

Bei  den  anf  Veranlassung  Eines  Hohen  Finanzministerit  unter 
meiner  Leitung  im  Königlichen  Gewerbe.  Institut  angestellten  ^  er- 
suchten über  die  Festigkeit  verschiedener  Baumaterialien  kamen 
unter  Andern  «neb  ■euviiedeeiteme  Rnnditangen  bis  su  einer 
SlSrke  von  etwa  1^  Zoll  mittleren  Durchmesser  zur  Anwendung-, 
nm  sie  in  Bezuu^  auf  ilir  elastisclies  "^'erliulten  bei  einer  gewissen 
l>an£rens|>annuiii>;  zu  prüfen.  Da  aber  viele  von  diesen  Stang-en 
nicht  an  allen  Stellen  denselben  Durchmesser  hatten,  so  kam  es 
darauf  an,  eine  Methode  in  ermitteln,  dnreb  welcbe*der  ElaetiekMn« 
Modnius  genauer  gefunden  werden  konnte,  als  nach  dem  gewttbn* 
llclicn  Wrfalircii ,  bei  welchem  die  Stange  als  ein  Cylinder  voraus- 
genetzt  wird,  dessen  DuiTliinesser  dem  mittleren  Durchmesser  der 

f eprüften  Stungc  gleich  ist.  Das  llugcnügende  dieses  \erfahretts 
at  scbon  Lagerhjela  erkannt,  weabnio  er  nel  seinen  Tertndben*) 
diejenigen  8tan|pM|  welche  nicht  ftbatnli  denselben  Önrebnesser 
zeigten,  als  eine  Aneinauderfügung  mehrerer  Cvlinder  von  verschie- 
denen Durchmessern  betracbtele«  und  darauf  die  Berechnung  ihrer 
Längendehnung  basirte. 

Daa  SV  gleichon  Zwecke  von  aHr  in  Anfr^ndiag  jpbnnbte  ^ 
Verfahren ,  welche«  den  Gegenaland  dieaer  llittneilung  bndet,  be« 
ateht  im  Folgenden: 

IMun  denke  sich  die  Stange  in  u  gleiche  Theile  getheilt,  und 
in  den  Theilpunkten  die  Querschnitte  bestimmt,  welche  sämmtlicb 
als  verschieden  vorausgesetzt  werden.  Betrachtet  man  demnäcbat 
jeden  dieser  Theile  als  einen  abgekürzten  Kegel,  und  berechnet 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Dehnungen  aller  einzelner  Theile, 
ao  muss  deren  Summe  gleich  der  beobachteten  Dehnung  der  gan» 
zen  Stange  nein.  Anf  dieaeB  IVege  jg^elangt  man  zu  einer  Giei« 
chung,  aus  weicher  aedann  der  BTnatiealäts-llednlna  UIcbt  geAui- 
-den  werden  kann. 

Um  diea  Verfahren  in  Ausübung  su  bringen«  könnte  ea  anvv- 


*)  l^eter  Lafrerhjelm^  Verraehe  «ur  Bestimmung  der  Ilicbthelt,  Glelcbar* 

tigkeit,  Elasucitiit  II.  s.  >v.  des  ;;p\Yalztcn  und  ^rrschiniedeten  Stabei&ens. 
Aus  dem  Schwedischen  Ubera>eiit  ton  Dr.  J.  W.  Piaff.  Nnrnbeit« 
1829.  Seite  194.  - 
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derst  darauf  au,  die  DehnuDg  eines  abgekürzten  Kegels  zu  berech- 


neo,  welebe  wUh  Mmainmwmtn  geslftltel: 

Der  gitami  AilfrMiieinlieit  wegeo  setzen  wir  eine  abgekürzte 

Pyramide  vornus,  deren  parallele  Endflächen  mit  a  und  bezeicli- 
iiet  werden  sollen.  Ks  sei  /  die  Länge  dieses  Körpers  und  X  die 
DehuuDg,  welche  durch  eine,  nach  der  Richtung  seiner  Schwer-  ^ 
pwiktMcbie  wirkende  Knill  P  henrorgebnebt  wofd^ii  ist  Matt 
denke  sich  von  rt  aus  ein  unbestimmles  Stück  =^r  auf  der  Achse 
abgeschnitten,  und  bezeichne  den  Querschnitt  der  Pyramide  im  i^^nd- 
punkte  von  a:  mit  y.  Zur  Bestimniung  dieses  Uuocbnittes  bat 
mau  dann  die  Gleichung 

il/^  SS  (/— jp)i/#  +  ätW«' 
•BS  welcher  sieb  deanftebtt  ergiebtt  ' 

Bezeichnet  nun  Xx  die  Dehnung  des  in  Rede  befindlichen  Körpers 
a«f  die  Länge  o:,  ist  dkg  die  den  loereaenl  tUf  sakOMseide 
DebBttDg,  ond  dafür  Icann  oua  nacb  (1)  die  Gleiehaog  aufgestellt 
werden: 

^  P.dLr 

m  .  tf/ut  ^  • 

V 

Aus  \jäw  erglebt' sieb,  naeb  Binsetsnng  des  ebigen  Ausdradtes  von  y, 


«iso 

Vollführt  man  die  bter  angedeutete  Integration  zvnscben  den  be* 
saicbaeteu  Greusen,  was  keine  Sebwierigkeiten  bat,  so  findet  man 

S)  »=x^      •  « 


«»  '  m\/aa' 


Die  Dehnung  der  abgekürzten  Pyramide  ist  demnacb 
der  eines  Prismas  gleich,  dessen  Ii  u  e  r  s  c  b  n  i  tt  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Endflächen  des  ersten 
KSrperrist 

Ist  die  Rede  von  einem  abgekürzten  Kegel,  und  nan  beseicb* 
net  die  den  Endflächen  a  und  a'  zugehörigen  Durchmesser  bezüg- 
lich mit  ä  und      so  verwandelt  sich  die  vorige  Formei  in  folgende 

4)   i=  • 


Zur  Anwendung  der  letalen  ForuMl,  nuf  den  mir  hei  den  Ver- 
I?.  16 
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äuclieo  vorgelegcnen 'hrMonderii  Fall  seien  nun  r/,,... «4« 

'die  verschiedenen,  in  den  f»*4-l  Theil|inHkCeD  iriMnesseDeD  Doreb- 
nesser,  und  X»,  iL,,  A,,  .  .  .  .  X„  seiVn  die  Dolmungen  in  dpn  cin- 
lelaen  AbtheiInngen  der  Stange.   Alle  diese  Thcile  liaben  dieselbe 

Läng^  =^-^t  wenn  /  die  Länge  der  SUnge.  in  ihren  natörlichea 

Zustande  beseiehnet.  In  Geoäitbeit  der  obigen  Formel  bat  mmm 
dann  nach  einander: 

_  m  1 

hPl  1 


hPi  1 


hPl 
nmn 


SuMirt  maa  diese  GKeicbuugen,  und  setst  die  ganne  Dehnung  der 
Stange,  nenltch  X,  + 1,  -|-  ^,  -4- . . .    =  ^  >o  kdniBt 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen  die  Sunme  der  Eeihe  in  der  Klaa* 
«er  gleich  ^{'^ig')  gwut&t  wird. 

Diese  Gleichung  liefert  nun  fUr  den  Elasticitl^p-Modttlos  die  Forsiel 

API    V/    >  i 
^>  '"=^--[^,)' 

naeh  welcher  die  Kingangs  erwähnten  Versuche  berechnet  worden 
sind. 

Die  dadurch  gewunueueo  Resultate  werden  später  der  OelFeut- 
liebkeit  übergeben  werden,  we»hRlb  ich  mich  für  den  Zweck  dieser 
Uittlicilung^  dnrnuf  bescliränkn .  liier  nor  einen  der  vielen  \'ersuebe 
anzufübreii .  den  icli  tiacli  drr  ohig-en  Formel  und  nach  dem  iie- 
Wühnlicheu  \  crtahren  lieieelinen  will,  um  den  rntcrscliicd  in  den 
DUmerischeu  Werthen  von  m  tur  beide  Methoden  eraehon  zu  iasseo. 
Dieser  Versuch  betrifft;  eine  Stange  engliscfaes  Rundeisen  von  der 
Sorte,  wie  es  j^c  v.  öhnlich  zu  den  Ankerkcften  verwendet  wird.  En 
wurde  niif  dersellx  ii  eine  Lriticfe  v»in  ")  Fuss  ahnet  heilt .  und  von 
Fuss  zu  Fuss  wurden  die  Diirrhiuesser  ermittelt,  fiir  welche  Steh 
folgende,  in  Linien  ausgedrückte  Zaiileowerthc  ergaben: 

i/,  =12,29;  11,68;  =11,71; 

=  llfiSf  d.  SS  U,6d;  d^  SS  11^ 
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Das  aritbmetisclie  Mitlei  derselben  ist  </=  11^818  Linieo.  Die  bei 
dea  Venocbe  beobaebtcU^  Dehmiog  der  Stanpe  belrog  im  Mittel 
vno  swölf  TersehiedeDee  BeobeehtaBgeD  0,3072  Linien  aaf  5  Fuss 
Länffe,  weBB  eiB«  LiBgenspBBBBBg  P=9081  Pfd.  «Bgewendet 

wurae. 

Uro  nun  bierauf  die  Formel  (6)  anwenden  zu  Jiünnen,  muss 
Biao  /  in  demselben  Maasse  wie  ^,  also  beide  in  Linien  ausdrücken, 
dann  wird  sich  der  Ktasticitäls-Modulus  in  Pfunden  fÜr  die  Qnn> 
dratlinie  als  £inbeit  dos  <^uerscbnittes  ertro.hen. 

Demoach  ist  /=7'iO"  und  ;i  =  0,3072'".  Nach  den  obigen 
Werthen  der  DnrcliBeeaer  findet  nnn  saent 


:?(—)=— 


1 


1 


1 


1 


Setst  nan  diese  Znblenwertbe  in  Formel  (5)  ein  nnd  beriicksicb« 
tigt  sBgleicb,  ileit  «sS  ist,  ao  findet  bwb 

fli= 194933  Pfd.  pro  Q  Linie. 

Cm  die  Grösse  m  nach  d^m  mittleren  IhirdiBiener  4^  11,818  IJ- 
nien  zu  berecboeo,  dient  die  Formel  ' 


m 


welche  nach  Svbatitnüen  der  entspreebenden  Znblunrertbe 

«=5  192772  Pfd. 
giebt,  ebiifclbi  Ar  dl«  «Inndfntltnie  dee  Onereebnitlei. 
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Aullusuug  einer  algebraischen  Aufgabe,  und 
Uüisteilujig  einer  anderen. 

f 

VoB 

Herrn  A.  Göpel 
so  BerUn. 


Auü  Ueu  ÜIcicbuDgen  . 

di,e  GUichuogen  ' 

2)      -t-Ä'»  +  ^*  =  l5  cwH-cTä'+^^äO 

berzuiciton.    (S.  Litter.  Rrricl.t.  \r.  Xll.  S.  191). 

Diese  bei  der  Verwanillutit^  der  Cuurdinaten  vorkommenden 
tileicliungen  pflegt  man  gewölinlicb  aus  ibrcr  geometrischen  Bedeu- 
tODir  ttbiuleiteo.  Hat  man  nämlich  zwei  rechtwinklige  Aien« 
syiteae  OX,  OY,  OZ  und  0X\  0V\        und  tind 

<j,  c    die  l'osiuus  der  Winkel  \  \' X'OZ 

c    '        .        .        -  Y0\\  YOZ 

Ä",  c"   -       -       -       -      Z  OX,  Z'OY,  Z'OZ 

to  finden  die  Gleiebungen  1)  statt;  und  namentlich  gelten  die  drei 

letzten  derselben ,  weil  aa"  6'//'  -\-  cc"  gleich  dem  Cosinus  des 
Winkels  \'0Z'  ist,  dieser  aber  »Is  ein  rechter  Winkel  vorau»ge. 
setzt  wurdej  u.  s.  w.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  aber 
auch 

0,  a',  a"  die  Cosinus  der  VViukel  \0\\  X0\'\  XOZ' 
b\  //    -        -       -  YOX,   YOY\  YOZ- 

€,  c\  c    -       -       -        -      ZOX\  ZOr,  ZOZ'i 
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wmI  d«  dii  AxeatyatMi  0X\  OT^  02f  rechlwiiiklig  voraoigesetst  . 

wurde,  so  fulgea  nus  äbnlichett  Uriiudcn  die  Gleichuug'cn  2).  Rein 
algebraisch  dürften  dirselbeii  am  leicbtostcn  folcrriidcrmassen  ber- 
geleitet  werden.  Schreibt  mau  die  erste,  fiiotie  uad  sechste  der 
Oleichnngen  1)  se: 

3)|  •  .«-|-^'.^-hr'.<f=:0 

so  folgt  aus  iboen  durch  eine  einfache  blimination,  wenn  zur  Ab- 
kürzung: 

gesetzt  wird:  * 
-.5)  t.ÄÄfc'-^fir,  f  .^=3cV'— cV,  «.<?=«'r-«"^. 

Aof  dieselbe  Art  ergeben  sieb  aus  der  2ten,  4ten,  6ten;  uud  ans 
4er  3t«n,  4t€ii»  ftton  der' Gleich ungon  1)  die  folgenden: 

•  6)   * .  a'.=zö"c  —  *c  ,  e  .  ^'  =  c  a  —  ca\  f  .  c' =z a"6  —  a&" 

Multiplicirt  man  nun  von  den  Gleicbungen  5).  6).  7)  boxielilicb  die 
^ersten  mit  «,  ef\  ju"  \       b\  b"\  c,  c',  c  \  uud  uüdirt,   so  ergicbt 
sieh  nach  Diviiioa  mit  «: 

Avf  Slmlicbe  Art  erbtlt  «an  aas  deoaelbea  -illeicliangen  die  Ubri- 

ffen  Gleichungen  2),    Die  Division  mit  «  setzt  vor.ms.  dass  «  nicht» 
Null  ist;  sein  Werth  findet  sich  selir  h  iebt  tjleich  rir  l.    Denn  qua- 
drit  man  die  Gleichungen  5)  (oder  auch  t)j  oder  7))|  und  addirt, 
so  erhält  oiao: 

=  id*  +  Ä'«  -h  cT«)        +  i^*  -h 

alio  wegea  I) 

»)  «»  =  1.  \ 

• 

Das  Zeichen  jron  <  ist  seiner  Natur  nach  unbestiniait;  In  der  geo- 

metriscben  Redcntung  hängt  es  bekanntlich  davon  ab,  ob  die  Axen 
0\\  Oy,  OZ'  in  derselbrii  Drebriebtung  uro  einander  liefen, 
wie  die  Axen  ^.Y,  OY,  OL  oder  in  entgegengesetzter,  lui  ersten 
Falle  ist  fs=+l,  im  «weiten  «  =  —  1. 

Ich  stelle  nun  die  Aufsabe-, 
Man  soll  aaa  den  Gieicnongen: 


«  * 
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/X«'^"  -f-  a'd) G{a  +  «")  -i-  ^(<^'-f-  Ä") -h 7(<^ c")  =  p 
Aaa  -4-  /^/^"Ä  -f-  Ccc  -|-       -f-  E{c"a 

-H  F{a  'b  4-  aÄ")  M^"  +  ^)  "f"  = 

äbnliche  Systeme  von  Gleichuogen  herleiten  und  die 
geaaetriselie  BedentuDg  derielbea  dertbnn.  / 


Theorie  der  loTolotorisehm  Gebilde  nebst  An- 

)vendungen  auf  die  Kegelschuitte. 

Voo 

Herrn  Fr.  8eydewitz> 
.  Oberiebrer  wm  GTamMiuoi  tu  Heiligoiistadc« 


Geo^enwärtig^e  Ahliandiuiig  soll  diis  Wesen  der  soffenanntcn 
iDvolutidtii  ri  im  \  erhältuiüs  zu  projektivischen  Kigenscliaueti  über- 
bauet daristelieu  uud  die  bereits  vou  Steiner  S.  167.  seines  Wer« 
kes  onffeknndigte  Wichtigkeit  dieser  Lebre  'ao  der  Tboorie  der 
lUgeoriuieten  Durchmesser,  denen  hier  die  zugeordoeteo  Acliseo** 
punkte  und  A  c  Ii  s  <>  n  pu  nk  t  wi  n  k  p  !  mit  ja;-anz  analugen  Eigen- 
8cliaften  sich  zur  Seite  «teilen,  an  der  Tlieorir-  der  iSrennpunkte 
und,  wenn  der  Raum  es  gestattet,  der  gemeinücLattlicken  Sel^anteo- 
aod  TuugentendarcbschBitte  ntehweiieo.  Debi  diircb  di«M  lioltfo 
erbält  die  Geometrie  nicbt  bloM  einen  Kneti  fnr  d^t       die  Am- 
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lytis  doreh  des  Gebraucli  des  laiag^airen  vemag,  aondero  sogar 
eioen  Vortbeil  über  die  letztere,  iiiticm  .sie  ihrcin  iutuitiven  Cbaralr« 

ter  g-etreu,  statt  ein  nicht -seieudcs  Oiijpkt  kraft  do.r  Form  eines 
reelleo  flieh  f iiizuhilden ,  vielmehr  von  einem  ()l>;f>ktf'  tlcr  .Anschau- 
ung za  einem  anderen  reellen  Objekte  von  diTätiiien  ürusse. ,  aber 
vbrBcbiedener  BedentuBg  Sbergfebt  und  snmit  zagrieieb  an  Wahrheit 
un<l  Mannigfaltig'keit  der  Begriffe  g^ewinnt. 

Dr.s  Zusammenhanges  weisen  und  dem  Hauptzwecke  des  An'liivs 
ä^cmäss  gellt  eine  kurze  Uehersirht  desjenisjen  aus  der  „Systema- 
tischen tl n t wie k e  1  u ng  der  Abhängigkeit  f^eunietrischer 
tvealalten  von  einander*^  Toraui,  irorauf  \m  Folgenden  Bezug 
genommen  werden  wird,  und  für  eine  solche  durfte  wohl  eine  blosse 
Andeiitunp:  der  lJe\^  (  ise  liiiireiclien ,  um  so  mehr,  da  sich  voraus- 
setzen lässl,  dass  das  genannte  Werk  sich  schon  längst;  in  der 
Hand  eines  jeden  Muthcmatikcrs  heüudet. ') 


Die  Gerade  nnd  der  ebene  fe»traklbäsebel. 

1.  Wird  eine  Gerade  A  von  den  Strubleu  «r,      c,  ä..,  eines 
ebenen  Ütrahlbüschels  B  d.h.  von  deo  sMmartlicben  d«rch 

einen  Punkt  B  (Mittelpunkt)  gehenden  Geraden  einer  Ebene, 
in  den  Punkten  a,  6,  C,  b  .  . .  geschnitten,  und  man  denkt  sich  so- 
fort die  beiden  Gebilde  A,  ß  '\u  irpfcnd  einer  Lage  zu  einander, 
in  welcher  nnr  die  gegenseitige  Neigung  der  Strableo  von  B  und 
die  gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  von  A,  so  wie  die  ttezie* 
hnog,  dass  immer  diesem  Strahl  a  dieser  Punkt  a  entspricht,  fest- 
gehalten wird,  so  heissen  die  filehilde  B  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Kl  erneuten  paare  a,  b,  C,  b...  und  «r>  Oy  c,  ä.., 
projektivisch,  Und  swar  schief  Hegend,  wenn  die  Strahlen 
von  ß  nicht  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  gehen^  perspekti- 
visch liegend  dagegen  oder  perspektivisch,  wenn  dies  durrh- 
w»-g  der  Fall  ist.  Die  Projektivitat  von  A,  B  erlaube  ich  oiir  hier 
der  Kiirie  wegen  durch 

und  dass  sie  insbesoadere  perspektivisch  siud,  durch 

^(o,  b,  c,  h,,,)  =  B(a^     c,  </.«.) 

zu  bezeichnen.  ' 

2.  Für  perspektivische  Gebilde  A,  B  hat  man  in  Bezug  auf 
zwei  beliebige  Klementenpaare  a,  a,  c,  wenn  Bp  senkrecht  auf 
Af  die  metrische  Relation 

Bp.üC^Bn,  Bc. nn . ac, 

und  ebenso 


*)  Der  Leser  wird  gebeten ,  die  Figuren  tler  jedesoialigeji  Angabe  gemä^i» 
selbst  zif  entwerttn. 
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also 

uiid  ebeoäo 

ab   sin  .  ad 

-tf b  *  sin  .  Ar/' 

also  • 

ac    ab        sin  .  oc    sin  .  ad 

b<  '  »in. 4c'  iiiiT3«r 

all  PiiBdamental'Gaiats  dar  ProjektIviUt  akerbaupt;  d.h. 
ai  gilt  von  ja  4  antipraeliaodao  ElaBantanpaaraBy'  waan 

^(a,  64  c,  b  . . .)  =  c,  ä.. .}, 

und  ist  crsteres  der  Falt  uud  zuglaieh  die  Ordnung  der  Elemente 
in  A  uod  Ii  ü be  l  ei n  sti m  mc  n  d  .  hu  gilt  auch  das  letzlere,  wie 
durch  CoDstruktion  näher  nachs^cwiesen  wird.    Hieraus  fola:t:  * 

a)  Das  gauze  System  der  eotsprecheiideu  Llemeoteo- 
paara  swaier  p  r ojektiviaelieo  Gabiida  ^,  i9  ist  beitiaiait» 
sobald  irgend  drei  dieser  Paare  gegeben  sind. 

d)  Bei  zwei  beliebig  liegenden  Gebilden  B  kann 
man  ganz  nach  Willkür  drei  Paar  Elemente  a,  a;  b,  6; 
c,  c  auswählen  uud  sudauu  festsetzen,  die  Gebilde  aol« 
lan  projektiviaeb  aad  diese  Blaaentanpaara  sollaa  aat- 
sprachanda  BleBaBtaapaara  sein. 

Besondere  Fälle. 

3.  Hier  ist  hervorzuheben: 
Wenu  der  Werth  eines  der  DoypeUerhältnisse 

ttC  ^  ab    sin  .  ac  ^  sin  .  ad  ^ 

bc  *  bb'  sin  •  ^  '  äin72fl( 

« 

ist,  was  iaiaiar  zugleicb  stattfiadet,  so  beiisen  die  4  Paakta 
b,  c,  b  odef  die  4  Strahlen  0,  6,      d  haraoniscb,  aad  swar  a 
und  b,  c  und  b  odor  {$  und      €  uod  d  angeordnete  baraaai- 
sehe  Punkte  oder  Strolilcn. 

Wird  in  diesem  Falle  die  Strecke  ab  in  C  ge  halft  et,  so  liegt 
'b  auf  A  unaadlieb  entfernt,  nnd  wird  der  Winkel  ab  darek  e 
gehälftet,  so  ist  c  rechtwinklig  zu  d.  Geschieht  dasselbe 
aber  in  einesi  andern  Paukte  m,  nnd  dureb  einen  andern  iStrablil» 
so  ist 

mc .  mb  =;  ma*  ^  tnb* ;  tng .    .  tng .  4«^  =  tng* .  hm = tng* .  kh. 


Bei  irgend  vier  h  a  rm  »  n  i  - 
s  f  h  f  ri  Punkten  ist  d  a  s  R  e  c  h  t< 
eck  uuici  den  Abständen 
swaier  z umgeordneter  Punkte 
von  dem  10  der  Mitta  swi* 
scban  den  beiden  andarau 


Bei  irgend  vier  harmoni- 
schen Strahlen  ist  <1  a  s  l'ro- 
duktderTangentender  Win- 
kal,  welche  twei  sageord» 
nate  Strahlen  mit  dem  in 
dar  Mitta  swisekay  den  baU 
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liegen  denPonkt«  gleich  des 
^■ftdrate  des  helbeD  Abetan- 
des  der  letstereo  vo^  ein- 
ander* 


den  anderen  liegenden  cin- 
scbliessen,  gleieli  der  «wei- 
ten Potenz  derTnogeiitedcs 
littlbeo  Winkels,  weic Ii end4e- 
letzteren  eioscbliesaen. 


'   Zwei  ond  aehrere  Gerade  oder  Strablbüeeliei. 

4.  Ist  za  gleicher  Zeit 

und 

oder  ist  zu  gleicher  Zeit 
und 

^i(«n  ^1»  «I»     ...)  =  -^(a,  b,  c,  b...), 

so  heisscD^  die  Geraden  ^g  ^ii  selber  in  Ansebnng  der  entttpre- 

clicndcn  Puukteti  |Minrc  a,  b,  C,  b...;  0,,  b,,  C,,  5,  olrr 
d  i  e  S  t  r  a  h  I  hü  sc  Ii  e  I  Zf,  selber  in  Aiiseliuu^  der  e  n  t  s  p  r  e  o  Ii  e  n- 
Ueo  Strubleupaare  a,  ^,  d...-^  a^,  c,,  </,  ...  prujekti- 
viseb,  nnd  ick  schreibe 

Liegen  insbesondere  ui  nnd  jit  mit       oder     und  S\  mit  ^  per- 

S|>ektiviscb,  so  heissen      Ay  oder  perspektivisch  u.s.w., 

wo  nirlit,  sc  Ii  i  0  n  i  egend.  Oer  Punkt  heisst  der  Projektions- 
punkt der  per«<pekti vischen  Geraden  A^^  und  die  Geraden  aa,, 
bb,,  cc,...  io  jedem  Falle  die  Proj ektionsstrableu  von  A^A^, 
Endlich  wird  Ii  der  perspektiriscbe  Durchschnitt  der  per- 
spektivischen Strahlbascbel  ßy  /f,  genannt. 

Auf  jeder  von  xwei  perspektivischen  und  folg-jich  auch  von  zwei 
projektivischen  Geraden  yi.  .7,  üherhaupt  gwht  es  einen  Punkt  r, 
q^i  dessen  entsprechender  auf  der  anderen  Geraden  A^,  A  ihr  un» 
cndlich-cotfernter  Pnnlit  r,,  q  ist  Diese  beiden  Pnnkte  r,  q, 
heissen  die  Durch  schnitte  der  Purailelstrahien.  Ehen  so 
gieht  es  unter  den  entsprechenden  Strahlenpaaren  zweier  perspek- 
tivischen und  folu^lich  auch  zweier  projektivischen  Strahlbüschei 
By  B^  überhaupt  zwei  Paare  s,,  (^  von  der  Kigeiischafty  dass 
sowohl  asaf  als  anch  «,  stt#,  rechtwinklig  ist  Denn  ein  durch 
dia  Mittdponkte  By  B^  gelegter  Kreis,  dessen  Ceotrasi  auf  deni 

Krspektivischen  Durchschnitte  A  liegt,  schneidet  letzteren  in  zwei 
inkteo  $1  t,  denen  solche  Ntrahlenpaare  it,  t;  s^.  f,  entsprechen 
müsseo.  Sie  heissen  die  Scbeokel  der  entsprecb  enden  rccb- 
ten  Winkel. 
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5)  Bei  zwei  projcktivischcn  Gebilden  \  so  wio  Bi 

fiuden  fülgende  nelriscb«  Relatiooeo  statt:  ' 

«    ab       a,c,  .  o,b, _  Wk^me  .«finwM^       sin»gtg,  .  *'n.g|rft 

lic  *  W      biCt  *  bfOi'  sin^Ac  *  tin.  Arf"~  sin.^iCt  *  sin .  bxdx ' 

uud  deinnacb  älmlicbe  Lcbrsätze  als  die  unter  2)  uusjj^PsprocheDeii. 

fUerotts  crgicbt  sieb  als  Nerv  der  ganzen  Metbode  der 
Satz : 

Ist  bei  irprcDÜ  eiorr  Anzahl  //-  (■'ebildcn  —  (iera»!«»  und 
c'li(!uc  Strablliüscbei —  iu  irgend  einer  b  e  s  t  i  ni  rn  ten  Ordnung 

SenouimeD  der  Reibe  uacb  eiu  jedes  (iehilde  mit  dem 
aranf  foi^eodeo  projektiviscb,  so  iit  jedes  aiit  je^den, 
also  namentlich  aueh  das  erste  mit  den  letsteo  projek- 
tiviscb. 

Besondere  Fälle. 

6.  «)  Verfauscbt  man  in  5)  die  Punklenpaare  c,  C,,  b,  mit 
den  besonderen  <),  c;  <||»  r,,oDd  die  ^itrablenpaare  r,  d\  r,,  //,  mit 

den  besonderen     t\  «,     (4),  so  sind  die  Verbttltnisse  ^  und 

=:1,  und  sin .0#=scos.<7«  o. 8.  w. ,  folgticb  av.^iq,  =bt.b,4, ; 
tog.  ««.tngsr,/|  stng.  A«.tBg.^,^,. 


.Bei  zwei  |>rojektivisebeB 
Iteraden  ist  das  Reehteek 
nnter  den  AbstüDden  irgend 
swei  er  en !  spre  rli  p  n  d  e  r  I*  u  n  k- 
te  von  den  I)  u r  c  b hc b  u i  1 1 en 
der  l')irulle Istrah ien  von  uo- 
Toränderlicbem  Inbalt. 


Bei  zwei  prujcktiviscbeu 
StrablbSsebeln  ist  dasPro« 
dukt  dern'aogeotender Win- 
ke I ,  u  el  e  b  e  ir  ge  nd  zwei  ent- 
sprechende S  t  r  a  b  I  c  D  mit  den 
unglcichaamigeoScbcokeln 
der  entsprecbeoden reebteo 
Winkel  ei  nscblicssen,  von 
uareräoderJicba»  Wertbe. 


^)  Vier  barmoniseben  Punkten  tob  A  entspreeben  vier  barmo- 
nisehe  Punkte  von  und  vier  hariBoniscben  Strableo  VOB  i?  OOt* 
sprecben  vier  barmoniscbe  ütcablen  voo*/f,  (5)« 

7.   c)  Haben  je  zwei  entsprechende  Abscbnitte  der  Geraden 
Ai  gleicbes  Verbäiiniss,  d.  b.  ist 


ob 
a.bi 


a.c, 


b,C| 


so  beisseo  A^  Ai  projcktiviseb  •  ähnlich,  und  sind  je  zwei 
eotsprecbende  Absennltle  eiBaader  gleieb:  ab  =  a,b,,  bc  =  b^c^^ 
U.S.  w..  so  beissen  sie  projektiviscb  •  gl  ei  eh.  lo  beiden  FäUeo 
sind  die  u  n  e  n  (il  i  c  b  -  e  n  1 1  e  rn  t  e  n  Punkte  beider  Cieraden  ent- 
sprechende Punkte.  Klieu  so  beissen  zwei  Strablbüscbel  iJ, 
projektiviscb-gleich,  weon  je  zwei  eutsnrecheoüe  Winkel  ein- 
ander gleich  sind,  vnd  dann  giebt  es  nnsttblige  PBnre  oot Spre- 
ch ender  rechter  Winkel. 
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^  Gegeoteitige  Lage  der  Gebilde. 

Beiliiigaogen  der  prajektiviscben  Lnge. 

8.  Ott  bei  cw«i  urojektiflicben  Genideo  oder  Strabtbii.scliclu, 
wenn  sie  perspektiviscn  liefen,  zwei  entsprechende  Punkte  im  Durcli- 
sehnilte  der  ersteren,  oder  zwei  ontsprerlieude  Strahlen  mit  dem 
geneinschaftlicben  Strahl«)  der  letzteren  zusumuieaCallen,  und  d»  das 
gMise  System  ibrer  eoOipreoheiideB  PuabteB«  eder  Strablenpaare  be- 
stiaiat  iet,  sobald  irgend, drei  Peare  geff^ben  «od  (5),  so  folgt: 


Zwei  projektiviacbe  Ge- 
rade befiadeo  sieb  allemal 
und  nur  daaa  In  perspekti- 
vischer Lage,  wenn  entwe- 
derirf^eudzweientspredhen- 
de  Punkte  in  ihrem  ünrch- 
seboitte  Tereinigt  sind, oder 
wenn  irgend  drei  Projek- 
tionsätrahlRiiinei  nemPaoli> 
te  aoaammeatreffen. 


Z  wei  projek  ti  vi  scheStraUI- 
büscbel  befinden  sieh  alle- 
mal und  nur  dann  in  per- 
spektivischer Lage,  wenn 
entweder  i  r  pf  e  ri  d  ä  w  e  i  e  oi  - 
sprechende  äitrahleu  au  fein- 
ander  falleo,  oder  wenn  ir« 
gend  drei  entsprechende 
Str.-ililenpaarc  sich  auf  einer 
Geraden  schneiden. 


it)  Auf  eiuaoder  gelegte  Gerade,  cooceotriscbe 

S  t  r  a  h  I  b  ü  sc  h  ei. 

9)  W  erden  »wei  prujoktivische  Gerade  ^-7,  belichiu;  auf  v'm- 
ander,  udur  zwei  prujektiviache  btrahlbiiücJiel  beliebig  conceiilriscb 
gelegt,  so  ist  wesentlich  ta  antersebeiden,  ob  die  Blemenle  bei- 
der Gebilde  nach  derselben  oder  naeh  entgegengesetster 
Riclituog  geordnet,  d.h.  ob  sie  gl  o  i  r  Ii  I  i  gend  oder  ungleich- 
liegend  sind.  Ks  fragt  sich,  ob  bei  suichen  Gebilden,  uod  wte 
viele  entsprechende  Elementenpaare  zusammenfallen  können 

Sbd  ^,  gleich  liegend,  sn<  Isikioen  aieb  bdcbstens  nur 
zwischen  den  beiden  DwebsdinittMi  der  Parallehitrablen  r,  qt  eaU 
8|»rechende  Punkte  vereinigen,  und  nie  zwischen  r.  v],.  wenn^A 
uoffleichliegend  sind.  Denn  liegt  ein  solcher  Punkt  (ee,),  in  deui 
sich  entsprechende  e,  vereinigen,  nicbt  zwischen  r,  a,,  so  ist  die 
Richtung  der  Pttokttnreibe  e,  f,  q  der  Richtung  der  entsprechende u 
Punktenreihe  e,,  r,,  q,  entgegengesetzt,  einerlei  dagageo'mit  die- 
ser, wenn  (ee,)  zwisctien  r.  q,  liegt. 

Da  nach  6)  das  Rechteck  ac.a,q,  constant  ist  z. R.  =:  so 
ist  aaeb  für  dea  Pankt  (ee,)  cr.e,q,  =^'.  Tbeilt  man  also  die 
Sireeke  ni,,  weoa  ^,  gleicbliegend,  dergestalt  in  einem  Punkte  a:, 
dass  o^r  .rq,  =i,''.  so  ist  a:  nothwendig  eiu  solcher  Punkt  (ccj; 
und  he!»tiinnit  man,  weun  ungleicbliegrtul.  uut-  der  \  crlaii^r. 

rung  von  rqt  einen  Punkt  o.*  so,  dass  ^.^-^1=^^,  so  ist  auch 
jeta^t  jt  notbwendig  ein  Pnokt  (ee,).  Denn  entspräche  dem  auf  .4 
vargestellleo  Pttnkte  .r  eio  Pankt  aaf  jtf,,  der  nicht  mit  a:  zu- 
sammenfiele, so  würe  dotli  .'rq,=^,q^.  nixl  «s  würden  die  Punk- 
tenreiiiei)  .v.  r.  q  und  .r,,  r,,  q,  im  crgieii  Kuiie  nach  entgegen- 
gesetzter, im  zweiten  nach  einerlei  Snitv  hin  gerichtet  sein. 

Janaebdem  dar^Absebaltt  rq,  grösser,  gieicb  oder  kleiner  als' 
2g.  sind  swiscbcB  rnad  qi  zwei,,  einer  oder  kein  Pankt  ur  mog- 
iiob.    Dagagan  gibt  es  aaf  dao  Varläagtraogaa  von  M|i  beider- 
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seiU  eiueD  Punkt  .r.    In  jedem  Falle  licgCB  die  beÜM  Pattkt«  jr 

SD  den  Punkten  r,  q,  symoietrisch. 

Haben  eoUlicli  zwei  projektivische  Strabibüsehel  By  einerlei 
Haltelpankt  und  werden  darek  eine  beliebige  Gemde  genebnitten, 
•o  lind  in  dieser  zwei  projektivische  Gerade  auf  einander. 

gelegt,  imiem  /  mit  B^  A^  mit  By  perspektivisch  ist.  Jeuacli- 
dem  nun  //,  B^  gleicbliegend  oder  ungleichiierrend  sind,  sind  es 
auch  die  («eraden  Ay  A^^  und  jedem  Punkte  («i)  dur  letzteren  mus« 
ein  StmbI         der  enterett  entsprechen. 


ft)  Werdpn  zwei  projekti- 
vische <>  e  r  a  d  e  beliebig  auf- 
einander gelegt,  so  verei- 
nigen elck.wenB  sie  gieiek- 
liegend  sind,  entweder  twei» 
oder  nnr  ein,  oder  kein 
Paar  entsprechende  Punk- 
te; dagegen  allemal  swei 
solche  Pnnre.  wenn  sie 
gleicbliegend  sind 


a)  Werden  zwei  projekti- 
vische Strahlbüschel  beiie- 
big  concentriscli  gelegt,  so 
fallen,  wenn  sie  gleieklie- 
gend  »ind,  entweder  zwei« 
odernurein,  oderkeinPaar 
entsprechende  Strahlen  auf 
einender;  dagegen  allemal 
swei  solchePaare,  wenn  nie 
aogleiekliegend  sind. 


Inftbesondere ; 

^)  Werden  swei  projektiviieb*ibniicke  Gerade  be- 
liebig auf  einander  gelegt  —  gleich-  oder  nngleicbllegend  — 

80  vereinigen  sich  allcma!  iiwei  P:iar  entsprechende 
Punkte,  wovon  eines  namentlich  die  unendlicb-entfern- 
teo  l'un  kte  sind. 


<;)  Werden  zwei  projektiv 
V  i  s  c  Ii  -  g  1  e  i  c  h  e  IJ  e  r  a  «I  e  Ii  I  e  i  c  h- 
liegend  aufeinandergelegt, 
SO  treffen  sich  entweder  nur 
ela  Paar  entaprecbeade, 
nllmlieb  die  nneodlicb-ent* 
fernteo,  oder  je  zwei  ent* 
sprechende  Punkte. 

Werden  swei  pro jektivisch* 
gleiche  (jlerede  ungleichlle- 
gend  auf  einander  gelegt, 
so  treffen  sich  allemal  zwei 
Paar  eutsprechende'Puukte, 
deren  eines  unendlich-ent- 
fernt,dasandereinder  Mitte 
zwischen  je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  liegt. 


r)  Werden  zwei  projektiv 
visch-gleicheStrahlbÜRchel 
gleich  liegend  coDCentrisch 
gelegt,  so  fallen  entweder 
gar  keine,  oder  et  fallen  je 
zwei  entspreeheade  Strah* 
lea  auf  eiaander. 


Werdeaswei  projeki^ivieeb- 
gleiche  Strablbtkscbel  un» 

irleich  liegend  concentriscli 
gelegt,  so  fallen  ailemni 
zwei  Paar  entsprecbeode 
Strablea  auf  einaader,  aiai^ 
lieh  die  Schenkel  zweier 
entsprecbendftrrcebtenlVia' 
kel. 


Von  dem  gansen  weiteren  Inhalte  des  Werkea  kabe  ieb  so  mei* 

Zwecke  nur  noch  das  Folgende  herror: 
10.   Liegen  die  Strahlen  r,  f/. . . :  » ,  ^,  r,  zweier 

projektivischer  ebener  Strahlbüschel  B^  B^  in  den  Ebenen  a,  ^, 
d...;  «II  <i^,  ...  sweier  KbenenbHsebel  2(,        d.  b.  in 

solebea  Ebenen,  welche  sich  alle  in  einer  Geraden  ^,  ^,  schnei- 
deo,  aad  man  legt  dnrck  jeden  dieser  beiden  Bbeoeabiackel  eine 
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licKeMf^  Bbene,  so  «rMagen  4i%at  In  Jenen  twei  oeoe  ebene  Strahl- 

boschel  R',  /f',,  welche  in  Ansehung  der  Strahlen 

flr'i,        r'i,  die  nämlich  denselben  Ebenen  a,  8^      d . .  .\ 

/^i>  •  *  •  eis  die  bezüglichen  Strahlen  von  tt^  ano^ehi»- 

ren,  projektiviieh  rind.    Denn       B'  sind  beide  mit  einer  Geraden 

der  DorebDittilinie  ibrer  Ebenen,  nod  eben  io  i?,,  mit  einer 
Geraden      pertpekliviseb,  nleo  der  Reibe  nncb 

tt'{a\  b\  r',  rf'...)  =  ^(a,       c,  b...)  =  ifK  b,  c,  (l,..) 
(a , ,    ,  €?, ,  </j«.)= ^, (a, ,  b,,  c, ,  6, ...) = ^i(»'i>    I  c'i j  ..)• 

11.  Nochdem  die  Kegelschnitte  durch  Projektion  des  Kreises 
encngt  und  als  untersclicidorxles  >!orkmnI  ihrer  Arten  gefunden, 
dass  nie  Kl  Ups c  keinen,  die  Parabel  nur  eiuen  und  die 
Hyperbel  zwei  unendlich -entfernte  Punkte,  und  dass 
nur  die  Parabel  eine  noeodlieb-entfernte  Tangente  bat, 
wird  sefert  ailtcb  der  Sätze,  dass  de^  Centriwinkel  ,elnes 
Kreises,  dessen  Schenkel  nach  den  Durchschnitten 
zweier  festen  mit  eiocr  beweglichen  Tangente  gehen, 
constant  ist,  und  das«  somit  seine  Schenkel  zwei  projektivisch- 
glelbhe  eoaeentrisebe  Strablbüscbel  ereengeni  so  wie  dass  Perl« 
pheriewinkel  auf  gleichen  Bo^en  gleiebe  Grösse  haben,^ 
Her  folgende  Satz  zunächst  vom  Kreise,  vnd  sopach  aittels  10)  TOn 
Kegelschnitten  überhaupt  erwiesen : 


Jede  zwei  Tangeuten  ei- 
nes K  e  e  l  s  c  h  t  i  i  1 1  e  s  sind  i  o 
Ansehung  der  l'uuktenpaa- 
re»  in  welchen  sie  von  den 
ÜbrifirenTangenteo  geschnit- 
ten werden,  p  r«>jekti  visch, 
und  zwar  entsprechen  den 
in  ihrem  Durchschnitte  ver- 
einigten Punkten  ihre  wech- 
selseitigen  Berfihrnngs- 
imakte; 


Jede  zwei  Punkte  eines 
Kegelschnittes  &  i  n  <1  iJ  i  c  M  i  t- 
telpunkte  zweier  prujekti- 
Tischen  ebenen  Strablbfi- 
schel,  deren  entsprechende 
Strahlen  sich  in  den  übrigen 
Punkten  desselben  schnei- 
den, und  zwar  entsprechen 
den  Terelnigten  Strahlen 
die  Tangenten  in  den  ge« 
jenseitigen  Mittelpunkten; 


und  umgekehrt. 


Involnterische  Gebilde. 

Zwei  in volutorische  Gerade  oder  ebene  Strablbüschei. 

§.  1. 

Werden  zwei  projektiviRche  Gerade  dergestalt  auf  ein- 

ander gelegt,  dass  ihre  beiden  Durchschnitte  r,  q,  der  Parul- 
ielstrahlen  sich  in  einen  Punkte  m  vereinigen,  oder  werden 
iwef  proiektinsebe  ebene  Strahlbascbel  dergestalt  concen- 

triseh  gelegt,  dass  die  ungleichnamigen  Schenkel  t^\  #, 
ihrer  entsprechenden  rechten  Winkel  in  einen  Strahl  »»,  « 
zusammenfallen,  so  erhalten  dieselben  ganz  eigeutbümliche  Ei- 
genschaften, welche  überall  da  hervortreten,  wo  es  sich  um  ganz 
lingnläre  Pmikta  und  Lilien  der  Figuren  handelt,  und  durch  welche 
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selbit  Encl^^pmfM,  dem  BatraditOBfr  MMt  4er  OMM«lffi«  4er 

Grosso  £!:auz  besonders  aozug-rhnren  schico,  als  notk wendige  Mo* 
inente  des  Svstemrs  .,der  Abhängigkeit  geonetriseber  Ge* 
stttlteo*'  aufgezeigt  werden. 

i.  Hind  a,  ir^^end  swel  eBtsprecbende  Puekle  der  ee 
einander  gelegten  Gerades  ji^Ji^  und  denkt  man  sieb  einen  Augee- 
blick  z.  I{,  dir  Herude  nus  ihrer  I.atje  gebracht  und  in  der  ihrer 
vorigen  enti^eireiigesetzteD  Kiclitiini;  wieder  auf  A  gelegt,  jedoch 
80,  dttäs  nun  der  Punkt  sich  mit  a  vereinigt^  indem  sich  nfimlich 
die  ü#,  um  den  Mttlelpuakt  dei  Absckoittes  aei  dreht,  ao  tretea 
jetzt  im  Allgemeinen  die  Punkte  <|i  wieder  eua  eioander,  und  be- 
seicbnet  man  denjenigen  Punkt  von  welcher  vnrher  vom  Punkte 
a,  gedeckt  wurde  mit  a,  uud  denjeuigen  Punkt  vuu  ^Z,,  welcher 
den  Punkt  a  deckte,  mit  a^,  äo  werden  sieb,  so  wie  a  und  aj,  zu- 
gleich ueb  die  Paskte  a  aed  a^  ▼ereinigen,  nnd  überdies  die  bei* 
d<  n  Punkte  (OAi)  und  (cw,)  zu  den  Punkten  r,  q,  symmetrisch  zu 
liegen  kommen.  Da  aber  eine  solche  Lage  allemul  deu  beiden  Paa- 
ren vereinigter  I*unkte  (cc,),  (ffi)  zuknmmt  (9),  und  da  (aa|)  ein 
solcher  Puukt  (cCi)  ist,  in  welchem  s^ch  zwei  entsprechende  ver- 
einigen, so  sind  noibweodig  euch  die  beiden  anderen  Tereioigten  «, 
eoteprecbende  Punkte.  Da  nun  das  Entsprechen  der  Punkte  von  der 
gegenseitigen  Lage  der  Geraden  nicht  abhängt,  und  da  a,  A, 

beliebig  gewählt  wurden,  so  folgt,  dass,  wenn  in  zwei  auf  einander 
gelegten  projekliviscbeu  Geraden  die  Durchschnitte  r,  ^^  der 

Perallelstrabfen  sieb  in  einem  Punkte  in  vereinigen,  je  iwei  ent-  > 
sprechen d e  Punkte  sich  in  doppeltem  Sinne  e ntspr eehen» 
jennchdem  sie  wie  a,  a,  als  den  Geraden  >/,  ^a/,,'oder  wie  o,,  a 
als  deu  Geraden  A  zugehörig  vorgestellt  werden,  d.h.  die  Ge> 
raden  A,  A^  sind  in  Ansehung  der  enispreebenden  Punktenpaare 
a,  b,  c,  b . . .  0,,  b, ,  c,,  bt  • . .  uad  Uf,  b|,  c,»  b| « . .  u,  b»    b  • . • 

|irn}rkti  \  iscli.  oder  -  /(n,  &,C,b ...  0,,  6, ,  C,.     ...  =  ^,(a, ,  6, ,  C, ,  b, ... 
b,  c.  ^  ...), ändern  jeder  Punkt  zu  beiden  Ger;tden  gerechnet  wird. 

l  nd  umgekehrt:  entsprechen  sich  bei  zwei  auf  einander  geleg- 
ten projektivischeu  Geraden  A^  A^  ein  einziges  Paar  Punkte  a,  tti  , 
in  doppeltem  Sinne,  so  gilt  dies  auch  von  jede«  Durchschnitte  der 
Parullelstratilen  und  dem  ihm  entsprerliendeu  unendlicli  -  entfernten 
Punkte,  oder  diese  beiden  Durchschnitte  r,  q,  vereinigen  sich  in 
einem  Punkte  m,  und  dann  entsprechen  sich  alle  entsprechenden 
Punktenpaare  in  doppeltem  Sinne.  Deun  durch  Unikehmng  der  eiueu 
Geraden  erhält  man  zwei  Punkte  (uUi)  und  (««,)•  in  deren  jedeai 
sich  zwei  entsprechende  fl,  a,  und  a,  a,  vereinigen,  folcriich  liepreo 
beide  zu  r,  q,  symmetriscb.  und  diese  letzteren  müssen  also,  wenn 
die  Geraden  in  ihre  erste  Lage  zurückgebracht  werden,  in  einen 
Punkt  m  zusammenfallen. 

Hin  wescntiicber  Unterschied  tritt  ein,  jenacbdem  die  Geraden  A^ 
gleich  liegend  oder  ungleichliegend  sind.  Im  ersten  Falle 
nämlich  werden  dieselben  durch  die  Urokebrung  der  ciucu  ungleich- 
liegend,  also  miisKcu  jetzt  die  Punkte  {OA^)  und(aa,)  ausserhalb  der 
feftrecke  r^t,  ursprüngliek  alse  die  wieder  getrennten  Punkte  a>.«/ 
SU  beiden  i^eiten  von  in  liegen,  so  dass  jeder  Punkt  rechts  vuu  Hl 
einem  Punkte  links  von  m  entspricht.  Im  zweiten  Falle  dagegen 
stellt  sich  alles  umgekehrt,  und  es  kann  kein  Punkt  der  einen  Seite 
von  m  einem  Punkte  der  anderen  eutspreeben.  Hieraus  ersieht  man, 
dass  die  Geraden      ji^*  wenn  tie  gleiekJiugutd  aiid,  wudar 
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zv\'pi  noch  cineo  Punkt,  in  urcicbem  sich  entitprechende  vereinigen, 
euthultcu  künueuj  denn  auch  der  Punkt  m  ist  kein  solcher,  weil 
in  ihm  xwei  Dicht  entsprechende  Pookfe-r»  <|,  sieb  Tereinig^cn  sollen. 
Dof^efifeD  giebt  et,  dem  allfremeinen  Gesetz«  (9)  zafo)::ri'.  hei  iin- 
pli'ichliesrendf  n  Ocradon  ^-/,  »llemnl  zwei  solche  l'unkte, 
die  in  der  Folge  mit  ^  bezeichnet  werden  sollen,  und  zwar  liegt 
m  in  der  JHitte  xwischeo  beiden. 

Da  das  Rechteck-or .  ai<ti  nnter  den  Abständen  irgend  zweier 
entsprechender  Punkte  d,  a,  von  den  Durch^^chnitten  der  Par.illel- 
Ktrithlcri  von  unveränderlichem  Inhalt  ist  (6),  »•  iat  io  uo«ereBi  be* 
sondereu  Kalle 

401 .  a,m  =  bm .  biin  SS  an .  c,in  =5  gm' =  ^m' ; 

folglich  sind  bei  uugleichliegenden  Geraden  je  zwei  entepre- 

chende  Punkte  a.  a,;  b,  b,;  c,  C|.*.  mit  den  Punkten  9,5  barmo-. 
nisch  (3).    l'iid  hieraus  ersieht  man  mich,  dass  alle  Purikfp.  welche 
iU'v  unendlichen  Strecke  jenseits  9  ([))  anf^ehoreü,  solcheu  entspre- 
.«  heu,  die  »uf  der  hegreuzten  2*itrecke  gm  (^m)  liegen. 

Endifcli  lenclitet  ea  ein,  dasa  daa  ffanse  Syateni  entsprecbendier 
Punktenpiiare  der  in  Rede  alebenden  Geraden  ^4,  bestimmt  aet, 
w«  nn  zw  ei  heliehirrc  dieser  Paare  gegeben  5?iiid.  Denn  nimmt  man 
auf  zwf'i  auf  einander  lio^ctidcti  (»ei  atleti  zwei  Punktenpanrc 

a,  a,  ;  b,  b,  beliebig  au,  su  kann  man  als  drittes  diejenigen  Punkte 
a,  hinzufügen^  welche  s.  B.  mit  den  Punkten  Oi,  0  der  jedesma- 
iigen  anderen  A  zosammeiiiieofen ,  und  sofort  festsetzen  (2),. 

beide  (lerailfn  solion  projektiv i^^ch  und  diese  drei  Punkfpnp  larc  rnt- 
Spreclieniln  sein.  Dies  wlire  «lenn  allemal  und  nur  aul  cin^ij^c  W  eise 
möglich,  uiid  zwar  müssen,  wie  gezeigt,  die  Durchschuittc  der  Pa« 
rallelatrablen  snaammenfallen.  Daaaelbe  ergibt  aich  übrigena  anch 
ana  der  in  (2)  entwickelten  metrischen  Relation,  Wenn  man  in  die- 
^vT  0,  stillt  t  tjiiil  a  fjf.ift  t>,  setzt.  Sie  und.  die  gleichzeitii^  statt- 
kabendeo  Relationen  vcrwaodelu  sieb  hierdurch  nämlich  in  folgende: 


.   <ib»4b|      ft|b  «4tb| 
4C  .  4C,        4|C  .  djci  ^ 


.     bc  •  b.c^  BS,» 

2   ab   0,6,         '^^1  ,      K   bfl .  ba I        b|fl » b|(i| 

;  cb  *  c7b7  "~  Wi '    ,  '  bc .  bC|  b,c.b,Ci.* 

ca  *  c,4i      cb| '  cb.cb,  C|b.c,bi' 

Vertaniebt  Mao  hier,  vraa  ofFenbnr  erlaubt  tat,  von  Neuen  awei 
entaprecbende  Punkte  mit  einander,  so  beb.iticu  die  drei  letalen  He* 

lalionpu  ihre  Form,  ans  der  Istcn,  2t<>n  und  fiten  dagegen  entstehen 
diirrh  \  ertauschung  von  C,  ;  b,  bij  4}  4,  die  ueueu,  über  unter 
(»ich  ideutischeu: 

7  ü£i  .  £ii  fii.      .  ii^  oC( ,  ba,  .  b.a  bfi 

bC|  *  b|C      bai'  cb, '  c,b     ca, '  ca,  *  c,4  cb,' 

Gebriyena  erbilt  mnn  diene  anch,  wenn  1)  «ad  2)  dwch  einander 

dhridirt,  und  das  Reeultot  mit  3)  verbunden  wird. 

Für  den  Fall  euiea  Punkten  %  (oder  ^)  ergehen  aich  die  ba- 
aonderei\: 
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bg  •  b,9""  ba,:       *  a.g»      a.b.a.b,  ' 

^    gg .bfl           ab      ^   _ba^    ba.ba, 

aig.biS      aib|'     '  bjg'      b,a.b|a, ' 


bMrant  für  9,     a,  0, 


Vielleicbt  war  es  der  Cmstand,  daat  «an  die  Auflömig  eines 

PrnduciPH  tod  VerliäUoissen  in  ei»  AcrffrcsTi^  ?ioc  (ilvolution  zn  Des* 
iieo  plloi^'f,  welcher  D^aargues,  deu  l^ehrer  des  Pasrai,  veranlasste, 
die  4te,  5te  und  Ote  der  ubi^eo  7  RelatiuDcu  mit  dem  Wurte  ,,lo- 
volttlioo^*<sn  beseicbecD.  Uad  dieses  Wert  keaait  hier  asi  so  ge- 
legener, da  es,  als  fransosisches  betrachtet,  die  scbeinbiire  \'ertvir-' 
ruDg  bezeiclioen  Hürde,  welche  dadurch  entsteht,  dass  die  Punkte 
a,  b,  C,  b...  ursprÜDglich  zu  hinterdrein  über  auch  zu  g-«> 
rechnet  werden.  £«  MoUen  uisu  zwei  auf  einander  geleffte  projekti* 
vitebe  Gerade,,  deren  Dnrebsebnitte  der  Paralleistrahlen  sieb  in  einem 
Paukte  vereinigen,  zwei  in  volu  turiscbeGerade,  und  das  gante 
System  ihrer  entsprechenden  Puukteupaare  eine  Involution  von 
Punkten  heissen.  Ferner  sulien  je  zwei  entsprechende  Punkte 
derselben  zugeordnete  Punkte,  der  Punkt  m  der  Mittelpunkt 
der  Involution  nud  die  Punkte  g,  b  tli«  Hauptpunkte  der 
Involutiou  gennunt  werden.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter 
Punkte  bilden  eine  Involution  von  sechs,  zwei  solche  Paare 
niit  einem  Uauptpuokte  eine  Involution  von  fünf,  und  jedes 
Paar  mit  den  beiden  Uauptpunklen  eine  Involution  von  vier 
Punkten  nder  vier  barnonische  Punkte, 

II.  Sind  andererseits  B,  R ^  irgend  zwei  concentrische  pro- 
jektiviäche  ebene  Strahlbüschel,  deren  ungleichuamige  Schenkel 
'»'19  h*\  entsprecbenden  reebten  Winkel  in  einen  StrabI  nt,  n 
sniamnien falle n ,  so  lassen  sich  voo  ibuen  äitnliche  Bigenscbaften, 
wie  von  den  Grraden  A^  y^,,  und  zwar  entweder  auf  dieselbe  Art, 
■oder  auch  kürzer  so,  wie  folgt,  nachweisen.  Isioe  beliebige  («erade 
A  werde  von  den  Strahlen  a,      Cy  t des  einen  Strabl- 

bfiscbets  B  In  den  Punkten  e,  b,  e,  b,  ,  t . . . ,  und  eine  mit  A 
vereinigte  Gerade  A^  werde  voo  deu  entsprechenden  Strablen  a,,> 

^1  'Av  •  •  •  (l<*s  anderen  Strahlhüschels  i?,  in  den  Punk* 

ten  ai,  bi,  C|,  bi,  ^1,  C, ...  gescknitten,  so  ist  der  Reihe  naeb 

^(o,  b,  c,  b,  tfi  t..')»i9(«,    Cf  «f,  #,  #..4 

=  ^It  *I»  ^1  ..Os^iC«!»         Cm  b,,         tj  ...), 

also  aucb 

-^(•>  ^1  c,  b,  6,  t  ..)  =  >tf,(a,,  b,,  c,,  b|,  t, 

Nun  fallen  die  Strablen  4  uod  t  und  jt,,  also  aucb  die  Punkte 
t  und  t|,  t  und  tx,  zasammen,  d.h.  die  Punkte  0,  6t  (t)  t|)  ent- 
sprechen  sieb  in  doppeltem  Sinne;  desinneh  sind  die  Geraden  A,  A^ 
iuToIutoriscb,  und  da  nno  je  iwei  entspreebende  Punkte  derselben 
sich  in  doppeltem  Sinne  entspreehen  misien,  so  gilt  das  nimiicbe 
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auch  voo  je  zwei  entspreclicndeD  Stratilen  von       £P|,  nU  deoen 
jeue'  peffpeklivisch  liegeo,  oder 

B(m^     Cf         t.,.  «r,,  ^„       «f,,  «i,  <i ...) 

=  ^1»  «'n  *i»         «»  ^»  e^.d, 

Und  da  hierbei  die  Eigeotbüiulicbkeit  der  Slraleu  /j  jr^, 
nicht  in  Betracht  koaiat,  und  et  in  twei  projektivleehen  Strabl- 
hORcbeln  nur  ein  einziges  Paar  cntiprechender  rechter  Winkel  gieht, 
so  folget  auch  umgekehrt,  dass  wenn  in  zwei  concentriscben  pro- 
jektiviäcben  Strahibüschein  B^  irgend  zwei  Strahlen  sich  io 
doppeltem  Sinne  eDfsprecheD,  daa  oäMliche  von  allen  entsprecbeo- 
den  StralileaiNuireD  gilt,  und  dasi,  wenn  nnn  «  von  9^  von  9 
$  TOn  T,,  von  I  gedockt  wird  ,  mit  (T,  ,  und  f  mit  G  einerlei' 
sein  muss,  weil  sonst  <lon  beiden  rechten  Winkeln  4>/ und  <Jt  VQü^B 
ebenfalls  rechte  Winkel  s^t^  und  C^Xg  eotaprecheo  würden. 

Denkt  nnn  sich  inabetondere  die  Geraden  ^,  leiibtwinkllg  * 
tu  den  Strahle  m  oder  1»,  so  schneidet  er  sie  in  einen  Punkte  m« 
dem  der  unondlich -entfernte  Punkt  in  doppeltem  Sinne  entspricht. 
Hieraus  in  \>rbiodung  mit  I.  ergibt  sich,  dass  bei  gleichliegenden 
Struhlbüscbelu  je  zwei  entsprechende  Strahlen  auf  verschiedenen 
Seiten  von  m  oder  •  liegen  ■Htten,  bei  nngleicbliegenden  dagegen  • 
beide  zwischen  m  und  ferner,  so  wie  bereits  aus  dem  Vorigen, 
dnss  nur  bei  StrahlbUsoheln  der  letzten  Art  solche  Strahlen  g^,  h 
stattfinden f  in  denen  sich  entsprechende  vereinigen,  duss  dieselben 
mit  je  zwei  entsprechenden  Strahlen  barmoniscli  sindj  und  die  von 
ff  und  h  gebildeten  Winkel  durch  m  und  m  gehftlAet  werden. 

Ana  ^)  ergibt  aieb,  daat 

tng  am.  tog  «r ,  M  ==  tng  ^s« .  tog^|M=tng  an.  tng«r,is  =  tng'  hm 

=  tng'^«i  =  tng*^ja 

u.  8.  w. 

Endlich  lässt  es  sich  wie  oben  zeigen,  dass  das  ganze  Sjraten 
entaprecbender  Simhienpaare  der  in  Rede- atehenden  Strablbttscbel 
durch  zwei  befiehige  dieser  Paare  beatininit  sei,  und  dass  zwischen  , 
je  drei  derselben,  zwischen  je  zweien  und  einem  Strahle  g  oder  ^, 
endlich  zwischen  jedem  Paare  und  den  beiden  Strahlen  g*,  h  fol- 
gende Relationen  statthaben: 

.    sin.ar    sin  rtr.r,  sin.<TÄ, 

\  — — —  \  —  ~   • 

sin  .  ^    sin  .  Z»|C,  %\n.ba^^ 

^  g'"  '/"^    sin  .  ff    sin  .gc,  ^ 

sin  .  ch  '  s'iu  .  sin  .  ca, ' 


4. 


A    sin.^    siii.^,»]        Bin  »Itc, 

9.   :  -T—  ^=  -:  7- : 

sin  .ca    sin.c,a,       sin  .  rA, 

i\n  al .  sin  a//,         sin  . ä  .  sin  .  ct.ä, 

 :  —  =  :  1— »-5 

Sin  .  ac .  sin  .  aCi        i>ni  .a^c.  sin  .  ' 

j,    sin  .  //g  .  üin  .JItai       sin  . &^a»am .  ItiOi 
sin  •    •  tin .  40|  «n.iie.iin 

0  >in . ft« . sin . cw,  ein.g,#»ain 

«in«e*«ain«c#i  ~"  iin.e,^.sin.ei^,* 
TMI  m  17 
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Mii  .  a  ^c         sin  .  «/y, 


m  Sin .  ac, 
4. 


I    »in .  ag    sin.mtg  , 


3. 


4. 


tin.Mt 


siii.«,f  .aiD.^if 
sin*  .  tfg'         sin  .  alt .  sin .  aA^ 

nIii'  .  sin  .  /ßa  .  sin  .  /ßOi 


1. 


sin  .      :  sin  .  /sr^^-  =  sin  .  aA  :  bin  .a^h. 


Zwf  i  conronf risrhc  projektiviscbe  ebene  Stralilbüscliel  /?,  i?,, 
deren  iiii|jrl<n  Imamige  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
sich  veteintgcn,  hcisüeu  zwei  invoiuturiache  Strahlbüscbel, 
onfl  dfis  ^anze  Sysl«Bi  ihrer  eDCsprecbenden  Slmblenpanre  feine  In« 
volution  von  Strahlen,  je  zwei  entsprechende  Strahlen  zuge* 
ordnete  Strahlen,  die  hcidcn  \\\\im^H  bezeichneten  die  Achsen 
der  Invulutiun,  und  die  Strahlen  ^,  die  Haupt  strahlen  der 
luvulution.  Drei  beliebige  Paare  zugeordneter  Strahlen  bilden 
'  CID«  lovointioD  von  aeiBbs,  zwei  solche  Paare  mit  eiDem ÜMipt- 
strahle  eine  luvulution  von  fünf,  und  jedes  Paar  mit  beiden 
Hauptätrahleu  eine  Involution  von  fier  fi»trablen  oder  vier 
barmonisch?  Strahlen. 

Bf it  Bülte  dieser  BeoenDungen  drQeken  vrir  nun  die  beiderseiti- 
gen Resultate  dergestatt  nas: 


Ii")  Bei  zwei  i  n  \ o  1  ii  t  o  r  i  - 
sehen  Geraden  cntNp rechen 
«leb  je  zwei  zugeordnete 
Punkte  in  doppeltem  Sinne, 
d.  h.  die  Geraden  sind  in 
Auschun^  der  zugeordue» 
ten  Puukleupaare  projektiv 
^visch,  wie  man  aneh  die 
Punkte  eines  jeden  Paares 
unter  b eide  Cüerade  vertbei- 
lea  mag. 


h)  K  n  t  s  p  r  e  c  h  e  n  sich  hei 
/  w  e  i  a  u  f  e  i  n  n  u  d  e  r  tr  I  <•  ur  t  e  n 
projekti  vischen  Geraden 
ein  einti^es  Paar  in  dop- 
peltem Siunc,  so  sind  die 
Geraden  involntoriscb. 


a)  Bei  zwei  involutori- 
scheu  StrablbÜAcbeln  ent- 
sprechen lieb  je  sweizuge. 
ordnete  Strahlen  in  doppel- 
tem Sinne,  d.h.  die  Strahl- 
büschel  sind  in  Ansehung 
der  zugeordneten  Strahlen- 
paare projektiviscb)  wie 
man  auch  dieStrablen  eines 
jedori  Paares 
Strub Ibüschel 
■aagr. 


unter  beide 
vertbeilen 


V)  Entsprechen  sich  bei 
zwei  c  o  n  c  e  n  t  r  i  s  c  Ii  e  u  p  r  o  j  e  k« 
tiviscbeu  Stralilbüscbel  a 
ein  einaitres  Paar  Strahlen 
in  doppeltem  Sinne,  so  sind 
die  Strabibüaebei  invoJato« 
riscb* 


e)  Bei  swei  ^leiehtielren- 1  e)  Bei  swei  gleiebliegen* 
den  involutorischen  Gera- 1  den  involutoriscben  Strabl* 
den  liegen  je  zwei  zugeord-jbtttcbeln-liegfea  je  awei  >«• 
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.  nete   Punkt«    recliii  und 
liski  von  üitUlpaoktB  d«r 

Involution,  und  es  weckte  In 
die  Funkte  jedea  Fuares  mit 
deoeo  der  anderen  Faare 
•  ab;  bei  swel  nn  gleich  liegen- 
den  dagegen  liegen  je  zwei 
sageordnete  Punkte  auf  ei- 
nerlei Seite  vom  Mittel- 
punkte, und  scbliesaen  je- 
des  andere  Paar  aatvadar 
aio  oder 

tl)  G 1  e  i  c  h  1  i  e  g  e  D  (J  e  i  o  v  o  1  u- 
toriscbe  Gerade  babeo  kei« 
aen  Hauptpunkt;  ungUiek. 
liageadeaber  haben  sUeMal 
xwei  Hauptpunkte,  und  zwar 
liegt  der  Mittelpunkt  der 
Involution  in  derMitte  zwi- 
aekea  kaidan. 


e)  Eine  Involution  von 
Pnaktan  iet  durch  swei Paar 
zugeordnete  Punkte,  und 
•  daher  auch  durch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Haupt, 
punkt  oder  daa  Mittelnunkt^ 
•der  dnrck  beide  Haupt- 
Dunkte,  oder  durch  einen 
Hauptpunkt  und  den  Mittel- 

tunkt  bestimmt  Und  man 
pBB  aaf  ainar  Oaradaa  swei 
Paar  Paakte,  oder  auch  eia 
Paar  und  einen  dritten 
Punkt,  oder  zwei  Punkte 
allein  beliebig  auswalilen 
nad  sodaaa  festsecsea,  dais 
sie  ia  doM  angedeuteten 
Sinne  zu  einer  Involution 
von  Puokteo  gehören  soilea. 

/)  DaaReekteek^aatar  dea 

i^bstSaden  irgend  swaiar 
.zugeordneter  Punkte  vom 
Mittelpunkte  der  Invalution 
ist  von  uo  veräuderiichem 
Jakalt. 


^)Zwischen  den  Abschnit- 
ten  einer   Involution  von 


geordnete  Strahlen  rechts 
nad  liaks  tob  jeder  Achse 
der  Involution,  und  es  wech- 
seln die  Strahlen  jedes  Pau. 
res  mit  denen  der  anderen 
Paare  ab;  bei  swei  nagleieb* 
liegenden  dagegea  liegen 
je  zwei  zugeordnete  Strah- 
len zwischen  beiden  Achsen, 
und  Bchliessen  jedes  andere 
Paar  entweder  ein  oder  ans. 


r/)  Gl  eich  liegende  involui 
torische  lütrahlbüschel  ha« 
ben  keinen  Hanptstrabl;  nn- 
gleichliegende  aber  haben 
allemal  zwei  Hauptstrahlen, 
und  zwar  werden  die  von  ih- 
nen eingreschlossenen  Win> 
kel  nnd  Nebenwinkel  dnrck 
die  Achsen  der  Involution 
gekälftet. 

e)  Eine  Involution  von 
Strahlen  ist  dnrck  aweiPaar 

zugeordnete  Strahlen,  und 
dnlier  auch  durch  ein  sol- 
ches Paar  und  einen  Haupt- 
strahl  oder  eine  Achse,  oder 
durch  beide  Haoptstrahlen, 
oder  durch  einen  Haupt- 
Btrahl  und  eine  Achse  be- 
stimmt. Und  man  kann  um 
einen  Pankt  swei  Paar  S'trak- 
laa,  oder  aneb  eia  Paar  nnd 
einen  dritten  Strahl,  oder 
zwei  Strahlen  allein  belie- 
big aoswahlen  und  sodana 
feattetaen,  dasa  sie  in  dem 
angedeuteten  Sinne  zu  ei- 
ner Involution  vonStrabloB 
gehören  sollea.  , 

/)  Das  Prodnet  der  Tan- 
pfonten  der  Winkel^  welche 
irgend  zwei  zugeordnete 
Strahlen  mit  einer  Achse 
der  Involution  eiuschlies- 
sen,  ist  von  nnverftnderlt- 
ekesi  Wertbe. 

g)  Zwischen  den  Sinus  der 
Winkel    einer  Involution 
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sechs,  fünf-,  vier  Punkten 
finden  altenal  die  obigen 
sicben^vier  eine  Betriaeiien 
ReietioDtD  statt. 


von  sechs,  tüot.  vier  Strah- 
len finden  nlleiinl  die  ebU 
g-eii  sieben,  fünf,  vier  me» 
trischen  RelatioDen  itatt. 


Besondere  Fälle. 

Sind  die  anf  einan^ier  gelegten  Geraden  ylg  projektivisch* 
ähnlich,  so  üind  beide  Dnrchschnitfe  der  Parallelstrablen  onend> 
lich-entfernt  (7);  daher  rons«  man  in  diesem  Falle,  um  sicher  zn 

fehen,  die  Entscheidunt;^  der  Frage,  ob  solche  Gerade  involutorisch 
ein  können,  davon  nhhäntron  lasüpn.  ob  sie  das  andere  wespotlii  lic 
Merkmal  involutorischer  Gerudeii  besitzen,  dass  nämlich  je  zwei 
entsprechende*  Pnnkte  sieh  fn  doppeltem  Hinne  eotspreehen.  Finde 
aber  dieses  letstere  z.  I{.  in  Uezuir  auf  die  Ooppeiponkte  (aa,)  und 
(a,«)  statt,  so  wäre  das  \crlialtniss  der  ontsprechendon  Mtsclmitte 
au  :  n,a,  =  1,  also  die  Geraden  ^,  niclit  üliprha'i|it  j)n);rktivisch- 
ähnlich,  sondern  projektiviscb-gleich.  Es  können  also  nur  pro- 
|ektivitcfa •gleiche  Gerade  Invohttorisch  sein;  aber  auch  diese  sind 
es  offenbar  nur  dann,  wenn  sie  gicichliegend  sind  und  je  zwei  ent> 
sprechende  Funktt'  .si<  Ii  decken,  oder  wenn  sie  ungleicbliccTPnd 
?.intl.  in  wrlchom  Falle  «in  Hauptpunkt  in  der  Mitte  zwischen  je 
zwei  zugeordueten  Funkteu ,  der  andere  sammt  dem  Mittelpunkte 
der  Invointion  unendlich  entifernt  lie|^. 

Nollen  andererseits  zwei  [irojektiviseh- gleiche  MtrahlhQscbel 
/?,  (lorsrcstalt  roncentrisch  c^clegt  werden ,  dass  die  ungleich- 
namiijen  vScInMikil  tior  cnlsprechendpu  rechten  Winkel,  deren  es  in 
diesem  Falle  unzählige  giebt,  sich  vereinigen,  so  kann  dies  auf 
doppelte 'Weise  geschehen.  Man  denke  sich  hfcide  erst  in  solcher 
ijage,  dass  je  zwei  entsprechende  Strahlen  sich  decken,  so  können 
sie  in  dieser  f.ac:c  involutorisch  hrissen.  es  ist  aber  dieses  ein  durch- 
aus unfrucirtharer  Fall  und  kann  daher  tiiglicb,  so  wie  auch  der 
ähnliche  der  Geraden  ^i,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden.  Denkt  man  sich  aber  sofort  den  einen  tltrablnischel  i9, 
so  lange  um  den  gemeiDsdiaftliclien  Mittelpunkt  gedreht,  bis  ein 
Strahl  zu  dem  entsprechenden  Strahle  s  rechtwinklig  wird,  so 
vereinigt  sich  mit  einem  Strahle  f  von  und  Jt  mit  dem  rut- 
sprechenden  Strahle  /,  von  ^ff,,  und  so  wie  oder  f,  /, ,  mSa* 

sen  sieb  je  swei ,  Strahlen  a,  si,  in  doppeltem  itinne  entsprechen. 
Die  Stralilhiischel  sind  also  involutorisch,  und  dieser  Fall  ist  schon 
deshalb,  weil  ihm  keiu  ähnlicher  von  Seiten  der  Geraden  .1, 
entspricht,  vor  allen  anderen  ausgezeichnet.  Denkt  man  sich  end> 
lieh  den  einen  Strahlbüschel  B^,  nachdem  er  die  letztere  l^ge  et* 
halten,  um  den  Strahl  (#^, )  als  Achse  berumgewendet,  so  fallen 
nncli  die  Strahlen  /  wie-ler  auf  einander,  jedoch  kein  anderes 
Faar  entsprpchender  Strahlen  Meiht  rpchtwinkfiar,  und  es  fällt  jetzt 
der  Strub!  welcher  deu  rechten  Winkel  9^$^  hälftete,  mit  dem 
en^precliendett  Strahle  und  der  Strahl  ii,,  welcher  mit  ^  ver- 
einigt den  rechten  Winkel  4i  bälftete,  mit  dem  entsprechenden  k 
zusammen,  so  dass  also  und  /i  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Uebrigen»  versteht  es  sich,  dass  zwei  nrojcktivisch -gleiche  Strahl- 
büscbel,  sobald  sie  ungleichliegeod  sind,  sieb  allemal  in  dieser  letz< 
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teren  l^e  bcfiodai  afaMn,  wm  aoeb  im  tthalicbeii  Pall'e  vob  «I«o 
Geraden  gilt. 

a)  Zwei  auf  pinander  gelegte  projektu  isch -äbn* 
liebe  (Gerade  köoneu  nieinala  involutorisch  sein. 


d)  Zwei  aaf  einander  gre- 

lerte  gleicbliegende  pro- 
jektiviscb  •  gl  eiche  Gerade 
kÖDDen,  obue  sieb  tu  dek- 
ken,  nicht  involatorisch 
sein.  Zwei  ungleichliegen» 
de  dafregön  si^d  allem uT  in- 
volutorisch, und  zwar  liegt 
ein  Hauptpunkt  in  der  Mitte 
Kwiacben  je  swel  zugeord- 
neten Pnnkten,  und  der  an- 
dere sammt  dem  Mittelpunk- 
te d er  Involution  UDendlicb 
entfernt. 


A)  Zwei  eoueentritche 

gleichliog-eude  projckti- 
visch-  gleiche  Strahlbü- 
scliel  sind  involutorisch, 
wenn  je  zwei  entsprechen- 
de Strahlen  zu  einander 
rechtwinklig  sind;  zwei- 
ungleic  Ii  lieg  ende  dagegen 
sind  allemaj  involutorisch, 
und  kwar  stehen  die  Haupt* 
strahlen  senkrecht  auf  ein<i 
ander  und  ein  jeder  liegt 
in  der  Mitte  zwischen  je 
zwei  zugeordneten  Strau< 
len. 


Hiernach  sind  die  Ausdrücke  i  n  vo I n  t o  ri  s cli  gi e  i  ch  c  Ge- 
ravte.  Invdiution  der  rechten  Winkel,  u  n  g  I  e  i  ch  I  iegend 
involutoriscb-gleiche  Strahlhiischcl  zu  verstehen. 

Endlieh  aiebt  man  leleht  ein,  dase 


c)  zwei  u  n  gl  ei  ch  l  i  e  ge  n  d 
i n  V o  I u t o r  i 8 c Ii  e  ( i  e r a d e  in- 
volutorisch -  gleich  sein 
miiaen,  venv  ein  Banpt* 
liuttkt  unendlich«  entfernt 
Ist. 


r )  zwei  i  ii  v  o  I  u  t  o  r  i  s  c  h  e 
Strablbüschel  eine  Involu- 
tion der  rechten  Winkel 
bilden,  wenn  irgend  swei 
Pnnr  sugeordnete  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig 
sind,  und  dass  sie  ungleich* 
liegend  inToIntoriach- 
gleich  sind,  wenn  die  Hanpt- 
strahlen  /.u  einander  recht* 
winklig  sind. 

Noch  ein  Grensfnll  «wischen  gleicbKegenden  und  nngleicblie- 

genden  involutorischen  Gebilden  überhaupt  ist  zu  erwähnen,  wel* 
eher  dadurch  entsteht,  dass  dir  Imiden  Hauptpunkte  oder  Ilaupt- 
strahlen  der  letzteren  mit  dem  Mittelpunkte  oder  einer  Achse  der 
Involution  sich  vereinigen,  ^n  diesem  Falle  nämlich  ist  jeder  hc- 
liehige  Punkt  oder  Strahl  der  vierte  harmonische  sn  den  beiden 
Hauptpunkten  oder  Hauptstrahlen  und  zu  dtMu  mit  den  letzteren 
verfiniiTien  Punkte  oder  Strahle,  also  alle  Paukte  oder  Strahlen 
einem  eiuzigeu  zugeordnet, 


Einiges  über  luvolutiuuss) steme. 

Au  das  >  orige  schliesst  sich  zuunchst  eine  Untersuchung  an 
iihtr  die  zugeordneten  Punkte  oder  Slmhlen,  welche  zwei,  einerlei 


ISeraden  oder  PsAkte  miffehörigeo  lavoliili«tieB  MBeiaiditAKcl 

iiod.    Ich  verschiebe  sie  aber  bis  dabin,  wo  »ie\  fiUttel  dariiMteB, 
dieselbe  ■chMlIer,  »it  m  hkr  geicbeheii  köMtei  «■  erIwligM« 

Denkt  man  sieh  eine  Reibe  beliebiger  Deppelgebilde  J, 

A^,  u.  s.  w. ,  d.h.  welche  immer  paarweise  auf  einan* 

dtr  lieg-en  oder  concentrisch  sind,  und  nimmt  ün^  dnss  sowohl  einer- 
seitH  Äi  A^,  B  ...  als  auch  andererseits  A^^  A^^  .  ,  ,  der 
Seibe  Btcb  projektiyiicb  sind,  so  ist  es  fclsr,  due  weee  eisee  die- 
«ef  ]]^pptl^bUdei B.  A^  y/,,  involutorisch  ist,  anch  alle  übrigen 
es  sein  müssen.  Kine  solche  Reihe  involutoriscber  Doppelgebilde 
heisst  ein  Involutionssystem.  Solcher  Systaoie  ^iht  es  ver» 
scbiedeoe  Arten,  je  nachdem  entweder  je  zwei  Doppelffebilde  per* 
apektiviscb,  oder  theils  schief  tbeils  perspektivisch,  oder  je  iwm 
schief  zu  einander  liegen.  Die  Betrachtung  der  Systeme  der  ersten 
Art  führt  zu  Construktionen  einer  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen,  welche  sich  ohne  Kreis  ausnihren  lassen.  Von  denen  der 
zweiten  Art  soll  hier  der  einfeebste  und  fmcbtberste  Fall  Dälier 
betrachtet  werdeo. 

Hat  man  zwei  beliebitj^c  schief  liei^eode  projekti vische  Strahl- 
büschcl  B,  B^y  wodurch  also  (It)  ein  beliebiger  Kegelschnitt  ge- 
geben  ist,  und  liegt  ein  mit  B  conceutrischer  Strahlbüschel  mit 
Bi  perspekti?iseb,  so  data  also 

B{a^  Ä,  c . . .)  =s  ÜaC«,,  =  ^»(«s»  ^tf  «»>  «'s  •  • 

ao  ist  . 

«od  vecbaet  «an  fotit  alle  Sirablea  v^a       vä  B  and  beaeiebael 

die  denselben  ia        entsprechenden  durch  c^,  and 

die  den  letzteren  wieder  in  entapreebeadea  durch  d^,,  €f^^ 
«P^ .  • . ,  so  ist 

B[m,    r,  «t,    »0^^  ^ » t  *i t  » ^t»  e^^d^^) 

s  B^{ati  6%,  c,,  d^ ... 6' „  ...), 

folglich 

B{0,  ^ ,  Cyd*„  #9 )  ^1 1  ^3 )    »•)  255  Bf  (ar, ,    ,  0, ,  tsf, ,  c'  ..). 

Denkt  man  sich  nun  zunächst  nur  die  vier  entspreihenden  Strahlen 
a  ftit  a^^  0,  gezogen  und  den  perspeklivischeB  Durchschnitt  von 
hkrdk  die  beiden  DnrebaebmCte.der  Stinhlen|iaare  «r,,  a, 
nnd        a  gegeben,  so  fSIIt  der  Strabl  ai^,  aiit  m  zusammen,  ao 

dass  sich  also  «r,  «v,  in  doppeltem  Sintip  entsprechen.    Kin  Gleicbes 
gilt  also  mich  von  allen  ührigeu  Paaren       Ä,;  c,  c,;  //,  r/, 
und  man  ist  somit  zur  folgenden  Aussage  berechtigt,  der  hier  so* 
gleleb  eine  analoge  snr  Seite  gestellt  wird: 


1)  Geht  ein  Kegelschnitt 
durch  zwei  Gegenecken  und 
die  Durchschnitte  der  Ge- 
genaeitnn  einaa  elnfacban 


1)  Berührt  ein  Kegelschnitt 
zwei  Geji^euseiten  und  die 
Diagonalen  eines  einfachen 
Vieraelta,  an  gibt  ea 


uiyiü^uü  Oy  CjOOgl 


zailUgeViersette,  welche  der 
RichtUDff  uttch  dieselbeo 
Diagenalen  habtii,'Und  von 
deren  G ege n sc i te n  das  eioe- 
Paar  d  e  n  s  c  I  h  e  n  K  c  c  I  s  cli  n  i  1 1 
berührt,  das  n  titlere  den. sel- 
ben Durchsei)  uittspuokt)  als 
die  beideB-aederen  Geffea- 
seitcn  des  ersteren  Vier- 
seite, liat. 


Vierecks,  s»  fribt  es  un- 
zäblige  Vierecke,  welciie 
dieeeibee  DiirebeebDitte  der 
Gegfenseitea  babea,  and  von 
deren  (»egenecken  das  eine 
I*  a  a  r  auf  demselben  Kegel- 
8chnitte,dus  andere  uut  der> 
selbes  Geraden,  als  die  bei* 
den  , anderen  Gegenecken 
desersteren  Vierecks,  licTg^t. 

Ist  P  der  pers^ktivische  Durchschnitt  von  B^y  B^^  uud  sind 
a,  0,;  b,  b,  ■•s.w.  die  jedesmaligeti  Gegeneeken  der  (links)  ge* 
dachten  Vierecke,  velebe  auf  dem  Ke|pelsefanitte  liegen,  so  schnei- 

den  die  Verbindungslinien  aa,,  bb,  u,  s.  w.  d^r  letzteren  dir  (»orade 
BB^  allemal  in  eiuem  Punkte,  welcher  zu  B^  B^  und  dem  Üurch- 
sehnitte  von  BB^^  und  P  der  vierte  harmonische  ist  Dieser  Punkt 
ip)  ist  also  naveränderlicb  derselbe,  und  ist  zugleich  zu  je  zwei 
Punkten  a,  a,  und  dem  zu  P  gehörigen  Punkte  der  vierte,  dem 
letzteren  zugeordnete  barmoniiielic  Punkt.  (Nach  dem  bekannten 
Satze  über  die  Diutfonaleo  des  vollständigen  Vierseits.)  Hieraus 
folgt  links,  ond  anf  fthnliebe  Weise  rechte: 


2)  G  p  It  f>  ri  durch  einen  Punkt 
in  der  Kbene  eines  kegel- 
scbnittea  zwei  beliebige  Ge- 
rade, welebe  den  teHteren 
in  vier  Punkten  schneiden, 
nnd  man  verbindet  diese 
Punkte  durch  zwei  neueGe- 
rade,  so  liegt  der  Durch- 
Bcfanitt  dieser  letntereu  ini> 
■er  ouf  einer  und  derselbe  n 
geraden  Li  n  ie.  derenDarch- 
schnitt  mit  jeder  der  erste- 
ren Geraden  zu  den  dem  Ke- 
licelsebnitte  angefaörigen 
Punkten  und  den  aofang- 
liclien  Punkte  der  vierte, 
dem  letztejren  zugeurduete 
Punkt  ist. 


2)  W  e  r  d  e  n  V  0  n  z  w  e  i  belie- 
bigen Punkten  einer  (i  e  r  a  - 
dau  ao  einen  Kcgeiscbuitt 
swei  Paar  Tangenten  ge» 
zogen,  und  zwei  Durcb* 
sc  Ii  uitts  punkte  dieser  letz- 
teren durch  eineGerade  ver- 
bunden, so  geht  dieselbe 
inmer  dnrch  einen  undden- 
selben  Punkt,  dessen  nach 
einem  der  ersteren  Punkte 
g e h e n d e r  S t r a Ii  1  zu  den  von 
letzterem  uusgcbeodcnTau- 
genteu  und  an  der  anfäng* 
liehen  Geraden  der  vierte, 
der  letzteren  zugeordnete 
harmonische  Strahl  ist. 


Dieser  Eigenschaft  wegen  heisst  (links  und  rerlsts)  die  (ge- 
rade /*  die  harmonische  Polare  von  und  der  Punkt  p  der 
barmoniscbe  Pol  von  und  man  siebt  sogleich,  dass  p  aus- 
nerbatb  eder  imerbalb  des  Kegelsebsittes  liegen  mnss,  je  nachdesi 
P  ihn  durcbsebaeidet  oder  nicht. 

Bedenkt  man  endlich,  dass  dir  Stralilbüsclicl  /?,  B .,  involuto- 
risch  und  durcb  zwi  i  Paar  zugeordnete  Strahlen  er  ,  \  h.  /y,,  so 
wie  der  Punkt//  durch  zwei  Sehnen  aa,,  bb,,  bestimmt  sind;  dass 
die  beiden  Strablen,  wetebe  naeb  den  Dnrchsebnitten  von  P  mit 
den  Kegelschnitte  gehen,  Hauptstrahlen  von  B,  B..  sein  müssen 
und  existiren  oder  nicht,  je  nachdem  /*  den  Kegelschnitt  schneidet 
•der  nicht  schneidet,  so  folgt  links,  und  ähnlicher  Weise  recht»; 
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•^1  Die  sauimt liehen  Punk- 
tetipuure,  in  d^ueo  ein  Ke- 
ffclschnitt  f  opi  einen  belie- 
bigen ebenen  Strnblbuscbel 
gcsclinitten  .wird,  bestim- 
men, indem  sie  mit  einem 
beliebigen  Punkte  seioea 
Umfang!  dareb  Gerade  Te^ 
bnnden  werden,  die  so* 
geordneten  Strable?)  paare 
zweier  invoiutoris.cher 
8trahlb&8cbej,  welebe 
gl  eicb  I  legend  oder  un- 
gleichliegend sind,  je  nach- 
dem der  Mittelpunkt  des  er- 
steren  innerhalb  oder  aus- 
terbalb  des  Kegelschnittes 
liegt,  und  deren  Hauptstrah» 
len  im  letzteren  Falle  nach 
den  Punkten  gehen,  in  de- 
nen die  harmo nische  Polare 
dieses  Mittelpanktet  den 
Kegelscbaitt  darebicbnei- 
det. 


3)  Die  säramtlichea  Tan> 

Seuteupaarc,  welche  von 
en  Pnnlden  einer  beliebi- 
gen Geraden  an  einen  Ke- 
gelschnitt gehen,  bestim- 
men auf  eiuer  beliebieren 
Tangente  desseibcu  üie  zu- 
geordneten  Ponkteopa»re 
zweier  involntoriscber  6e* 
raden,  welche  gl  eichliege  ad 
oder  ungleichliegend  siod, 
je  nach^cm^jene  beliebige 
Gerade  den  Kegelschnitt  in 
keinem  oder  in  zwei  Paak* 
ten  schneidet,  und  deren 
Hauptpunkte  im  letzteren 
Falle  auf  den  Tangenten 
liegen,  welche  von  dem  har> 
moniseben  Pole  dieser  Ge* 
raden  gesogen  werden* 


Und  umgekebrt: 


4)  Bildet  man  am  einen  be- 
liebigen Punkt  auf  dem  Um- 
fang eines  Kegelschnittes 
eine  Involution  von  Strah- 
len, SU  ^cheu  säoimtiiclie 
Sebnen  dieses  Kegelsebnit- 
tes,  welche  durch  die  zuge- 
ordneten vStrahlen  der  In- 
volution bestimmt  werden, 
durch  einf^n  und  denselben 
Punkt,  welcber  innerbalb 
oder  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes liegt,  je  nachdem 
die  Involution  aus  gleich- 
oder  ungleichliegenden 
Strablbttsebeln  besteht. 


4)  Bildet  man  auf  einer  be- 


liebigen    Tangente  eines 

Kegelschnittes    eine  Invo- 
lution von  Punkten,  s«  lie 
geu  dieÜurchoitte  dcr  l  uu- 

fentenpaare,  welebe  .von 
eo  zugeordueten  Pbnktcn 
der  Involution  aiisgehea, 
auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden, welche  den  kegel- 
sebnitt  in  keinem  oder  im 
zwei  Punkten  schneidet,  je 
II  a  0  Ii  d  e  m  die  Involution  aus 
gleich-  oder  uiigl  eichliegeo- 
den  Geraden  be&teltt. 


Ich  übergehe  mehrere  interessante  Zusätze  dieses  letzten  Sat- 
zes, und  behandle  auch  von  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  nur 
die  fnlgeade,  welebe  für  die  Theorie  der  gcmeinacbaftlichen  Sekan- 
ten- und  Tsngentendorebsebniite  von  besonderer  Wiebtigfceit  ist: 


5)  W  e  n  u  V  o  n  zwei  c  o  n  c  e  n  - 1 
trischen  Invoiutiooeu  von 
Strehlen  je  zwei  Paarzuge- 
ordnete Strahlen  gegeben 
sind,  mittels  des  l^ineals 
und   eines   feiten  Kreises 


3)  Wenn  von  z  w  e  i  a  u  f  e  i  n- 
andcr  gelegten  Involutio- 
nen von  Punkten  je  swol 
Paar  angeordnete  Punkte 
u;efrt'hen  sind,  mittels  des 
Lineals   und   eines  fesieo 


Digitized  by  Google 


I 

265 

4«^eBig«  Paar  saff^ordae-  Kraitai  4atiaaigre  Paar  aa* 

^  Ca  Strahlea  SB  fiBaeB,  weU  f^aordnote  Punkte  aa  fia« 
dies  beiden  genaiascbaft*  den,  welches  bei  de  n  a^aMeia- 
licli  uDgeliöri.  ^     fcbaftlich  aageliöri. 

Tanaittalft  aiaar  bdiebigen  Garadaa,  wcicha  baida  laralaHaaaa  , 
dorclischneidai,  wird'  dla  .Aargaba  llaka  aaf  dia  aadara  rechte  au- 

rückg^efülirt. 

Siüd  auf  einer  Geraden  yl  für  die  eine  Involution  die  Punkte 
A,  a, ;  b,  b,,  für  die  andere  die  Punkte  a',  a\i  b\  b',  gegeben,  au 
aaririade  maa  diäte  Punkte  mit  eiaem  battaUgea  Paakfa  S  aaf 
dem  Umfange  des  Hülfskreises  bezüglich  dafah  dia  Geraden  lar,  iv,; 
6.  6,;  a\  ^,  ;  b\  f*\,  welche  deu  Kreis  zum  zweiteuniul  in  den 
Punkten  a,  o, ;  ;  a',  a', ;  /S',  ß\  achneiden;  dann  ziehe  man 

die  Sahaea  aa,.  die  eieh  in  und  die  Sehnen  a'a'„  die 
aieb  in  p*  schneiden,  sofort  wieder  die  Gerade  p^^  welche,  wa 
möglich,  dPD  Krris  in  schneide;  endlich  die  Strahlen  Bk^ 

ßie^^  so  schneiden  diese  die  Gerade  ^  ia  dea  gesaebtea  awei  Paakt 
taa  f,  f,  oder  t\ 

Dar  Bewaia  arballt  aa  mittelbar  aat  4)  liaks.  Siad  dia  beldea 
Paara  iDVoiatorischer  Gebilde,  um  dia  as  eieb  handelt,  ungleich- 
«liegend,  so  liejxen  beide  Punkte  7/  .»nsserhalb  <l<s  Kreises, 
also  ist  es  in  diesem  Falle  nMlc:li(-li,  dass  die  Gerade  ;///  den  Kreis 
aicht  schneide,  und  es  ruiglicb  keine  Punkte  f» -f ,  gebe,  und  zwar 
tritt  diasea  laiatera  aatbweadtg  aia,  weaa  dia  ilaa|ii|iaakfe  oder 
Baaptitrabiaa  der  eisaa  lovalatioa  abwacbeelnd  zu  denen  der  aa- 
deren  liejjfen.  Ist  dagegen  eines  jener  Paare»  oder  sind  beide  Paare 
g  1  e  i  c  Ii  I  i  e  tr  e  n  d  ,  so  liegt  einer  der  Punkte  p'  oder  beide  zu- 
gleich innerhalb  des  Kreises,  und  es  giebt  folglich  iu  diesen  bei- 
4aa  «Fillaa  aalbwaadig  eia  Paar  Paakta  t,  f..  la  dar  S|»racba  der 
Aaalysis  wQrda  dieses  Resultat  so  laataa:  «Eia  Paaktaa-  adar 
Strahlen  paar,  welches  mit  jedem  \'on  zwei  andern  sol- 
chen Pnnren  bnrnionisch  ist,  ist  allemal  reell,  wenn 
eines  dieser  beiden  letzteren,  oder  wenn  beide  imaginär 
siad;  et  kaaa  aber  inagiaür  werdaa,  waaa  dia  latafaraa 
baida  raall  aiad. 


Zugeordnete  harmonische  l*ule  und  Polaren;  zugeord» 
aata' Darabttaatar  aad  Acbtaapaaktwiakal;  dia 

Braaapaakta. 

f.  4. 

Beaaicbaat  aiaa  jetzt  ia  der  Figur,  welche  den  BelrftchiungeD 
des  varigan  au  Grunde  lag,  dia  Paakte,  in  welchen  die  (lerade 
P  von  den  Strahlen  a.  h,  c.  1/...;  Ä,,  Cj,  , . .  der  involuto- 
rischen  Sfrahlbüschel  /i,  geschnitten  wird,  durch  a'.  b',  c\  b'.*> 
a'„  b'„  c',,  b',  . . und  dia  Arabien,  waleba  daa  Paakt  p  aut  dia- 
laa  Ptttktea  Ttrhiuden,  durch  a\  h\  c',  tf,.,;  r',, 
so  sieht  laaa  zunächst,  dnss  der  Punkt  a'  zu  dem  Strahle  a\.  a\ 
zu  a\  b'  zu  fj\  u.  8.  f.  in  derselben  Beziehung  stehe,  als  j>  zu  /*, 
dass  also  die  harmonischeu  Pole  aller  tjieraden,  welche 
darab  aiaaa  Pnakt  p  gehen,  auf  dar  baraianiiabaa  Pa- 
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Ure  liefet  Pauktet  lie|^«a,  vAd  «ngekebrt;  ferner  er- 
gibt sieb  mittels  jff,  B,^  daM  sowohl  die  Punkte  a\  i\  c\  b'...; 
a'2,  6'a,  c',,  b',  ...  eine  iDvolution  vod  PüokteD,  als  auch  die  Strah- 
len a\  h\  dT...;  o',,  c'„  eine  lovolutioa  von  Sink- 
leD  biidcu.  * 

Zwei  Ponkte  o',  ft',,  wovon  jeder  auf  der  baneoDisekett  Polare^ 
des  enderee  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liegt,  beissen  zwei 
zugeordnete;  liarmnnischc  Pole  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt^ und  zwei  Gerode  a\  a\y  wovou  jede  durch  den  harmoDi- 
scheu  Pol  der  anderen  in  Bezug  auf  einen  KegeUeknitt  gebt,  beie- 
•en  swei  sageordnete  harmonische  Polaren  in  Bezug  eaf 
diesen  Kegfelsclinitt.  Ferner  iiois&en  drei  Punkte  a',  o',,  deren 
jeder  der  harmonische  Pol  der  Geraden  ist,  welche  die  beiden  an- 
deren verbindet,  drei  zujceordnete  harmonische  Pole,  und 
diese  Geraden  er  drei  zugeordnete  knrninnisek« 

Poleren.  ' 


1)  Die  sämmtlichcD  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  welche  einem 
beliebigen  Punkte  seiner 
ftsbene  onp^e  boren,  bilden 
eine  Involulion  von  .Strub- 
len,  deren  Gebilde  gleich- 
liegend  oder  ungleicblie- 
gend  sind,  je  nachdem  dieser 
Punkt  innerhalb  oder  nti s - 
seriialb  des  kegelscbuittes 
liegt,  und  deren  Hanptstrak- 
Icn  im  letzteren  Falle  die 
b  e  i  d  e  n  T  a  t)  IT  o  n  t  e  n  s  i  n  d ,  w  e  I- 
che  von  diesiem  Punkte  aus- 
gehen,   l^od...  (wie  rechts) 

2)  Zwei  Seiten  eineseinera 
Kegelschnitte  eingeschrie- 
benen Dreiecks  schneiden 
eine  jedeGerade,  deren  bar- 
monisclier  Pol  auf  der  drit- 
ten Seite  liegt,  iu  zwei  zu- 
geordneten barmoniscbeo 
Polen.  . 


1)  Die  sämmtlicben  l'aare 
zugeordneter  harmonischer 
Pole,  in  Besng  anf  einen 
Ke^elseknitt,  weickn  eincr^ 

beliebigen  Geraden  seiner 
Kb,ene  antrcliureu,  bilden 
eine  Involution  von  Punk- 
ten, deren  Gebilde  fleieli* 
liegend  oder  -  nttgleiekli«* 
gend  sind,  je  nachdem  diese 

Itiernde  den  K  eerel  sc  Ii  0  i  1 1  in 
keinem  oder  in  zwei  Punk- 
ten sefcneidet,    und  deren 
>Hanpt  punkte    im  letzteren 

i Falle  die  Du  rrhstli  n  itts- 
punkte  dieser  Geradru  und 
des  Kegelschnittes  sind. 
Und...  (wie  links) 

2)  Zwei  Ecken  eines  einem 
Kegelschnitte  umschriebe- 
nen Dreiecks  haben  mit  ei- 
nem jeden  Punkte,  dessen 
harmonische  Polare  durch 
die  dritte  Kcke  gebt,  zwei 
zugeordnete  harmonische 
Polaren  gemein. 


Nach  §.  1.  f  ist  das  Reclit.ck  am.a,m  unter  den  Abständen 
zweier  zugeordneter  hurmoiiiscber  Pole  a,  0,  vom  .^littelpunkte  in 
der  Involution,  ao  wie  das  Produ«^  tngos« .  tog .  «r,««  der  Tangen- 
ten der  Winkel,  welehe  zwei  zugeordnete  harmoniseke  Polaren  <«,  «Ti 
mit  einer  Achse  m  bilden,  constant,  und  zwar  jenes,  wenn  die  be- 
treffende Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet,  dem  Quadrate  der  hal- 
ben auf  ihr  enthaltenen  diebne,  dieses,  wenn  der  betretlende  I*iinkt 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  der  zweiten  Potenz  der  Tan* 
gtnte  des  kalken  Winkeln  gleick,  weicke  die  vnn  Iba  nusgekenden 
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T^tgenteD  ensebHesieD.  Findet  diese  Lage  aber  nicht  statt,  »o 
kftiMi  oBbabar  statt  4er  Sehne  der  eben  so  groeie  Abefand  derjenigen 
zwei  zugeordneten  harmonischen  Pule,  welche  gleich  weit  vom 
Mittelpunkte  m  entfernt  sind,  und  statt  des  Tangentenwinkols  der 
eben  so  grosse  Winkel  eintreten,  welchen  die  beiden  gegen  die 
Aebee  m  gleicbgeneifften  zugcor4äeteB  barmoniscben  Polaren  ein- 
•eblkssen.  Jener  Abstand  soll  daber  eine  ideale  Sebae,  und 
dieier  Winkd  eia  idealer  Taageatenwiakel  dca  Kegetacbait* 
(et  beiBsen. 


8)  Dae  Prodvet  der  Tan- 
genten der  Winkel,  welche 

xwei  beliebige  zui^pordnete 
harmonische  Polaren,  für 
einen  bestimmten  Punkt, 
•it  einer  Aebte  der  Intoln- 
tien  eioscbliessen,  ist  von 
nnveranderlirliem  Wertbe, 
und  zwar  der  zweiten  Po- 
lenz der  Tangente  des  hal- 
ben reellen  oder  idealen 
Tangenten#lnkelt  gleich, 
welcher  in  jene»  Pnnkte 
gehört. 


3)  Dan  Eee'bteefc  unCer  den 
Abständen  sweier  beliebi* 

gor  zugeordneter  Iiurmoni- 
8  eil  er  Pole,  für  eine  be- 
stimmte Gerade,  vom  Mit- 
telpnnkte  der  Invelotion 
ist  von  naTorinderliebem 
Inhalt,  und  zwar  dem  Ctun- 
drate  der  halben  reellen 
oder  idealen  hehne  gleich, 
welebe  an  dieser  Geraden 
gebdrt 


Bndlieb  ttbemengt  sma  sieb  leiebt,  dass 

4)   die    spitzen  Winkel, 


welche  die  einzelnen  Paare 
einer  Involution  zugeord- 
neter baraionlscber  Pola- 
ren einscbliessen,  von  0** 
bis  00®  oder  von  der  Grösse 
des  idealen  Taligentenwin- 
kels  bis  90*  wachsen,  je 
BaebdoB  der  betreffende 
Punkt  ausserhalb  oder  in- 
nerhalb des  Kegelscbnittes 
liegt. 


4)  die  Abstände  der  ein- 
zelnen Paare  einer  Involu- 
tion zugeordneter  harmo- 
nischer Pole  TOD  einander 
von  Null  bis  ins  Unendliche 
oder  von  der  Grösse  der 
idealen  Sehne  bis  ins  Un- 
endliche wachsen,  je  nachr 
den  die  hetxeffende  Gerade 
den  Kegelsebaitt  sebneidet 
oder  nicht 


Ganz  ungesncht  bieten  sich  nnnsMbr  folgende  Fragen  dar: 

1)  Gibt  es  in  der  Khene  eines  belieb it/^en  Kep;-el- 
schnittes  zwei  oder  mehrere  Involutionen  zugeurdne- 
ter  harmonischer  Pole  oder  Polaren,  welche  bezüglich 
den  Mittelpunkt  oder  eine  .Aebse  gemein  beben? 

2)  Welche  Bige n scbaften  haben  die  einseinen  Paare 
derjenigen  Involution  zugeordneter  harmonischer  Po- 
laren oder  Pole  gemein,  welche  einem  solchen  Uittel- 
punkte  oder  einer  solchen  Achse  angehörenl 

3)  Gibt  es  in,  der  Ebene  eines  beliebi|[en  Kegel- 
schnittes angleickliegend  involutorisch-gleicbe  8trabl* 
büschel,  und  i  o  volutori  sch-g^Ieiche  Gerade,  welche  von 
zugeordneten  harsionischen  Polaren  oder  Polen  gebil- 
det werdeu^  ,     '  " 
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4)  (iibt  CS  iu  (Jerscibeo  lovulutioneu  der  recbteu 
Winkel,  dereo  Schenkel  xugeordaete  kerMeniicbe  Fe- 
ieren sind? 

I)  Denkt  man  sicli  in  der  Ebene  eines  Kegels<  Imiites  eine 
(ierudc  in  beliebiger  Ricbtung  ins  Unendiicbe  binausgeruckt,  so 
sind  alle  Gerade,  wclcbe  üurcli  ibrea  hermoDiscbeo  l'ol  geben,  die 
karmeoieefaea  Poleree  von  Puttkiee,  weleke  in  den  venekiedeuea 
Ricktungen  der  Ebene  unendlich  -  entfernt  liegen,  also  muss  eine 
jede  derselben  sämmtlicbe  nach  dem  entspreclieiiden  unendlich- ettt- 
fernten  Punkte  gerichteten  paralleien  Geraden  in  den  Mittelpunkte« 
der  ihnen  angebörigen  Involutionen  tngeordneler  heraeniecker  Pole 
nod  insbesondere  swei  |»ernllele  Tangenten  in  den  Berabmngs- 
psnkten  trelTen.  Demnach  ist  der  harmonische  Pul  dieser  unend- 
lich-entfernten Geraden  Mittelpunkt  sämmtlicber  Involutionen  zuge« 
ordneter  barmoniscber  Pole,  welche  den  unzähligen  durch  ihn  gehen- 
den Gemden  angehören,  und  somit  aneb  der  Mittelpunkt  sisunt- 
lieber  reellen  oder  idealen  Sehnen  des  kegelsclmiites,  welche  auf 
diesen  Geraden  liegen.  Kr  wird  deshalb  der  Mittel|ninkt  des 
Kegelschnittes  genannt,  und  zwar  besitzt  jeder  Kegelschnitt 
nur  einen  solchen  Punkt,  weil  eine  Involution  von  Punkten  nicht 
swei  Mittelpunkte  enthalten  kann,  und  daker  fribt  es  in  seiner 
Ebene  auch  nur  eine  unendlich-entfernte  Gerade. 

Du  die  letztere  mit  der  Hyperbel  zwei,   mit  der  Ellipse 
keinen  und  mit  der  Parabel  nur  einen  Punkt,  nämlich  den  Be- 
rührungspunkt, gemein  hat,  so  liegt  der  Mittelpunkt  der  ersten 
ausserhalb,  der  «weiten  innerhalb,  der  dritten  unendlieh*ent- 
fernt  aut  dem  Umfange  der  Cnrve« 

Jede  reelle  oder  ideale  Sehne  eines  Kegelschnittes,  die  durch 
seinen  Mittelpunkt  geht,  beisät  sowohl  der  Richtung  als  der  Grösse 
nach  ein  Durchmesser  desselben.  Die  lijperbel  hat  also  reelle 
^d  ideale,' die  Ellipae  und  die  Parabel  nur  reelle,  und  «war  die 
letztere  lauter  parallele  Durchmesser.  Je  zwei  zugeordnete  haroio- 
niscbe  Polaren,  weiche  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
geben,  beissen  zwei  zugeordne  te  Durcbmesser,  die  Achsen 
der  Involution  dieser  letzteren  heisscn  die  Achsen  des  Kegel- 
■ehnitles,  und  die  Bauptstrahlen  derselben  die  Asymptoten  der 
Hyperbel.  —  Bei  dieser  ist  jedem  ideiilen  Durchmesser  ein  reeller 
zugeordnet,  und  umgekehrt,  i  der  Ellipse  kann  man  den  Win- 
kel, welchen  die  gegen  jede  Achse  gleichgcneigten  zugeordneten 
Durchmesser  bilden,  und  welcher  der  kleinste  unter  allen  ist  den 
idealen  Asymptotenwinkel  nennen. 

Betrachtet  man  irgend  einen  Punkt  einer  Achse  des  Kegel* 
Schnittes  als  Mittelpunkt  einer  Inrolutinn  zugeordneter  harmonischer 
Polaren,  su  läuft  der  der  Achse  zugeordnete  Strahl  mit  der  ande- 
ren Achse  des  Kegelschnittes  parallel,  steht  also  auf  der  ersteren 
senkrecht.  Jede  dieser  beiden  Aebsen  ist'also  die  gemein* 
sc  bat  tu  che  Achse  aller  dieser  Involutionen,  und  hat 
analoge  Eigenschaften  als  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes. Je  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  welche  auf 
einer  Achse  des  Kegelschnittes  liegen,  sollen  zwei  zugcirdnete 
Aebsenpuukte,  und  die  reellen  oder  idenlen  Tangeotenwinkel« 
deren  Scheitel  sie  sind,  zwei  zugeordnete  Achsenpunktwin- 
kel  beissen.  Von  diesen  Punkten  und  Winkein  ist,  meines  Wis- 
sens, noch  nirgends  wo  gehandelt  worden.    Endlich  beissen  die 
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IlftiiptpUBkte  4er  Ton  den  tagrevnlo^teii  AebteBpaDkten  gpebBiletea 

Involution  oder,  in  ihrer  Rrman gelang,  die  keidcD  rom  Mittelpunkte 
d<*s  Kegciscbnittes  crltM«'?»  writ  entfernten  lup^eordneten  Achsen- 
punktc  die  %Sclieitel  des  k  egol schni  ttes.  Die  Hyperbel  hat 
swei  reelle  und  zwei  ideale,  die  tlllipse  zwei  Paar  reelle,  die  Pu- 
nikel  tw*\  reelle  aber  eiDeo  tmeinliieii-eDiferBten  Sebeitel. 

Ich  übergehe  mehrere  iKngit  bekannte  Sätze,  welche  (lal 
nur  Wicderlinlunjren  der  allgemeineren  1),  3)  und  4)  sein  würden, 
UP  sofort  einige  metrische  Relationen  zu  entwickeln,  deren  Inter- 
fsae  besonders  darin  besteht,  dass  in  ihnen  ^las  Priocip  der  Ouali- 
tse  sieb  erbülr. 

Ks  sei  31  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  m  ein 
rrpller  Scheitel  derselben  und  dif*  Tanffente  in  m.  welche  mit 
der  anderen  Achse  parallel  und  daher  aaf  Mm  senkrecht  sein  muss. 
Ee  seien  «r,  /7,  rwei  beliebige  «ageprdnete  Darebmesser.  welche  die 
j4  in  a,  a,  und  zwei  mit  ir,,  a  parallele  Unien,  die  durch  m  ge» 
ben,  in  a,  «,  Rchnoiden.  Dies  vorausjfpset/.t.  so  sind  sowohl  a,  a 
als  a,.  a,  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole,  indem  z.  B.  die  har- 
moftisrhe  Polare  von  a  sowohl  durch  m  als  den  hurmonischeo  Pol 
von  a  fachen  j  also  mit  or,  parallel  sein  miss;  folgHcb  sind  die 
Recbteeke  iMi.Jfo,  iVa,  .iVa,  den  Quadraten  der  Salben  Dareh- 
V»  er,  gieteb.   Naa  ist  aber 


Ma:  Afa=raa|  :mai 

nnd 

Ma,  :  Ma^  =  aa, :  mOf 

alsA 


Mü.Ma=:Ma*.^;  M,  .ilfo,  =  M,* 

nnd  nacb  dem  pTthag^riseben  Satte  ist 

J#4'  =  illm'-|-nia«i  i/a, *=s:i/m'-f-RMi'; 

also 

Ma.IUazkz Ma^ . Ma,  =  (üm» -h ma»)  — '     (Mm* -*-ma, »)— 
=:^Mm- .  "^1       d=  ma .  ma 1  itfm»  =i=  ma .  mtt  „ 

WO  die  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse»  die  unteren  ßr'die  Hyper- 
bel gelten,  weil  dort  die  Involntion  der  zugeordneten  Dnrehaiesser 
gleichliegende,  hier  ungleicbliegeiulc  Hebilde  enthält,  also  dort  die 
Punkte  a.  fl,  auf  verschiedenefi .  Iiier  auf  einerlei  Seite  von  m  lie- 
gen müssen,  nnd  zwar  gehurt  iiier  dem  idealen  Durchmesser  der 
grössere  ma,  von  beiden  Abschnitten  ma,  ma,  an. 

Aber  m  ist  der  Mittelpunkt  einer  Inyolotion  ?oa  Pnnktea,  weteba 
auf  ./  (iiirrli  den  tttgeordaeten  Darebmesser  bestimmt  werden;  also 
ist  das  Recliterlv  ma.ma,,  fotglieb  aneb  die  Sanne  oder  Dilnrena 
Ma  .  A/a  rir  Ma ,  .  coostant. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  auf  folgende  Weise: 
Ks  seien  O,  0,  die  Endpunkte  aines^liebigen  reellen  Dnreb- 


r 


9W. 


«eisen,  m,  m,  die  EDdpunkto  einer  reellen  Adise,  diurck  O  ati 

eine  1\'^ngentc  G^oic^t,  welche  diese  Achse  io  d,  schneide,  und  von 
O  eine  Ntukrtchte  auf  die  Achse  gefällt,  deren  Fusspuokt  a  sei; 
ausserdem  seieo  die  Geradeo  Om^  (Jm^^  O uud  durch  M  eine 
Pnrallele  wak  ^a,,  d.h.  4er  4eni  OO^  zugeordnete  Dareh»esser 
gexogeo,  wekber  tod  Om  in  c,  von  O^m  in  Ct«  Ten  in  b 
gesrhiiitten  werdf.  Endlich  wer4e  die  andere  AclMe  ton  6to  in  k, 
von  6*01,  io  b,  geschnitten. 

Da  die  Seite  00^  des  Dreiecks  OQyiOBi  durch  den  harmonisckeo 
Pel  der  Gereden  Jfc»  nnd  die  Seile  tnnii  dee  Dreieeke  Otmx  «ivrtk 
den  harmonischen  I^ol  der  Gemdeo  gebt,  so  sind  (nach  2)  links) 
sowohl  c,  C,  als  6,  b|  zog.  härm.  Pole,  also  das  Rechteck  J/c.  .Vc, 
dem  Quadrate  des  halben  Durchmessers,  der  dem  00^  zugeordnet 
ist,  und  das  Rechteck  Mb.JUhx  dem  Quadrate  der  haibeu  anderen 
Achte  ffleicb.  Bi  sei  diese  halbe  Aebae  ee  Wie  Mn^Mm» 

Ä^;  ferner  3/0=zJ,,  üfc.  ifc,  =  i?»'. 

Der  Tunkt  a,  ist  der  harmonische  Pol  der  Senkrechten  Oi^ 
aUo  MA*^üi=Jlim*s=iA*i  uud  au«  den  Proportionen 


ÜßtMbsssmtMm 


ergibt  ueb  ' 

Mb. Mi  oder i/(C.Ä;c,  =  ür,»  = 
'  eiin>eini|* 


Jfb  •  Afbt  *  ew « eMg 


Aber 


0tt,*ss<)a*+«a,'  und  Jr^*s5^.*ss  Ita«+Jf«*; 


am .  am ,  =  (-^  —  Ma)  {A  -4-  ^a) 


■ 

Demnach  ist 

 ig*. gg, -Hilfe». ifg,  ^».gg,  +^*.Jfa 

ifg,  —         ifg,  * 


ifg, 


all» 

Aig, 
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intlem  bei  der  Ellipse»  wo  A  swischcn  Mund  a,  fällt,  die  oberen,  b«i 
der  Hyperbel,  wo  ft,  twiiekeo  JU  and    fäUt^  die  OBterea  ZeielM« 

SU  nehmen  sind. 

Gehen  wir  jetit  zur  Figur  des  ersten  Beweises  zurück,  so  ist 

weü  dort 
wor;  olso  iit 

Ax  .ßt^äfa.Max «  oder  jin.B, :  J#a.  JA.  sif 

Ist  nhor  /*  der  Inhalt  des  Parallclogramins,  welches  durch  die  End- 
pnnkte  zweier  reellen  oder  ideftlen  zugeordneten  Durchmesser  be- 
stimmt wird,  so  verhält  sich: 

JP: AJÜMAi  =J,.ß,:ßfa.J9fa^,  also ,  da  Maa»  =  iMn . M.  ia^ 
J*:%A.Mx=zß:M,^  folglich  Pss iA.B, 

Neonen  w  »  den  tob  A^t  B^^  eingeselilosteDen  Winkel,  so 
ist  P—  2^, .  ^, .  UD  a  =  2^ .  ^,  also       -f-  jff,)*  =s^«  +  i9* 

'  d.  b.  Ar  die  EHi|ise  ist  A.-^B,,  and  fiir  die  Bllipse 


Mn  a 


und  Hyperbel  ist  A, .  iGf ,  ein  Hniimam  oder  Minimum,  je  nachdem 
a  ein  Minimosi  oder  Maximnm  ist;  nnd  da  für  erster« 

för  die  letslere 

{A,-^B,){A,^S,)==zA--ß\ 


so  ist  für  beide  A^  —  B^  eiu  Maximum  oder  Minlnasiy  je  DaehdoB 
A,     iB,  ein  Minimnm  oder  Maximum  ist. 

Seien  andererseits  a,  a,  zwei  beliebif|o  sngeordo.  Achsen» 

punkte,  welche  eotweder  einer  von  zwei  reellen,  oder  6)  einer 
idealen  Aclise  aop^ehüren;  durch  a,,  den  äusseren  Punkt  in  beiden 
Fällen,  seien  zwei  Tangenten  gezogen,  und  ausserdem  die  beiden 
Tangenten  in  den  Scheiteln  m»  m,  der  anderen  Aebse,  deren  eine 
von  jenen  beiden  in  n,  q,  die  andere  in  n,,  m  geschnitten  werde. 
Die  Tangente  ntt,  berühre  den  Kegelschnitt  in  r  und  schneide  die 
andere  Achse  in  f.  Man  ziehe  noch  die  Geraden  n<),,  ^i^i*  Va, 
welche  auf  atti  senkrecht  stehen  und  dieselbe  inb,  b|,a  schneiden. 

Da  dto  harmonisehe  Polare  des  Punktes  a  durch  die  Bcko  ti. 
des  dem  Kegelschnitte  umschriebenen  Dreiecks  Oinq  geht,  so  sind 
*(nach  2)  rechts)  die  Geraden  an,  aq  zwei  zugeordnete  harmonische 
Polaren.  Ist  also  Winkel  na,b  =  a,  und  tng .  nab .  tng .  qabi  =: 
tng'.a,  so  sind  a,  a^  die  Hälften  zweier  zugeordneten  Achsen» 
pnnktwinkel. 

Da  die  Pnnkle  f>  n»     lti  .harmonisch  sind»  so  sind  es  auch 
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r  ■ 

4i€  Pmikt«  M  Her  lliltelMiBict  des  KtgeischiiitU),  h/ü,  b,;  «Wr 
(i,^=:a,l.,  «Im  ancli  a|jf.'aaa=sa,b' =  Dtamb  ist 


"  —  ob'  ab,  ab.ab»' 


aber 


«b.ab,ss'(«.b^«a,)(«ibi+m,)sc:«,b*^M«*  =  a|il#.M,— «a,* 
»lio 

Idi  Fall  einer  ideulen  Aflise  \&l  üiM-^  aJH  =z  aa^ ,  uod  im  Fall 
zweier  reellen  isl'a,  iV^ttitf  =aai ;  und  d«       .  Jva,  =  dem  Qua- 

drate  dieser  halben  Aclise  =  iff',  su  ist  tug^a  zttDgr>a, 
Ferner  isfc 


also 


MS  »CM^ 


Endlich  im  Falle  weho  0,0,  auf  der  reellen  Aebse  einer 
Hyperbel  liegen,  seien  m,  m,  die  Scheitel  dieser  Achse,  ji, 
die  Tnn^enten  in  m,  m,,  und  von  dem  änsseren  Punkte  a  seien 
zwei  Tangenten  gezogen,  welche  den  kegelKchnitt  in  r,  6  berüh- 
ren und  die  «i,  in  n,  11 1,  a,  schneiden.  Zieht  man  jetzt 
die  Geraden  a,ll,  a,<|,  sn  müssen  dieselben  (nach  2)  rechts)  sng. 
harmonische  Polaren  sein,  und  eben  deshalb  muss  a,tl  durch 
und  a,q  tlurch  n,  gehen.  Die  Winkel  naq  =  2a  nnd  oai^sSo» 
sind  zugeordnete  Aehsenpunktwiukel  und  man  hat 

ö       om    an, '     * .  *      a,«  Oi«, 

Aber 

Am .  am,  SS  {Mm — maX^Vm  -f-  M(x)        —  Jfa« 

=  Ma .  J/a ,  —  J/a'  =  Afa .  aa„ 
aim.aitn,  =(i/a,  —  ilfm)(ü#a,     i!/m)  =  iVo,»  — -i' 

=ilfai'  —  iVa.  ifa,  sifa^oat* 

Ahio  ist 

tng'a-tngX  =  ^S^^  •  ^^^^^^  = 
Die  Tangenten  werden  von  allen  übrigen  projefctivisch  ge* 
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Bchoittea,  und  ihr  DurcliscbDitt,  den  die  wecbielseitigeD  BerühruDgs- 
ptiokte  cntsprecheo ,  ist  hier  unendlich  entfernt;  also  sind  m,  tsti 
ihre  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen,  und  es  ist  fnifflich  das 
Rech?erk  nm.l^fll,  constunt  (Kinleif.  11,  Das  nämliche  gilt 

also  auch  von  der  Diß'ecenz  tng'u  —  tng'a,,  und  da,  wenn  a  luit 
jif  zusammenfallt  und  inr  idealen  Aebse  gerechnet  wird,  die  Tan- 

gcRte  des  Complementes  von  a  =  ^,  also  tng a  =  ~,  weil  a,  =  0, 

SU  ist  nm.n,ni,  oder  das  Quadrat  des  hallten  Segmentes,  das  die 
Asymptoten  auf  Jeder  ScbeiteltaDgeutü  uLschueideo,  =Z^^,  und 

Ug'a  — <Dg'a,  = 

I0  Felle  der  Parabel  itt  am  =  aim,  also  tsgasstoga,. 


5.  In  jeder  Ellipse  itt  die 
Swnime  der Qondr»te sweier 

beliebiprcn  zu  creordnetr  n 
Oarchmesscr  deriSumme  der 
Quadrate  beider  Achsen, 
ond  in  jeder  Hyperbel  ist 
der  0nterschied  der  Qua- 
drate eines  heliehigen  reei - 
len  und  des  ihm  zugeordne- 
ten idealen  Durchmessers 
dem  Öntersebiede  der  Qua- 
drate der  reellen  und  der 
idealen  Acbae  gleicb. 


IL  lo  jeder  Ellipse  oder 
Hj  p  e  r  b  e  I  verhalten  s  i  0  h  d  i  e 
(echtecke  unter  Je  zwei  zu- 
geordneten Durchmessern 
umgekehrt  wie  die  8inni 
der  von  ihnen  eingeseblo'a- 
senen  Winkel* 


5.  In  jeden  Kegelacbnitte 
ist  die  Soninie  oder  Diffe- 
renz der  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  zweier  zu- 
geordneten halben  Achsen- 
nnnktwinkel  der  «weiten 
Potenz  der  Tangente  des 
entsprechenden  reellen  oder 
A  s  y  m  {*  t  o  t  e  n  W  i  n  k  c  1  a  gleich, 
und  zwar  die  Summe,  weua 
die  Aebsenpnnkte  einer 
idealen  Achse^  die  Diffe- 
renz, wenn  sie  einer  reel- 
len Achse  angehüreuj  und 
es  ist  in  diesem  letsteren 
Falle  bei  der  R I Ii  p s c  der 
ideale.  !)  0 1  der  Hyperbel 
der  reelle  V  c  Ii  s  e  n  p  11  ti  k  ( w  i  n- 
keldergrösserevou  beiden. 

6.  I  u  jedem  K  egelschnitte 
verhalten  sicli  die  Producte 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneten  halben  Acb- 
senputf ktwinkel  nmgekebrt 
wie  die  Abstände  ilirerScbei« 
tel  von  einander. 


7.  In  jeder  Ellipse  nder  Hyperbel  sind  alle  dvreh  die 
Cndpnnkte  oder  Richtangen  der  sngeordneten  Durch* 

me^^ser  bestimmten  eingeschriebenen  oder  umschriebe- 
nen P  am  lleiogrammc  einander  und  den  durch  die  Achsen 
bestimmten  Paralielogrammen  gleich. 


8.  Iti  Jeder  Ellipse  ist  die 

Snmme  zweier  zugeordne- 
ter Durchmes^ser  umso  gros- 
ser,  und  i hr  Cnterschied  um 
so  kleiner,  je  kleiner  der 
Winkel  ist,  den  sie  ein- 


8.  Die  Summe  zweier  zu- 
geordneten Acliscnpunkt- 
winkel,  deren  Scheitel  auf 
der  idealen  Achse  einer  Hy- 
perbel liegen,  ist  um  se 
grSsser,    und    ihr  Dnter- 

.  18 
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•cVlietieii;  4ah«r  bilden  dU 
idealen     Aiyaploten  die 

f^rösste  Summe  und  sind  ein- 
ander fcleicli,  und  die  bei- 
den Acliscn  bilden  die  klein- 
ste Sasmt,  and  die  eine  ist 
der  Q^rÖsste,  die  andere  der 
kleinele  «l&er  Direlmesser. 


schied  mm  ee  kleiner,  je 
kleiner  der   Akttnod  ihrer 

Scheitel  von  einander  ist; 
daher  bildend  iejenigeo, de- 
ren Scheitel  die  ideale^ 
Scheitel  des  ikcgelseknit» 
jtes  sind,  die  c::r()S8te  Summe 
{lind  sind  einander  fifloich, 
und  der  entsprechende 
Asy mptotenwinkei,  weicker 
der  crrösste  unter  Mlen  ist, 
bildet  mit  dem  ihmrticreord- 
neten  Ac  Ii  senp  u  ü  k  t  wi  d  k  e  I  , 
weicher  gleich  Null  ist,  die 
kleinste  Saninie. 


3)  Gehen  wir  noch  einmal  zur  Fif^ur  des  ersten  Beweises  dfr 
vorigen  Satze  (links)  zurück;  doch  sei  jetzt  iVin  ein  Durchmesser, 
dessen  zugeordneter  deo  Nebenwinkel  von  aa^  hälftei,  6o  ist  JJa 
sjrai  und  ilfa,  =  m«  =  noy  also 

Ma,  MadLJUa^ .  üfa,  =ifa.  J/a=h Jtfa.aa  =  it/a(il/a=i=aa) 

Wiederkelt  man  diese  Betmcktnng  in  Aosebunp;  der  öbrifea 
drt'i,  von  0,  0,  gebildeten  Winkel,  so  erhült  man  ein  itm  KegeU 
schnitte  umschriebenes  Rechteck^  dessen  Diagonalen  die  constante 
Grösse  IMa  babcn^  also  darf  man  schliessen: 

9.  Die  Sckettel  aller  rechten  Winkel,  welebe  einer 
Ellipse  eder  Byperbel  amschrieben  sind,  lieften  nif  dem 
Umfange  eines  mit  dem  Kegelschnitte  concentriichen 
■Kreises,  und  je  zwei  Sehnen  dieses  Kreises,  w«lclic 
durch  die  Schenkel  dieser  rechten  Winkel  bestiumt 
werden,  haben  die  Länge  zweier  zugeordneten  Dnr;k» 
Besser  der  Ellipse. 

Da  nun  zwei  involuiorische  Strahlbüschel  ungleicliliegend  ii. 
Tolutorisch  -  gleich   sind,  wenn   ihre  Hauptstrahlen   rechte  Wink^ 
bilden,  und  da  zwei  involutoriscbe  Cierade  involulorisch-gleich  sind* 
wenn  einer  ihrer  Hauptpunkte  nnendliek  •  entfernt  ist,  so  folgtt 


10.  In  der  Ebene  einer  je- 
den Ellipse  oder  Hyperbel 
liegen  die  Mittelpunkte  al- 
ler nngleiehliegend  invelv- 
torisch- i^Ieicken  Strnblbü- 
scbel,  welche  von  zugeord- 
neten Ii  arm  (mischen  Pola- 
ren gebildet  werden,  auf 
dem  Umfange  eines  mit  dem 
Kegelschnitte  concentri- 
seilen  Kreises,  dessenDurch- 
messer  die  Diagonale  des 
von  den  Achsen  gebildeten 
Reebtecka  ift 


10.  Die  Ellipse  besitzt  in 
ihrer  ganzen  Ebene  keine 
Gerade,  deren  zugeordnete 
harmeniaeb«  Pole  Invelnte- 
riacb-gleicbe  Gerade  bii« 
den;  dagegen  hat  in  der 
Itibene  der  Hyperbel  jede  mit 
den  Asjmptoten  parallele 
Gerade»  und  in  der  Eben« 
der  Parabel  i^^^i^  Durch* 
meaaer  diea«  fiigtaaekalt 
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Bfi  der  gleicbseitigreo  H^pejrbel,  welche  rechtwinklige  Asjia- 

? toten  hat,  sciHvindrf  <!rr  kreis  (links)  in   den  Mittelpunkt  der 
!urve  zusammen«  und  bei  der  Parabel,  wie  aus  den  Fulgeodea 
bervorgeheo  wird,  artet  er  in  eine  Gerade  aus. 

4)  Weno  es  einen  Pankt  F  gibt,  detteo  Strabloa.  als  softe* 
ordnete  harmonische  Polareq  in  Bezug  auf  eioeo  Kegelsehnitt,  eine 
Involution  der  redifrn  ^Villkel  bilden,  so  miiss  derselbe,  t! »  eine 
solche  Involution  gleicliliegeride  Gebilde  cntliiilt,  innerhalb  det 
Kegcläclinitte«  liegen;  und  er  musa  zu  einer  Achse  gehören,  weil 
■ooBt  eioo  «lit  der  Achse  parallele  Gerodo  onf  der  ibr  zugeordootoo 
liaraioiiiiclieD  Polaro  oicbt  senkrecht  tteheo.  kdonte. 

m)  Aon  denke  sieb  voo  dea  frofrKcheo  Ponkto  F  noch  den 

Borübrangspunkten  zweier  beliebigen  Tangenten  die  Stralen 
nach  dem  üurcliscimittc  beider  Tangenten  den  Sirahl  a  und  aus- 
serdem die  dem  a  zugeordnete ,  out' .ihm  senkrechte  harmoniscbif 
Polare  eff  gezogen,  so  gebt  die  Berührungssehne  dieser  Tangen- 
im^  als  barmoniorhe  Polare  eines  aof  m  Itegeodon  Punktes^  dorch 
don  auf  AT,  liegenden  barmoaiseheo  Pol  fo.n  a,  schneidet  also  die 
vier  Struiiien  «7,  Pt  a^,  ff  in  vier  harmonischen  Pimkten,  und  da 
nun  diese  Strahlen  selber  harmonisch  sind  und  a  zu  «r,  rechtwinklig 
so  hälftea  die  Strahlen  «r,  «i  die  von  py  q  eingeschlos* 
oooeo  Winkel  nnd  Nehenwinkol. 

b)  Ks  seien  sofort  zwei  feste,  nnd  eine  beliebige 
dritte  Tangento,  ans  F  seien  nach  iliron  Berikmoffiponkfen  die 
Strahlen  f/.  r,  und  nach  den  Durchscbnitten  Ton  A^  mit  A^ 
die  Strahlen  a,       gezogen,  so  ist 

«7,^=®.  #.r;  also 
SB.  apdz^,  «,y  =  aß.  ard=SB.  a,r  =  äB.  srar,, 

WO  die  oberen  oder  latefen  2*eicbeo  zn  4iebnien  sind,  je  nacbdeoi 
r  »wischen  oder  ansserbalb  p.  q  liecrf.  Es  ist  aber  SB.  pq'=- 
SS^  aa^  oj)  =ir  ®.  a ,q  ==2  Si).  0«r,;  also  ist  Sß.  ua^  von 

unveränderlicher  Grosse. 

c)  Insbesondere  seien  jetzt      A^  die  Tangenten  io  den  Schei- 
teln eioor  rooNon  Aebso,  weleho  den  Pnnkt  F  onfboltoo  würde 
denn  auf  einer  idoalon^  deren  sämaitlicho  Punkte  ausserhitlb  des 

Kegelschnittes  liepren,  kann  F  nidit  sein  — so  ist  jetzt  der  so  eben 
mit  pq  bezeiciinele  Winkel  '=:.%ii^  aUo  der  Winkel  «r«,  fiir  eine 
beliebige  dritte  Tangente  ji^:=zii.  Beschreibt  man  also  über  dem 
von  Ay  At  ioierceptirten  Segaiettte  der  A^,  als  Dnrcbaiesser,  einen 
Kreis,  8»  schneidet  er.  wo  möglich,  die  Achse  In  swei  Pwiklon, 
deren  jeder  ein  solcher  Punkt  F  ist. 

In  der  Tlii»t,  da  die  harmouiscbe  Polare  des  Punktes  F  nach 
dem  unendlich  entfernten  Durchschnitte  von  ,  geben  muss, 

'welfho  aiit  A^  ein  dem  Kegelschnitte  nsischriebeoes  Ureieck  bilden, 
so  sind  die  rechtwinkligen  Strahlen  a,  «r,,  welche  F  mit  den  bei- 
den anderen  Ecken  dieses  Dreieck«  verbinden,  zno^eordnete  liarmo- 
Dische  Polaren;  und  du  bereits  die  Achse  und  der  in  F  auf  ihr 
senkrechte  Strahl  ein  anderes  Paar  dieser  Art  bilden,  so  müssen 
(nach  ollo  Paare  zugeordneter  hamooiscber  Polaren, 
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TAelcbe  (iurcU  diesen  lo  bestimmten  Punkt  F  geben,  zu  einander 
rechtwinklig  sein. 

Sind  m,  m,  die  Berii1iruDg8|iUDkte  von  and  a,  A,  ikr« 

Durchsclmittp  mit  so  sin<l  die  Dreierke  Pmo.  und  /^m,a,  ähn- 

lich, also  /"m  :  ma  =  m,a,  :  Fm,  und  . /"tn,  =  ma .  maj,  aber 
tna.ma,  ist  cuustuiit  und  dem  Quadrate  der  balben  aodereo  Acbse 
gleich,  ulcii.  findet  man  auch  die  beiden  Punkte  F,  F, ,  wenn  maB 
bei  der  Ellipae  die  eine  Acbse  selber,  bei  der  Hyperbel  deren  Ver- 
längerungen so  tlicilc.  (lass  jene  Bedingung  crfiilit  wird.  Zugleicb 
folgt  bieruus,  dass  nur  die  grosse  Acbse  der  Ellipse  solche  Punkte 
F,  Fi  eutbält. 

Pir  die  Parabel  Ihidet  mn  den  Punkt       iodeni  nm«,  wenu 

A  die  %'orhandene  IScbeiteltaDgenle  ist,  tn  a  auf       eine  Senkrechte 
errichtet,  welrlir  die  Achse  in  F  schneidet.   Denn  die  dieser  Senk- 
Vecbten  zugeordnete  harmonische  Polare  für  F  iat  mit  paraliei 


d)  Neck  Einfacher  nud  direkt  ttbeneugt  man  aicb  veo  der 
Eiitteoft  des  Panktee  F  nittelr  dca  ih»  tugeordneten  Achseopank» 

tes.  Denn  lettt  man  in  der  Relation  lng*a  —  tng*a|  ss  ^  den  Win- 
kel a  für  die  Ellipse  und  a,  för  die  Hyperbel  =:^jR,  so  ist  bezüg- 
lich tang^'a,  =  und  tng'a  =  A*  ^^  ^  ""'^  ^"'^  die  Para- 
bel a  =  a,  =:^/?.  Also  ist  der  Punkt  F  allemal  aut  einer  reellen 
Achse  vorhanden,  welche  grosser  als  die  andere  ist;  und  man  er- 
hält hiermit  zugleich  eine  neue  Construction  von  /*,  weicke  darauf 
kinanaliuft,  an  den  Kegeleehnttt  eine  Tangente  von  gegebener 
Richtung  zu  legen. 

Jeiler  Punkt  in  derKbene  eines  Kegelschnittes,  des- 
sen sämuitliche  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pola- 
ren zu  einander  reebtwinkJig  sind,  beiaat  ein  Biei^n. 
punkt  des  Kegelschnittes,  jeder  Strahl  denelben  eine  Zng- 
linie  und  jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  er  ist  unil  dessen  Sehen* 
kel  nach  den  Durchschnitten  zweier  Tangenten  mit  emer 

beliebigen  drftteu  gehen,  der  ^VLA^A^^  gehörige  Zugwinkel  de* 
ses  Brennpunktes. 

11.  Ein  jeder  Kegelschnitt  bnt  zwei  Brennpunkte, 
welche  bei  der  Ellipse  auf  der  grossen  Aehse,  and  bei 

der  Hyperbel  auf  den  Verlängerungen  der  reellen  Aehnn 
liegen  und  dieselbe  in  je  zwei  Segmente  theilen,  deren 
Rechteck  dem  Quadrate  der  halben  kleinen  oder  idealen 
Acbse  gleich  ist. 

12.  Gehen  von  einem  Brennpunkte  nach  den  Berüh- 
rungspunkten irgend  sweier  Tangenten  nwel  Strahlen, 

so  wird  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  durch 
den  nncli  dem  Dnrcbscknitte  der  Tangenten  gehenden 

Strahl  gi^iiiilftet. 

13.  Der  zu  zwei  feston  Tansrenten  gehörige  Zue^win- 
kel  ist  von  un  v  er  ä  uderlich  er  Grösse  und  zwar  dem  hal- 
ben Winkel  gleich«  welchen  die  nach  den  Berfihrnngn- 
punkten  gehenden  Zn^linien  einsehliessen. 


u.  s.  w. 
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DvrelitchniU  anf  der  hirmooiicheD  Polare  des  Breno- 
pnoktes  lieft,  iat  ein  rechter. 

Geht  im  Falle  der  Parabel  die  veränderlidie  Tang^erite  \m 
die  unendlich  entfernte  Tangente  über,  so  werden  die  Zugliiiien 
/*a,  den  TaogeDteD  A^  parallel,  so  duss  iS.  aFa,  dem 
von  At  Ai  gekiMetott  vad  «wer  von  der  Parabel  abgewendeten 
Winkel  gleich  wird: 

15.  Die  Du  rchs  eh  n  i  tts]>  u  n  k  te  dreier  beliebiger  Tan-  t 
genten   einer   Parnbel   liegen   auf  dem   Umfange  eioeo 
Kreises,  welcher  durch  den  Brennpunkt  gebr. 

Iat  8  der,  DoreliBehnitt  der  Tangenten  A^  A^  einer  Porabel, 
oo  iit  krall  des  vorigen  Satzea  auch  noch  ®.  aa,/*s  18.  oM*; 
voriirt  aian  also  die  Tangenten  A  und         so  folgt: 

16.  Die  Fusspunkte  aller  Zuglioien,  welche  mit  den 
verschiedenen  laugenten  einer  Parabel  einerlei  Win- 
kel bilden,  liefen  ovf  einer  und  dertelbeji  Tangente, 
und  zwar  auf  der  Tan|fonte  in  Sebeitel,  wenn  dieier 
Winkel  ein  rechter  ist. 

Ks  sei  jetzt  m  der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  Tangente 
eines  Kegelschnittes,  und  a,  i>  seien  die  Durchschnitte  derselben  mit 
der  ffroaaen  oder  reellen '  Acbie,  welebe  die  beiden  Breannnnkte 
JFfFi  enthält,  und  mit.  der  Tangente  in  dem  einen  ihrer  Scueitel; 
mun  ziehe  die  Zuglinien  rh,  /'iin,  F^h\  so  ist  (nach  12) 

sowohl  55.  mFb  =  5B.  aFb,  als  5B.  mF,6  =  ®.  aF,b,  also  bat 
man  nach  einem  bekauotea  Elemeutursatze  die  Proportionen: 

Ai :    = bm  s  ba;  Fit» : /*,a  s  bm :  ba, 

folglich  ist  Fm :  FarsFiin  woran»  dureh  Umkehrung  des 

gedaebten  Satzes  sich  ergiebt,  daas  der  fSS,  fSüFi  bei  der  Ujper» 
bei,  und  sein  Nebenwinkel  bei  der  Ullipie  durcb  die  Tangente  in 
n  gehälftet  wird. 

17.  Gehen  nach  einem  Punkte  auf  dem  Umfange  eines 
Kegclsciinilte»  von  beiden  Brennpunkten  desielben  swei 
Znglinien,  ao  wird  der  von  ihnen  eingescblossene  Win- 
kel oder  Nebenwinkel  durch  die  l^angenie  jonott 
Punkte  gehälftet. 

üiind  m,  n  die  Berührungspunkte  zweier  beliebigen  Tangenten 
eines  Kegelscbnittea  und  t  ibr  Durchaebnilt,  und  miobt  «an  die 
Znglinien  jPm,  /*a,  JPi^  F,m,         F^Xt  und  lind  d,  tf,  zwei  be* 
liebige  Punkte  auf  ilen  Verlängerungen' VOU  mit  CQf  10  bat  MM  ' 
folgende  Wiokelbeziehungen; 

mF,  r  =g  gtfiF,  —  <rF, ;  alm        •  • 

m)  für  die  Ellipse: 

mFr -h  mF,r  =  ($mF-i- 0mF  0  —  (wF-i- ttF,) 
■ttd  eben  so 

+ uF,  t  Ä  (d  ,nF  H-  «illF,)  —  (d,  cF  -4-   tF, ). 
Abör  uacb  17.  Ist 

diiiF*|-diiiF|  ss2ilss«,iiF-|-d|nFM 
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und  »ugleicb  ist 

<ir/'-K|t#',  ss/^/*, -f-2.<,t/^,i  aUg  bat  mafe 

^)  Für  die  Hyperbel  ist 

mF% — w/'jr = (dniF — <mF,)  —  <<r-F—  <t^,), 

ud 

<tgF— <,c/^,x=:/VF,  ^a.g^r/^,;  ttUo  hat  man 

c)  Eodlicb  iit  (uacb  12)  für  die  Ellipse 

nnd  für  di«  Hyperbel 

alio.  xQDftcbft  fdr  beide 

and  desbalb  für  die  Ellipse 

m  Fr  +  raF,r  =  ini/'n    »mF,  n  =  2Ä  —  mrn, 
lär  die  Hyperbel 

m/V — »F,r  =  imFn  —  imFtii = mrn. 

18.  Die  Zuglioien,  welche  deu  Durclischn itt  zweier 
Teogenten  mit  den  beidea  Brennponkteo  verbiodeo,  bil- 
den mit  dieeen  Tangeeteo  gleieh«  Winkel. 

19.  In  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  bezüglicb  die 

Summe  oder  Differenz  der  zu  zwei  festen  Tan geoten 
g  e  Ii  ö  r  i  g-  e  n  /  n  t<^  ^  i  n  k  e  1  beider  IS  r  c  ii  ii  |)  u  n  k  t  e  dem  einen 
von  diesen  Tangenten  eingeschlusseueu  Winkel  gleicb. 

Icli  srlilie«ise  diesen  %.  mit  der  Rntwiekelungf  einiger  Ric^eo- 
scbnfteii  der  Brennpunkte,  von  denen  die  sogenannte  («eometrie  der 
(jrüsse  oft  dtc  übrigen  -Kigeuücliaften  der  Kegelsclinille  uberlmupl 
berieitel,  und  on  dereatwillen ,  wie  es  sebeiat,  Herr  Poncelet  tnr 
'  Tbeorie  der  doppelten  BerUbrong  »eine  Znflnelit  nimmt. 

Rinc  beliebige  Tangenre  berülire  einen  Kei^elsebnitt  in  q  und 
✓  schnei<le  eine  Hnupt- Scbeiteltangenle  in  a-,  von  a  sei  auf  die  Zug- 
linie /q  oder  F^q  eine  5cukreclUc  am,  gefallt,  deren  Eusspuokt 
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•i«  vimI  es  mI  m  4tor  Scbeitel  des  KMralidiBitte«»  tob  69m  f(«rt* 
4et  wird:  lo  ist  (oadi  U) 

80.  Ziebt  mmn  too  einen  beliebigen  Punkte  der  Tan- 
seBte  im  Scheitel  der  frrostea  oder  reellea  A.ebse  einea 

Kegelschnittes  die  zweite  Tangente  an  denselben,  und 
fällt  auf  dieZup^linie,  welche  den  Berührungspunkt  der 
letzteren  uiit  einem  Brennpunkte  verbindet^  von  jenem 
Punkte  eine  Soakreehte,  so  liofren  die  Faaspnnkte  aU 
(er  dieaer  Sonkroekten  auf  dem  flmfange  eines  Kreisea» 
der  jenen  Brennpunkt  zum  IVlittelpunkt  und  die  Entfer- 
nungf  desselben  von 'jenem  Scheitel  zum  llulhmesser  hat, 
und  zwar  gibt  es  vier  solche,  paarweise  cooceutrisch« 
Kreise; 

Achnliche  SHtze  gelten  BBtOr  ModiGcntionen  von  den  beiden 
aoderen  Scbeiteltanrrenfen,  ja  von  vier  beliehig-en  festen  Tangenten.  *' 

Es  werde  in  der  «»rineti  Figur  die  Tangente  ac|  von  der  har- 
monischen i*oiare  des  lireunpuuktes  in  Z  geschnitten;  von  q,  a 
iOle»  auf  dieatlke  Polare  die  Sookreehtca  aa  gefdllt,  derMi 
Fnaapnnkte     m  sind,  and  Z  aut  /*  Torbnaden,  ao.ferhält  ilek 

indem  #V|  ond  ß'Z  saf^eordoete  barmonische  Polaren »  also  recht- 

winklig  zu  einander  sind;  und  da  nun  q^ : /^q  =  a«r : /\n, ,  ober 
aa  und  Fm,  constant  sind,  so  ist  auch  das  Verhältuiss  M:Fc^  für 
alle  Punkte  q  conütant.  Bei  der  Parabel  iat  a«  =  /Ml,.  also  q^ss 
/*q.  und  im  allgemeinen  Falle,  weAo  n  der  Geffenscheitel  Ton  m, 
nnd  wenn  f  der  sngeordoete  Acbseo|>nnkt  von  P  Ist,  bat  man: 

aa :  / m  =  fm :  Fm  =  fu :  Fn  =  fn  —  fm :  Fn  —  Fm  =  mn  :  FF^, 

1 

d.Ji.  dem  Verfaällniss  der  grossen  oder  reellen  Achse  snr  Ezeen- 

tricität  gleich. 

2t.  Uas  Vcrh^ltniss  der  Abstände  eines  beliebigen 
Panktes  anf  dem  ümfangc  eiaes  Kegelscbalttes  von  ei- 
nem seiner  Brennpunkte  nnd  von  der  harmonischen  Po*, 

lare  des  letz tnrcn  ist  constant,  und  zwar  im  Falle  der 
KIlipse  und  Hyperbel  dem  der  llxccntricität  zur  grossen 
oder  reellen  Achse,  und  im  Falle  der  Parabel  dem  der 
Einheit  gleich. 

Verlängert  man  die  mit  mn  Parallele  <|7  fiber  q  hinans,  bis  sie 
die  hurmomschc  Polare  des  zweiten  Brennpunktes  F^  in  ^,  schnei- 
det,  und  ist  f,  der  zugeordnete  Achsenpunkt  von  ilf  der  Mit- 
telpunkt des  Kegelschnittes,  so  ist  für  die  IJllipse 

W     W I  =  V9i  =  ff I  Ä^^fi 
«ad  für  die  Hyperbel 
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*  lad  für  beid« 

•lio  ««eb  für  die  entere 

/\| -f- F,  q :  y  q -h  ,  q  =  F<| F,  <| :  a Jff  =        :  um, 

nod  für  die  letztere 

Aber  es  ist  Mm"*  ~  MF .  M\,  also  yWm :  iVf  =  il//^ :  oder  tllll:SJ^ 
=:  FF^ :  mn.   Folglidi  itt  besöglicb  /\|     /"(^  s  twi. 

22.  le  jeder  Blli|ise  iit  die  Snaaie  ond  ie  jeder  Hy- 
perbel  iet   der  üatereebied    der  Abstände  der  beide» 

Brennpunkte  von  pitiotn  ])(>He hitton  Punkte  des  Umfan- 
ge« besiiglicb  der  grossen  oder  der  reellen  Achsegleieb 

Dieser  Seit  ergiebt  sieb  übrigens  sebr  leiebt  «ucb  eni  des 

17teD  Sutze. 

Verlängert  man  /^,q  über  q  hinaus  und  frillf  von  F  auf  die 
Tangente  in  q  eine  Senkrechte,  welche  sie  in  a  und  die  F^^  in  f 
schneidet,  so  ist  2B.  Fqa  =  fqa  (17),  als% /la  ==:  fa,  und  da  auch 
MF=JUF,,  so  ist  die  Gerade  Ma  parallel  F^U  m\wö  FF,zß^M 
=  F,f:ilfa=2:l,  and  da  F,(s=#*,<|sb#V|ssr|iiii,  so  nt  Jf« 
SS  JUtn. 

23.  Die  FoBtpunkte  aller  Se»Jtreebteii,  welche  aue 

den  Brennpunkten  auf  die  Taageateo  einer  Ellipse  eder 

Hvperliei  gefällt  werden,  liefen  auf  dem  ümfantre  eines 
Kreises,  dessen  Durchmesser  die  greise  oder  reelle 
Achse  des  Kegelschnittes  ist. 

(Wiri*ffirtg«sstBt.) 


T 


uiyai^uj  Oy  GoOglc 


281 


Ueber  die  Transformation  der  Fignren  in  an* 
dere  derselben  Ckittuog. 

*  Von 

Herta  Professor  €.  T.  Anger 

SU  Daniif. 


Die  allgemeinste  Losang  des  Problens:  Figuren  in  andere  der* 
selben  Gattung  zu  transformiren ,  wird,  wie  es  scheint,  durch  die 
Perspective,  und  zwar,  wo  es  sich  um  die  Transformation  körper- 
lielier  OebiMe  fcnii^ett,'  dmreh  4h  Bnsrelief-Ptortpective  gfeboteo» 
ja  wir  werdeoftSM  aognr  ibarseugen,  dass  diese,  naf  |^iis« 
Weise  sprcialij^rt ,  auch  geeignet  ist,  für  eUene  Figuren  eine  all- 
ffcmeine  Transformation  darzubieten.  Wir  beginnen  mit  einer  hier- 
her gehörigen  Aufgabe,  welche  Newton  im  ersten  Buche  der  Prin- 
cipia\  l^am  XXn,  vorträgt,  ?on  der  sieb  seig«ii  Msat,  dui  «• 
ein  besonderer  Fall  der  Perspective  ist.  Du  eine  genaue  Binsicbt 
in  das  Wesen  der  Newtonschen  Methode  wünschenswerth  ist,  so 
mag  eine  Uebersetsung  jener  Auflösung  der  folgenden  Betrachtung 
hier  vorangehen. 

Fignrea  in  aadere  Figuren  derielbeD  6slt«iig 

«■susrnadelo.' 

Es  sei  (Tnf.  V.  Fig.  1.)  irgend  eine  Figur  NCI  amuwnndeln. 

Hau  ziehe  beliebig  die  beiden  pnmnelen  Geraden  .t/  0,  RL^  welche 
irgend  eine  dritte,  ihrer  f^age  nticfi  gegebene  AB  in  A  und  B 
schneiden,  und  von  irgend  einem  i'unkte  G  der  Figur  nach  der 
Geraden  AB  eine  Gerade  GD  parallel  mit  OA.  Ferner  ziehe 
■en  Ten  einem  beliebii^en  in  der  Linie  OA  gegebenen  Pimkte  0 
nacb  dem  Punkte  D  die  Gerade  OD,  wefcbe  die  in  triSI, 
und  vom  Durchschnittspunkte  die  Gerade  tig^  welche  einen  belie- 
bigen gegebenen  Winkel  mit  der  Geraden  BLt  bildet,  und  zu  Od 
dasselbe  Verhältniss  bat,  wie  DG  i\x  0D\  dann  wird  g  in  der 
■enee  Fiffiir  hf^  ein  PunlLt  eein,  welcher  dem  Punkte  O  eatiprieht 
Auf  dies^be  Weise  werden  die  einzelnen  Punkte  der  ersten  Figur 
eben  so  viele  Punkte  der  neuen  Figur  geben.  Nimmt  man  daher 
ao,  dass  der  Punkt  G  mit  stetiger  Bewegung  alle  Punkte  der  er- 
sten Figur  durchlaufe,  so  wird  der  Punkt  g  mit  ebenlnlli  atetisrer 
Bewegung  alle  Punkte  der  neuen  Figur  durchlaufen,  und  diesabe 
beschreiben.  Der  Unterscheidung  wegen  heissc  DG  die  erste  und 
.dg  die  neue  .Ordinate i  AD  die  erste  und  ttd  die  neue  Abseiisei 
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O  4er  Pol,  OD  4ef  Sehneidestrahl  (radius  abMiodeos ) ,  OA  der 
erste  Ordinatenstrahl  und  Oa  ( dorcli  wricbe  das  ParmllelognBB 
OABa  vollendet  wird)  der  neue  Ordinuteiistrabl. 

Ich  bekaupte  duo,  dass  wenn  deo  Punkt  G  eioe  ihrer  Lage 
nach  gegebene  Gerade  trilll»  iivck  der  Punkt  a  dureli  eine  ihrer 
Lage  Duch  ge((pbene  Gerade  getroffen  wird.  Wenn  der  Punkt  G 
durch  einen  KegeUcfniitt  getroffen  wird,  so  fitidet  dasselbe  auch  im 
Punkte  g  Statt.  Der  kreis  wird  hier  den  Ket^i  l^clioitten  zugezählt, 
Weno  feruer  den  Punkt  O  eioe  Linie  der  ilritteu  Ordnung  trifft, 
■o  ist  datielbe  nach  im  Pnokte  g  der  Fall,  nad  eben  ao  bei  den 
Linien  der  böhern  Ordnungen.  Die  beiden  Linien,  welche  die 
Punkte  G  und  g  treffen,  werden  immer  vnn  einer  und  derselben 
Ordnung  sein.  Wie  sich  nämlich  ad  zu  OA  vcrhfilt.  so  verlirilt 
sich  Od  zu  OD^  d'^  zu  DiJ  und  AU  zu  AD\  demnach  ist  AD 

gleieb  ^^^^^  und  DG  gleich  Wenn  nun  den  Punkt  G 

eine  (lernde  trifft,  und  daher  in  irorend  einer  Gleichung,  welche 
die  Relation  zwi^ichen  der  Ahscisse  AD  und  der  Ordinate  DG  aus- 
drückt, jene  rnf>o.stin)inten  AD  und  DG  nur  bis  zu  einer  Dimension 

aufsteigen,  bo  wird,  indem  mau  in  dieser  Gleichung  ^^^^ 

AD  and  fdr  DO  icbreibt,  eine  naua  Gleicboag  antetebeB» 

in  welcher  die  neue  Abieisee  m4  itiid  die  neue  MUnate  dg  aar 
eine  Dimension  erreichen,  also  eine  Gleichung,  welclte  eine  gerade 
Linie  ausdrückt.  Weno  aber  AD  und  DG  (oder  eine  von  beiden) 
in  der  ersten  Gleichung  auf  die  zweite  Dimension  stetsten,  so  wer- 
den auch  ud  und  dg  in  der  neuen  Gleichung  dieselbe  Dimension 
erreichen.  Dasselbe  gilt  tob  drei  und  nehrern  Dissensionen.  Dte 
ünhestimmtcn  ud  und  dg  in  der  sweiten  Gleichung,  und  AD  und 
DG  in  der  ersten,  erreichen  immer  dieselbe  Atizahl  von  Dimen- 
sionen, weshalb  auch  die  l>.inien,  welche  durch  die  Punkte  Q  und 
g  gehen,  von  einer  und  derselben  Ordnung  sind. 

leb  beJiaupte  ferner,  dass  wenn  iif^ood  aiaa  Gerade  die  Itrasiaa 
Linie  in  der  ersten  Figur  berührt,  diese  Gerade,  auf  dieselbe  Weiaa 
mit  der  krummen  l^inie  in  dir  noue  Fiu^ur  übertrae^en,  jene  krumme 
i^inie  in  der  neuen  Kiifur  berühren  wird,  und  umgekehrt.  Wenn 
nämlich  z%vei  Punkte  einer  krummen  Linie  sich  gegenseitig  nähern^ 
und  in  der  ersten  Figur  mXi  efinnsder  ausnninienf allen ,  so  werdeu 
ancb  dieselben  Punkte,  wenn  sie  übertragen  siud,  sich  einander 
nähern,  und  in  der  neuen  Figur  znsummenfallen ,  weshalb  denn 
auch  die  Geraden,  welche  die<?e  Punkte  verbinden,  zugleicli  Tan- 
genten der  krummen  I^inien  in  beiden  Figuren  sein  werden.  Fs 
fiessen  sieb  fir  diese  Btbeuptunpren  aucb  Beweise  mebr  nach  geo- 
Mtriseber  Art  geben,  ich  will  mich  aber  kurz  ansdrileken. 

Wenn  also  eine  geradlinis^e  Figur  in  eine  andere  umzuwandeln 
ist,  so  reicht  es  hin,  die  Diirchsclinittsptmkte  der  Geraden,  durch 
welche  sie  gebildet  wird,  zu  übertrugen,  und  dieselbe  in  der  neuen 
Figör  durch  Gerade  an  verbinden.  Wenn  aber  eine  kmmnilinigu 
Figur  imgewandelt  werden  soll,  so  sind  die  Punkte,  Tan^ntea 
nnd  andere  gerade  Linien,  durch  welche  die  krumme  Linie  be- 
stimmt wird,  zu  übcrtrogen.  Dieses  l^emmn  dient  zur  Auflösung 
sehr  schwieriger  Aofgabeu,  indem  mau  dadurch  gegebene  Figuren 
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Gerade  werden  in  parallele  Gerade  umgewandelt,  indem  man  für 
d«o  •rtten  OrdinatesitrabI  eine  beliebig«,  «Inrcb  den  Dnrebiebiiitta. 

punkt  der  beiden  Geraden  gebende  Gerade  annimmt:  und  zwar  des-  ' 
nalb,  weil  jenes  Zusammentreffen  unter  dieser  Annahme  ins  rnciid- 
licbe  tällt,  .Linieu  aber,  welche  nach  einem  unendlich  entfernten 
Punkte  ihre  Richtung  haben,  mit  einander  parallel  sind.  «Die  Auf- 
gabe wird  alsdann  in  der  neuen  Fi^ur  gelöst,  wemi  mfto  dnreb 
die  nmgekclirten  Operationen  diese  l*igur  in  die  erste  umwandelt.  ' 
Dieses  Lemma  ist  nurb  nützlicli  bei  der  Auflösunf^  körperlicher 
•  Aufgaben.  So  oft  nämlich  zwei  Kegelschnitte  vorkouiuien,  durch 
deren  Dnrehicbnitt  die  Aufgabe  gelöst  werden  knnn,  so  l&sst  sieh 
•ine  von  ihnen,  sie  sei  nun  Hyperbel  oder  Parabel,  In  eine  Ellipse, 
Vnd  darauf  diese  KIlipso  leicht  in  einen  Kreis  umwandeln.  Khcn  so 
lassen  sich  eine  Gerade  und  ein  Kegelschnitt,  bei  Aufgaben  der 
ebenen  Geometrie,  io  eine  Gerade  und  eineo  Kreis  umwandeln. 


Diese  Methode  Newton's  für  die  Uniwandelung  von  Figuren 
io  andere  derselben  Gattung  ist  eine  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Perspective^  Denkt  sHin  sieb  oSsilieb  die  ebene  Figur  HOI  um 
AI  eis  Achse  gedreht,  so  dass  ihre  Ebene  mit  der  des  Paniers 
einen  gewissen  Winkel  bildet,  so  kommt  auch  Bit  aus  der  Ebene 
des  Papiers  heraus  und  tritt  in  den  Raum  ein.  man  nun 

die  Ebene,  io  welcher  AJ  und  üii  uisdaun  liegen,  uU  liildfläche 
(Projectionsebeiie),  den  Punkt  O  ober  als  das  Auge  an,  so  ist  klar, 
dass,  da  die  .Gel'a^M  BI  ond  Ba  mit  dem  Punkte  O  io  einer 
Ebene  liegen,  die  perspcctivischen  Projectionen  aller  Punkte  der 
Geraden  Bl  in  die  (^iuie  Ba  fallen  miissen,  also  z.B.  die  per- 
spectiviscbe  Projectioo  von  J)  ist.  Es  sind  aber  alle  Geraden  wie 
vl^,  welche  nit  Ba  parallel  in  der  Bbene  des  Papiers  liegen,  nach 
•ile%tcr  Drebaog,  noch  parallel  mit  der  als  Bildfläche  angcnom- 
menen  Ebene,  und  müssen  daher  in  der  pcrspectivischen  Projection 
ebenfalls  als  parallele  Gerade  erscheinen,  auch  muss  wegen  Aebo; 
lichkeit  der  Dreiecke  sich  DG  zu  ihrer  perspectivis6hen  Projectton 
wie  BO  w  40  verhalten.  Oer  Winkel,  welchen  die  perspectivi- 
sehe  Projection  von  GD  mit  da  bildet,  ist  endlich  offenbar  gleich 
dem  Constanten  Winkel,  um  welclien  GD  gedreht  wurde,  nämlich 
gleich  dem  Winkel,  welchen  das  GD  in  der  Ebene  des  Papiers 
und  das  GD  in  Raune  mit  einander  bilden.  Denkt  man  sieh  am  , 
die  Bildfiäche  um  Ba  gedreht,  bis  sie  in  die  Ebene  des  Papiers 
fallt,  so  erhält  man  die  New  tonische  Figur,  mittelst  wrirlirr  die 
im  Ruumc  anzustellenden  Operationen  in  der  Ebene  ausgt-fuhrt  wer- 
den. —  Was  die  Eigenschaften  eines  perspectiviscbcn  Bildes  in 
BeaiebUDg  anf  die  projicirte  Figur  betrifft,  so  luiseh  sich  diese  im 
Allgemeiaeo  am  einfachsten  erkennen,  wena  aiau  die  geometrische 
Operation  analytisch  aul'fasst.  Bezeichnet  man  nämlich  die  recht« 
winkligen  Coordinaten  eines  zu  projicircnden  Punktes  durch  .ir,  y  ^ 
und  «,  die  des  Auges  durch  A',  Z,  und  nimmt  man,  d^er  Ein- 
faehhelt  wegen,  die  BitdIIXche  der  Coordlnatea -'Bbene  der  3C%  pa- 
rallel an,  so  dass  ihre  Gleichung  y=:a  wird,  durch  welche  An« 
nähme  die  mutliemutische  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird, 
Sit  (Mhält  man,  wenn  a'  die  Coordinatea  des  perspectiviicheB 
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welche  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  or,  y  und  »  nur  von  der  ersten 
IMnemion  sind.  Daraus  gebt  aber  herror,  deaa  die  Projeclion  einer 
Curve  vuD  keinem  höheren  Grade  als  diaae  aelbat  sein  kann,  auch 
erficht  sich  aus  diesen  Ausdrücken,  dass,  wenn  irgend  eine  Gerade 
die  zu  projicirende  Curve  berührt,  auch  in  der  Projection  eine  Be* 
rührung  i!>tatt  findet  u.  s.  w. 

Cbeslea  sagt  tod  der  obigen  Metbode  Newton'i  in  seiner 
Geecliicbte  der  Geometrie  unter  dem  Artikel  Newton:  *J  Dieser 
•nsgezeichnetc  Gcometcr  gab  eine  selir  einfjiclie  freometrjsclie  Con- 
struction  und  einen  eben  so  einfachen  analytischen  Ausdruck  für 
die  transforniirten  Figuren,  ohne  jedoch  den  Weg  erkennen  zu 
lasaen,  auf  welebev  er  sn  dieaer  TranafbraiaüoiiBart  der  Figuren 
gekomnien  war,  und  in  diesem  Umstände  liegt  vielleicht  auch  der 
Grund,  weshalb  sie  seit  jener  Zeit  wenig  bearbeitet  ist;  denn  der 
Geist  hat  immer  einige  Bedenklichkeit  und  einip^en  Widerwillen 
gegeo  das,  was  zwar  die  augenscheinliche  Gewissheit  für  sich  bat, 
wooel  man  aber  Nicbta  find«,  wodureh  daa  eigentliebe  Verbiltniie 
der  Sache  erklärt  und  dargethan  wird.  Wir  haben  nni  sorgfältig 
bemüht,  diese  Methode  mit  der  des  De  La  Hire  zu  vergleichen, 
um  die  Unterschiede  aufzusuchen,  welche  sie  characterisiren  und 
vielleicht  der  einen  vor  der  andern  einen  Vorzug  geben  könnten, 
indem  wir  dadurcb  den  Faden  aufaofinden  bofflten,  an  welebem  New- 
ton geleitet  wurde;  und  wir  haben  dabei  erkannt,  duM  ieine  Fi* 
guren  keine  andern  als  die  des  De  La  Hire  waren,  nur  in  einer 
andern  gegenseitigen  Luge,  und  dass  man  sie  auch  durch  die  Per- 
spective erlangen  kann,  wenn  mau  sie  hernach  in  eine  und  dieselbe 
Ebene  legt,  nnr  in  anderer  Weise,  als  es  De  Lm  Bire  gethan  bat. 
Diese  Art  ist  es  wahrscheinlich,  auf  welche  Newton  seine  Methode 
erdacht  hat/'  Clin.slos  deutet  darauf  in  Note  AlX.  die  Ableitung 
an.  Wenn  der  berühmte  Geometer  iu  dem  Umstände,  dass  New- 
ton für  aeine  Transformation  der  Figuren  keinen  Beweis  gegeben 
liat,  den  Grund  su  finden  glaubt,  weshalb  sie  weniff  bearbeitet  wor. 
den  sei,  so  erregt  dies  Befremden.  Wie  viele  mathematische  Wahr- 
heiten sind  und  werden  nicht  noch  heute  bloss  als  Satze  hinge- 
alellt,  deren  Beweis  dem  Leser  überlassen  bleibt!  —  Nicht  Wider* 
Wille  fliegen  aolehe  Sätze  stellt  sich  ein,  sondern  dieae  For«  der 
Hittheilung  ist  für  den  Leser  gerade  anregend,  indeai  er  genöthigt 
wird,  in  das  Wesen  der  Sache  seibstständi^  einzudringen.  Ongleich 
wahrscheinlicher  ist  wohl  der  Grund  einer  Nichtbeachtung  der 
Newton'scheo  Transformation  der,  dass  diejenigen  Mathematiker, 
wetebe  sieb*  mit  aoleben  jgeometriscben  Betraebtnngen  beaeblftigien, 
in  jenem,  der  UMtbematiachen  Physik  gewidaeten  Werke  dea  an" 
Werblichen  Newton  dergleichen  nicht  suchten. 

Was  die  Methode  des  De  La  Hire  für  die  Transformation  der 
Figuren  betrifft,  so  werde  ich  zeigen,  dass  sie  all  ein  gena  spe- 
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tere  in  der  Tliat  die  allf^emeiDste  Quelle  ferschiedener  in  der  neuem 
Geometrie  gcbräuchliclien  Methoden  xu  sein  scheint  "  Da  die  ge- 
wöhnliche Perspective,  welche  in  diesem  Theile  der  Geometrie  mit 
8o  gliiclilicfaem  Erfolge  angewandt  wird,  nar  ein  besoiMierer  Tbeil 
oder  Tielaiebr  ein  apeciellcr  Fall  der  Basrelief- Perspective ^ist,  so 
gebt  schon  daraus  die  grosse  Allgemeinheit  dieser  hervor.  Ich  habe 
im  Jahre  eine  kleine  Schrift  unter  dem  Titel:  Analytische 
Darstellung  der  Basrel i ef-Perspectivc'*  herausgegeben,  in 
welcher  ich  die  von  Breysig  in  seinett  „Varaacb  einer  Er« 
Ufcate.rnBUf  der  ReliefRuerspective,  Magdeburg  bei  Keil 
1798'*  xur  Construction  der  Basreliefs  g^effebenen  Regeln  in  die 
analvlischc  Sprache  übertragen  und  darauf  fernere  llntersuchungcli 
gegrüüdet  habe.  Dieses  Werk  von  Brcjsig  war  mir  längst  bekannt, 
als  ich  Herrn  Poncelet'8„Traitd  dea  proprietds  projeatitea 
4ea  figurei,  Paria  1822**  kennen  lernte.  Ich  tiberzeu|Tte  mich 
bald,  dass  die  Metbode  zur  Construcfion  der  Hasreliefs,  welche  der 
berühmte  Verfasser  in  dem  Supplement  jenes  cinssischen  Werkes  mit- 
tbeilt,  mit  den  von  Breysig  fegebeuen  Vorschriften,  wenn  gleich 
nur  im  Wesentlichen,  vollkoninien  SbereinsCiaiMt,  während  die.  . 
Daratellang,  wie  sich  erwarten  lässt,  verschieden  ist.  Ich  nahm 
darauf  Geiegenbeit,  Herrn  Professor  CG.  J.  Jacob  i  die  Mittbei- 
lung  zu  mHchen,  dass  die  Methode  des  Herrn  Poncelei  schon 
früher  von  Breys  ig  erfunden  sei,  und  derselbe  hatte  die  grosse 
Güte,  bei  seiner  ersten  Anweeenbeit  in  Paria,  1829,  Herrn  Po 
eelet  davon  mündlich  in  Kcnntniss  zu  setzen,  welcher  letztere 
denn  auch  im  Julirc  die  Priorität  der  ErCndung  Breysig's 

öffentlich  anerkannte,  indem  er  in  seiner  Abhandlung:  „Analyse 
des  transversales*',  welche  im  Cre  II  eschen  Journal,  Band  VIII, 
eotbalteu  ist,  S.  307  sieb  wttrtllcb  wie  folgt  darttber  ausspricht: 
„Je  profiterai  eo  mdme  tems  de  cetle  occasion,  pour  pr^venir  qu*en  • 
r^digeant  la  maticrc  des  No.  584  et  snivans  du  suppUment  dn 
mSme  uuvragc,  concernont  la  perspective  des  bas-reliets ,  j  igno- 
rait  conpletemeot  qu'il  existat  eu  Ailemagoe,  snr  cet  objct,  äii 
dcrit  tria  bien  faik  ayant  pour  titra:  Beaai  d'nne  tb«orie  de 
la  perapective  dea  reliefs,  diapos^e  de  maniere  k  servir 
en  mömc  tems  aux  peintrcs,  par  J.  A.  Breysig,  professeur  , 
des  bcaux  arts  k  l'ecole  royale  et  provinciale  de  Magdeburg^  im- 
prim^  dans  cette  meme  ville,  cbez  Georg  Christian  Keil  (onildef  IjWJ.** 
„Ce  petit  onyrage  qui  mdriterait  d*dtre  tradnit  dana  notre 
langue,  forme  un  vol.  in  Swo  de  134  pagcs,  accompac:n^  de  • 
•  11  planches,  et  qui  conticnt,  siir  le  trac<?  des  bas  reiiels,  des  pr^ 
cpptes  qui,  pour  le  fond,  sc  trouvent  d'accord  avec  ceux  que  j*ai 
moi  meme  ctablis  a  i'cndroit  cite.  Je  dola  In  connaiasance  de  ce 
lim  il  Panitid  du  c^lbbre  Docteur  Jacobi  de  Koenigsberg,  qui, 
lora  de  bod  voyage  en  France  dans  Pannoe  1829,  m'ea  toucha 
quelques  mots,  et  daigna  m'en  adresser  un  exemplaire  au  commen- 
cement  de  ranD(«e  suivante,  ce  dont  je  le  prie  de^  vouloir  bien 
agr^er  ici  Texpression  de  mu  vive  et  sincbre  reconnoiaBance.**  • 

Mit  dieaer  Erfclirung  steht  eine,  ungeCftbr  11  Jahre  spätere 
Erklärung  des  berUbuiten  französischen  Geometer55,  welche  sich  im 
Compte  rendu  des  seances  de  l'academie  des  sciences,  vom  8.  Mai  , 
1843,  S.  952  beündet,  im  Widerspruche;  sie  lautet  wörtlicb  ao: 
„Voyei  lea  endroits  d^jä  cit^s  du  Supplement  du  Traitd  dea 
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propridtds  projectivcs/notammcnt  ccux  ^ni  conccrncnt  la  per- 
spective ou  projectiou  ccutraie  des  rcliefs,  que  nuus  avons 
{(do^raiement  Domince  bomologie  des  ßgures.  Je  saisirai  cette 
.  eccatioQ  pour  pr^eeter,  au  sojet  de  la  lliterie  de  la  perspectire 
des  reliefs  duan^e  dans  ce  mime  eodroit,  une  reniarque  cooceroant 
la  preteadue  conformite  qui  cxisterait  entre  cette  tli^orie  et  les  m^> 
tliode.4  pratiques  exposees  dans  la  Perspective  des  reliefs  pu- 
blice a  MagUcbuurg,  eo  1798,  par  J.  A.  Breysig^  cooformit^  que  ie 
.ne  suis  trop  enpressd  de  reeonoaftre  dans  noe  Note  iosdr^  ä  la 
paffe  397  du  Tome  VIII  du  Journal  matbdaiatique  de  M.  Grelle 
(1H:{2).  Une  tradurtion  exuole  de  cet  ouvrage  diflus,  eutreprisc  k 
nia  recommnndatioii,  par  Polke,  sous  la  direclion  de  ^^.  Bardin, 
aocieo  professeur  aux  £coles  d'artillerie,  a  convaiucu  cet  estimable 
professeur  que  Panalogie  des  aAhodes  n^existe  atwoloaient  qne 
*  ßans  Ie  titre.  J'al  d'aiitant  plus  de  regret  d*aT4^ii'  commis  a  moB 
prejudice  cette  crreur,  qu'ellp  u  ete  depuis  reproduit  dans  TAperrii 
bistorique  sur  Torigine  des  metbodes  en  (Geometrie,  pu- 
blie  par  M.  Cbaslcs.  lequel,  je  dois  Ie  reconoaitrCi  se  trouvait,  moias 
qne  noi,  ä  aidme  d'en  constater  Pexlstencew'* 

Wir  könoeo  nur  bedauern,  dass  die  Herren  Polke  und  Bardin 
niclit  tief  genug  in  die  beiden  Methoden  von  Breysig  und  Pon- 
cei et  eingedrungen  sind,  um  sich  zu  überzeugen,  dass  dieselben 
in  der  Tbat  identisch  sind.  Die  analytische  Auffassung  der  Br«r- 
aigschen  Constructioo  lässt  dies  leicht  Ronug  erkenoeo.  Herr 
Poncet  et  hat  sich  nicht  im  Irrthume  betUDden,  als  er  im  Jahre 
1832  die  üebereinstimmung  beider  Methoden  anerkannte.  —  Da 
meine  im  Jahre  1834  erscbieneoe  analytische  Dar«tellunff  nur  in 
einer  kleinen  Auflage  vorhanden  war,  und  wahraeheinlieli  km 
grosses  Publicum  gefunden  bat,  so  erlaube  ieh  mir  eine  Stelle  dav- 
aus  hier  mitzutheilen. 

Der  Baum,  in  welrliem  das  Bild  (das  Basrelief)  darc^estpllt  wcr> 
den  soll,  ist  zwar  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnt,  jedoch  nach 
einer  bin  heschrÜnktt  wir  wollen  ihn  daher  ansehen ,  alt  «wisehea 
twei  pnrallelen  unbegreuz(en  Kbencn  enthalten.  Ferner  wird  an- 
genommen, dass  man  das  Relief  für  einen  hostimmten  (lesichta» 
puukt,  dci^sen  rechtwinklige  Coordinaten  X,  l\  Z  sein  mögen, 
coostruiren  will.  Diejenige  von  jenen  beiden  paralleleu  fc)beoen, 
welche  den  Auge  am  n&cnsten  liegt,  wollen  wir  die  Bildf liebe, 
die  andere,  aus  einem  sich  später  ergebenden  Gmnde,  die  Ver- 
sch windungsfläclie  nennen;  der  Kürae  wegen  seien  diese  Bbe-> 
oen  einer  Coordinatrn  •  Kbcne  parallel. 

Alle  in  der  BildHäche  befindliche  abzubildende  Punkte  erleiden 
dnrcb  die  Projection  keine  Orts?ertnderun<^^,  indem  hier  Gegenstaad 
und  Bild  zusammenfallen. 

Der  Raum  in  welchem  das  R:isroIlof  dargestellt  werden  soll, 
ist  durch  die  Blldflarlie  und  die  \  crschwiudungsflächo  begrenzt, 
demnach,  werden  alle  in  unendlicher  Entfernung  von  der  Bildfläcbe 
befindliche  Punkte  In  der  Verschwindnngsfiäcbe  ahxnbilden  sein; 
die  Bilder  aller  endlich  entfernten  Punkte  (allen  in  den  xwischea 
jenen  beiden  Ebenen  enthaltenen  Raum. 

Das  basrelief-perspectivisclie  Kild  livixt  in  der  geraden  Linie^ 
'  welche  das  Auge  mit  dem  abzubildenden  Punkte  verbindet. 

Beseichnet  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  zu  proji* 
cirenden  Pnakten  dorch       y,  «,  seiner  basrelief*(enpa€timeljBa 


uiyiii^uü  Oy  Google 


»7 

PfijaotfM  dorfk  a;\  y",  »\  and  bImM  «m  di«  BUiffiteh«  wU  di« 
Terschwiadangiflftehe  der  Goordinaten-Ebt  oc  der  a:»  putüM  an» 

so  Iiaf  man.  wenn  y^^a^  ß  resppctive  dip  Chicliuns^cn  jener 
Flachen  sind,  für  die  Coordioaten  des  gesuchten  Basreliefs  foU 
geude  Ausdrücke: 


nnd  OMgekehrt: 


*  =  ^  • 

Seist  nao  a  aaeadlich  gross,  so  argiebt  sich: 

■   •  • 

j('=sa; 

d.  h.  das  basrelicf-perspectivlsche  Bild  hört  in  dicspm  Falle  auf,  ein 
solches  zu  sein,  und  wird  mit  dem  absubildendeo  Gegenstande 
identiaefc. 

Ans  jenen  Gleichnngen  habe  ich  So  der  aagelllliftCB  Sciffift 
■■lar  andern  folfirrndo  JSäfzp  abgeleitet: 

,,l)ie  basrelief- perspectivischen  Bilder  aller  paral- 
lelen Linien  treffen-  in  der  Verschwiudua|^sfläche  in 
•iaaai  Paukte  sasamaaa,  aad  mwar  da«  wo  aiaa  ana  daai 
Auge  mit  jener  Linie  parallel  gaaagane  die  Varacliwin« 
dVBgsfläcbe  trifft/' 

,,Ein  jedes  Nystem  von  geraden  Linien  im  Raumef 
welche  einen  ^emeiuscbaftlicbea  Durchscbnittspankt 
babaa,  kaan  ala  die  kaaraliaf-perspaativische  Projee* 
tiea  eben  so  vieler  uatar  eiaaadar  |r«r^//tf/'r  Linia« 
katrachtet  werden.'* 

„Die  Form  der  Gleichung  läsat  ohne  Weiteres  erkennen:  dass 
die  basrelief- perspectiTiache  Prajeetion  aiaer  Bbaa« 
wieder  aiae  Eaeaa  ist,  und  Uberhaupt,  dass  die  basre* 
lief  •  perspectiv  iscli  p  Projection  einer  Oberfläche  der 
«ten  Ordnung-  eine  Oberfläclj«  derselben  Ordnung  ist, 
und  dass,  wenn  zwei  Linien  oder  Oberflächen  einander 
kerilbraa,  aoch  ihre  baireliaf-  perspaetiviaeka  Pra- 
jaationen  einander  berül^re,B  Bissen.'* 

»Dia  PrajaeliooBB  «Uar  faraUalaB  fikaseB  kabea  ib 
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der  Verscbwindmigtflicfce eine genelfeickftftliebeDoreh-* 

•ehoittslinie.** 

.,Kin  jedf'S  System  von  Ehenen,  welchr  eine  g'emein- 
schaftiiclie  UurchscbaittsliDie  Ii  üben,  kann  als  die  bas- 
relief •  perspecti viscbe  Projection  ebeo  so  vieler  unter 
•inander  pamlleleii  Ebeoen  b«tfftehl€t  werden.** 

,,Die  Knget  i«t  für  det  Beiretief  detfelbe,  wei  der 

Kreis  für  das  gewöbolicbe  f>  p  rspectiv  liehe  Bild  uufeioer 
Ebene  ist.  So  wie  nämlich  die  pe  r  s  p  pc  t  i  vi  scb  e  Projec- 
tion i'\nPH  Kre/ ses  i  m  A  1 1  e  m  e  i  n  e  n  eine  Lti  nie  der  i  w  c  i  - 
tcnOriiuuDg  ist,  so  ist  die  basreiief-persiiectiviscbe  Pro- 
JectioB  einer  jfiTvg'tf/ eine  06er/iäeMe  der  tweiten  Ord- 
nung tt.  e.  w. 

Von  dieieni  letiten  Satze  bubc  ich  lowohl  in  der  angefahrten, 
als  iu  einer  spntrrn,  irn  Jnbre  lS3t)  erschienenen  Schritt^  welche 
den  Titel:  „Beiträge  zur  analytischeu  Bas rel ief- Perspec- 
tive** Mrt,  euf  die  ObeHlächeD  der  sweiten  Ordnung  vertcbiedene 
Anwendungen  genncbt. 

Was  die  geometrische  Construction  des  Busreliefs  betriRlt,  aus 
welcher  jene  analytischen  Ausdrücke  abgeleitet  sind,  so  ist  sie  in 
der  Form  vorjfeJragen,  dasü  d»'r  Künstler,  welcher  ein  solches  Weric 
auszutüliren  beabsichtigen  sollte,  dazu  viiiistäudige  Anleitung  er- 
blit,  näaiicb  nncb  der  in  der  beechreibenden  GeUMtrie  fwtteltt. 
den  sogenannten  Grund-  und  Aufrisses)  ühlicbeu  Metbeue.  Sie 
wird  aus  dem  Folgenden  deutlich  hervorgehen: 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  2.)  im  Grundrisse  y#  der  zu  projicirende 
Punkt,  O  das  Auge,  in  Aufrisse  A'  und  0*1  TQ  der  Grundriss 
4er  BildBaebe,  T/^deren  Auffiie  unA,V8  und  VB  seien  dnsselbe 
für  die  Verscbwindnngillilebe. 

Um  den  Crnndriss  des  gesuchten  basrelief-perspecti viseben  Bil- 
des zu  ßnden,  ziehe  man  O.^.  in  welcher  er  liegen  miis<<,  alsdann 
Aü  beliebig,  <^6' mit  ihr  parallel,  und  BCy  so  ist  der  Punkt  a, 
in  welchem  AO  und  ÜC  einander  schneiden,  der  gesuchte  Grund- 
riss.  Pilr  den  Anfriss  liSnnte  man  den  Punkt  n',  wie  die  Figur 
zeigt,  auf  dieselbe  Weise  bestimmen,  es  ist  aber  einfacher,  ihn  nun 
dem  Grundrisse  auf  die  in  der  beschreibenden  Geometrie  gewöhn- 
liche. Weise  stt  übertragen,  da  man  weiss,  dass  er  in  der  Linie  A  (/ 
vorkommen  mnis.  Für  die  Praxis  ist  es  einfncber  AB  senkrecht 
nuf  TQ  EU  sieben. 

Nneb  dieser  Abschweifung  kommen  wir  nuf  die  Metbode  für  die 
Rrxcug'unQ^  der  Kejfelsclinif fe  in  der  Fhene  durch  den  kreis  zurück, 
welche  De  La  H^re  in  seiner  JSchritf:  ..Nouvelics  inethode  en 
Göonidtric,pour  les  sections  des  superficies  coniquus  et 
4Mrlindriques,  1073,**  und  swnr  im  sweiten  Theile,  weldier  den 
Titel  führt:  Pianico  niqnes*%  anQ:egebcn  hat.  Ks  ist  mir  nicht 
gelungen,  dieses  Werk  hier  am  Orte  aufzutreiben,  obg^leich  das 
grössere  desselben  Verfassers,  die  Nectiones  conicae,  1685,  in 
■wei  Exemplaren  hier  vorbanden  ist;  ich  bexielte  mich  daher  snf 
die  betreffenden  Mittbeilungsn  vou  Cbnsles  in  seiner  Oescbiebte 
der  neuem  Geometrie. 

Man  denke  sich  in  einer  Ebene  (Taf.  V.  Fig.  3.)  zwei  prirnliele 
Gerade  AS,         nod  einen  Punkt  O,    Dnrcb  einen .  beliebigen 
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^^^^^^  y 

Punkt  a  einer  gegebenen  zu  tpnsfprmireDden  Curve  ziehe  man  die 
€era^  Oa  umfmw  beliebige  Gerade  BC^  welebe  die  PQ  in  B 
und  die  BSAn  C  eebneidet.  Darauf  ziehe  man  CO  und  durch  ß 
mit  dieser  eine  Parallele,  welche  die  Oa  in  yi  schneidet,  so  ist 
der  Punkt,  welcher  durch  den  Punkt  a  gebildet  wird,  d.h.  der, 
dem  Punkte  a  in  der  ersten  Curve  entsprechende  der  neuen.  Die 
Corvee  selbst  ie  der  Figor  zu  sieben,  tcbien  nberUfissIg.  De  Ln 
flire  nennt  die  Gerade  HS  die  Directrix  und  PQ  die  Pormatriz. 
Cm  die  liebereinstimmunff  dieser  Construction  mit  einem  ganz 

2eciellen  Falle  der  Basrelief- Perspective  einzusehen,  überlege  man, 
S8  wenn  ein  Kreis  basrelief-perspectiviscb  gezeichnet  werden  soll, 
dessen  Ebene  durcb  das  Ange  geht,  die  basrelief-perspectiviscbe 
Projection  desselben  auch  in  diesem  Falle  ein  Kegelschnitt  werden 
ainsae.  Die  Geraden,  in  welchen  jene  verlängerte  Ebene  des  Krei- 
.ses  die  beiden  Ebenen,  welche  wir  Bildfläche  und  Verschwindunffs- 
Hiebe  nennen,  schneidet,  sind  keine  andern  ,  als  die  Direetrix  JtS 
md  die  Fornatrix  PQy  während  bei  De  La  Hire  das  Basrelief  a 
aIs  gegeben,  und  der  zu  projicirende  Punkt  ./  nIs  der  za  suchende 
Fankt  erscheint,  wodurch  im  Weseutlicheu  ciclits  geändert  wird.v 

Die  analytischen  Ausdrücke,  welche  ich  in  meiner  Scbrifit: 
»»Beiträge  snr  nnalytiseben  BasrellefperspectiTe.  1836'< 
für  die  Angabe:  diejenige  Kngel  sn  finden^  von  welcher 
eine  gegenene  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  die  bas- 
relief- perspecti vische  Projection  ist,  führen  unmittel- 
bar zur  Auflösung  der  Aufgabe:  denjenigen  kreis  zu 
finden,  von  welcbea  eine  gegebene  Linie  der  sweiten 
Ordnung  die  husrelief -  perspectiviscbe  Projection  ist« 
indesi  man  nur  dort  eine  Coordinate,  das  x,  gleich  Null  zu  setzen 
hat.  Setzt  man  nämlich  das  Auge  in  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinateu,  und  zieht  mit  der  Axe  der  o.^  zwei  parallele  Gerade,  >  von 
denen  die  eine  nni  0  Ton  Jener  Axn  enjtfernt  ist,  nnd  welche 
▼on  einander  nni  6  abstehen,  nnd  lat  die  Gleichung  dea  gesnebten 
Kreises 

(.r-a)«H-(y-/?)»=r% 

■o  handelt  es  sich  nur  um  eine  solrlic  Restiomnng  der  GrSsseo  «r, 
6,  a,  ß  und  r,  dass  die  gegebene  Linie  der  zweiten  Ordnung  ala 
basrelief-perspectivische  Projection  jenes  Kreises  erscheine. 
Wenn  nnn  erstens  eine  Ellipse  durch  die  Gleichung: 

geeeben  ist,  wo  ^  die  halbe  grosse  und  X:  die  balbe  kleine  Axe 
bedeoten,  se  findet  sich  (Taf.  V.  Fig.^.)  ^  as  A  =  I^T;  «s 

Ist  ^zweitens  eine  Hyperbel  durch  die  Gleichung; 
gegeben,  so  findet  sich  (Taf.  V.  Fif.  5.)  ö=zJb=  VT;  aras^.^ 

TMl  IV.  19 
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WO  das  nerativ«  Zeidien  tod  f  letelit  teita  Brkläroog  findet, 
lat  aadlieh  drittana  dia  gagabeaa  Liaia  aina  Parabal,  dam 


ao  kaan  (Tai  V.  Fig.  6.)  ^s=  UT  willkühHicb  nns^cnommea  wer- 
dea,  und  naii  arhilt  m^^p^OTi  as=0$  ßss^^s^OMi 

Mao  sieht  deniDacb,  wie  die  Erzeug-ung  der  kegeiscbaitte  in 
der  Ebene,  mittelst  eines  Kreises^  »Is  eine  specielle  Aufgabe  der 
Baaratief-Perspectiva  harvoi^bt 

Bei  dorn  ^ronan  Reichthum  der  neuere  Geometrie  scheint  aa 
nicht  überfliissiff,  verwandte  Methoden  unter  einen  flrsichtspankt  xa 
brinffen,  welcbcr  einen  möglichst  grussen  Ueberblick  gewährt. 
Möchte  dieser  Aufsatz  als  ein,  wenn  auch  nur  kleiner,  Beitrag  aa 
jaoar  Aalffaba  balnahlat  apai^B  düriw! 


xxxn. 

In  integrationem  aequatioiiis  Derivatanim  par- 
tialiam  superficiei»  cajas  in  puncto  unoqnoqoe 
piincipales  ambo  radll  carvedinis  aequales 

sunt  signoque  contrario. 

Aaet 

Dr.  E.  G.  Björling, 
ad  Acad.  ^Hpaatteas.  Oaeeas 


Prooaaiiuai. 

4 

Ineunte  rix  nnno  1842  praecedente  opusculum  quoddam  ^^al- 
culi  Variationum  I n teg ralium  duplicium  exercitationes" 
intitnlatum  tjpis  UpsalieosiDUs  exscribeadum  curaveram,  in  quo  pro- 
poajtnai  (iater  alia)  mihi  fuerat  aequationem  (forinae  finitae)  su> 
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ftecum  fort  liiiictiMea  dsteraiiiari  on^sni  liceret.  Scilicet,  ut  con- 
ttut,  Integrale  aeqaatioQM  derivaUrnm  partMlian  snperficfei  Ulioi-» 

a  Cel.  MoD^e  primo  (et  qiiiilein  duobus  modis)  *)  net  Bon  a  Cel. 
Legendre'')  inveatum  —  arbitrarias  contioet  dua^i  fuoctiones  sin- 


(dun  lieri  potett)  foraiia  fanetiomitt  cliBioari  ex  tystenate  trium 
lategralis  «eqiuiCieDQai  oportcbit,  qao'«prAte  profenist  relado  coor- 

diDutorum  or,  y  et  s.  At  io  eo  ipso  rnrdo  rei  vertitar,  nt  ioTeoia* 
tur  modus  quidnm  deteraiinandi  fuDctioues  arbitrarias.  (iuem  qui- 
deai  antea  aoa  fuisse  ioventum,  in  causai  (nt  mibi  videtur)  iusae 
mmt  Mtft^di  Integralie  Mwendi  atfhiMlae.  Cbntlgit  nibi  ex 
wteti»  len  gerere,  ite  nt  postbaec  lic^at  arbilmiee  ulu  ftiDctio- 
■ei  in  casu  admodum  generali  determinuri. 

At  praetcrqunin  quod  rem  in  geoere,  quae  circa  iovcniendum 
aptiori  quidam  via  integrale  bocce  versatur,  tructare  coaatus  fue- 
ram,  aiaig^lem  aliquot  genera  „MiperfietiffMi  miaiminini**  esaaii* 
aare  ad^resioa  nspoasuoi  tali  gaaeelloiii^  ^aeaa«  Mot  in  nnoiera 
superficierum  revoiutionia  eamaqoe,  quae  rectu  ad  [)la- 
num  quoddam  pa  r  a  Ii  ei  e  m  ot  A  generaft  tu  r,  eae  quibus  contin- 
gat  idioma  superüciei  miuimae;  quan  auideot  rem  comparati  aequa« 
lioae  iUi  derivataniai  partialiaB  sapernciei  ailainiae  laeceffffe  ena 
aeqüwtioaibai  superfieiarui  «odo  commemoratarum  periluxi. 

Noper  admodum  ex  ephemeride  illÄ  l'lnstitut",  eadem  fere 
d<«  re  in  iSocietate  illa  Parisiensi  ,,Societ<?  l*b  ilo  raatiqut"'  (et 
quidem  noa  solum  priori  aed  boc  etium  insu  anno)  agi  cueptum 
toimi  cognoW.  ScIKeet,  nt  ex  verblt  infra  citatis*'*)  apparet, 
M.  CaCalaa  et  M.  Wantiel  nni  vterqne  vift  (alter  priori  alter 
hoc  Ipso  anno)  responsum  qnaestioni,  qnaennm  sit  saperficicrum 
in  ^enere  rectä  generatarum  ea  cui  contingat  idioma  &upec- 
ficiei  miniaiae,  dederunt. 

Ilnae  e»m  ita  siat,  tempori  ne  nt  par  ett  cedere  duxi,  si  ex 
•per«  in  prinia  lineia  hijns  prooeail  eitnto  ea^  qnae  probleaia  illnd 


*)  Monge,  Appt.  de  l'Anal.  ä  la  Geom.  (Paria,  1809),  pag.  192-,  La- 
eroiz,  Trah^  du  Gtle.  DHt  et  Ai'€ale.  Int.  %  Mit.  T.  H.  pag.  «S7. 

»•)  Ih^t.  (Io  l'Acad.  Roy.  des  Scifnces  (Paris,  1789),  pag.  313. 

**)  L' Institut,  No.  44S(an.  1H42).  —  Verba  formalia  haec  sunt:  „M.  Ca- 
„Calan  communique  le  resultat  d'une  recbercbe  qu'il  vient  de  faire 
^•nr  l«fl  aarfaees  mitiininni."  ^ . .  •  "^Ql^t  de  son  travail  peut 

i,a*inoncer  ainsi:  De  toutea  l«s  sarfaees  regl^es  l'heli^oTde 
„k  plan  directeur  est  la  aeule  qui  aoit  une  surface  mini- 
„mum.** 

L' Institut,  No.  479  (an.  1843).—  „H  est  donne  oomrannifation 
„d'uae  note  de  Mr.  Wantzel  aur  ta  «urÄic«  dont  i'aire  eac  un  mini- 
„nram  pour  certaint  eaa  partieuliera.  Mr.  Catalan  ■  diarcM  It  rar* 
„face  (lont  i'.iire  est  un  rainimum  pour  le  cas  ou  rette  surface  devrait 
„i'tre  regle«/'....  „Dans  le  caa  traiie  par  Catalan  on  combine 
„cette  equatioii  difTerentielle"  (seil,  aequationum  derivatarum  partia- 
lium  .mp(>rtiriei  minimae)  „trec  let  ^quationa  da  ladcolte  variable  qua 
^la  surface  doit  renfermer.  On  refrouve  ainsi  presque  inuniMÜarpnjont 
i,ta  surface  hel^^oidale  qu'il  (Mr.  Catalan)  a  obteuue  par  un  calcul 
'  „aase«  long.*^....  ,,Ponr  lai  auifaceade  r«volation  an «oitibine P^qu. 
^atix  diff.  partielles  de  ccs  .surfaces  avec  Calle  'de  k  iurfcce  an qaeitioo, 
„et  le  calcul  »'acbeva  8«ia  diffiottite." 
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«uperEciei  miDimae  spectunt,  excerpta  eadcmque  retractata  paollo- 
hm  atqie  Mieta  predire  jam  in  celebritaten  lioaiioaB  MatbeteiM 

Komm,  quae  in  sequentibns  ex  calculo  \ariatioDum  (et  quidem 
Don  nisi  iu  notiilis)  citnvi,  demonsfratiouem  —  si  plucot  —  cx  opere 
supru  uUatü  j^Cttlculi  \  uriationum  Integruiium  etc.''**)  re- 
GogDoioera  Heet. 

UpialUe,  mtmM  Jol.  1843b 


1.  Üti  onnibas  ooiatst  ^  ^  et  ^  denetostibus  parlialw  iptin 
%  deihratei  1'  ordinis  resp.  ad  ^  et  $r  («MMtdtaataB  indepeadealiM) 
atque  r,  $  et  I  derivatM  2*  ordiiiM  —  MiuitM,  de  quA  q«Mii- 
tor,  eit: 

(1 (1 -h       r=  0  ....  (1) 

Nee  mäüUM  cositafc^')  simpIteiMniam,  aoea  integrali  ilKw  (a  Cel. 
Monge  primnai  inTeato)  reddi  Keeat,  femiai  eMie 

quo  ex  syatemate,  deteraiaatia  demnai  9  et      elimiaando  iadeter- 

nioatns  a  H  6  liabebitur  rrlatio  ips.inim  s,       et  //. 

AttamCD  nou  tanti  retert  furmam  utique  siuiplicisfiimam  iutegra* 
Iis  expetere,  quanti  eaodeM  —  ni  fieri  uussit  —  tali  qiiadam  via 
conaequi,  qua  arbitrariaa  illaa  fanctione»  aetcraiaari  omquaia  lieeat 
Forsitaa  ea»  qnae  leqanatnr,  ad  bune  fiaeai  apta  qaiMlaMiode  dija* 
dicabuntur. 

2.  Logo  variabilium  j;  et  jf  aliae  duae  u  et  »  iadepeadeatcs 
ioferantur,  Dimirum 

(3)....|-  =  '+»'^' 


*)  Paucorum,  quae  medio  anno  priori  bibliopolae  cuidam  Lipsiae  tn- 

deoda  curabam,  exempUiium  fortassa  aliquot  usque  aupersunt. 
**)  Laeroix,  Trait^  da  Cale.  Dift  «t  da  Cale.  lot;  S.  Mit  Paria.  1814. 

T.  II.  pag.  C30. 

In  opcre  „Appl.  de  l'Anal.  a  la  Geom."  (Paria,  1809)»  p.  192^  hkc 

foruiula  idem  exiiibuit  integrale: 

quam  utique  eandem  alil  sul  Ti4  Cel.  Legendre  in  Mcm.  snr  l'in- 
tegr.  de  quelques  equ.  aux  diff.  partielles  (Hist.  de  TAcad. 
Roy.  des  aciences.  An.  1787.  Paria.  1789.  p.  313.)  inreoit. 
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Solitis  ex  formalis*)  partiales  fanetioniB  »  derivatas  rea|i.  wl 
«  et  y  traiwforMBdi  in  derivataa  raip.  ad  ti  et  v  heic  ernnt; 


Quas  unMii,  ot  in  promtn  aint,  lirevitar  haio  atiuliaia  javabit.  Scilieal 

erit 


Tunc  pQflttU 

erit  differeouaüoue  prtorü  {a) 

i.  e.  —  qttoniam  aquationi  huie  (ar)  conmiantar 

coluiBulique  ratiuue 

d^z  d^x  (f^x         '/^         <fe  /  »» 
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^uibns  inpoiitit  aeqaatio  illa  (1)  abit  io 

Vi;'  1^1»»     \^  dudv4uäv~^  ^du^  dv 


MB  brevifbr  •  • 

«'.V.-(l-*-2;,,^J#.H-;i.'/,=0  (4) 

Si  lieic  p^  et  ^,  ipsae  esseot  variables  independentefl,  —  quoniam 
tunc  ista  aequalin  formae  esset  co^nitac  linearii  Tlr -f- A'* T/ 

-i-  /'/;  +  Ax  =  if/.  deootantibus   iV  fuoctioae« 

solarum  variabilium  iodependentiaa  — -j  tmcforMrl  Kearelw 
wXwm  forMM  illiai 

 ^  denot.  functioncs  solarum  a  et  ß)^  cujus  in  integrali 

formae  fiuitae  (siquideni  iüvcniri  tule  licent)  fuDctioDum  arbitraria- 
rum  altera  u  solam  altera  ß  bulam,  earuuique  uutem  modo  aller* 

utram  sub  signo^^^  contineret.  *)     Et  quidem  (uoc  viä,  quum  in 

dissertatione  iiifra  citatA  munivit  F.  .-qtlace,  functionea  iataa  arbi» 
trarias  determinari  io  casu  adinudum  generali  liceret« 


*)  Sufticit  beic  Terba  attulisse  lUustr.  La  place  aub  fiaem  (pag.  395)  dis« 
aertacionis  Recherchet  sur  I0  Cale.  Int.  a«x  Diff.  partielles 
(BiaC*  da  l'Acad.  Roy.  des  Sciences,  An,  177S.  Paris,  1777)  sequentia: 

„  on  doit  en  coiicliire  cn'n^ralenient,  qiie  toiitcs  les  fois  que  Tin- 

„tegrale  complt-te  de  requ."  A/'-f-iS't-f- etc.  (vid.  supra)  „est  possible 

„en  termes  finis,  eile  est  nt-cessairement  dtbarrassee  dn  signe  j  par 

„rapport  a  Tune  ou  a  Tautre  des  fooclions  arbicr.  ^a)  et  V^)»  ®t 
„dans  ca  eaa  od  peat  toujoan  obtenir  eetta  Utt^graU  par  la  meooda 

d*x 

„de  l'art«  VIL"         transforiuaiione  aequationi^»  in  feruam  3— ^-f- 
dx 

^dä    ^  ^  integratiMia  bti)iia  aaenndam  maChadiim  In  ait  illa  VII 

praeeed.  expositain  — \  „on  voit  ainsi  qua  catte  inethode  donne  gea^ 
„raleinent  Ics  iiitt'-grales  completes  des  equations  lineaires  aux  difT.  par- 
,itielles,  lors<^u'elies  sont  possibles  en  termes  finis;  ayant  une  fois  ces 
^ integrales,  il  na  paut  reater  de  difficulte  que  dans  h  dftanBtoatiatt 
„des  fonctions  arbltraire»;  or  la  nit'thodf  derart.  V^IT  a  encore  l'aTan- 
„ta^e  de  donner  un  inoyen  tre^i  simple  pour  cet  objet,  dans  un  cas 
„trcs-general,  et  qui  parait  iure  celui  de  presque  toos  les  problemes 
M  pbyaico  •  mathiaiatiqnai.'* 


t 

Digitized  by  Google 


*  295 

3.  Quae  cum  ita  >int,  prlno  traDsformetur  aequ.  (4),  ez  mm* 
thodo  Gel.  Legen  r]  rr< id  aliaa  cnjoa  vwiabUes  iB46p«a4eBlM 
ipaae  aint      et        hcilicet  cat 

Ä^.ü-l-f,»  — tü^....  (6) 

posiU 


dw  dw  ^ 

(ideoque  cognita  erit      ai  modo  to  ioootuerit» 


Qao  fiicto  |aai  istam,  ut  modo  monaimus,  traosformari  decet  in 
aliam  formae  (5)  et  qmideB  fernalia  aab  No.  2  elUtia  (6)»  (c)»  (i^). 
Poo^o  in  Ua 

et  7,  leco  ü,     et  jr, 
«  et  |S  loeo  •  et  tr, 

o,  o,,  a*,  a',,  o„  loeo  w", 

Ceil.  <  •„      «^.»li«  ileoot.;^,  ^  -1 
itqae  ß^,      etc.         deoot.       ^  ete.  J 
•eqnetio  (8)  primo  abit  ia 


da 

b, (1  +  V.f  a»'. -I-  ^'i  V/zJ  ^  =  0  ....  (9) 


*)  Vid*  Lacroix,  iq  opere  eit.  T.  II.  p.  832;  eooi  Lesendre,  Meou 
sur  l'inte^r.  de  qaelfuea  ^aatiena  aas  diif.  partiailaa» 


«ttb  ^jo.  1.  Mt 
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Jaaqve  u  tt  fi  ramtl«  teliNi»  nt  aaHiafiat  qulat«nNMM|M 


«a'»  H- (l -4- 2;;,-7,  )a'o, -7, »«,  >  =  0 


 (10) 


aequatioDi  transforBatoe  opute  eontiagst  fom«:  id  qaod  fiet  po* 
neodo 


a 


 £l 


 (11) 


Quibus  in  aequ.  (9)  adiiibitis  isto  conparatur  ioco  aequatio- 
ftis  (8)  trauforaiata**;: 

1       d^w  2p,  dw 

'*)  Seil,  positis  ^Bjiiai  i 

I  saciafitt  jeqoatioiiibiia  (10)  aatisfacwodo  bnie 

-»-(14-  ^Piqiim  -f.  f  »0{» 

und« 

Ideoque  aaqnatioiiibus  (l(^ec  aalit  auaandoV  ft  ^  talM  at  fiat  aatis 
qaalitaroumqtta  biace: 

qvod  (ttt  Jam  faciie  est  probatu)  fit  poütione  Uli  (11). 
**)  SeUieat  babantur  az  (11): 


V  *  »^H-^.y.U+^^A-H;».yi)*'  '  ^^i-HPif .  .(i-^i-H^if.)'' 

*  "(l-f-4p.5r.)i  '''•»■"(l-f-4;,.y,)i=' 

"   (l+4/»i9.)i.lH^i-Hl»il'il-       (l-+^^,f ,)%U-V^rHM,l* . 


uiyiü^uCi  Oy  Google 


207 


i  e.  —  quoniam  mcdbiI.  (U) 


^«*=2(a-+-^)'      )  W 


f/^w   ,       2«       dw         2ß        dw  n 

 i/m//}      a»  •  <*»      a»  ~i8'  •  Iii»  ""'^ 

>  t 

.4,  Et  qoide«  forB«9:-l!nitA<^  »tegrale  bajui  aeqnm- 
tionis  «•cnndum  ■etkodiiB  IlL  Laylace  isTesire  licet» 

at  jsm  erit  probaodtta:  , 
•  Eteoin  posiU 

(13)  redigitur  in  '  - 


mmo  2/>  dWx  i\Ki 

qnae  ipift«  dabit  eogniti  nodn  t^i.  At  MUitis  ez  novinia» 
tsloribim  nvv  «r  et  ^  tim  MlMthotii  ta  (14),  iite  eUt  i«  so- 

vain  iiaoc: 

^amque  positA 

^  du/,  23  , 

Mf,,  tendea  queri  liceUt  ez  bee  1**  ordiais  «eqaaifione  liaeiH: 


i.  •» 


Ex  kM  coMliulitw  (y'"  deaet.  liiMtiaafa  «Mtr.) 


uiyui^uj  Oy  Google 


ttm  MCiiDdoM  (17) 

(20) ....  (a»  -  ß^)w,^9i!*)^-  y(«-«»r'(«m». 

[conit  arbitr.  in  $p(a)  incluMl]»  atque  ■ecuodum  (15)  UDdem 
(21)  ..,,ia^ß)w  =  y(«)  -♦-y*(a  -  ß^rißW 

qvod  igitnr  quaeiitom  «t  integrale  aequadonia  (8)  datia  a  9t  ß 

az  (11). 

Haie,  li  placet,  siaipliciorem  reddi  licet  fonuM  iatagraado  ^  ^ 
tenainoa  ligao  ^ aifaetoa.  SaUicat  poaitia 

hababitar 

5.  Datonabalia  ia  abgvlari  qaodam  praUaMda  fnaetiaBibaa  y 

et  x\f,  ex  aequatiaaa  (ftl)  aat  (23)  ope  aaqaaliaBna  (6)  et  (7)  ex- 

primi  licebit  ipsas  tr,  c  et  s  foDctiontbns  ipsarum  (vel 
etiam,  si  ita  coDveniet,  ipsarum  a  et  ß).  Tum  ^,  et  ^^  (vei  etiam 
^  a  et  elimiuatiä  ex  hisM  —  dum  iicri  potest  —  relatio  profeniet 
ipaaraai  «,  v  et  «;  ac  deaiqaa  s  azprimatar fuctioDe  ipsaruijp  aC 
y  apa  aaqaadoDBB  (3)  m« 

6.  Aotequam  viam,  quÄ  io  genere  ad  determiuationem  tuoctia- 
Dim  arbitrariaraa  panreniii  lice^  indiea«os;  jufabit  —  auo  aaea- 
ratiua  de  bac  re  qnodammodo  sit  disputatam  —  aystema  illad  finale 
iotegralis  [u,  %)  seu  ff»  «)  daduziMa  al  uaideai  ax  foraalii 
C23),  (6),  (7^  et  CM). 

Bat  qnideai 

„  dw  da       dw  dß         a^p  ff  ff     duK        nn  •*  ll«L 

^  rfüf  ^  dw  da_  ^dw  dß  2{a-\-ß)  f  ^dw  dw^ 
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at  secunüuin  (2S)  ' 

(«  +  W '  ~  =  -  (SP  +  SV')  -H  «y' + W  -         y^  . 

(«  +  W '  ^  =  -  (9     2V^)     ay'  +  2^v/'  H-  (a*  -  ; 
Qnde  CQDcladitiir  integrale  bo«ee: 

.....  I  »s=-.2(y-f.25(i)-f.2(ajp'H-2/?i^— (aV-HW)» 
{  2«  SB  -  (5/ ^  V) -H  AIP*  4- 

aeu»  secuoduni  (24): 

2y =s  2(y  +  ^r)  -  «(«y»  + 

-h^ 1 1      4a')9)"-4-  (l  4-  4iS»)2Vr*|, 
2»  Ä  —  (5p' +       4- ajp'' +  2^<^".     -  ' 


^licem  illiB  (2),  perfadli  eqnideai  negotio  p«Ubit: 
NiBirntt  poaitis' 

-29)-4-2«9)'  +  i(l-4«»)9)"=2«,  J 

-    -2«//-t-2i:?v'-»-i(i-¥')r=     i  ••••'•f^ 

babebitnr:  »^m^k\ 

tum  puüitiä  .      .  '  ^ 

29» 2cy + ia  +  da*))^ = .  |/^, 


hebebijto^ :  y SS 0(<p) 

porro  ex  (2d)  Mqnitor 

2«b  s=  4» .     .  <Ai -ir  2^ .  ^'^  dp ; 
at  differeotiendo  (/)  habetur 

a(l  —  4a»)y'* .  <to  =  21*», 

atqiue  difierenUaudo  (^): 

i  i(l  H-  4a*X .     s  2|/=nr\ 


a  .  ^'"da  =  Ida  .  .  VT^i^, 

ftt^oe  babebitur 

Deniquc  svstcmatc  (26)  ■»tisficri  propositae  (1),  fadü  uiqve  oe- 
irotio  licet  probari.  —  Bteva  o*,  «i,  dc«*t««lita8 
$Mra»  dcrbatM  nip.  sd  «  et  jr,  terli«  ayiteMtii 


l  =  |(  l  -  4a  ^-  ja>"  -I-  -il  l  -  4/J*)/r . 
0=  (l-4a»)a,y"'4-  (l-4/?')/S..2f% 

aode 


•  •  • 


atqae  (i&)  abeant  io 


(0 


tarn  haruB  differeotiatioDe  adbibitisque  (i)  cumpuraotur 

a-w)v-(i-v>)».2jr 
^    2y"y"(c» -+-/»)'  ' 

per  quaa  tte4|uaüoiii  (1)  fieri  satia,  facillimum  eät  probatu. 
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7.  Id  determiDation em  fuDctionum  arbitrariaruB. 
Detemiiieiitiir  iitae  tx  eo  quod  traoseat  anperficiea 

per  curvam  j^^y^^^^j»   pc  ambitum  cujus  sit  super- 

ficici  p=  ft{^). 

Conditiooes  istas  in  et  f  transfonuari  licet  secuuduui  (24}^ 
aintque 

•f=f(r),  )  ' 

«  =  f.(rO,         (2  7) 

Patet  •qaidem  {ß)  detemiDari  lieara  cz  (19),  ai  modo  cogni- 
(um  ail^  tt  aupeificial  qoa«Dafli  alt  fuctio  ipaioa  ß  io  moibitii  conrae 

(^)  npc  non  tr„,  * 
Frius  quaeratur.   Est  qDideoi 


■ecundum  (11) 


^,  et  f,  danot  ^  at  ^  —  QaaMaiitiir|^|  etft  Ii  aabitn  (37).  * 
Quoniam  aaperliclei  db.ss  p^4m  -4-  «t  in  mbita 

r!(I).'^L  !  ^  •'^^  superBclai  in  wMUl  al- 

tera  haecce  relatio:  ^  . 

Tufli  qnoniaa  anpeiiieEal  p^^u'^^t^^^Pt^^^i  Mcand.  (3), 
altera  erit 

ex  quibiia  leqaitiir  esse  io  aaibitu  (27) 

Jan  a  et  in  aaibita  eipri«!  licet  in  v  ope  aeipiat.  (11)  vel  (12), 
«liBioatli|ne  «  babebStnr  ibidem 

(29)  a=iF{ß). 

Porro  w,^  superficiei  quaenam  sit  functio  ipsius  ß  in 
ambitu  quaeratur.  —  Est  qnidem  sec  (17)  et  (14)  supferficiei 

(SO).,..  «,,,=  -1^.  ^4-^, 
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idcoque  tv,,  iu  ainbitn  cugoita  erif  in  si  modo  ^  atque  ibi- 
Uem  iDDotueriot 

At  ^  fädle  ioTenietur  cogDiti  modo  w  in  ambitu.  Kst  «u- 
tM  MMDd.      loperfifiei  ^  ... 

cnjtti  membri  postnrioris  omues  termini,  ^uales  sunt  in  ambito  Cllf» 
Tae,  eog^itae  loot  io  ß  ex  aotecedentibaai  aitqae  in  nabitu 

(31)  ....  1^  =  /^,^). 
Jam  quoniam  superficiei  äw  =  ^  c4c  -H  ^  dß^  at  in  «inbttn 

.       dw  dw  da    .   ////'  (Iß  ' 

El  ,.0....  _  _  H-  _  jx., 

alteran  haee  dat  relatioaen  ipsaran  ^  et  ^  bt  aobite; .  luide 

conclndihir 

et  ^  in  ambitu  =  coguitis  funct.  ^.  .  .  .  .  (32) 

Rettat        —  Est  uutem  auperficiei  U  (^)  =       <Ä«  +  ; 
tdeoque  cognita  erit       io  «nbitu  aecuad.  (29)  et  (32),  ai  auido 
quam  Yero  dat  (13) 


Itaque  jum  in  ambitn  cogaita  est  ia  /f;  idiiaque  etiaai  coa- 
stitutio  fuDctioDis  tp'"{ß). 

Qua  deinde  substituti  in  (20)  tum  fierfectä  integratiuiie  illa 

JT (a  —  ßrH'"'{ß}äß^  perfttcili  oegotio  determinari  y(a)  licebit. 

8.  Quibus  peractis  babebitiir  (modo,  quem  In  Nu.  5.  iodicavi- 
mus)  superficicrum,  quariiin  in  piiDctu  unoquoque  princi» 
pales  ambo  radii  curvedinis  uequules  siut  signoque  eoa* 
trario,  ea  quae  per  datam  curvan  datdqae  p  traoseat*)* 


•)  Haec  quoque  —  ut  ex  Calculo  illo  Variationum  innotescit  —  est  om- 
ninm,  qaaa  |^er  dataai  eurvam  perlmetrnin  daet  lieeat»  aa- 
perfieierun  aa  cui  «itain^  ait  area  iaterclbaa  perinetro 
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LicebU  etiam  (ut  facile  patet)  functiones  arbitrariaa 
ex  eo  determinari  (joodammodo,  ut  in  ambita  hiter- 
■eetioBis  snperficiei  qaa««it«e  atque  cyliodri  y=^(ar) 
•int 

et  g  =/,(^);  . ' 

f UM  quidMi  mditionM«  «IniMtU     «t     thMKl  ia 

/•  =  f(r),  . 
(33)  ....  J;;  =  f,(r), 

Scilicet,  nt  supra,  prino  quaeratar  a  qaaenam  ait  fnacfeU 
ipiiit    iD  Mbit«  wlanettMDis,  QubIm  rapericMi 

eniBt  in  ambitn 


ideoqne 


(84)....  jV.=/.-f..l^. 


ex  quibof,  nt  in  casn  praecedenti,  a  licet  exprimi  in  j^. 

Tum  w  in  ambitu  cog^nita  crit  in  ß  secund.  (6),  si  modo  % 
supcrficiei  ibidem  iuDOtuerit.  Est  autem  ff^  r=:  p^dwi' ^^dvi 
ideoque  secund.  (34)  et  (33)  erit  per  totum  umbitum 

($5)  ....  )  M=sM(v)^ey 

manente  c  eonst  arbitrari^. 


data  aliäque  in  eadem  superficie  diictä,  perimetris  certe 
quarum  in  xyjilano  projectionum  altera  alteri  sit  circum- 
■eripta:«cilicet  lis  «olis  in  comparacionem  vocatii  superficiebus,  quanm 

aream  perimetris  hisce  defipitam  furmula 

(communibiu  integmionis  limitibut)  cxpiimi  iiceat. 
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Caetera  sequuntor,  ut  in  casu  praecedeoti ;  attamen,  aü 
—  ImtaM,  arbitniri«  heSe  rMNmebit  eooslaiis  e,  oisi  ^etem 

editum  Bit  paDctum  per  qnod  traoiire  soperficiem  lubeat. 

Porro  ex  co  determinari  liceblt  functiones  nrbi- 
trarias,  ut  in  ambitu  intersectionis  superficiei  quae> 
sitae  cum  superficie  «ss/(:r,  y)  uint 

fkiÜMt  tut  crit  b  aabit« 

9 

(dM  ==)^  da;  +  ^dy=Ada:^Adg. 

qnae  tuoc  aequatio  est  diliereutialis  ambitüs,  cui  igitur  licet 
'aooeladi 

(dettot  e  eoDSt  ifUtr.);      CMtir«  patent.  ' 


Jamque  ut  (corroborandi  quodamnodo  calculi  causa)  pniirnnim.  in 
quibos  caiculura  ad  finen  usque  sine  maximis  tricis  perduci  liceat, 
unicum  offeratur  exemplum  et  quidem  (uti  videtur)  admudun  sim- 
•  plei;  fostalattlr  «t  In  asbita  periaetri  aiat 

l/dr-4.y»  =  ^,     I  ....  (Ar) 

{ji  et  M  caast.  realeti). 
Eliainatis  ^  et  y  habetur  defiuitio  ista  perinetri: 

a=l, 

1   «^^-^t  !.....(/) 

Erunt  igitur  io  ambitii  gecaudua  (25) 

atqne  aaqaatioaei  (U)  dant 

—  =(brcvUer)-r;r, 
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Ideoqne  erit  im  «ttbila 

yi — -zier» 


äm  Dß 

d*w  AA^BC* 


«'«  =  ^  (C-  /»  -  />!>, 

 -fr-  • 


»"<^)=ra  F'  •••  <•> 


(log  denot  logaritlim.  natur^ieoi); 

ude  (20)  abit  in  > 

(«•  ^  ß-)w,  =  y(«)  -  ^  (5ilz:£I  -t-  2a  log  ß), 


ex  qua  jsm  ^(a)  eat  datttnrinanda. 
lo  ambitn  eat 


Ononiaai  ex  ^oeida 

TiMÜ  lY.  20 
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atqoc  secQod.  (14) 

(«'-/S=K=:o(^-2); 

und« 

(9)..,.  9>(«)  =  -  2a  (l  ^  J^^!^^«g^«). 
Qoae  qoun  Ua  aiot,  integrale  (21)  aiHt  io 

seu,  repositis  jain  vuloribus  (11)  ifisaruin  a  et  ß,, 


£x  quo  conaequuotur  • 

(y)  ....  \  v:=s^^,   fT^* 


ex  qua  novisslma  eliminari  licet  4/9,^,  o|ie  daanm  prtecedenliaM, 
qaae  ^oiden  dant  nultiplicando 

.  Airf*g»  U^B'  

Ideoque  quooiutn  nunc 

aeu  repositia  valoribua  tiov  C  et 

^k^j^^o    ._v..Tpr7^  .1/111  .hI/x:;:!)..  . 
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cui  quidem  supcrficici  rcvolutionis  circa  «-axim  Meridianus  eit 
Catenaria,  cujus  vertex  (puDCtum  axi.revol.  iiroximum in  jcy  • 
piano  lidia,  ab  axi  ditlat  nnitato  loDgitodioia. 

Bs  CO  tandoB  dottraiiDari  licot  fnnctioBet  illas  arbitrariot, 

4|Oo4  troBioot  siiporficiet  per  enrvam  j^^-^^j^^j  dot& 

iDSUper  relatione  quadam  ipsarliB  p  9t  9  superficiei,  io 
genero 

(36)  ....  /,(.r,  y,  x,  p,  q):ssO. 

QuA  (juidem,  ut  pntet,  perfecta  determiaatione  responsum  erit  ad 
quacätionem,  au  per  dalam  curvam  duci  liceat  tuperüciea  ^Hamdam 
thius  geoeris,  quod'  in  aeqontione  (36)  derivataiVM  1'  ordinit  par- 
tialium  comprehenditur,  eaadeBqttO  talen  onjiia  ia  paacto  aaoqiMiqao 
principales  ambo  etc.  *) 

Scilicet  loco  conditionun  (27)  lieic  pofiulatar,  ut  per  aaibitam 
currae  sit 

•»  =  f(r),  j 
*  =  f.(r), 
t,(ir,  ff,  f)  ==  0.  ) 

In  deteraiiBaHoaem  ipearaai  Pt  et  ^,  soperficiei  ia  anbita  babetnr, 
nt  In  cara  priori,  altera  Iwecce  lolatio: 

f.(fr)=;i.  .f  (r)-i-7.. 

Et  ^aoBiaai  raperflciel 

-I- =s |i, +fr.  aeeaad.  (3), 

^=£«,-4-  ^»1  =      —  5 

babebitur,  conjunctä  bis  quidea  relatione  illa 

altera  relatio  ipiarum  f  ^  f  i  et  r. 

^BO  facto  coaparabitar  ia  gaaera^  nt  ia  cita  priori, 

«  =  riß). 

Caetera,  at  in  cara  priori,  seqnaatar.  .  . 


*)  Ideoque  etiam  boe  node  mponauai  erit  ad  quaeskionein ,  an  per  da* 
tarn  curvam  duci  liceat  ^kuperfic iein  generia  (36),  cui  cnn- 
tingat  esae  omniuoa^  quat  per  data'm  curvam  duci  iiceat,  aa* 
perficierom  eam  eut  nintna  ait  area  Interelna«  perimtcro 

dati  aliäque  in  eadem  suporficie  diicta,  nerimetris  cert« 
qaarum  in  xypiano  projectionuiu  altera  alteri  sie  circum« 
acri|>ta;  —  adhibitä  equidem  reservatione  in  notula  sub  No*  8.  ia- 
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At  quaestio,  quoDam  dciuuiu  modu  liceat  arbitrarias  illas  fuoctiu» 
sei  ex  eo  defterniBari,  quod  per  daUs  ear?«i  tranaeat 
•upertieiei,  —  qiuwatio  (in^oui)  qua«  hn  •mnium  prima  io  su- 
perficiebns  tractaodis,  quarom  natura  aeqnatione  derivatarum  2>  or. 
dinis  partialium  definita  est,  sub  seosum  cadere  solet  —  bucusque 
in  medio  est  relicta.  Nec  in  sequentibus  respoosun  Uli  concUiare 
etubiMr.  SciKcet  per  se  patet,  quaem  oUb  io  geoera  aetliodw 
bajnace  rei  explicandae  forsan  fuerit  inventn,  perrarn  tnmeo  fore 
ut  rcverÄ  usui  sit  ista  methodus:  et  quidem  eain  ipsam  ob  caussam 
quod  tantum  abest  ut  per  datas  duas  curvaa  quascumque  duci 
liceat  superüciem  geocris  beic  coosiderati,  at  MaziaA  Mne  opas  th 
eirtnaitpectioDe,  quo  invaDianftir  omquam  duae  ennrae,  onacuM  «t 
naturae  et  positioni  inter  se  conveniat  hocce  idioma.  —  Quae  cun 
ita  sint,  re  istä  in  praesenti  relictd  unam  vel  alterain  quaestionem 
latius  patentem  ma^isque  delectabilem  propositae^ue  nobis  materiei 
iotioie  conjuuctam  in  aeqaeatilit  pagellii  traelabiMi. 

10.  ^naeratur,  an  et  f|UMen;im  sint  superficies  revolutio- 
nis  tales,  qaarum  in  puncto  uooquoque  principalea  ambo  radii  car- 
vedinis  etc. 

Tali  snperGciei  (si  ezsiatat)  erit 

aequatio  (1), 

denotaotili««  tsae  (al  axia  ratol.  Matnr  »  -  a»e)  r,  $ 
uartiales  ipsiaa  %  derivataa  eas,  qaae  aequationi  superiicierufli  reto- 
Inttoaia  drca  %  -  axiai  caalioguDt   (Uae  auteoi  eum  ait 

ideoque  coaBODilFet  s  MDeti  upefffieiai  baod  peadere  ab  9"  (an- 
Kalo  radii  vaetorii  paoch  ejaadeoi,  ia.Jiy- piano  projecti,  cum  ipso 
^-axi);  transformetar  bac  lappositlone  aaqaatio  (1)  aecandan 
foroulas  BotitaifliaB 

<|oooiam  a  beie  fnnctio  aoliaa  q  potetar, 

^ =|i  caa ^  ain  0^ 

^= 0  =  (r^  coa  ^  —  «in 


cnint 


(/)....  >taa$e#ae,  ^ss^^alaa 


Toai  quoniam 
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die 

^^A^^Ä     dp  am  9   dp  .  ^  .  dp  cos  9 

erant  secuod.  {(): 

,  =  ^  «in  0  CO.       *  lii^i^j 
«odM^iie  Bodo  kabebitur 


f         -7-r  SIB^^t-f-  —  ■  ■» 

Whm  iBpoiitis  (1)  obit  n 

?-^i|(»+?^)=*'.  ••••(«) 

MSy  C'^ooofonte  breviter  ipM» 
«Bdo  ii^egfole 

1  a 


d^  V^^a— 


,  •  •  •  •  (18) 


denotante  igitur  const.  arbitr.  a  ipsom  ^  punctorum,  in  quibat  |»la- 
num  tangeus  superficiri  (seu  linea  tangens  Meiidiani  iptios)  nor- 
male ait  ad  planum  projectioBta  (xsO);  tum 

»  SS  •  log  1/7^=7), 
«eil,  qnod  idem  Takt, 

^log(y^^^*— )  ...»  (39) 


donotestibos  boie  «r  ot  «  in  genere  g  et  m  puneloram  modo  com- 

aeaoratorum. 

Eit  quidcm  Catenariae  —  y  '  axi  liorlzontali  atquc  per 
ponctum  curvae  infiainm  dudo,  je  -  oii  poaittvu  äursom  verticaie  — 
ooqnatio  aoteiMn 

ide«qae,  ponU  origine  olienbl  in  reeU  ( jr  =s  ^  oi)  «en  molati  je 
in  ^  —  «. 
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y  =  .+«l6gr'»=^f-".')  (.) 


«  et  «I  denoUiitibBt  i^s  $f  tt  Jt  pmiefi  ordioatae  aiBiaae. 

lta(]uc  cullatis  cx  nequaliuuiiiUd  (39)  et  (tr)  füciiUnio  uliqiie 
nefi^olio  perspieilnr  pro|iosiiae  quaeitioni,  raperficieak  ravolotio- 
nis  (circa  dataai  axim)  taten,  cujus  in  pancto  untmaoqac  priu- 
cipnics  ftmbo  etc. ,  duci  liceut  per  data  dott  paidft  actt  (qood  beic 
idem  vulet)  per  datos  duos  circulos 


(axi  rcvol.  siimto  x-axi),  lioc  mmU)  esse  rcspotidciidutu:  Quo 
ducatur  meritliaDus  illius,  Cateoariain  cootitrui  oportet, 
enjtti  coDataotllins  m  tt  e  —  i.  e.  0  et  «  panctoriiai\axi 

IIDI 


revoL  prozioioraai  —  liat  aatia  conditODiaoa 
(41)  ... . 


"9 = +  « log   2 — s.). 

üaod  ai  quando  firrl  ncqucnt;  ex  eo  indieatttr,  nullaai 

per  datOB  ill  OS  circulos  uiici  licorr  Ii  n  }  11  sce  |fea  eris  SU- 
perficiem  rcvolutio  ti  i  s  circa  lirii  tuoi  axim.  *) 
Si  ex.  gr.  perimetri  datao  foreot 

•eipatiaMBi  (41)  priar  ^aret 

0  =  c -i- a  log  (IdtilEi:) 


*)  In  doctrina  illa  inazimoraai  miniaiornrnque  ideoi  Thcoretna  hoc 

fere  modo  exprimi  decet:  Quo  tiucatnr  uicridiantis  siiperficiei 
reTol.circa  datuiu  axiui^qaae  in  omnibus  [nec solia  —  uii  antea 
luit  pronttütiatmii  hoc  Theorema  — >  sup<Anciebi»  reTol.],  quas  per 
datas  dua.s  poriiiiPtros  (4d)  duci  liceat,- Kupcrfle  i  i-1his  niini- 
mam  h  all  c  a  t  a  reaai  h  isc  c  ürnitibn.s  definitaui;  Catenariain 
cootitrui  oportet  etc.  (ut  supra).  Uuod  ai  quando  fieri  11  e* 
quaat;  ex  eo  indieatur,  tuinimam  qaaai  par  dataa  perima* 
tros  (luci  liccat  superficiem  non  esse  reToIutiotiis  circa 
da  tum  axiui.  —  Seil,  apponatur  praeterea  uecesie  est  reservatio  in 
natnia  sab  No.  8.  «xposita*  — 

••)  SeUicet,  ut  patet,  solo  signo  superiari  boo  loco  opus  erit. 
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UDtle  aequatio  (39)  superficiei  abit  in 

cui  cnm  fiat  satis  aäsuinendo  a=:l,  coocludi  licet  conditiooi,  4e 
qna  heic  quaeritur,  satUfieri  superficie  illi 

4|nod  eqoidev  exeaplo  eodem  aliter  traetinda  in  Nr.  8.  inpr»  fiiit 

De  caetero  e^.  antecedentibus  patet,  in  superficiebus  revo- 
Jatioaia  in  genere  aiiie»«,  cojas  \u  poscte  BDoquoqn« 
'priDcipales  aabo  radil  carfedinU  aeqnalas  aiat  eigio* 


*)  Quam  «ic  necessaria  reservatio  ilia  in  nocuUa  praecedentibus  indicatt, 
Tel  ex  bee  aole  ezem^lo  (si  plaeet)  aatis  liqnet.  Scilicet  ai  superra- 
eaoea  eaaet;  proDontiari  liceret  ex     arean  auperficiei  {w)  peiiaMiriB 

1  ^  .  Ss>— 1 


determinatam  minorem  esse  area  convexa  cylindri  recti,  cujus 
axia  (et  qua  aitum  «t  qua  longitudinem)  eat  raeta  per  ceotriT  eireulo- 

ruin  modo  commemoratorum  ducta  atque  radius  baseos  r  pars  quae- 
libet  radü  ^,  additis  areis  annuloruin  circulario rum  extra 
baaea  cylindri  aanbaa  reatantium;  quod  quideio  evidenter  ab- 
aordum. 
Alten 


akeia  aaten  eat 

.qua«  »t  ex.  gr.  quantiute  >KI~^)  "BÜnw  ak  priori,  aalicit  aiiai 

raa(b^  circiter* 
% 
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tis 

que  contrario,  eam  esse  qua  fiat  sakia  aequakiooi  (Sd)^ 
ad  aziB  revol.  ut  x  •  axim  relatae*). 

11.  Quaerator  dca^nt,  m    ^aMoam  sint  superfieiea,  qaat 

recti  ad  planom  qunddam  parallele  motä  generantar, 
tales  quarom  in  puncto  uDoquoqae  priocipalea  ambo  etc.  —  Tali  bu< 
perficiei  (si  exiiCat)  eril 

•cqnatio  {!), 

dnoteatibot  ai  pUiiaH  dirigeoa  aiiMtar  4Pp  pkuma  —  p, 
ff  '»  ^  portialea  ipiiu  »  derifstu  «m,  qua«  ia  M^ntiooe  hujoa 
gtMria  aaperfieierna  gaaaiali.  oeearraat.  ^aaa  aataa  wm  ait**) 

^•r^2;y^«  +  F*'=0}  (42) 

crit,  elMiaati     aaqaatio  qaaeiitae  aapcrficiei  iato: 

aca  (poilti  y  coaat) 

cttjoa  equidaai  boaiogeoeae  aequationia  integrale  hoc  eat: 

At  pcrfecte  non  est  arbitraria  ista  y>.  EÜminata  eniai  r  ex  (44) 
et  (1)  quaesitae  erit  superficiei  * 

sea  (positA  m  coaat). 

%pqdp     (y»  = •» 

cujuä  iutegrala 

|i'+f«s=:f.y(x),  ....  (44) 

4|aa«  ja»  (43)  et  (44] ,  quaaiaa  eaade«  repraeaaatobaat  au. 
perficieai,  eoabiaataa  daat  ilU 


')  Kl  quidem  maniftMimi  est,  sk—  valoribtta  es  arbitrio  dttia  ipsis  m  et 

c  —  constructa  fuerit  superficies  (39),  baue  esse  omni  um,  quas  per 
duas  in  eadem  rx  arbitrio  liuctas  perituetros  duci  licear,  superticierum 
eam  cui  niioiaia  sit  area  hisce  peritnetris  determinata ,  —  perimetris 


eam  cui  uiiDiuia  sa  area  nisce  perimeins  uei«ruuuaui,  —  |i«riiH««.ria 
certe,  qnanrai  in  piano  ad  axim  reyol.  normali  projeetionum  altera  ai- 
teri  sit  circiimscripu:  —  debilA  ratione  babic&  reaarrationii  Jam  plu- 

ries  commeinoratae. 

Vid.  ex.  ffr.  Lee.  du  Calc.  DifT.  p.  Moigno  p.  440;  conf.  Monge 
appU  da  rAnaL  h  Ia  Geom.  (1809)  pag.  e*.  —  . 
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idcoqoe,  iit  ilt  ^  =  ^„  erit 

£.  Vl 

qnae  taneD,  tiall4  ezBiftteote  relatione  ipMnm  J?  •!  Sf,  bip  iii4efijii- 
tis  slitcr  obtnieri  neqoit,  iiisi  tk 

3L  =  coDst.  arbitr.  -  =  — 
InUgraodo  b^bebitur 

unde  superficiei 

 <rfy  — g)  __L      —  g(jf  — ^>  

»   (y  —  g)<^r  —  q<jr  — 

(a;-A)>-*.(y7-<:)»  . 

babetar 

%  —  dssz0»  Are (TaDg=  ^^l);  •  •  •  •  (45) 

quae  quidem,  ut  liquct,  guperficicm^enotat  pcneris  heic  coDside* 
rati,  quippe  cujus  aequatioueiu  gcuerulem  (ut  coostat}  ita  licet 
deicribi 

noftn  Two  dAt 

Är=(y- c)  Taug  (^)         . . . .  (46) 

Ex  aeqn«  nofistima,  quoitian  quattnor  contiaet  coaatantes  ar- 
bitrarias,  fatet  in  geoere  inveniri  licare  BuperGciem  geucris  beic 
considerafi ,  qiine  per  data  quattuor  puncta  traoaeat.  —  Cujus  ut 
breviter  investicrotur  natura,  liaec  fere  notentur. 

Cumparatis  iuter  se  iutersectioDibus  superficiei  cam  ory  'plaao 
atqna  plaao  C^=2^),  nioifnini 

« — rfn=  # .  Am  (Taag  «  i=^) 

^    J. ...(*!) 
a  —  i/sa  0 .  Afc  (Fang  s=  £^ ) 
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.  invenitor  esse  »  Ahcrius,  pro  .-r  quacumqae  nequalem  ipsi  s» 
«Iterius  pro  x=.Vj  — Ejusdeiu  igitur  sunt  naturae  bae 
intartectloaes  at  (at  ite  diean)  dircctiooii  raci^roeat. 
Ita^a  iataata  —  determiDatis  in  probleouita  fttodan  siogfularl 
puctis,  per  qoae  tranaire  tobeat  superficiaai  —  valore  constantium 

whk^e^d  atqoo oaMracU ia  m flnio  ama illft  Haliea *)  (^1^^  )i 

CBfvaai  ^  in  piano  (y==2c)  facillimo  negotio  construi  lice- 

b^t;  quo  facto  superficies  g-cocrabitur  motd  generatrici  saper  bas 
ambas,  ita  ut  assidue  ad  xy  planum  parallela  maneat:  atque  babe* 
bitur  superficies  illa  „Heli^oide  (gaucbe)  a  plan  direc- 
fear****):  qaaa  igitnr  aoperfiaieniai,  raeti  ad  ^plaaoia  qaoddam 
'parallele  mot^  generatarum ,  uiiica  est  cui  contingant  in  puncto 
unoquoque  principales  ambo  radii  curvedinis  aequales  signoque  con- 
trario ***).  —  Observes  taodem,  si  quando  0=;O,  superüciem  in 
planum     =  abire. 

At  —  nnatta  ista  in  omnibus  snperfieiabaa  raetft  ya* 
neratis  (surfaccs  reg^li^cs)  sola  est,  cui  in  puncto  unoquo- 
que contingaot  acquaics  signique  contrarii  priucipales 
ambo  radii  curvedinisi  —  Mr.  Catalan  primus  et  deinde  Mr. 
'  Wastaal  («t  in  praaisaiio  ax  Epbaararida  illa  „PInatitot**  eita» 
viaina)  aai  ntarqae  via  rcsponsum  buic  quucstioni  dederunt:  qood  at 
qnampriman  promnlgatuai  &cere  iU  placaatf  ait  quad  tabeiaentar 
optamua. 


^  ¥11  ex.  gr.  Moigno  Cak.  DUL  pi«.  SM. 

••)  Vid.  ex.  gr.  Moigno  ibid.,  Leroy  Geom.  deseript.  No.  616  etc.  — 


Patet,  axem  directricis  (pr?Jris)  ^"'"^  ix=Ä 
superficiei  cum  plaoo  (yasc)  aut  plauu  (a:s=^). 


seil,  intersectionaui 


*")  Atque  sunitis  ita  4  punctis,  ut  per  ea  duci  licpar  superfi- 
ciem  bujusce  generis-,  pars  illius  quaelibet  periiuetro  cir- 
enmaeripta  oamiaiu  per  aapdan  perimetram  tranaaantiam' 
aaparfioiarnm  miaimaai  lata  praobabit  areaai,  DÜairam 


limitibus  a  nerirnetro  modo  dicta  daiis:  —  (dcbita  ritione  reservatio- 
nu  uostrae  iiabita).  —  Denique  superficieruiu  geoeris  nono  considerati 
—  Bon  flttai  aai  cootiaeat  aiaa  »suparfleiaai  nioiakam,'*  patec 
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XXXIIL 

lieber  die  Zerlegung  der  bestimmten  Integrale 
in  andere  Ton  kleineren  Integrations- 
Intervallen. 

Uem  Doctor  O.  SciLlömileli 

SU  Woimsr. 


f.  1. 

Kä  seieu  a  uuil  It  die  Greiixeu  eines  bestiiumtco  lotesrales, 
o,  X,  I»  eioe  Reike  tob  Grössen,  welche  sinmtlich  swisebeo 

m  uDd  b  liefen  und  von  deten  Jede  folgende  grSiser  alt  die  Yor- 
bei^ehende  ist,  denn  hak  bub 

Vno  der  Richtigkeit  dieses  sehr  bekanoteo  Sstxes  übersengt  man 
sich  sogleich  &reh  die  Bemerknng,  den  ein  hestinlei  Integral, 
wie 

m 

nichts  anderes  ist,  als  die  Fliehe,  welche  von  den  ra  den  Ahecisaea 

a:-=:a.  a:-=-b  gehörenden  rechtwinkligen  Ordinaten^  dem  Stücke 
ft—a  der  Abscissenacbse  »ad  der  Cttr?e,  deren  Gleichung  y=/l^) 
ist,  begrünst  wird. 

n«r  ohen  ansgespra^ene  Saln  kann  eil  daas  bennttt  werdea, 
die  Werthe  hestiBaiter  Integrale  aufxafinden,  sobald  die  Mittelgrös- 
sen  a,  /?,  y  .  .  .  /u  auf  f  ine  xweckmäst^i'^c  ,  der  Natur  der  Function 
f{äc)  entsprechende  Weise  gewählt  werden.  Einige  sehr  gefügige 
Integrale  dieser  Art  mögen  dies  dartbun. 

♦ 

Es  sei  folgendes  Integral  gegeben:  ' 


/(dr)  Arctan  » .  — . 
e  «p 
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Tbcilen  wir  das  Intervall  0  bis  oo  in  zwei  aadtre  tom  0  kii  1 
md  von  da  bis  oo,  so  i%L  unser  Integral  auch 

StUen  wir  i«  ertten  Integrale  ^s«,  in  zweiten  drs-^»  *^  ^i'* 

dert  jenes  aeinett  Wcfth  niebt,  Iftr  «Heten  nber  wW^=b— — , 

und  wenn  ille  WerfLe  1  und  sc  angcnomincn  bat,  ist  »=l  und 
s  =  0  geworden  (weil  aus  a:=.—  folgt  %  =  — ).    Wellen  wir 

aber  die  Gränzen  1  und  0  vertauschen ,  also  1  zur  oberen  Gräuze 
machen,  ho  haben  wir  dem  Integral  das  entgegengesetzte  Zeiciien 
zu  gebcui  wodurch  es  wieder  positiv  wird.    Es  ist  also: 

=/>)  ^  A +/;/(7)  ^nr^  *• 


Integrale  mif  de#  rechten  Seite  können  jetit  wegen  der  glei- 
chen Grünen  in  einet  nnmnunengesogen  werden,  nnd  di« 

eine  eehr  gute  Rednction,  wenn  nech  J\—)  =/(«)  wäre,  weil  auin 

d% 

dnnn  /(«)^  all  geaeinachnfilichen  Factor  der  beiden  Kreaahegen 
ahiondeni  kSnnte. 

]>er  Bedingung /(—)  =/(x)  kann  nher  aehr  leicht  genügt 

werden,  wenn  «an  /(«)  s  9(9 -f"^)  ictit,  wo  9  eine  beliebige 

Function  bedentet;  ea  ift  dann  dnrch  Veieinigang  deir  beiden  In- 
tegrale ' 

y**    /      .    1  ^  Arctan 9 

==^y^  [Arctan  %  -h  Arctan  -j-J  y(js  + 

Nin  gilt  aber  fiir  jeden  %  die  Fonnel: 

Arctan  %  -i-  Arctan  —  =  Arctan  00  = 

Dadurch  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in  die  folgende,  in 
welcher  wieder  ^  für  n  geietit  worden  ist: 
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Durch  eine  ganz  aoaloge  Betrochtnog  wird  mun  auch  folgende 

Gleichung  finden: 

y       ^  1) ^  ^  =         (Ä        /Ij  y (,  -I-  ±)* 

d.  fa. 

weil /«H-A^rssa  ist. 

X 

.Iptlr  firr  lirulrn  Gleicliiing^en  (1)  und  (2)  kann  zur  Auffindung 
bestimmter  liitcgrole  von  aopjcbbaren  Werthen  dicnrti.  die  erste, 
wenn  man  die  Function  tp  so  wählt,  dass  sich  die  iutegration  auf 
der  rechten  Seite  durch  die  gewöhnlichen  Mittel  hewenatelli^en' 
lässt,  die  zweite  dadurch»  daai  «an  in  ihr^eine  nene  Veiinderliche 
für  einfuhrt. 

f.  8. 

•  ^  - 

Nioint.  man  für  die  Anwendung  der  Formel  (1) 

»i* + i> = t54rr>''  = 


X 

80  wird 


y.'         ,.  Arctan  ^d$ps^  ^ /  — W  ' 

wobei  das  Integral  ein  rein  aiGfebraieches  ftr  jeder  rationale  |* 
aoeflihrbarei  ist.  Z.B.  für  ii«=sl, 

Arctan  or  ,       n*  r.v 


Setat 


8o  ergiebt  sich 

r 

wobei  ea  ehenfalli  nicht  ichwer  ist,  den  Werth  dea  Integnlea  reefata 
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nach  den  ercvrnhnlicbeD  Regeln  ta  ^be«tina6ii.    Maa  fiodet  z.  p. 

für  ilie  Fiiiie  f*  =  ^  und  /*  =  |/ 

/'*Arctana:     dir  /ti 


Arctan  r^/r        Sn»      -^j.  . 

0  Tzi — r::i=x --^^^ 

Nebnen  wir  fiir  die  AnwendBoy  des  Theoreaee  (t) 

60  ist  wieder 


7  0  JP^I-I-«"' 


Von  diesem  lotegrale  können  wir  uns  su  eine«  allgeaeineren  von 
MlHilieher  Per«  eriiebeii,  wmn  wir  für     eiae  oeve  Vwiaderltek» 

cinfolireo»  wodoreh  lich  die  Gr&asen  nicbt  indem  $  et  biqss  dann 

anch  sein: 


oder,  wenn  wir  den  Factor  aV*  +  i  weglassen  und  /a:  —  /a  für 

n 

schreiben, 

Ks  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Austührung  des  Integrales  ailC 
d^  rechten  Seite.   1^  wird  aber  für     ==  a  {/*  ^ 

und  unter  dieser  Form  kann  man  den  Werth  des  iutcgrales  nach 
der  bel^anntea  Fenael;  ■  • 

/**    zp-idx    r(p)  J'(iy) 

für  ;9  r=  ^  =  ju -f- 1  leicht  bestinimen.  *  i^ähit  MB  dima  ia  die 
tileicbuag      ein*  so  crgiebt  sick: 
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Eid  Pur  bemerkenswerthe  spezielle  Fälle  dieser  Formel  liefern 
die  AhmIbaii  — t       M  =  <*>  w»bei«elM  fOiitiTe  gaai» 

Zakl  bedeutet  VeraSge  der  GleieliBBgea  . 

r(«)=  1 .2.3..  ..(«f  —  1), 

welche  für  jede»  geaie  pontive  m  geltee»  crblH  jiilaUch 


0  If^'+j:»'  •**~«(fi-#-l).»..(an— I)' 

^  1.3.5  ....(g»t—l)      Trfa  *,^v 

Pttr  (»sO  erUUt  mb  nnaittellMr  am  (10) 

Zu  bemerken  ist  noch,  dnss  die  Formeln  (10)  bis  (13)  bloss  für 
positive  u ,  welche  weder  =z  0  noch  uneadlich  gross  genommen 
werden  dürfen,  Gültigkeit  besitzen.  Denn  die  Herleitnng  dieser 
Integrele  berate  «if  der  VereuMtning,  den  die  GrteieB  dee  fri* 
ber  betraebtetoB  iBtegralee 


/e  jr^l 


lieb  oiebl  iedeiBt  wbbb  MB^ftr  m  MtU.  Diee  wilde  aber  dar 


Fall  Min»  weaa  «sO»  eo  adar  aegatif  geaaBMea  wIrde. 


%,  4. 

Bevor  wir  weiter  gebea;  mögen  Becb  ein  Paar  Aeweadungen 
der  Fonaela  (12)  and  (13)  Platz  linden. 

Man  setze  in  (12)  ff=:0,  1 .  2,  3  etc.,  multtplicire  die  entste- 
henden Glieder  mit     {ß*^  ^*  etc.  und  addire  Alles,  so  komaik; 


Berer  tob  eiaer  Sumlrang  dieier  ReiboB  die  Rede  ena  kaaB, 

müssen  wir  wissen,  in  wdchen  Fällea  dieselben  conTergiren.  Dies 
ist  anf  der  rechten  Seite  der  Fall ,  wenn  der  abielate  «Verth  den 

4|B0tieBkeB  ^  die  .Eiabek  aiebt  abenteigt,  oder  weaa  2o>/?  iat 

In  diesem  Falle  ist  die  Summe  der  Reihe  ==  Arcsio  ~.  Ferner 
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hoben  wir  für  jedes  a  and  jr,  «*-f««*>2aar*weil  Sn^+^f, 
als  Quadrat  von  u  ~  ar,  immer  eine  positive  Grösse  sein  miiM.  Da 
wir  nun  schon  die  Bedinguog  2a^ß  gefuDden  babes,  so  i|t  um 

•o  »ehr  a»4-«*>/?ar,  folglieb  ^J^^^  eio  iebter  Brocb,  für  je- 

deo  beliebigCD  Wertb  too  jp,  Id  dieien  Falle  convergirt  die  Reihe 
unter  dem  lotegfralzeiebeo  für  alle  Werthe,  welebe%p  ioaerbalb 
des  Intervalles  0  bis  eo  anoebBeo  kanB,\i|B^  hal  nr  Sfiaae  den 

Ausdruck 

l  '  ^      +  —ßa:' 

Führen  irir  diese  Summe  nebst  der  Torbenrehenden  in.  die  Gleichnnc 

(14)  ein,  so  ergiebt  sich:  ^ 

Setzen  wir  noch  2ß  tit  ß,  wo  nun  a^ß  sein  bum,  io  tat  «ach  ' 

Bin  ähnliches  Resultat  ergiebt  sieb  aus  Formel  (13)  auf  folgende 
l^eise.    Man  nehme  a  Terändeiiieb  =s«,  nnltiplieii«  beiderseits 
mit  2udm  nnd  iotegrire  nwiscbea  den  Grinsen  m=s$^ 
so  ist  -  » 

^/."to!      =  V>  *•  (»•) 

Hier  kann  man  auf  der  linken  Seite  die  Ordnung  der  Integrationen 
nakehren  and  snerst  naeh  m  integrirco,  wodurch  mua  erhält: 

Anf  der  rechten  Seite  ?on  (16)  Ist 

^/aMAn=«/n  — ff  =s *  • 

folg^eh 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (16)  eia^  so  erscheint 


Ix  .1  — 
ThtU  IV.  ' 


nlt.,  (17) 
»1 


uiyai^uj  Oy  GoOglc 


Die  Grössen  a  uud  fi  sind  nur  in  so  weit  beliebig,  als  sie  weder 
=;:0^  00  noch  negativ  genommen  werden  dürfen.  Denn  a  und  i 
waren  die  Grftnzwerthe  fdr  d.  b.  liir  das  Cribere  «;  daher  geltw 
die  Deterainationen  für  a  auch  Cur  «  und 


§5. 

Dlo  Zorlp£;un£(  <>ines  bcstinunton  In(rG:rals  in  andere  von  klei- 
ncrrn  IntcrvttUeo.  ist  aucb  mit  grossem  Vortbeil  auf  lolegraie  von 
der  Form 


i 


/(sio  or,  cosir)  — 

0  X 


anwendbar.  Ha«  denke  sich  nlBlich  die  ebere  Grinse  all  ein 
endlich  hohea  yielfacitc  von       und  serlcge  demgeoiäss  das  lote* 
gral  in  eine  unendliche  Reihe  anderer,  welche  aSaiMtüch  nach  dem 

Intervall^  fortsebreiteo.   £a  wird  daBB,/(aiB^,  cea«)  kars 
f{x\  bezeicbnetj 


0  X 


Ein  Paar  auf  einander  folgende  (Glieder  dieser  Keihe  mit  dem  alU 
geacineD  Itfdex  r  würden  aeia: 

fia:) —  und/  fiaii — . 

Im  ersten  setxe  luiB  ar  =  r7r  — iaiswelteB  4r  :s: nr  +  ae  wer- 
den dieselben 


n 


9 


Will  man  im  ersten  dieser  Integrale  die  Granzcn  vertauschen,  so 
bat  man  demselben  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ^^  gehen;  da* 
dnreh  wird  ea  wieder  Doaitiv  bbiI  alellt  aieh  mit  de»  iweileB  anter 
die  gemeiBtchaftliche  rem 


0  nvsfes 


Wenden  wir  diese  Transformation  auf  die  Gleichung  (18)  an,  indem 
wif  r  der  Reibe  aaeh  sr:  1,  2,  3,  ii.s.w.  Bebnen  «ad  iai  enteB  late- 
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gfale  »  für  a:  setzen ,  so  erhalten  sämmtlicbe  lotegralo  auf  der 
rtehten  Seite  di^  gleicht  GräDten  0  bis  y  and  können  daher  in 
ein  einniget  sninniniengeiegen  werden»  n&nlkb  in  des  folgende: 


/. 


.  ('9) 

Ks  kommt  jetzt  auf  die  besondere  Bescbaflfenbeit  der  Funktion 
/(a:)  an,  wenn  die  nnter  de»  Inte^pralseicbeo  eing^klaamerte  Reihe 
sumniirbor  sein  soll.  DaM  bierhei  die  Funktion  immer  noch  sien- 
lieh  aUge«ein  bleiben  kann,  wird  mnn  ioc^eich  sehen. 


Man  nehme  erstlich  y(:r)  =  sin  .r  .  9)(sln';r,  cos'a:),  wobei  9 
eine  neue  beliebige  Funktion  bedeutet.  Da  dieselbe  nur  die  Qua- 
drate  von  sin.  uud  coa.  eotbält,  so  äadcrt  sie  ibrea  Werth  nicht, 
wenn  man  ^  —  s,  w  +  tx-^M  n.  a. w.  fBr  4?  eetet  Die  Zeieben- 
folge  in  der  Rdhe  (l^  hängt  jetst  bloaa  noch  von  sin.ir'  ab,  und 
da  dieser  positiv  von  0  bis  n ,  neg^ativ  von  yr  bis  ^tt  und  so  ab- 
virechselnd  ist,  so  wird  das  erste  Paar  Glieder  jener  Ueibe  positiv, 
das  zweite  Paar  uegutiv ,  nnd  io  paarweis  weiter.  Wir  hüben 
daher 


0  ^ 


n 

Die  SoanM  der  eingeklammerten  Reihe  iit  eher  nach  einem  he* 

kannten  Satze  =  -r^,  folglich  wird 

»in«  ® 

n 

jf^^'^  ^  •  sK""'^»  co*'-«^)  ~  =^^^9P(8»n'*,  co8»*)<ft.  (20) 

Da  dna  Integral  anf  der  reehten  Seile  Tiel  eiafneher  ala  jenei  ^nf 
der  linken  iat,  so  wird  es  leicht  sein ,  die  Funktion  9)  so  an  wäh- 
len, (Ui'^»  man  deu  Werth  dea  Integrdlea  reehta  angehen  kann, 
sei  a.B. 

^ain*4r,  eoa*«)  =  (ain*«)«.(co8*^)", 

80  ilt  die  rechte  Seite 


/? 


21 
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Für  lioxssdP  gebt  dieses  Integral  in  4as  folgende  über: 

Sil— 1 

Bod  dicMS  TerwandeU  sich  lllr  in 
'  dessen  Werth  sich  nacb  der  bekannten  Formel 

leicht  angeben  lässt,  wenn  man  p  =  m~i-  g  =  n-^^  ninmt. 
Wir  haben  daher 

n 

ond 

/•%i»i*«*.co.«.*.^===i.Üi+li£fe4it).  (»D 

Für  ganze  positive  m  uod  n  erhält  man  liieraus 

•/a  jr.wB-"«r.^_         2.*.«^-(a»-i.2ii)  ^'^'^^ 

Pttr  «ssO  scheint  die  Forael  nnhranchbar  an  sein.  Man  arfiilt 
fir  dieaan  Fall  naaüttalbar  ana  (21):  , 

y^eio—  2.4.6.. ..(2«i)   *  2* 

Man  darf  die  Formel  (21)  auch  für  p^ohmchone  m  und  n  benutzen, 
sobald  die  Menner  dieser  Uriicbe  ungerade  Zahlen  sind.  Denn  warn 

im  Gegentheil  x.  B.  i»  =      »=      so  würde 

5p(sin*^,  cos'^r)  =  sinyA». cosf'jr 

sein,  und  diese  Funktion  luit  im  AII&;femeinen  niclit  mehr  die  Eifern- 
Schaft,  iiiren  VVrrtli  zu  lii'liahnn .  wenn  mau  r/rrt«  für  or  setzt, 
wie  dies  zur  Aufatciluug  des  Tlieuremcs  (20)  nöthig  war. 

Ein  andiBras  bemerltenswarthes  Beispiel  nr  die  Anirandang  <l«a 
Satzes  (SO)  liefert  die  Annahme: 

9(sin*d?,  cos'or) ss  j-  ^  . j  i  >   s=  — aj. 

^        *          '      (I  ^it)'~4tsiQ*dr      1  -i-3iteesSar-|-il* 
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Auf  der  reciiUo         itelit  «Uuip  das  inlegr«! 

* 

n 

y"»  dx  
0  1-1- 24;  CO!  2s -i-ik'  ' 

welcliM  ftr  « s  y  in  das  folgende  ftlbefgebl: 

denen  Werth  neeh  der  bekennten  Formel 

gefunden  werden  kann.   Für  jedea  bellekige  ^  Set  hier  1 
>2/t,  folglich  a>^,  femer  1/7=7  as  l/U^SF+li«,  wofür 
-man  1— Xr'  oder  X** — 1  aetaen  wird,  jennchdem^  <  oder>>l  iat. 
Wir  erhalten  anletat  ' 

y'**  sin  ;r   "         I  •  ' 

0  l4.2*CM2ar-f.A«'  T  2* '  1-Jfe» 

wobei  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  Xr  <^  1  uod  das  aotere  fiir 
den  Fallit>l  gilt 

f.  7. 

In  dem  allgemeiueu  Tbeorem  (19)  Dehmen  wir  jetxt  < 

/(jr)sstnn4r*9(ain*«,  coa*^?).  . 

Die  Zeicbenfolge  io  der  dortigen  Reihe  richtet  sieb  jetzt  n^cb 
der  tan.,  und  da  diese  in  jedeai  Qtnadranten  ihr  Voneichen  wech- 
ael^  ao  ergieht  eich: 

n 

=   ?  1 — !  5-i — h  .|tan«.fi(8in*%  coa«n)iAL 

Die  Summe  der  eiageklamoierteD  Reibe  ist  nher  =  cot  a  =5 
folglich  haben  wir: 

n 

J*^  tan^.9>(siD'^,  coa'o:)— =^^5p(8io'»,  cos';s)^4.  (25) 

Vergleicbeo  wir  dies  mit  dem  früher  gewonnenen  Resultate  (20)^ 
ao  ergieht  aich: 

y"tnn<r.f(8hi»4r,eoa*rfr)^r=/** sio«.SP(ain*«r«08'«)^  (i») 


.       326  ^ 

so  liuss  oiau  also  in  ileo  Gleicbuageo  des  vorigeo  ParagrapheD,  olioe 
lie  SU  itörea,-  den  Faktor  tan^  für  tinjt  aabttituiran  darf.  Z.B. 
am  (22): 

0  X  2*4.6  (2iiH-2i>)  %  ^  ' 

£baDio  folgt  «na 

« 

aach 

uud  aas  dem  lategral 

a  l  +  2if;cos2ar4-i*  '  or  1*1—*«*   ^  ' 

f.  8. 

Während  tvir  bisber  in  der  allgemeiueu  Reduktionsformel  iür  / 
die  FnoktioD  y  einmal  mit  dem  Faktor  ain^,  das  aodere  M»l  mit 
deü  Faktor  tao    Balti|ilicirt  gaaetst  babeo,  könnta  ,wir  aneb 

f(t&n  4r.  coaor)  SS        cp(aiD*ir,  coa*«)  «•d=       (y>Oim*jr,oQa* jr) 

'  '      smx  tan  or  ' 

nebmcn.  Die  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  (19)  sind  dann  die  näm- 
lichen wie  in  den  Beiapielen  der  Paragraphen  5.  und  <ks  man  er- 
hält leicht 


71 


0  sinor        '  jr  ~"«/  0        siu'»  ^  ' 

II 

0        tanjT       •  4?  ™«/ 0  tan'a 


oder,  wan  -^-  =  -4T-— 1  iü; 
'         tan»»  sm*« 


'  /   cot ^ .  y(sfai*«,  eoa*a:)  — 

■» 


(31) 


Zu  diesen  Sätzen  (30)  und  (31)  wird  man  eben  so  leicht  passende 
ttaiapiele  indea,  wie  sie  sich  für  das  Theorem  (20)  Iräber  darböte». 
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Ein  anderes  beinerkenswertliM  Beiipiel  für  die  AttweDdug  4er 
GleidiODg  (19)  liefert  die  Annehaes 

Man  findet  nämlicb 

/(»  -  ,)  =/(2«  -  ,)  =/(3;i  -.)....  =  A}^^' = -  /t»). 
mithiu 


und?'  X 


oder,  wdl  die  Samaie  der  elBgekteninerteB  Beib^  =  iit» 


y^*./l-f-tanx.arfj:_      a  „ I      tan </s  /j^j^ 
0    U  — tanjr   «      t/ o    U  — un»'  uuia* 

Setit  nan  in  dem  Integrale  rechte  ten«sfi,  alao  sssAretan  <», 
■o  wird  d%  =  und  wenn  *  =  0,  »=2  geworden  ist,  hat 

\  -+•  11^  z 
f(  die  Wertbe  ü  und  so  augenuiuiuen.  AUo: 


TT 


■ 

Wollen  wir  jetzt  den  Logarithmus  in  eine  Reihe  verwandeln,  so 
müssen  wir  dieselbe  so  einrichten,  dass  sie  für  alle  Wertbe  von 
«  =  0  bis  M  =  00  coovergirt.  Dies  geschiebt  leicht  durch  die  Be- 
merkung, dais 


iat  Denn  die  Toratehende  Beihe  eonvergirt  iamer,  wenn  ^ 

ein  ächter  Bruch,  d.  h.  1  -I-  «*  >  2i#  ist,  waa  aber  ftr  jeden  belle- 
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I)ige  «  stattfiodet.  Substituiren  wir  diese  Reihe  in  das  lateg^  (^) 
und  iDtegriren  jedei  einzelne  Glied,  so  ergiebt  sich: 

•/o  M-J  Hl -♦-•••}  ( 

(l-*.«»)»"*"««/«  (l^-tl»)*"^»/©  (1-1- !•»)•"*■"•) 

Ein  nll gemeines  Glied  dieser  Reibe  .wäre,  abgeseben  vom  CoelL- 
fizienteu, 


•/o  (1 


weichet  für  mss[/lt  in  4as  folgende  übergebt: 


1  JE 

V  0  (I 


desMD  Werth  sich  nach  der  in  §.  2.  angeführten  Formel  tob  dco 
Gammafunktionen  angeben  lässt.  Derselbe  ist Bämlieb  filr/pssm-fri« 
|i-i-^  =  2«  +  2,  also^  =  is-h^: 

l»3.5....(2//-l)^,,,  l.}.5....(2/i-Hjv^^ 

1.2.«  («is-Ml 

—    ^       K  3  . 5 . .  ».(2i»  — 1) 
2»«+8-    2V«7«T7r.(2JS)  * 

Ffir  isssO  bat  maii  aoBittelbar 

Substituiren  wir  diese  Wertbe  für  is  =  0,  1,  2,  3  . . .  in  die  Gtci- 
cfcnng  (34),  so  orgiebt  sich 

folglich  YeraSg«  der'  dclchnngon  (88)  aod  (38): 
Nimmt  man  äbnlicb 
SO  findet  jiich 


-f-  ain  j:^*  i/j?  n'^  y«^» 


Wie  man  auch  mit  Bülfe  der  Formel  (23)  ableiten  kann,  wenn  roan 
den  Logarithmus  in  eine  Reihe  ver\vandt>lt  und  jedes  riozeltip  Glied 
iotegrirt.  Man  darf  hier  eine  solche  Reiheneotwickeluug  auaeh- 
MB,  weil  die  Reibe 

^]+_sin£^, s 4|ifiB lin*^ -I- i ■iD'^r H- . . .  { 

A       81D  »IT 

convergirt,  indem  sin  a?  ein  ächter  Bruch  ist.  Wollte  am -dege« 
gen  io  der  Foraiel  (35)  für  den  Legafithans  die  Reihe 

4tteB4rH-4>taB*df+|taB*4r-h  ....| 

setzen,  so  würde  ein  ganz  falsches  Resultat  erscbeioen,  weil  die 
Reihe  nicht  für  alle  Werthe,  welche  io  den  lotervalle  0  bis  oo 
erhalteB  Iibbb,  eoBvergirt 

BkeBM»  uBrielrtig  würde  et  mIb,  deB  Werth  dee  lotegralef 

dedBrck  fiedea  so  wollea,  dait  bbb  lir  tea  4r  die  Reihe 

■eiste  und  jedes  einzelne  Glied  integrirte.   Man  würde  findien 

/"^tan  r  ,       2»(g*— 1)  M»  ■»  .  — 1)  p  »»  . 

e    ;p  1*2       "1  '  S 

d.  h.  =  00,  weil  alle  Glieder  poiitiv  aind.  Dee  Reenltat  -erweiaC 
iicii,  Bit  Peraiel  (28)  ▼ergllcbea,  ale  lelich;  was  daher  rührt,  daae 

jene  Reihe  nnr  deaa  taa  ae  aar  Sneme  hat»  weaa  m  sieht  >  ^- 

iet.  Für  «ass^  divergirt  aie,  darüber  hiaaaa  n«  aaiaehr«  wttbread 

tan  (^-f-^)  =  —  cot^  ist.  —  Wieder  ein  Beispiel,  wie  vorsieh- 
li^  «an  beiai  Gebrauch  aaeodlicher  Reibeu  sein  bium! 
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XXXIV. 

Geometrischer  Lehrsatz. 

,  Herm  L.  Mossbragger, 

Lebrar  dw  Hatbemtdk  an  Ücr  Kitonmiwito  n  Aarm. 


iD  dem  Dreieck  BAC  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  halbireo  die 
LinieD  i^^und  CD  die  Winkel  ABC  und  JCß,  überdies 
iHtßE=CB;  man  sull  beweisen,  duHS  AB  z=ijiC,  also 
das  Dreieck  iST^C  gleicbscheokiicb  ist*). 

Selsen  wir  Aß=e,  ACssA^  BCs^m^  DC^ß,  BE=:r* 
ao  iat  Bftcli  eieea  bekaanteD  geenetriselieB  Satie: 

Weil  nach  der  Voraassetzunp:  ß=/,  so  ist,  wenn  wir  c — ^  mit  jt 
bezeichnen,  «-+■(<■ — Ä)=«-f-Ä^,  a — (c  —  ^)=0 — ar,  c=^-i-jr; 
«  +  c=:a-|-<J-i-a:,  und  daher: 

woraus  wir  die  Gleichung 

\ia-\-öy  (a  +  2^)-f-(«+Ä)(«H-3^)Ä:-|-^ar'i«'=P  . . .  (1) 

erbaiteu.  '* 
Dieter  Grelehung  wird  6«allge  geleiatet 

«)  wenn  :  .2:  =  0,  o'der  c  —  6  =  0; 

i,    „  («-*-/^)M«-H2Ä)-H(«-*-Ä)(«-|-3Ä)^-4-Ä.r»=0 

ist.  Aus  a)  fülgt  c=^dy  was  xu  beweisen  war.  Aus  6)  folgt, 
(däit  aveb 

'  &r«H-(«-|-Ä)(a-t-3*)j?H-(a-f-^)'(«-f-2^)==0. 


*)  Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Anftataes  scbreibt  mir  bei 
sen  Uebersendun^,  dass  ihm  der  obige  Lehrsatz  von  Herrn  Prof.  Steiner 
SU  Berlin)  als  derselbe  ihn  auf  seiner  letzten  Schweizerreise  besuchte,  mit 
der  Bemerkung  mitgetbeilt  worden  sei,  dass  der  Beweis  dieses  Lebrsataee, 
ungeachtet  dessen  scheinbarer  Geringfügigkeit,  doch  mit  einigen  Schwierig- 
keiten Yerbuoden  sei.  Henrn  Professor  Steiner  sei  aber  der  Lehrsatx  Tor 
iwei  Jaliren  ron  Heim  Prof.  Lehmus  io  Berlin  Torgelegc  worden.  G* 
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Ml  ' 

Sind      und  sef'  4m  Wumlo  dieter  Gleiebnog,  to  iat  nacb  eioigeD 

ReductioDco: 

X  =-(a-i-Ä)  (2) 

-   (g-t-A)(a-i-2//)  ^ 

=  —  ^  ...•(«) 

Et  folgt  »lio  SM  (3)  Meb  deo  obigen  AauabBtn,  dMs 

•  — ^sis— (ii«f»^>  •d«r  «SS— «... .  (4)  .  • 

Mi,  n>d  «M  (3),  dMS 

Aua  (4)  ffebt  aber  hervor,  dnss,  wenn  v,\t  j4 ß* z=  B C  maclicn  uud  . 
B  mt  C  vorbHuieo»  aladaau  die  Winkel  BSC  aod  B'CÜ  durch 
die  Lioies  JPi^  nod  Oy  halbired,  endlicb  dieM  bis  sa  ibiwi  re- 
»peetifM  DurcbfcliDitUpuoktea  Ef  «od       Bit  CB^  und  vcr- 
längero,  aoeb  in  dieeen  Fall 

BE  =  C/»' 

iei.   

Endlich  folgt  noch  aus  (5),  daas,  weun  wir  zu  If  u.  \/{a-\-0)--\-aO 
die  dritte  Proportionale  sucbee,  nod  diese  auf  die  Verläogerooir  der  , 

Linie  BA  vou  A  nach  Jff'  tragen,  so  daas  also  AB"   j  ^ 

ist,  alsdann  B  mit  T  verbinden,  und  die  Winkel  BT'BC^  OT  CB 
durcb  die  Linien  Blu  uud  C/^',  welche  AB  und  ^Cin  und 
ir  treffen,  balbiren,  aneb  in  dieien  Fall  BB*  s=s  CBT  m{. 

Eine  zweite  mehr  eleaeotare,  aber  nur  den  einsigep  feriapgtOB 
Fall  beweisende  Deduction  dea  Satzes  ist  folgende: 

Wir  setzen  folgende  geometrische  Sätze  als  bekannt  voraus: 

BC  :JBz=EC  .  AE  (1) 

ßC',AC=zBn:AD  (2) 

\iix^BE*==BCxAC—BDxAD  (3) 

CD^=:BCxAB-ECy.AE  (4) 

Da  snn  BEr=  CD,  so  folgt  aus  (?)  und  (4) 

BCy.AC^BDy,AD=^BCy.AB^ECy,AE  ...  (5) 

Weil  aber  AB—BD-^  AD,  und  ACrs:BC-\-AB  UX^  M  er« 
balten  wir  leicht  nun  (1),  (2)  und  (5) 

BC^EC-i-BCy^AE"  BDy^AD:=^BCy,BD^BCy,AB 

^ECxAE  (6) 

BCy,  AE  =  EC  {BD  +  AD), 
BCy.ADz=^BD{!CE^Am\ 
folglich  wird  auch  No.  6  zu: 

BCxEC-^-ABxEC-hA  Ex  Erz^zBCxBB-^AExBB-^ 

ADxBD  o.ler 

BCxiBC-t-AD-^AEl  =BDx\ BC-^AD-^AEl  oder 

EC=  BD. 

In  den  Dreiecken  BEC  und  BDC  sind  daher  alle  Seiten  gleich, 
mitbin  diese  coogrueut,  und  daher  <iECB  =  '<,^^^\  folglich 
fineb  AB^AC^'tnM  wa  beimea  war. 
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Ein  geometrisclier  und  ein  aritlimetischer  Satz. 

V«n  dem  Herrn  Profetior  Preis  en  der  poly  teehaiiehte 

Sekvle  en^Stottgert. 


die  Gleiebniig: 

■ 


Eine  decadisclie  Zahl  ist  durch  lO.u^a  tbeiibar,  wenn  der 
Unterfichied  zwischen  dem  lifachen  der  letzten  und  dem  «fachen 
der  flbrigeD  Ziffere  dareb  lO.ü  +  a  theilbar  ist;  oder  lieiitdorcb 
lOi»  —  0  theilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  Mfaeben  der  letzten 

und  dem  «^tachcn  der  übrigeo  Ziffern  durch  10.«  —  a  theilbar  ist. 
(In  beiden  Fällcu  bezeichnet  n  jede  beliebige  gaose  Zebl  von  0  an 
und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9.) 


8o  ist  s.  B.  - 

301  ibeUbar  durch  43  =  40  +  3  =  10  .  4  +  3,  weil 

30  .  3      4  .  1  =  86  durch  43  theilbar  iit 
Ml  theilbar  durch  39  =  30— l=:3.1Cf~l,  weil 

3  .  1  +  26  .  1  s  20  durch  29  theilbar  ist 
1157  theilbar  dareb  89  =  90  —  1  =  9  .  10  —  1,  weil 

7  .  9  +  1  .  115  =  178  durch  89  theilbar  ist 
816  theilbar  durch  68  =  70  —  2  =  7  .  10  —  2,  weil 

7  .  6  +  2  .  81  =  204  dareb  M  Mlbar  ist 


Satz  1. 


S  a  t  2;  2. 


Lehrsatz  von  den  Binomialkoeffizienten. 

Tod  «lern  flerrn  Doctor  0.  8c1il5aileh  sn  Weimar. 

Bezcicbnet  eine  beliebis-e  Grösse,  u  eine  ganze  poiitive  Zahl, 
80  ist  die  ISumiue  der  (» +  IjgliedrigeD  Reihe 

^iZ-ülVj«  fa,  eiu  geradta  m 
nnd  SS  0  für  ein  nngeradea  n, 

Wi«  Ittiyt  aieb  dieaer  Sati^.  dar  gelegasilicli  gefindeo  ward«» 
auf  alanaDlareai  Wage  bewaiiaa? 


XXXVl 

Miflcellen. 


Aoasng  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professor  Steichea 
an  der  £cole  militaire  de  Hf^ls^ique  so.Briiaaal  an  deo 

Herausgeber. 

J'ai  lu  diiiis  le  dernier  Xo.  de  votrc  cstiiiiablc  Joiirtinl  *)  IV'nnnc^  '  * 
d^iD  principe  geoeral  de  iru>(,-itii(|ue ,  qui  tic  me  |iarait  gucreü  nou- 
veau  (si  tuutea  fuis  j^en  ui  bieu  com|iri8  le  äens),  et  que  j'c^tablis 
de  la  naoiire  inivante  daba  mon  cours  de  ai^cani<;^ae,  que  je  pro* 
fesae  \  TEcoIe  militaire.  Quand  des  furces  apfiliquees  ä  an  Systeme 
quelcnnque  de  rorps  ne  se  foot  pas  ^quilibrr,  il  y  aura  moavemeot 
apres  un  tcmps  quelcooquc  /,  et  pcmlant  l'iustaot  saivnnt  äty  ces 
forces  moditieroDt  ionniiaeot  peu  les  vitesses  des  diifereutes  masses 
dö  ayatime;  mala  eea  aceroiaaements  de  vitesse  iostantan^  doone* 
roDt  Heu  ä  des  reactiona«  at  Td^libre  subsiste  entre  les  forces 
Bollicitantes  et  ces  forces  de  reactiou  dues  k  Tinertiu  de  la  maticre: 
Kd  effet  les  furces  modificatrices  traosmettent  par  leur  action  im-  '  * 
mMiata  on  par  le  mojen  dea  loia  de  liaison  des  effbrta,  lea  queis, 
a'ila  dtaient  pria  en  sens  contraire»  feraient  ^uilibre  aux  foreea  pro- 
poadea,  pniaqa'ila  empteheraient  eea  modificationa  de  viteaae:  mala 
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CM  elforts  tinti  «»TiraiT^f  "ont  pr^teaent  I*  bmiim  dlet'r^eliou 

«l'inertie.  Donc  il  y  a  ^quilibre  tmtn  Im  foroM  sollicitaDtes  et  Im 
r^actioD8  d'inertie.  On  voit  que  le  principe  est  la  g^u^ralisation 
naturelle  <1*ud  principe  qui  date  de  Xewtou  ,  et  qui  est  connu  soua 
le  Dom  d^^galile  de  Taction  et  de  ia  r^actiun;  l'idi^e  de  cctte  g^n^- 
ffilisailtM)  je  ne  hiU  de  U  dire,  ne  m*f^rütmt  atee  pas;  je  VtA 
pniide  dans  le  conn  do  mrcaDiqm  MihMiroiiiement  trvp  peu  repand« 

*  encorc  de  Monsieur  Foncelet;  niais  je  pars  de  Ik  pour  dtablir  en- 
suitc  tuutes  lea  autres  notioos  de  dyuumique  et  pour  montrer  ie 
moyen  de  metfre  eo  ^quotions  tuus  les  probUmes  pua^tibleti;  ce  qui 

.dispense  dtt  lineuz  principe  de  D^AIenbert  qai  oie  paimit  aoiM 
clair,  moins  direct,  etsurtout  plus  embarrassant  dans  les  applicatibos. 
TraduisoTiB  maintenant  Tenonce  en  formule,  Soicnt  /*".... 
les  forces  appliqu^es  k  de  ccrtains  points«^,  j4\  ....  d'oo  Sy- 
steme de  masses  M,  m\  mf^  e»^.,..;  r,  t'',  t/\  t/"...,  les  vitesses  de 
Celles -ei  npr^i  le  temps  ^  lir,  ät^,  dt^,  «fc/*...'.  Im  aeeroiMe« 
aents  de  vitesse  instaotancs  ensfondri^H  pnr  les  forrrs  donnect;  le 
nasse  m  ^roa?e  dooc  de  lu  part  de  ces  forcu  ua^iii)rt  de  pres- 

sioii  d«M  1«  sens  de  p  donod  par  rdqnetioo  yssMB.  En  adaet- 

tant  nne  notation  analogue  pour  les  antres  massM»  on  voU  t-videa- 

nient  que  P^quilibre  doit  subsister  entre  les  forces       J*,  /*".... 

et  entrc  les  torces  —(p,  — y'.  — rp",  —  y'"....,  qui  seraient  ap- 

pliqu^es  k  m,  m\  m"y  m'       puisqu'aiosi  les  impressions  ^pruuvees 

par'ces  bbsim  Mraieat  ddlniitM  |av  dM  fitrces  dgales,  et  ouposdM: 

dottc  en  noaaant  dtf^  sfe"'         Im  cbeaiu  deerite  ea 

vertu  des  vitesses  acquises  f%  r^  . . .,  pendant  le  leapi  dSl^  OB  aora 

par  le  priocipe  des  vitcyies  virtuflies  efi'ectives: 

* 

on  abr^viativcaentj  et  k  cause  de  d€-=zvdt^  ^tfd$^,,,'^ 

S.Pdp—2.m/^.viU=2.Pdp^2.m.^,de=:0, 

'  ^uatioD  qui  exprime  le  principe  dM  forces  vives  iastuntaoees;  qoi 
condnit  aassi  par  riat^gration  k  celai  des  forces  vivM  finiM,  et 

7ai  se  irattve  anssi  d^nontree  dej.i  dans  le  conrs  de  Mr.  PoDoäet. 
'omme  OO'S,  en  nommant        Q',  ff . . . .  leR  poids  de^  nasses  st, 
m'.  m"*.>-y  amenees  a  la  surfaee  terrestre,  on  evaluera  ces  dcr- 

atbces  par  Im  ^uations:  s»s=      m'ss  ^ . . . . ,  g  exprisMot  la  wi* 

tMse  acqoise  par  na  grave  pendant  vae  seconde:  ceC  qnl  peraet 
d*dcrire  anssi: 

^quation  qni  expriaa  sans  doala  P^nonc^  atoe  du  priadpe^  ea 

question :  mais  supposoos  maintenant  qu^apres  le  temps  t  od  puisse 
an^antir  tout-ä-coup  leg  vitesses  des  masses  «»V«»" . . . .  sans 
troubler  toutefois  ia  iigure  du  Systeme;  des  lurs  on  pourra  lui  im- 
primer  un  ddplaceaent  arbitraire»  daas  Icquel  les  poiots  d^applicatioa 
^,  A\  AK.***  ddcrivant  le|i  «h^jiia  d|p,  dj/^  i^,,,.  9Wi9mt  Im 
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ligues  «i'uction  des  Forces  /*,  /*",  /""... .,  et  cenx  des  piHiiti 
d'applicatioa  m^m^fm''.,,.  des  torces  —  9,  —  f\  —  9",  —  ^  »,\. 
decnrmit  «VMi  de*  arMtrtfirM  d^,  <f«',  (F«",  dir^. . . .  ef  reu 


et  cette  ^quation  est  plas  g^n^rale  que  cello  donoce  d'abord.  Au 
Ntte  «••et  De  MUfdt  en  riea  porter  atteiete  au  M^te  de  l'oofrM» 

annoDC^,  et  il  n^y  a  sans  douie  pas  d^iDcooveoient,  MoDsienr,  de 
Voir  preaentö  quelques  oblorvations  a  cet  i'ijfard. 

Si  a  Pavcnir  les  remarques  de  ma  purt ,  sur  la  m^caniquc  ra- 
tioDuelle  et  appliqu^,  ajaot  quelque  m^rite  de  uouveaute  peuveot 
fiiire  plaitir  k  tos  lecteurs,  je  preodrai  la  libert^  de  toui  en  con- 
Mooiquer  plusieurs;  pour  le  moiaent  Je  me  bornerai  k  ce  qoi  euit. 
Depuis  loDg-temps  je  m^etais  apppr(^u  de  la  faute  commise  par 
Poisson  aux  sujet  des  axes  principaux  et  qui  a  vtO  sig'nal^c  dans 
votre  Journal.  Eo  eifet  daos  la  th<^orie  geu^raio  que  j^dtablis  sur 
lei  axes  principaux  dei  eorps,  et  qoi  oonpreod  daas  let  coBseqnea- 
ces  tous  (es  reanltats,  trouv^s  aDterieoremeDt  par  Po'isson,  Bi- 
ttet et  Ampere,  se  demontrc  la  propri^t^  suivantc:  Toutes  les 
fois  qu'uo  solide  est  pourvu  U'ud  poiat  fixe,  situ^  dans 
l'nn  deses  troisplaosprincipa.uxdu  ccntreiTuu  des  trois 
axoa  pemaaents  de  rotation  ea  ce  point  est  aoreial  aa 
plao,  et  les  deux  aatres  se  tronveat  daos  ce  aiAne  plaa 
ou  ils  occupent  une  position  qu'on  peut  calculer.  Ce 
t^i4oreBie  conduit  ä  uue  cooclusioo  ea  eoet  oppos^e  ä  cell^  dePoissoa, 
cosiflM  OD  Fa  remarqu^.  Voici  an  antra  theoriaie  aar  cette  mati^re, 
qai  parail  ^alement  nonvean:  Les  trpis  azes  perBanents  de 
rotation,  relatifs  a  ua  point  fixe  quelconqued'un  solide 
de  r^volutinn,  sont  Vwn  p erpe n di c u i ai re  au  plan,  deter- 
min^  par  ce  point  et  par  l'axe  de  rövolution,  et  les  deux 
antres  oeenpeot  daus  ee  plaA  one  positioo  qne  Dotre 
tbeorie  permet  de  calculer.  Dans  nn  solide  honog^oa 
de  lere  das  sc  un  point  fixe(|ue!conque(Ö),  intericurou 
cxt^rieur,    et  dift^rent  du  centre  d'inertie  (/)  est  ce 

Jue  je  uomme  uo  centre  de  radiatiou  plane  normale 
*axes  priacipaux:  e'est-k-dire  qoe  tous  les  axes  ea  ee 
point  sitnds  oans  au  plan  normal  a  la  ligne  centrale  Ol 
sont  des  nxcs  permanents  de  rotation  du  solide,  et  ils 
correspondent  toos  ä  des  momeata  d'inertie  du  corps, 
eguux  entr'eux. 

Poar  le  Moment  je  ne  pousserai  pas  plus  loia  cette  dDamtoitioB. 
Mais  si  des  resultats  de  ce  t^enre  pourront  vons  faire  plaisir,  •Mon- 
sieur, et  dtre  utiles  a  vos  lecteurs,  je  vous  prierai  de  bien  vouloir 
Bi*en  donner  avis,  et  des  lors  je  mettrai  tout  mon  travaihen  ordre, 
et  n'empresserai  de  vous  le  commnniquer  * ).  Je  termine  par  une 
derai^re  remarque;  eile  se  rapporte  a  la  d^Die  loi  de  Kepler.  Ba 
adaettant  cette  loi  camme  qd  fdinltat  d^tbseffatioD,  les  antem 


I  Ich  sehe  mit  Vergnügen  diesen  MittheUongen  entgegen  und  werde  sie 
sehr  gern  ia  4fM  Archiv  äufhihmsn,  so  weit  es  ir^nd  der  Rainti  gel 
StoUet.  Ur. 
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d«  mieukn»  eii  cMclMBt  i^ue  la  foree  «tlraetif«  in  MWl  Mr  4«n 

planstes  de  niftiiie  naste  et  a  mdme  distauce,  est  la  neme,  partant 
que  TattractioD  inhärente  ä  la  inatierc  inerte  est  ind^^pendaate  de 
la  nature  cliimique  des  corps  ottir^ü.  Four  uotre  part,  dous  pensons 
qu'il  vaudrait  mieux  reoverser  la  tbese,  et  raisoDoer  de  la  maDiere 
saivaate:  Dans  la'auni^re  de  aMiarar  las  fa'reaa  aa  fvmt  at  Taa  imt 
d^jJi  adBallra  taeiteaieDt  «pie  riateasit^  d^aaa  force  ^valu^a  aa  aaai- 
bra,  Ht  prapartiaanella  k  la  qoaatitdda  aianvaaent  ju'eUaaiifaadi« 

aa  l'miit^  da  taaipa,  et  qa'oa  a  aa  gdadral  dqaatiaa  ai 

l*oB  fail  abatractiaa  de  la  oatare  cbiaiqae  da  la  aaaie,  pnisque 
edle*ci  o'entre  daos  la  fornole  qae  par  sa  <^oaatit^«  Paur  proaver 
maintcDaDt  qu'il  en  doit  dtre  aiosi,  on  a  K  fuire  voir  que  toutes  leg 
forces  Bont  comparables  a  des  poids;  car  Pcxp^rieoce  prouve  que 
Taccel^ratioD  terrestre  est  la  mdme  pour  tuus  les  corps  aue  noas 
.aiaaiaas  ici  baa»  et  que  par  suite  eile  est  ind^peadaata  de  la  aatara 
cliimique  de  ces  corps.  Dodc  pnisque  l'induction  nons  porte  k  coa- 
sidorer  la  pesanteur  terrestre  comme  un  cas  particulier  de  la  gravi- 
tatioa  uuiverselle,  ii  faut  qu^en  g^n^ral  celle-ci  snit  ind^endaote 
de  la  aature  det  earpa  attirda;  doae  il  deneot  Evident  ainsi  qu^a 
distances  ^ales  et  tnr  daa  aiasses  ^f^ales  Paction  du  centre  attractif 
est  In  nii^me.  Mais  en  nomoiaBt  P,  racc^I^ration  d^unc  plaoete  pla^ 
c^e  a  uoe  distancc  initiale  r| ,  7*  la  duräe  de  sa  revolution  sydi- 
rale,  a  le  demi-griiod  axe  de  son  orbite,  on  a  par  la  tb^orie  con- 

n6e:      =  1^1  pour  uae  aatre  plaaete,  placke  ä  aaa  di* 

ataaee  iaitlale  w't ,  oa  aiira  atttara  ß'^  ^  yjif    ^ ;  partaaft: 

Mais  puisque  les  accel<^ratioDS  /*,  ,  /'',  sont  iod^pendnotes  de  la 
Dature  des  nasses  planötaires,  ia  loi  des  forces  inveräerneat  propor* 
tiaaBellaa  aax  quairdi  dea  distaaces  a^obienre,  et  Taa  anra  paiaiilta 
/^..r',*  =  -P.r , » :  partant:  T»  :  T"  =  a»  :  ä'»  ,  ce  qoi  ddMaatra 
rigourenaemeot  la  traiii^ne  loi  de  Kepler. 


Berichtigung. 


.Seite  240  srnnz  nm  Kode  setze  man  kömmt  statt  könnte.  — 
Auf  iSeite  200,  Zeile  17  und  35,  and  auf  S>»eite  267,  Zeile  10  und  25, 
■eise  auo  atatt  der  Nattmera  1),  2),  3),  4)  die  IfaaiBani  1.,  2.,  3.,  4. 


xxxvu. 

Mittheilungen  ttber  die  Constructfon  von  Tan- 
geoten»  KrttmmiuigslialbiDessern  und  Normalen 
an  CnrveD,  deren  Natur  vdlUg  unbekannt  ist. 
Rectiftcatlen  imd  ttuadrator  der  Kreisevolvente 
und  der  entwickelbaren  Schraubenfläche. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Press  ei, 
'  logtidcnr-EUveii  auf  der  polytechaischen  SchuU  lu  Stuttgart; 


Ehe  ich  auf  die  Saclic  seihst  ringehc,  plaubc  ich  Folp-ent^ps 
aber  die  allgeneioen  Eigenachafteo  der  Curveo  TorauBschtckeo  zu 
müsseo. 

Ich  <leDk€  m\r  dne  Jade  Garn  «uattMeDp^eietst  am  «intr  Reihe 

TOB  oDeDdlich  kleioen,  gleich  laogen  fl^radlinigen  BlementeD;  alt* 
dann  ^ird  hei  jedem  Punkte  die  Verlängernug  des  zunächstliegen« 
den  Klements  die  Richtung  der  Carve  in  hesat^tcm  Punkte  angeben 
und  diese  Verlängerung  heiast  alsdann  die  Taugeute.  Man  kano 
aarTeegcote  aecn  ant  folgende  Art  gelangeo:  Bau  liebt  dareh  dea 
aaf  der  Curve  aDgenommeoeB  Pmkt  eine  Anzahl  Secanten,  so  wer> 
den  auf  denselhen  Sehnen  von  verschiedener  Länge  ahgeschnitten, 
und  man  kann  alsdann  diejenige  Secuote  die  Tancente  für  den  ge- 
gebenen Punkt  nennen,  auf  welcher  eine  unendlich  kleine  Mebne 
abgeaehaitteB  wird. 

Denkt  man  sich  onn  eine  Curve  als  zusammengesetzt  aus  na«, 
endlich  vielen  gleich  grossen  geradlinigen  Elementen,  so  werden 
diese  Elemente  Winkel  mit  einander  bilden,  die  man  Contingenz- 
win.kel  nennt,  und  welche  dazu  dienea,  die  Krämmung  der  Curve 
10  Jedeai  bailebigeo  Pnokte  ov  meaaeo.  Da  näialleh  die  Klciaeote 
der  Curve  gleich  lang  sind,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Contin- 
enzwinkel  verschieden  sein,  und  man  kann  die  Krümmuni^  einer 
urve  in  einem  gegebenen  Punkte  den  zugehörigen  Conliogenz» 

Baad  IV.  22  ' 


uiyki^uCi  Oy  Google 


338 

wiukel  proportional  setzen;  denn  man  aiebt,  dau  die  Curve  sieb 
deito  nebr  biegt,  je  grösser  der  CoDtiDg^iiiwittkel  iit. 

Die  KrümmuDgr  einer  Curve  in  einem  beliebigen  Pankte  wiri 

aber  gcwölmlicii  durch  den  Halbmesser  eines  Kreises  promessen, 
welcher  in  dem  nnfjpnommenen  Punkte  die  zwei  zunächstliegcnden 
Eieineute  mit  der  Curve  premeiDschaftlich  bat,  oder  zwischen  wel- 
chen Kreiee  und  der  gcp^ebenen  Garre  eine  OsenlatioB  der  iweiteo 
Ordnang  Statt  findet  Diesen  Kreis  nennt  muu  den  KrimHangs- 
kreis,  seinen  Halbmesser  den  K  rii  m  mn  n  g^sIi  a !  b  measer  und  sei- 
nen  Mittelpunkt  den  K  r  ii  m  m  u  u  ni  i  1 1 elp  u nkt  für  dejD  angenom- 
menen Funkt  auf  der  gegebeneu  Curve. 

Bs  seien  nnii  AB  und  AC  (Tnf.  VI.  Fig.  1.)  die  Blemente  euer 
Curve,  ucidic  sich  in  den  Punkte  A  begegnen,  der  Contingenn- 
winkel  BADz=z(^,  <;o  muss  man  also,  um  deu  Krummuogsbalbroes* 
ser  zu  erhalten,  den  Mittelpunkt  eines  Rreises  bestimmen,  von  wel- 
chem AB  und  AC  zwei  Elemente,  d.  fa.  awei  unendlich  kleine 
Sehnen  sind.  Man  balbire  beide  Riemente  in  /^und  G  und  errichte 
Sa  diesen  Punkten  auf  denselben  Perpendikel,  so  wird  der  Punkt 
in  welchem  sich  dieselben  schneiden,  der  Mittelpunkt  des  ILriim- 
mungskreises  und  also  EA  der  Krümmunffsbalbraesscr  sein.  Man 
siebt  nnn  leicht,  dass  der  Winkel  FBQ  den  Cootingenxwinkel  9 
gleick  nt,  and  ninn  hat  denaaeh 

FA^sEJm  |,  ab = ZJTA = %EA  sia  |. 

Da  aber  ~-  ein  iinoDdlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  Bau  statt 
nes  Sinus  den  Bogen  selbst  setsen,  also: 

AIi=:'iEA.^  =  £A.9>,  * 

Bezeichnet  man  nun  die  Länge  der  Elemente  yiC  und  AB  mit  dh» 
den  krümmuog^halbmesser  mit  ß,  so  hat  muu  oach  dem  Obigen 

Da  aber  nach  der  Annahme  die  Kiteaiang  eiacv  Curve  dem  Cea- 
(in^cnzwinkel  proportionirt  ist.  so  siebt  man  aus  No.  2,  dass  die» 
selbe  auch  umgekehrt  proportionirt  ist  den  ürümmungahalbMaser. 

Erste  Aafgahe. 

Es  ist  eine  Cnrvc  6'F  (Taf,  VI.  Pi^.  2.)  gegebeu  (ver- 
zeichnet), deren  geometrische  tJigcuscbaften  unbekannt 
■iad,  es  sali  fnr  alaea  ballabigan  Pankt  M  darealbeai 
die  Taageate  und  dar  Krilamnagshalhmasaer  eoBatroIrt 
werdea. 

(I^eroy,  Geometrie  drscriptive.       572,  tiTO.) 


sei- 
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Mao  ziehe  durch  den  Punkt  /ff  vcr<;c!iiedene  Seimen  MA,  MHy 

MC,,,.  MD^  ME   verlängere  dieselben  und  mache  Aa  ■=. 

Bb  =  C7c  == . . . .  Dd  =  Ee  ==....  alle  gleich  einer  beliebig  au- 
MOOTDMMii  lJUige  /,  nid  verbinde  die  Ponltte  #,  ^, 
durch  eine  stetig«  Gorve  //'  F'.  Bezeichnet  nun  (Ta£  VI.  Fig.  8. 
und  Fig.  4.)  P  einen  1ieli(^ig  auf  der  Curve  ÜT  angenommenen 
Punkt  und  p  seineu  ent8|ir^benden  Punkt  auf  Ü'Y\  »  die  Länge 
der  Sehne  MP^  so  hat  maa: 

Up ^  /-I- « (Taf.  VI  Pig*  a.)»  Mßssl-^»  (Taf.  VI.  Pig.  4.) 

Minrot  mau  oua  den  Punkt  p  unendlich  nahe  bei  M^  su  wird  »  im 
VerbKltniM  au  /  ttaandiieli  klein  oad  kann  also  Taraaehlisiifft  wer- 
den.  Bezeichnet  nun  (Taf.  VI.  Fig.S«)  m  den  dem  Punkt  m  ent- 

spreclienden  Punkt  auf  V  V\  so  Iiat  man  ISIm  •=  l -\- oder=r/. 
>lun  erhält  also  den  Punkt  /»,  iudeiti  man  von  >/  ans  mit  dem 
Halbmesser  /  einen  Kreis  beschreibt;  alsdaun  wird  der  Punkt,  in 
welches  dieaer  V*T  sehaaidat,  der  gaeuehta  Paokt  «•  aein,  und 
verbindet  man  dieieo  Paakt  niC  ■#  iak  dien  die  Taagaole  Ulr 
letzteren  Punkt. 

Ks  seien  nun  MA'=.MB^=nh  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  die  fclleoicntn 
der  Curve  LJV^  welche  sich  iu  dem  Punkte  M  begegnen,  so  erhält 
■an  die  entsurecbeaden  Paakte  ar' uod  ^  der  Gdnre  i}'V\  indem 
man  Aa-^  Bh-=.  l  mncht,  to  dass  also  die  Linie  ah  die  Richtung 
der  Tangente  des  Puukte«  m  der  Curve  Ü'  V  angibt.  Fällt  man 
von  b  aus  das  Perpendikel  60'  auf  Aa,  so  bat  man: 

Wssm  tia  OM  9. 

Da  aber  ^  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  mnn  statt  sei« 
nes  Sinus  den  Bogen  selbst  und  statt  seines  Cosinus  den  Werth 
1  setzen,  so  dass  also: 


Ferner  ist  aö' zi^Ma-^MS' =  {/^di)^{i^d§)=s%tU  und: 

"    bb'          {i—-äs)<f>         /y        qds          bf  'p 

-  —      —     2ä$     —  äS  ~  2£  —  9ds  2* 

Da  aber  der  Krttamangsbalbmetser  ß  des  Punktes  Mss  so 
ist  ^  =  ^  uttd  also»  wenn  man  diess  subatiluirt: 

taag  assr^  —  ^  oder  (di)  |  aaendlich  klein  ist) 
fang  ossrr  und ^  ' 


^  2unga' 


uiyiü^uCi  Oy  Google 


Diese  Formel  kana  dazu  dieDen,  den  KrümmuogBhalbinesaer  des 
Punktes  ü  der  Gunr«  ÜV  n  bettinMD  (Tat  Vt  Fig. 

Conitrairt  mm  nämlich  die  Tangente  mT  der  Curve  U'V 
(ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  diess  bei  der  Construction  der  Tangente 
gescbeheu  ist),  halbirt  Mm  in  fällt  von  E  aus  ei«  Per- 
pendikel EF  auf  die  Tanseote  m  T  und  verlängert  dieses,  bis  es 
die  Nurivale  des  Punktw  jS  !■  ö  tri»,  M  ist  dieiw PiBkt  O  4«r 
KranBUDgsmittelpimkt  für  den  Punkt  M  der  Oirve  UV,  denn  lit: 


Uuig  o       2  UDg  a 

Anmerkung.  Da  die  Linge  /  |^nz  beliebig  ist,  so  kann  mMi 
sich  dieselbe  aodern  lassen,  und  man  wird  auf  diese  Art  ein  System 
von  Curvcn  U'V  erhalten,  welche  sich  alle  in  dem  Punkt  i«#  schnei- 
den, fc^benso  erhält  mau  alsdann  auf  jeder  dieser  Curven  einen 
Puakt,  welcher  dem  Pnnkte  m  entsprickt  Constnrirt  man  nnn  l&r 
alle  Cnrven  l/'F'  in  den  Pnnkten  m  die  Tangenten,  so  werden 
diese  eine  neue  Curve  rinliüHen.  Ich  Labe  die  iJleicbung  derselben 
gesucht  und  gefunden,  dass  es  eine  upollonische  Parabel  ist,  deren 
Äxe  die  Normale  des  Punktes  il/,  deren  Scheitel  dieser  Punkt  M 
selbst  ist,  und  deren  Brennpunkt  die  Entfernung  2ß  Ten  dem  Sckei* 
tel  jtfket,  so  dass  also  der  Krttsininngsknlbmesser  dieser  Parabel 
für  ihren  Scheitel  ilf  4nial  so  gfew  ist»  nls  der  der  Curve  UV 
^fib  denselkien  Punkt. 

« 

Zweite  Anfidsung. 

Man  ziehe  Sehnen  durch  den  Punkt  M  (Taf.  VI.  Fig.  7.)  und 
verlängere  dieselben,  bis  sie  eine  beliebig  angenommene  gerade  oder 
krumme  Linie  X  y  sckneiden ;  alsdann  niaclie  «ui: 


C^essCe  =  MC^  und 


verbinde  die  Punkte 

^     •  • .  •      ^  El  .... 

durch  zwei  stetige  Curven  Ü*V'  und  Ü"V'\  so  werden  sieh  diese 
In  einem  Punkte  m  der  Curve  Xy  sebneiden  und  dieaer  Punkt,  mit 
M  Terhunden,  gibt  alädann  die  Tangente  dieses  letsteren  Punkts. 

Dritte  Auflösung. 
Ourch  die  Punkte««  ^,  c ....  c/;  «... .  (Taf.  VL  Fig.  8.),  in 
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welchen  die  willkürlich  ang^cDommoiie  XY  durch  die  Sehneo  des 
Punkts  3f  geschnitten  wird,  ziehe  man  Linien  parallel  unier  nchp 
jedoch  10  eioer  ganz  beliebigen  Richtung,  und  mache: 


Bd=tBrd^MB 


und 


terbinde  alidanD  4ie  Pmikte 


m   •  y  •  •  •  • 

• «  B\  B' .  •  • 


dpreh  swel  stetige  Cnnren  IT*  F*  und  so  werden  lidi  diese  » 

einem  Punkte  tn  der  X  Y  schneiden  und  Mm  ist  alsdann  die  ge* 

suchte  Tangente.  (Diese  beiden  Auflosnngsartpn  geben  wieder  Mit- 
tel, den  Krtimmung-shalbmesser  des  Punktes  M  zu  hestininien,  wel- 
che jeduch  etwas  verwickelter  sind,  uis  die  erste.) 


Zweite  Aafgebe. 

Bs  ist  eine  ebene  Curare  ^'r(Taf.  VI.  Fig.  9.)  gegeben 
nod  asBserbelb  dereelben  ein  Pnnkt^,  men  soll  von  die* 
sesi  Pnnktd  aas  eine  Normale  an  die  Curve  I7F sieben. 

(Leroy,  Gfonelrie  deser.  f.  324,  m,  330.) 


Attliösnng« 

Ifen  bssebreibe  von  desl  Punkte  P  ans  Krebe,  welcbe  die  ge- 
gebene C'urve  in  den  Punkten  C  . . .  a,  l/^  c  . , , .  sebncidea« 
Onreb  diese  Punkte  siebe  sien  Linien  neeb  P  und  sMcbes 

A'A  =  A'' A  =  ad  =z  na"  =  der  Sehne  Aa 
BB'  =  BB"  =  bV  =  bb"  =  der  Sehne  Bb 
CC  =:  CC"         s=  €:^'  =  der  Sebne  Ce 


Verbindet  man  nun  die  Punkte 

% 

A^f  B*f  C" ....  e^ j  i^ytT  •  • .  • 
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itarcli  zwu  stetige  Curveo  U  P  mid  V"  V\  so  werden  lieh  dieac 
ID  eiuem  Punkte  M  der  gegebeoen  Cnrve  lebfleiileo,  und  diese  isl 

alsdaan  der  Fusspunkt  der  vcrlungten  Normale. 

AnmcrkuDg.  Mau  kÖDute  auch  auf  dcu  nucii  ^ezogeoen 
Gerade u  Stücke  auftragen,  welche  so  gross  sidU  als  die  Laiben  eot-  ' 
spreeheeden  Sebneo.  Auf  diese  Art  würde  man  wieder  swei  Cnrvea 
erhalten,  wciclic  sich  in  den  rerlaiigten  Fu8S|iUDkte  Jf  scboeiden, 
und  zwar  so,  dass  jede  dieser  neuen  Curven  die  g-cgebene  Curve  un- 
ter einem  Winkel  vuu  45^'  und  dieselbeo  einander  selbst  unter  einem 
Wiukel  von  90°  schneiden;  ferner  haben  die  beiden  Hilfscnrven  in 
den  Punlcte  M  gleiche  Krünfflungsbalbmesser,  und  swnr  erhält  nan 
die  Länge  ß  dieser  Krümmungshalbmesser  als  die  Diagonale  eines 
Quadrats,  dessen  Seite  gleich  dem  doppelten  Krümniungähalhaesser 
r  der  Curve  VV  tür  den  Punkt  M  ist,  d.  h.  /S  =  2r|/2. 


Dritte  Aufgabe. 

Es  sei  eine  Carve  W  von  doppelter  Ernsiainng  ge- 
geben» deren  geometrische  Eigenschaften  unbekannt 
sind;  es  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  J!/derselben  die 
Taugeute  und  die  Osculationsehene  bestimmt  werden. 
(Leroy,  Geom.  descr.  §.  572,  654.) 

'  (Da  die  gegebene  Curve  windschief  ist,  so  denke  ich  mir  dieselbe 

auf  swei  Prniectionsebenen  hetogen  und  säMntlicbe  Gonstmctinnen 
nach  den  Lehren  der  beschreihenden  Geonetrie  ansgefnhrt.) 

f 

Brate  Auflösung. 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  M  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  verschiedene 
Sehnen  ß/A^  JUJB,  JIC....  JUD,  ME,,,,^  verlängere  dieselben» 
und  mache 

alle  (gleich  einer  beliebig  engenoiinen^n  I^änge  /;  alsdann  werden 
die  Punkte  e»,  ^,  c  ....  </,  e  ,  .  .  .  mit  einander  verbunden 
eine  neue  windschiefe  Curve  VV  bilden.  Um  nun  den  Punkt  der 
Cunre  t/'V*  tu  erhalten,  welcher  einem  nnendlieh  nahe  hei  jl#  ge- 

^  legenen  der  Curve  VV  entspricht,  beschreibe  man  von  Jtf  aus  mit 
dem  Halbmesser  /  eine  Kugel  und  bestimme  den  Punkt  m,  in  wel- 
chem dieselbe  von  der  Curve  f  '  V  durchbohrt  wirdi,  alsdann  wird 
diess  der  gesuchte  Punkt  und  also  Mm  die  verlangte  Tangente 
sein,  woraus  sich  leicht  ilie  Normalebene  des  Punktes  m  er* 
gibt.  Bestimmt  man  nun  auf  dieselbe  Art  die  Tangeute  mT  des 
'Punktes  m  tlor  Curve  (■'¥'  und  legt  durch  diese  Tangente  mT 
und  die  Mf»  eine  Ebene,  so  sieht  man  leicht,  dass  dieses  die  Oscu- 
lationsehene der  Curve  W  für  den  Punkt  M  isi.    (Prujicirt  man 

'  uuQ  die  gegebene  Curve  UV  auf  diese  Oscnlationsebene  und  be- 
stimmt den  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  M  dieser  Pro- 
jection,  sn  i-^t  dicss  zugleich  auch  der  KrÜBinnttgshalbmesser  fÖT 
den  Punkt  JU  der  gegebenen  Curve.) 
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Zweite   A  u  n  ü  ü  u  u  g. 

Man  nehme  ganz  beliebig  eine  Ebene  FJ!^  (TaH  VII.  Fig.  1.) 
an,  ziehe  Sehnen  durch  dou  Puukt  ;!/ der  gegebenen  Ttirve,  und 
verlängere  dieselben,  bis  sie  die  Ebene dürcliDohren ;  ea  geschehe 
diesä  lu  den  Punkten  a,  c  . . , .  ä,  e  , , , .  i\uu  verbinde  uian 
dicf«  PulUe  «loreli  «m  stetiffe  Carve  XY$  feroer  siehe  man  im 

der  Ebene  JT^  durch  die  PooEte  ti,      c  ....      e  LinifM  jj^a- 

rullei  unter  sicli,  jedoch  ID  einer  gaos  beliebigen  Ricbding,  and 
mache  aladann 


aa'^=zaa  =  M .  i 

ce^  ==     =  MC 


ferbinde  aladann  die  Punkte 

^  y   fi    •  •  •  •         »   ^  »  ^  •  •  •  • 

doreb  zwei  stetige  Curven  U'  V  nmd  Ü"  F'',  ao  werden  sich  diese  in 
einem  Punkte  m  der  \  Y  schneiden,  und  dieser  Punkt  gibt  alsdann, 
mit  M  verbunden,  die  Tangente  des  Punktes  ßf  der  Curve  UV. 
Die  lehnen,  welche  man  durch  den  Punkt  M  gezogen  hat,  bilden 
eine  Kegelfläche,  deren,  Spitse  der  Punkt  M  and  deren  Leitlinie 
die  Tnrvc  A/F  ist,  und  welche  die  Ebene  in  der  Curve  XY 
durchdringt.  Man  sieht  nun.  dnss  eine  Ebene,  welche  die  Kegel- 
fläche läufj^s  der  Seite  J^Im  berührt,  zugleich  die  Osculationsebene 
der  Curve  tür  den  Punkt  M  ist.  Coustruirt  man  also  die  Tangente 
mT  der  Cnrve  X  Y  und  legt  dareb  dieselbe  and  die  Tangente  Jttm 
eine  Ebene,  so  wird  dieses  die  Berührungsebene  der  Kegelfläche 
längs  der  Seite  Mm  und  also  auch  die  Osculationsebene  der  Curre 
UF  für  den  Punkt  M  sein.. 


Vierte  Aufgabe. 
Die  Länge  der  Kreisevalvente  sn  bestimmeB. 

Auflösung. 
Der  Kreisbogen  AJUssus^ra  (Taf.  VIL  Fig.  2.)  lei  in  eine 
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uoeodlich  grosse  Anzahl  m  gleich  langer  Elemente  von  der  Länge 

e/s  getheiit.  Die  Contingenzwiokel  dieser  Kieniente  werden  einan- 
der gleich  sein;  man  setz,c  jedeu  deräelbeu  =  tp.   Mau  hut  demnach 

^  =  r;  93  =  ^;        =  ra  =  ^^Jtf.    Man  findet  nun  die  Längen 

der  Evolveuteneleraente  ^r,  er/  . , . .  als  die  Längen  von  klei- 
nen Kreisbögen,  deren  Halbmesser  die  fjiuieo  6C,  cD^  dB .... 
=  lU^  iiU ^  %tUy  A(ü  ....  mth  sind,  und  deren  Centriwinkel  immer 
=  y  ist.   Mao  hat  alto  Bogeo 

=,  </f .  4jp  +  2//« .  <p  -h  3«^  •  y  +  •  •  •  •  •+■  mds .  y 
=         (l-H^-f-^-h  •••• +m) 

Da  aber  m  unendlich  gross  ist,  so  rerseli windet  in  der  ParenÜiesc 
die  Zabl  1  gegen  ot,  nnd  man  hat  also: 

jiAssäi es  ist  9  SS also  diesa  anbititiiirt: 

AN=         \  da  aber  md$  =:  MÄ  =  m,  so  ist  aaeb 

Die  Länge  eines  Umlauts  der  Evolvente  findet  nao,  indem  man  IB 
dem  Werthe  für  /  a  =  27r  setzt,  alsdano  ist 

Oller  gleich  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  gletcli 
dem  umfange  des  gegebenen  Kreises  ist. 


FfinfteAuffabe. 

Den  Inhalt  des  Stücks  zwischen  den  Kreise  und  sei 
ner  Evolvent»zu  bestimraeu. 


Auflösung. 

m 

Dieser  Inhalt  wird  erhalten  darch  die  Sommation  der  Kni 

schnitte  Aß6,  bCc^  cDä . , , . 

£s  sei  dEe  der  si^«  Ausschnitt,  sd  ist  sein  Inhalt: 

0f  =  \äe.  dE-ssL  ^mdi*  y .  mdB=s{m*d§* .  9. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  n=l,  «  =  2  ....  bis  n  =  m  und 
summirt  die  hiedurch  entstandenen  Werthe,  so  erhält  man  den  In- 
halt Q  des  Stfteks  xwischen  dem  Kreise  und  der  Evolvente,  so  das» 
lilso: 
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«ssfifr* . 9» -I- 1 . +i . ^*dB* .  9>  + . .  .-.+|i»*4dBr«jp  oder 

Ec  igt  «Wr  die  SrneiM  dieser  Reihe  T* 

Setit  nan  für  9  seineo  Werth  ^  .nod  dividirt  aiüBBtliche  Glieder 

in  der  Parenthese  durcli  m* ,  während  Ban  die  Grösae  aiuaerhalb 
derselben  nit  m*  aiiilkiplicirt,  so  hat  nan: 

^  Wd!t*  ,m*  '     15^  .    m  ^ 

_  inW  .1   ,    1    ,    1  . 

Da  ttber  //<  UDeodlich  g^ross  ist,  so  kanu  mau  in  ^er  Pareathese 
die  Brüche  ^  and  verDacbläsaigeo,  ond  ferner  kann  «an  statt 
m*dt*  die  lAage  JM*  oder  r*a*  aetseo,  so  dasa  also: 

Ö==-5r  oder  e=-y-. 


Seebate  Aufgabe. 

Den  Inhalt  der  entwickelbaren  Sckraubenfläche  zu 
finden.   (Leroy  456.) 


Aufl^aung. 

Diese  Fläche  entsteht  durch  die  Verlänproriing  der  Elemente 
einer  Scbraubeolioie  und  ist  also  eine  entwickeibare  Fläche.  Nimmt 
■lan  die  Aze  der  Sebranbenlinie  aenkrecht  an  und  schneidet  die 
Flache  durch  swei  Horiaontalebenen,  welche  um  eine  Ganghöhe  von 
einander  entfernt  sind,  so  wird  hicdurcb  die  Fläclie  nach  zwei  Kreis- 
evolventeo  geschnitten,  zwischen  welchen  beiden  Grenzen  die  Flä- 
che nun  berechnet  werden  soll.  Wickelt  man  die  Fläche  ab,  so 
bleiben  biebei  die  Contingenswinkel  der  Wendecnrre  unveränder- 
lich, weil  die  Drehung  nni  die  Verlängerungen  der  Elemente  vor 
sich  geht.  Die  Wendecunre  wird  sich  ulso  nach  einer  Curve  ab- 
wickeln ,  welche  bei  gleich  grossen  l^lementen  gleich  grosse  Con- 
tio^enzwinkel  bat,  das  heisst  nach  einem  Kreisstöck,  dessen  Länge 
gleich  der  Lüoge  der  gegebenen  W€ttdeear?e  und  deasen  Halboiea- 
aer  gleich  dem  Rrümmungsbalbmesser  derselben  ist  Die  Kreisevol- 
ventCD,  durch  welche  unsere  Fläche  begrenzt  ist,  wickeln  sich  nach 
Kreisevolventen  an  der  abgewickelten  Wendecurve  ab,  so  dass  man 
also  den  Inhalt  des  einen  Mantels  der  gegebenen  Fläche  als  den 
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IbImIi  des  Stücks  gwiteheD  der  verwandelten  -  Wendccurve  umd 
ihrer  Evolvente  berechnen  kann.  Man  bezeicLne ,  den  Halbmesser 
des  Grundkreises  mit  r  und  den  des  Krümaiung^skreises  der 
Scliraubenliuie  mit  ß,  *  • 

Es  seien  nun  JIB  =  BCzs:  d£  (Taf.  VII.  Pig.  8.)  tw«i  Bla* 
menle  der  Schraubenlinie,  welche  den  Winkel  a  mit  der  Grundflicke 
bilden;  ihre  Projectionen  ab-=.bc'=i  tU  sind  uUdann  zwei  l^lemente 
des  Grundkreises.  Der  Contingenxwinkel  BBC  werde  mit  ^  and 

der  Contingenswinkel  B^hC  mit  9  beseieknet,  nlsdann  Ist  r  =3  — 

und  j$  =L— r.  In  den  gleichschenkligeo  Dreiecken  B BC'un^  B bC 
bat  man  nun:  ' 


BCz=s%BB  sin  ^  =:  Siifo' .  sin 


9 


BC=  %Bb  sin  I  ==  M . 

Da  aber  \  nnd  \  iinendiicb  kleine  Winkel  sind,  so  kauu  mau  sUOt 
ihrer  Sinus  die  Bögen  selbst  setseo,  so  dass 

irCssili.g»' und 

BC=zds ,  fp,  aläo  auch 

da  ;  m'  s  dS»  .9,  oder  da  di  =        so  ist  nach       =  rff .  9» 

*  coK«  COS  a 

hieraus  y'  =  9)  cos  a  (i) 

Nun  ist  weiter  ß  ==  -^y  substituirt  man  für  r/f'  und  y  ibre  Wertbc, 
so  hat  man: 

ds  •  .  ' 


ß        cos  a    dt 


^cosa  ^008*0* 


£s  ist  aber  —  =  r,  also 
9 


2) 


COS'O 


Bezeichnet  man  nun  mit  Lt  die  I^äoge  eines  Gangs  der  Schrauben- 
Haie,  so  dass  also  JU  =s  — %  so  hat  ouui  ( nach  der  Formel  fnr 

Inhalt  des  Stücks  zwischen  dem  Krftis  lind  seiner  Bvolvente)  ftr 
die  Oberfläche  Q  eines  Mantels 

Q  Li  i^*cos»«  ar**»cos^  kr^n* 

V "~  Urcos»«  tcos«* 


and  also  die  OberflÜclic  beider  Mäntel  = 


Scosa* 
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» 

A  II  III  e  r  k  u  Dfjf.    \\xi  der  Forniel  2)  geht  hervor^  dats  (dk 

CUB  45°  ==  \/{,  cos  60«  =z  •  )  der  Krüiumuti^shulbinesscr  einer 
Schraubenlinie  bei  einer  Steigung  von  45°  das  Doppelte  und  bei 
«Her  Steigung  von  00"  das"  \  ierfache  von  dem  Uaibmesser  der 
Gmadflülie  heirSgt. 


^Aodere  A n f I ö s o n g • a r t 

Säinmtiiche  l^lemeote  unserer  Fläcbe  haben  dieselbe  Neigung 
gegen  die  Grundfläche,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  die  Be- 
rührungsebenen construirt,  und  zwar  ist  dieser  Neigungswinkel 
gleieb  dea  Winkel  o,  dev  die  SchranbenÜBie  selbst  mit  der  Grund- 
fliehe  bildet  Man  findet  aber  dett  Inhalt  einer  ebene«  Vigw»  wenn 
man  den  Inhalt  ihrer  Projeetion  mit  dem  Cosinus  ihres  Ncifrungs- 
wiDkeis  dtvidirt.  Da  aber  alle  Kiemente  unserer  Fläche  ilieseihe 
Neigung  habeo;^  so  findet  man  den  Inhalt  derselben,  indem  mau  <ieu 
lokalt  der  PMjeetioa  dnreb.eoia  dividirt  Bs  ist  «her  diu  Tro- 
jeelion  des  unteren  Hanteb  dar  Fläche  das  Stiiek  awiselieo  deai 
dimdkraiaa  aad  eines  Umgangs  seiner  Kvoltcate,  ao  da«  alao  dar* 

Inhall  di^ei  HanteU  =  =  und  man  erkUt  foigRch 

den  ganzes  lobalt  unterer  Fläebe: 
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XXXVIII. 

Einige  Bemerkungen  über  fehierzeigende 

Dreiecke. 

Von  dem 
dem  Herausgeber. 


Wenn  man  durch  drei  Punkte  in  einer  Ebene  mit  denselben» 

die  wir  im  Folgenden  als  Ebene  der  acy  anoehmeo  werden,  drei 
beliebige  gerade  i^inien  legt,  so  werden  diese  drei  geraden  Linien 
im  Allgemeinen  ein  Dreieck  mit  einander  einscbliessen,  welches  wir 
im  Folgenden  nach  einem  in  der  Geodäsie  gebräuchlichen  Ausdrucke 
ein  fehlerzeigendes  Dreieck  nennen  wollen;  und  über  solche 
Dreiecke  sollen  die  folgenden  Blätter  einige  Betrachtungen  ent- 
halten. 

Die  Coordinaten  der  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  sollen 


und  die  Gleichungen  der  drei  durch  diese  Punkte  gelegten  geraden 
Linien  sollen 

!y  — y,  (.r  — .r,), 

y  — (.r  —  ;r,), 

sein;  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  Isten  und  2(en, 
2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  IJnie  wollen  wir  aber  respective 
durch 

*7i  ;         «7a;  »7i 

bezeichnen.  Bestimmt  man  nun  diese  Coordinaten  auf  bekannte 
Weise,  so  erhält  man 

^        y^,  j  ,  —  A^x^  —  (y ,  — y,) 


2) 


Ai  — 

A^A^  (jT,  —  jr^)-4-^,y,  —  A^y^ 
A,—A, 

Ajx.  —Atx,  —(i/j—y,) 


3)  ' 


(   A,-A,  ' 

t   AtX^  —A^x^  — (y,  — y,) 
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Satten  wir  jetit  der  KVrse  wegen 

5)  H  =  A^A^  (jfi  —  A^A^  (o?,  —      -4-  A^A ,  (ar,  ^ 

80  erhttUeo  wir  uboe  alk  Scliwierig^eit 

 R 

\  Si  —  s«  —  / ^  j 

6) 


7) 


8) 


-A,)iA, 

Bezeichnet  ^  den  FlächeniohaU  des  feklerzeifenden  Dreiecks, 
so  ist  Dach  eine«.  liekuuiteB  Satse  der  »oelytiMlieD  Geonefrie  *) 

» )  =p  2A  =  ß.  -  5. )  .     tf .  -  —  5.)  . 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
Dinmt,  ienachdem  man  sich,  um  von  dem  Punlite  (laiJi)  durch  den 
Punkt  {^^n%)  Punkte  (^,»?,)  zu  prolnng-en,  nach  derselben 

Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  inuss,  um  von  dem  po- 
sitiven Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkei  biu- 
durch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  ixk  gelangen,  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Ricbtnng  hin  bewegen  vnis.  Also  ist 
nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  lindet,  wenn  man  immer 
dieselbe  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher  testhält: 


Setst  man 


=:tanga,, 
11)  {        =  tango„ 
At  =  tang  a,  j 


so  iit 


n) 


CCS«/)  roscj  —  C.z-j.sinrrn  — y jfc!? f« ,)  co««| 
sin(«,— a,)  ^  * 

 (Xisin«!  —  y|Cosa,)slnir»«-«-(j?tWP^«'~yaCostt,)8ing| 

s'm  ' 


*)  Archiv.  ThL  IlL  S.  263. 
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13) 


und 


V, 

n. 


• 

-^jf.eotaa)  coia,  — 

.(».fein«. 

— jr.coi«,)««»«« 

sin  (a. 

-«,) 

— yaCOtttt)  sina,  - 

-  (Xssintta 

•in  («a 

-«.) 

■^ffMflOtft»)  COS/t.  — 

-  (Xisinttg 

ain  (a« 

— «,) 

"'  .  » 

■  (.r,siii  «1 

—  1/ ,  r  (KS  « , )  sin  f/. 

sin  («, 

-«.) 

> 

pder 


15)  H  =  (.r,  — or,)  taD^a,  tanga, 

AT«)  Ung  tang 
4-  (jr,  —  «?»)  teng  a,  tapg  «i, ' 

16 )  c^s  «1  eos  ag  cot  a,  •  ü 

(^,lina,  —  y^cosa,)  sin  (a,  —  a,) 
+  (a7s8iDOg  — ya^08«i)  sin  («I  —  «i)« 


Süetzt  man  nun  der  Kürze  wegen 


17  )  49  s     lina,  «~  y,  eei«, )  sin  («, 

(^^sina,  — ^fCosct,)  sin  (a,  —  a, ) 
(^ssina,  —  y,cosa,)  sin  (a,  —  a,), 


so  ist  uacli  de»  Obigen 


18) 


51  —  ^.= 


19) 


80) 


9  cos  a. 

sin  («, 

~«e,)sin(a. 

sin  («t| 

—  «a)«in(a, 

OCOStt, 

atn  («, 

9  sin  Oa 

— .) 

•in(«ra 

—  ««>aiB(«, 

G  cos  «i 

8in(a2  — «,)  sin  (o»  —  «t)' 

8  sin  a,  ^ 

f?»  —  Vi  —  ii^(a,  —  «i)  sin  (a,  -r  «,)* 


t 
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und 

21)  *A = T  »in     _     ,ip     _     ai„  («^  _  )» 

immer  mit  derselben  Bestimmung;  wegen  des  Vorzeiclicos  wie  oben. 
Bezeicbnet  muD  die  Seiten  des  fehlerzeigenden  Dreiecks,  so  wie 
dieselben  iu  der  ersten,*  zweiten  und  dritten  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 1)  charakterisirten  Linien  liegen,  darch  so  ist 

•      .      '    1  '.'  =  (^, -5.  -»;,)% 

22)     *,»  =  (|,-g.)»  +  (9.-9.)-, 

und  folglicb  uacb  dem  Obigen 

»  Jsin(a,^a,)«ii(a, 

^)  \       =  [sin^,-«,)siD(ar^^;SF'  , 

,  _  

*•   —  |«in(«,^«,)sin(«,~«,)p' 

oder  ohne  Besiebnng  der  obern  and  untern  SEeiehen  anf  einander: 

__  .  e  

■  lin'  («1  —tf,)  aüi  (a,  —  aj)  * 

^  sin  («j  —  «,)  sin  («,  —  «,)  • 

 j  e  

' » siu  («i  —  «i)  »in  («t  —  «t) ' 

Man  braucht  die  Winkel  a,,  a,,  nicht  grösser  als  180"  zu  ueb- 
men.  Dann  sind  auch  die  ahaolalea  Weräe  der  Diffimoaen 

nicht  grouer  ala  180^,  wobei  natürlich  Toransgeaetst  wird,  dais 
«,  a,,  o,  poaitiF.eindf  und  weil  nun 

(a,  —  o,)  4- («,—«,) -I- («,—«.)  =  0 

iil^  so  haben 

«1  —  «.»  «»—Ol»  «i 
nicht  stemtiicb  einerlei  Voneichen.  Also  haben  anch 

sin  (a^  —  a,),  sin  (a,  —  a,),  sin  (a,  —  «,) 

nicht  sHmmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich»  wonn 
die  obern  oder  untern  Zeiche|i  niMint,  jenachden  0  positiv  oder 
negativ  ist,  immer  entweder 
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oder 


oder 


Daher  iit  jederteit 


•in  (tfi 
•in  («r. 

—  tr,)  «in  (le, 

—  «.)  •in  («f, 

sin  («a 

—  «i)  sin(«. 

•in  («1 

—  «,)  MB  («, 

sin  (o. 

—      sin  («, 

e 

-«^)» 

sin  (a. 

—  «,)  sin  (a, 
• 

—       sin  (o. 

^  1  f  1  ^  n 

Olli 

1 

\  Bin  //y 

•in  («, 

—  a,>  sin  (a. 

-«.)• 

• 

wenn  man  immer  d(i.s  obere  oder  untere  Zeichen  niomt,  jeaachdeB 
0  positiv  oder  negativ  ist.  ^ 

Denkt  oma  eich,  was  offenbar  Teratattet  iit,  die  Winkel 
«s^  a,"aaeh  ihrer  GrSsie  aufsteigend  geonlnet,  so  ist 

,    sin  (o,  —  «,)  aegatiT, , 
sin  (a,  —  «,)  nenpativ; 

sin  (a,  — «i)  positiv; 

also  aater  dieser  Vorsassetsaag,  weaa  naa  die  ohera  oder  unteni 
Zeiehea  aimait,  Jeaaehdem  &  positiv  oder  ae|(ativ  ist: 

 d  

sin  (0|  —  «,)  sin  («,  —  «J  » 

26)  (  *,==fc 


sin  (o,         sin  (a,  —  a,)  * 

 9  

'         sin  («,  —  «,)  siu  («,  —  «,) ' 
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'  27)  *,  .  ' 

=  MD  (a,  —  «i)  :  «o  («1  — . «»)  :  Mii  (a,  —  a,) 
=  Bin  (a,  —  a,)  :  sin  (a,  —  a,)  :  aiii  (a,  —  a,). 

Weil  noter  der  gemachten  \  urttUtseUuifg  da»  Product 

siD.(a,'— «,)  tin  rin(a,— «,) 

positiv  ist,  so  ist  nach  21)  unier  dieser  Voraussetzung 

et  ' 

28)  2^  =  _  „^j  ^ij,     _  jj^j  _  ifj)- 

Bezeicboet  man  die  den  Si'itcD  .  x,  entspreclieudeu  BuLen 

des  t'ehler,zei{^eudeu  Dreiecks  respective  durch  so  ist 

ond  folglieli  nach  den  Veritergehcaden 


sin  (a,  —  Oi)* 

üiu  («,  —  a^y 


sin  («I  — a,)' 
also 

80)        //,  =  ±  jjj^     _     ^j^j     _     giii^«^  _  « j' 

d.  i. 
oder 

Aneb  ist  *      '  f 

■  l^eirht  überzeugt  man  lieb  «oeb  von  der  Riebtigkeit  •  der  beiden 
folgenden  Aelationen: 

i  «,8ina,  — #,sina,+tf,sina,=:0, 

(  fiCOSa,  —  #,€08«,  +  XjCOS«,  =0. 

Ist  r  der  Halbmesser  des  um  das  febleneigende  Dreieck  bescbrie* 
benen  Kreises,  so  ist  bekanntlich 

TkeU  IV.  ,  23 
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•Iso  nacli  de«  OMgcn 


2siD  (a,  — o,)siR(a, -^a,)sm  (a,  —  a,/ 


Bezeichoet  ferner  ^  den  Halbnesser  des  in  das  feblerzeigende 
Dreieck  beaebriebeiieo  Kreiset,  so  Ist  bekenadieli 

g=,.+,.H.,.' 

und  folglich^  wie  sieb  hieraus  mittelst  des  Obigen  mit  Hülfe  einiger 
goniometrischen  Relationen  leicbt  ergiebt: 


oder 


Q «—  -f         ^     ^         _  flf^)  _  gin  («^  —  Iii) 


Wenn  sich  die  drei  durch  die  Gleichungen  1  )  charakferisirten 
geraden  Linion  in  einem  funkte  hchoeiden  solleO)  80  muss  ^1  ^  0, 
also  nach  21 )  die  (■rosse  (:>  =  0,  d.  i.  nach  17) 

38)  .(«|SiD0|  — sficoetti)  sio  (a,  —  o,) 
+  (jrssm  «,  —  jfaeos«,)  sin  (Sg  —  a,) 

+  (^tMna,  — ^y,co8a,)  sin  (a,  —  «,) 

sein,  wobei  auf  der  Stelle  erhellen  wird,  dass  diese  Gleichung 
eigentlich  die  Grundgleichung  des  gewöhnlich  nach  Pothenot  be- 
MDoten  Probiens  ist.  Leiebt  bringt  sian  die  Torbergebende  Glei- 
obong  aof  die  Pom 

(or,  —  ;r i)  cos  (o,  —  a,)  sin  (a,  —  o,)  . 
H-       —  ^,)8in      »a,)  cos («,--«,)(  sie a, 

I-  (y. — y»)  «■  («i  —  «•)  ■»  («t — «i) ) 

yi)       («•—«»)  8in(a,  —  «,) 
-H  (y»  — yi)  8in(«i  —  aa)co8(a,  —  a,)|  oosa, 
—  (JF»— or»)  sin  (a,  —      sin  (o,  —  a,) 

woraus  sieb  soi 


30 V   .r,        -~(y,—y, )cot(«,  — a,)~(y,  — y,)cot(g,  —g.) 

j  longa,—.    y,-y,^(a;,— d;,)cot(«j— ir,)-|-(d?,-rfr,)eet(«,— «,) 
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crgiebt,  uod  also  erbellet,  dass  der  Winkel  a,  bloM  ioidmCoor- 
4inaten  :r, ,  y,  ;       ,      ;  .r, ,  y,  und  den  Differen«cn  «,  — « 

lil^'iSü'iiZf*'***"  vorzüglicb  dem  vl\ 

theBerwMii  Pr»ble«i  «nü  Cbvnde  liegende  Princip  ist.  Weitere 
Kfettrickelungen  über  diese«  OegQBstftBd  lb»lten  wir  aber  mHsb  den 
in  dem  Aufsätze  No.  XIV.  im  ersten  Theile  des  Arcbivs  aoiniteR- 
ten  Betrachtungen  an  diesem  Orte  tür  ttberflÜMig,  nnd  kdüDeo  die- 
selben tügiicb  dem  Leser  überlassen.  ' 


Verschiedme  nathematiscbe  BemerkongeD  und 

AufisAtze. 


VOD 


Herrn  Dr«  Wilb^lm  Matska, 

k.  k.  PimfMsor  der  Hatfaematik  ao  der  k.  k.  j^hibsophischen  Lehranstalt 


I. 

Beaerkangen  na  des  AafanUe  auf  Seite  57  im  ersten 

Tkeile  dea  ArekiTB. 

Mimtz*'  Attft«txe  auf  combinatorischem  Wege  erwiesene 

j,Alle  ganzen  Zahlen  kann  man  ana  den  Gliedern  der  näek  den 
KotenxeD  von  2  fortgebenden  geometrischen  Proi^ression,  so 
^  dass  jedes  Glied  nur  einmal  vorkommt,  durch  Addition  bilden 
nnd  iwar  aur  «nf  eine  einiige  Weise;'* 
lasst  sich  als  eine  höchst  ein&cSe  Folgerung  aas  dem  leicht  nach- 
zuweisenden  Satze  eptnehmen,  „daai>de  Zahl  narl.  dem  dyadU 
schen  ZiffersTsteme,  in  welchem  man  sich  nur  der  Ziflern  0  und  1 
Eine  Weia^*'  werden  kann,  uod  »war  auf  nicht  mehr  ab 

^  Tfceilen  ire- 

atdCzt,  den  allgemeinen  Satz  erweisen:  * 

„Jede  Anzahl  lässt  sich  als  algebraische  Sommc  von 

Vieitachen  der  natürlichen  Potenzen  jeder  die  1  über- 

«t«lgeadea  Aasnkl  io  darstellen,  dass  die  theils  posi- 
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iiveü,    theils    oegativeo   Mu  ItiDiicatorea  möglichst 
klein,  d.  i.  nicht  grösser  fils  die  Hälfte  der  potenzirteo  Anxabl, 
siad,  ond  swar  anr  aaf  Eise  Weite." 
•Deaa  ist  m  die  patenBirte  und  n  die  darzusteJleude  Aasebl,  und 
sind  niai  "»i  -      ^  ,,,»mr  die  algebraischen  Multiplicatorcn  für  die 
Peteozea  4S°, »      •    .  a**;  m»  soll  der  Korderaeg  gemäss  sein: 

•     se^i eii  — f»  •  •  •  ♦  "1^  j^^i'j 

eder  «. 

«der  auch,  wenn  man 

10 1  ÄS        "fr"  ÄB^Ä  "fr*  ■  •  «  • 

setzt, 

Die  Aufgahe  ist  also  darauf  zuriick^etiihrt,  daas  man  die  An- 
mahl  n  vofent  aar  aas  dea  heidea  aiednntev  Poteaiea  vaa  der 
Bulltea  und  ersten,  a&nilich  aas  einem  Vielfiichea,  dem  m, fachen, 

von  a  und  aus  einer  möglichst  kleinen,  positivon  oder  negativen, 
Anzahl  «»o  zusammenzusetzen  hat;  folglicli  dass  man  die  darzustel- 
lende Anzahl  m  durch  die  zu  poteuzireude  a  dergestalt  theilen  solle, 
daia  der  Reit  mdpfliebit  klein,  mithia  der  Qnotus  aiehit  sestimmig 
ausfalle.  Dann  ist  der  Multiplieator  von  a*  }ener  mögliä 
kleinste  Rest  und  der  Multiplieator  n,  von  dieser  nächst  zu- 
stimmige Quodisj  nämlich,  wenn  man  nicht  erst  noch  neue  Zeichen 
einführen  will: 

Mo  s  miglieii  kleiaiter  Reat  voa  m :  m, 
=  aickst  saafimmiger  Qaatna  vaa  m :  er. 

Weil  nun  eine  solche  Theilung  jederzeit,  aber  auch  nur  auf  eine 
einzige  Art,  ausführbar  ist,  ao  kauu  auch  jede  Anzahl  n  immer, 
aad  swar  aar  aaf  Kiae  WeiM,  aas  4eB  mdglich  kleiaitea  Vielfiii. 
cken  der  Potensea  •*  aad  m^  algelnaiMk  süsamaMagasetst  werdea. 

So  wie  aber  m  saiaauaeageietst  wird,  ebea  so  wird  sieh  der 
Quotus 


aeaerdiags  snBammeasetzea  iatoea;  es  wird  aSmIiek  aeta: 
Mi  SS  möglich  kleiaater  Reit  vaa      :  •»  aad 

=s  näckat  saitimmiger  <|Botns  vaa  m,  :  m. 

Wenn  man  demnach  die  zusammenzusetzende  Anzahl  m  durch  die 
zu  potenzirende  a  so  theilt,  dass  der  Rest  mo^icbst  klein  ansfällt; 
aad  .weaa  maa  dea  ^laotve,  aad  aaf  gleiche  Weiie  iedea  aackfol- 
gaadea  Qaotaa»  wieder  so  tbeilt»  daas  der  Rest  immer  so  kleia  als 


Digitized  by  Google 


S57 

BÖglich  ausfällt:  so  sind  die  der  Ordnung  nach  iiek  ergebenden 
Reste  die  c^ewünschfeu  MuUiplicatoren  m^,,  m,,        ....  «Wr;  wccen 
wird  jeder  uaciifolfreade  (^uotus  weuigsteus  auf  die  Uälfte 
des  Yorhergelieiideii,  «itbin  endlieb  eioMi  einer  unter  «  eelbit^ 
*  herabsiolLen  und  bei  ihn  die  Reebming  abbrecheo. 

Ist  inabesodere  a  =  2,  so  sind  die  möglich  kleinsten  Reste, 
daher  auch  die  Multiplicatoren  0  und  1;  und  dariu  liegt  der  obige 
Satz.  Ist  aber  a  =  3,  so  werden  die  wugJicb  kleinsten  Reste, 
§olff\%tk  nach  die  Multiplicntoren,  —  1,  0,  1 ;  und  eoMit  |it  der,  in 
dem  citirten  Aufsätze  auch  angeführte  Snts  erwiesen,  ,,da88  man 
jede  Anzahl  aus  den  uatürlichen  Potenzen  von  3  durch  Addition 
und  äiubtraction,  und  »war  nuc -nni  JB)ine  Weite»  bilden  kann*'. 


II. 

Feststellung  nndWOrdigungdes  in  dem  Archive,  Theil  1. 
204,  über  eine  Stelle  in  Cauch  y's  Regründung  der -Dif- 
ferential-Rechnung autgetprocbenen  Tadelt, 

Der  Herr  Herausgeber  des  Archifs  leitet  die  eitirte  Abhand- 
lung mit  folgenden  Worten  ein: 

,,Cauchy  hat  bekanntlich  die  Kntwickelung  der  wichtigen  f)if> 
ferentialquotieoten  der  Functionen  log  jc  und  a-^  auf  deu  Hätz  ge- 

1 

gründet,  dass  sich  die  («rosse  (1  -\-  0)  wenn  0  sich  der  Null 
nähert,  der  Summe  der  couvergirenden  Reihe  ^»  T*!^!  2  3' 

welche  wir  wie  gpwöbniicb  durch  0  beseicbuen  wollen,  nie  ihrer 

Grenze  nähert,  . . . 

Auf  der  nächsten  Seite  fährt  er  fort: 

,, Gegen  d«n  ? o»  Cnneby  gegebenes  Beweis  des  ... .  erwM>«ten 
Satzes  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Jonrnnl  (Aout.  1840» 
p.  380)  die  sehr  gegründete  Einwendung  gemnebt,  datn  demselben 

die  Annabme  zum  Grunde  liege,  dnts  das  Prodoet  (1  — ^  (1  —  -j^) 
n  —  1 

(1  )  für  m  =  'jc  der  Binheit  gleich  werde,  welches 

zwar  dann  seine  Richtisrkeit  habe,  wenn  n  eine  bestimmte  von  m 
unabhängige  Zahl  sei ,  sich  aber  dann  offenbar  nicht  mehr  behaup- 
ten lasse,  wenn  «  von  m  abhängig,  z.  B.  »=zm  oder  n  =:  m  —  1 
seif  •  •  •  • 

Allein  Cauchy  stützt  sowohl  in  seinem  R^sumd  des  liocons 
.  .  .  .  sur  le  calcul  infiuit^imal.  4.  Paris.  1823.  pag.  2,  Hf<) 
auch  in  der  verbesserten  Ausgabe  eines  Theils  dieses  Werkes,  näm- 
lich in  seinen  Lef  00s  sur  le  calcul  dißi^reatiel.  4.  Paris.  1829.  p.  i, 
die  Herieituog  der  in  Rede  stehenden  DHTerentinhiuetienten,  in  lett- 
ter  Instanz,  auf  folgende,  wörtlieb  niso  Inuteude  Btelle: 

Ton  suppoee  d*abord  In  qunntitd  «  pesitiTe  et  de  In  forme 

«I  ddsigmmt  un  nonibre  entier  furiaUe  et  snseeptible  d*un  nc- 

croieseaent  inddfinl,  ou  tarn 
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Comme,  dans  Ic  sccond  merafire  de  cettc  deroiere  forinulc,  les  ter- 
mes  qut  rcüfermetit  ia  quautitc  m  sont  tous  positifs,  et  croissent 
CD  vulcurs  et  en  nombrc  eo  meine  temps  que  cette  quantit^,  il  est 

1  '« 

cUir  que  l'expressioo  (1  +  "j^)  croUra  elle-m^me  «vecle  doh- 

bre  enticr  «t,  en  deMoraot  tonjonn  eoaprlse  entre  lea  deaz 
soainies 

V 

1 

et  i  +  l4.|+^^^+etc.  =  i-+-l  +  l=35 

doDc  eile  s'approchera  iadcfinimeiit,  ponr  des  valeurs  croissnnte^ 
de  M»,  d'uoe  certuinc  limite  comprise  eotre  2  et  3.  Cette  Ii- 
Mite  est  un  uombre  qui  joue  uu  rrand  rdle  dans  le  caicul  ioUni* 
tdsiflial,  est  qu^ou  eil  convenn  de  di^siffner  par  Ia  lettre 

Qaucby  läset  sieb '  demnacb  gar  uicht  darauf  eio ,  die  Greasea 
der  einzelnen  Glieder  der  eotwickeiten  Bioomial -Ptitenz  für  eine 
unendlicb  wacbsende  Anzahl  m  aufzusuchen,  suudern  benutzt  diese 
Entwicklung  bloss,  un  das  stete  Wacbi^en  dieser  Potenz  zwiscben 
den  Aaaablen  2  nnd  8,  also  die  Annäherung  der  Potent  selbet  an 
eine  fixe  Grenssabl,  die  er  e  nennt,  zu  erweiset.  Darum  erwähnt 
er  kaineawegs,  daaa  die  Graaaa  dieser  eatwickeitan  Potaas  die 

Sunflie  ^  T  ITS  riTi  •  •  •  •  ■•^  weniger  bexaid- 
net  er  diose  Soniine  doreh  0,  sondern  er  versteht  unter  e  die 

Grenze,  der  sich  die  Biuoinial  -  INjleuz  + >  bei  dem  unend- 
lichen Steigen  der  Anzahl  «i,  unbestimmt  nähert,  wie  auch  immer 
die  BUCcessAven  Warthe  dieser  Potenz  berechnet  werden  wögen  und 
jene  Grone  daraalhen  gefundan  wwdoA  mag.  Ihm  genügt,  fiw 
seine  Herleitung  der  DitlerentialqiiollaoAail»  die  blosse  Nachweisung 
der  Kxistenz  einer  solchen  Grenze;  da  er  die  Grösse  derselhan 
für  diesen  Zweck,  gar  nicht  zu  kennen  hraucht. 

Jedoch  in  den  Pr^ioninaires  der  oben  augelührleu  jüngeren  Le- 
oons,  pag.  10,  nieht  ahor  in  de»  ilteion  RtoaMi»  ffihrt  Ganchy,  anr 
Erläuterung  der  Convergeos  der  Reihen,  folgendes  Beispiel  an: 

L'ne  Serie  digne  de  remarque  est  ceUa»  ^u'on  obtienty  Uirsqnti 
dans  le  developpemeut  de  rexpression 
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•D  tait  cuovergfer  le  nouibre  enticr  m  v( ia  limite  90..  (}aU«  l4- 
rie,  doot  let  diff^eots  terme«  t>uat  reitpcctiveaeiit 


1»  J.8»  I.ft^'  '1.2.1...«  ^^'^ 


reste  converffente  ....** 

fliar  scäictft  Caadbj  aU^nliiii^f  ans  der  OreBsforn  dar  An« 
faogsgliadar  der  Reibe,  id  einer  nicht  genugsam  begründeten  Id« 
duction,  auf  die  GmaCmw  «kraa  atlgeaMiaaii' Gliadet«  iadaa  er 
stilli4;liweigaod 


gelten  lassf. 

Üiette  Stelle  ist  es  demnacb,  welcbe  von  Liouviile's  Tadel  mit 
Beejbt  gatroflfeD  werdet  könnte;  ab  er  aich  abtsr  wirklieh  anf  aie 
baaielia,  vermag  icb  niebt  zu  entscheiden,  da  ich  den  Jahrgang  1840 
»eines  Journals  nicht  mehr  besitze.  Mit  dieser  Stelle  hängt  jedoch 
die  später,  pag.  19,  folgende  Rntwickelung  der  Differeutiulquotienteu 
iogaritbiatscher  ui^d  exponeutieller  Functionen  durchaus  nicht  zu- 
laniBMii;  was  anok  achan  daraaa  einlencbtet,  ^laaa  dieaelbe  in  den 
Aesnm^  gar  niebt  varkaiaBt.  Mithin  ist  diese  Entwickeln ag 
über  die  ihm  zugcmuthete  lliiricbtigkeit  völlig  erhaben; 
was  dieae  Zieileo  zu  beweiaen  einzig  beabsiebtigton. 

JII. 

Benerknngen  aar  BeitlaiBinng  dea  Schweiniinktea  iai 
aphäriaehen  Dreieeke,  auf  Seite  6  bia  0  in  dritten  Tbeile 

dea  Archivs.  • 

1)  Die  hier  ran  Herrn  Director  Esch weiler  aufgestellte  ele- 
gante Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  sphärischen  Dreieckes 
batte  ich  bereits  im  Jubre  183(')  selbst  £refunden ;  icb  boflfe,  er  werde 
mir  gern  gestatten,  seineoi  Aufsätze  ("(»Igcudcs  von  meinem  dama- 
ligen Fonde  anansehliesaen. 

I.  Nach  seiner  Ableitung  (S.  7  und  Taf.  VII.  Fi^.  4.)  iat  das 
statische  Moment  eines  tpbhriscben  Dreieckes  ABC  in  Bezug  auf 
die  Ebene  des  zu  dem  Kugelhaliimesscr  (Li  einer  Dreiecksspitze 
A  senkrechten  grüssten  Kreises,  d.  ii.  dus  IVoduct  uus  dem  Flä- 

cueDinbaltc  e  des  spbariscbcn  Dreieckes  in  den  Abstand   — ' 

seines  Schwerpunktes  von  jener  kreisebene  =  |a  .  sin  ^  sin  Der 
erste  Factor  \a  dieses  Productes  giebt  den  Fläclieiiinbalt  des  Kreis-  > 
ausbciitiittes  BÜC  an,  welcher  uer  jener  Dreiecksspilze  A  gegen- 
über liegenden  Dreiecksseite  BC  angehört.    Der  zweite  Pactar 


ain^ainp' =  sinrsin/?  drückt  den  Abstand  derselben  Dreiccksspitie 
i  VOM  der  Ebene  dieser  Dreiecksscite  HC  aus.  Mitbin  ist  das 
statische  Moment  der  Flache  eines  sphärischen  Drei- 
eckes ABC  in  Bezug  auf  die  Ebene  des,  zu  dem  Rugel- 
halbnesser  OA  einer  Dreiecksspitze  A  senkrechten  ader 
an  dieser  Spitze  als  einen  Pole  gehörigen ,  grössten  Kreises 
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gleich  dem  Producte  aus  dem  Abstünde  der  Dreiecks- 
spitze  VOD  der  Ebene  der  ihr  entgegen  liee^enden  Seite 
BC  iD  deo  Fläclienin  halt  des  dieser  Seite  aogehörigeo 
Kreisauatchnitt«!  Bff€k 

2.  Es  dürfte  wühl  nicht  ohne  Interesse  sein,  diesen  Ausdruck 
des  statischen  Momentes  eines  sphärischen  Dreieckes  auch  mittels 
einer  elementaren  Betrachtung  aufzustellen.  In  dieser  Absicht  thei- 
len  wir  die  .Seite  ÜC  (Taf.  VU.  Fig.  4.)  des  Dreieckes  ABC  in 
beliebig  vi«le  und  beliebig  groise  fltOvke,  and  führen  dnreh  alle 
TlieiluugsDunkte  nach  der  gegenlber  liegenden  Spitze  A  Bogen 
grösster  Kreise,  und  zwischen  jeden  zwei  benachbarten  solchen 
Kreisbofl^en,  wie  AD  und  AE,  um  dieselbe  vSpitze  A  als  Pol,  Bo- 

Sen  iLlelnerer  Kreise,  wie  DF  und  EG.  wird  dem  Kugel* 

reiecke  ADE  nicht  Uosb  ein  kleioefM  Dfeieck  ABF  einge> 
schrieben,  sondern  auch  ein  grösseres  AEO  angeschrieben,  von 
denen  jedes  ein  Ausschnitt  der  Seitenfläche  eines  Kugelabschnittes 
ist.  Sind  HD  und  NF  Halbmesser  der  C^ruudebcoe  des  ersteren 
Koffelabschnittes,  so  ist  AH  seine  Höbe  und  der  Inhalt  seiner  Sei- 
lenfllebessrSnr.  j#JK  Zfl  ihm  Terhftlt  «ieh  derlnfanlt  desDmeckes 
ADF^  wie  zur  vollen  Gmttrehung  %n  der  Winkel  DAE,  den  wir 
durch  y  bezeichnen  wollen;  mithin  ist  A  DF  —  [2n .  AH  xln), 
<f=<f,AH,  oder  wenn  wir  den  Boofeti  il)z=zu  setzen,  =  tf)(l  — 
cosm).  Aehnlich  muss,  wenn  wir  AB=.u  annehmen,  ^AEG=. 
9>(1  —  coi«*)  sein. 

Der  Schwerpunkt  der  SeitenflSche  eines  Kugelabschnittes,  so 
wie  Jedes  Ausschnittes  derselben,  steht  um  die  halbe  Hohe  des  Ab- 
schnittes von  seiner  Grundebene  ab.  Beziehen  wir  demnach  die 
statischen  Momente  auf  die  Fbene  des  zur  Dreiecksspitze  A  als 
einem  Pole  gehörigen  grSesten  Kreises,  so  hat  von  ihr  der  Sehwer* 
punkt  des  Dreieckes  den  Abstand  OH-^ \HA  =^  \{0A 

^Ä)=  ^(l  cos«),  mithin  analog  jener  des  Dreieckes  AICG  den 
Abstand  ^(l-Hcosw');  und  der  erstere  Abstand  ist  offenbar  grösser, 
der  letztere  aber  kleiner  als  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
Dreieckes  ABB  selbst  ron  der  Momentenebene. 

Daraus  folgt  nun,  dass  das  Moment  des  Dreieckes  ABEy 
d.  i.  das  Froduct  aus  seinem  Inhalte  und  aus  dem  Abstände  seines 
Schwerpunktes  von  der  Momentenebene,  wenn  man  dessen  Factoren 
einmal  durch  kleinere,  ein  andermal  durch  grössere  ersetzt, 

'    >9(1— cosif).|(l+c(isfi')  und  <9»(1— Gosii^).i(l+eosm) 

sein  muss. 

Zur  ferneren  Umffestaltnng  dieser  einschränkenden  Grensen  setsen 
wir  DE  =  tt,  ABB  a  10,  ABB  =r  m';  dann'  ist  im  Dreiecke 

ADE 

<   sin  9  sin  t»  =  sin  V  sin  a>' 

und  im  Dreiecke  AUE 

sin  o»'  sin    =  sin  r  sio 
folglich,  wenn  wir  muliipliciren  und  abkürsen, 

sin  9) .  sId  »  tlu  ti  ss  sin  c  sin  |9 .  sio  er. 

1 
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Bieravs  ergidbt  rieb 


uod  soDacb 


sine  8m i9  . 
SID  9  =S  -:  ^-S  SW  », 


'l                   ff       sin  r  sin /}  siiiv 
9  S=i   gm  CD  =  .   r— ;  •           .  V. 

^     sin 9      ^     '81119   •inttniit»  9 

Setzen  wir  «iieue  Ansdröcke  für  y),  so  fiodeu  wir  des  üreieckr» 


«■4  K^^wnenafi A 


sia  9   8IA  V 


o  j  (*  —  cQs//)  (I  -f-  oQgat')  ^ 


sin  M  sin» 


V  (1  — -  cos«')  (1  ■+■  KOSU) 
sia(/>    sin  sin«' sin t»  * 


Für  deo  Winkel  tf>  lässt  sieb  aiicb  nocb  fofgender  Aasdruck 
vortbeiUiaft  Ycrweadeo.  Es  ist 

r 

9  =  BJJBzss  DNFss0M^t  Oßf^  DP:  ein  m, 

daher,  wenn  man  durch  sin  cd'  sin  n'  theilt  und  mit  deai,  oacb  den 
Obigen,  ihm  gtcicben  sincsio/S^  rauUiplictrt^  , 


CD  =   r-*3  .  — ;  ;  .  V  Uud  ttUalog  = 

^      siaspsiilfl/  «sinsr  ^ 


stüf^sia«  *  tt  siai» 


.  V. 


Mithin  zeigt  sieb  duä  Moment  des  Dreieckes  AÜE 


^  ^  sin  c  sin  . 
und        sin  Clin/?. 


(1  —  oosm)  (1  -H  cost^)  ÄF 


stnMsini^ 


osinw 


(I— ^osm  )  ( 1  -f- costi) 

sinw*  sintf  *tfslna» 


•  V. 


Ifo»  iat  das  Moäeiit  des  Dreieekes  ABC  gleich  dar  Summe  der 
Momente  aller  dasselbe  eoostituireBden  Dreiecke,  wie  ADE,  folg- 
lich grösser  als  die  Summe  aller  unteren  und  kleiner  als  die  Summe 
aller  oberen  Grenzen  der  Momente  der  Dreiecke  ADE  für  sämmt- 
licbe  Theile  v=zDE  der  Seite  BCz=a, 

Lasseo  wir  deamaeb  alla  Theile  tr  dar  Seite  ^^mieBdiieb  ab« 
nebaien,  sa  nimmt  aacb  der  Winkel  tp  unendlich  ab,  und  die  Kreis« 
bogea  •»  und     nähern  sieh  nnendlieii  ihrer  Gleichheit;  daher  stra- 


ben  die  Unofienlen 


SP 


und 


ihrer  bebannten  ganeinscbafltli- 


sin  if'         sin  tr 

eben  Greose  1,  die  Prodaete  (l-->eosflr)  (l-f-eosi^|,  (1  — eosm') 
(l-Heostr)  und  sinwsinw'  ihrer  Qrrmcinsamcn  Grenze  1 — cos«' = 
sinw'  zu;  die  Kugcidreiecke  DEF  und  DEG ^  welche  an  F  und 
G  rechtwinkli«)^  sind,  nähern  sich  unendlich  ihrer  Auscbnung,  folg-, 
lieh  dem  Zustünde,  in  welchem  DF  —v  nnui'  und  EG=-vi\nta 
ist;  knrs,  das  Prodnct  der  ia  dea  Ansdricben  der  eiasehränkea. 
den  Grenzen  als  Faetoren  vorkoaiBeoden  Unotieoten  strebt  seiner 
Grenze  I  ohne  Fndc  zu. 

,  Bei  der  ttuaimirung  saipmilicher  Werthe^  der  gleichnamigen 
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Grenzen  der  Momente  aller  conttitutiven  Dreiecke  kommt  ihr  ge- 
meinschaftlicher Factor  'sinrsinl?  mit  dor  Summe  von  lauter  Pro- 
ducten  zu  roultipliciren^  in  denen  die  eilten  Fuctorcn  einer  gemein- 
samen Grenze  zustreben;  daher  ist  letztere  Summe  gleich  den 
PnMinete  dieser  geMeinraweB  Grenae,  —  hier  1  —  in  die  Summe 
alier  zweiten  Fnctoren ')  —  hier  in  die  Somme  aller  Bestaud^jtUcke 
V  der  Seite  HCr=^a.  d.  i.  in  die  Seite  a  selbst.  Mitbin  strebt 
sowohl  die  untere  als  uuch  die  obere  Grenze  des  Moments  vom 
Dreiecke  ABC  dierselben  Grenae  4  sin 0  ein oline  finde  an; 
folff^kb  anae  dieiesMdMnt  eben  dieser  GrWM  \mwime^f  gMcb 
«ein,  welche  mn  raeh  dnreli  ^mwtMbwo^f  aotdr&cken  Iubb« 


IV. 

Neäer  Beweie  der  Gleiehbeit  tov  PavnllelepipedeB. 

Der  Satz:  ParuIIelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  üöhen  sind  ^leicu,  wird  in  allen  mir  bekannten  Lehrbü* 
-ehern  der  Stereometrie  blosa  für  den  aebr  eingeschränkten  PaH  er- 
wieaeo,  wo  die  Grundebenen  congruent  sind;  aaeh  drängen  sieh  in 
den  zum  Reweise  dienenden  Figuren  die  Linien  in  einen  so  ensren 
Raum  zusammen ,  dass  besonders  in  öffentlichen  Vorlesungen  daa 
Sichten  und  Uebersehen  derselben  den  Zuhörern  sehr  beschwerlich 
föllt  Der  folgende  Bewein^  den  ieb  in  Jabre  1838  fiind,  ist  tm 
beiden  Mängeln  frei. 

I.  Zuvörderst  betrachten  wir  den  Fall,  wo  die  gleichen 
Grundebenen  der  Parallelepipede  je  eine  Grundkante  und 
den  Kanlenwinkel  au  ihr  gleich  haben. 

Hier  geborea  daber  in  den  gleieben  Grandkanten,  als  Grund- 
linien der  parallelogramniicben  Gmndebenen,  auch  gieicbe  Hüben, 
d.  h,  gleiche  Entfernungen  von  den  parallelen  Seiten. 

in  dem  einen  Parallelepipede  ACEG  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  erwei- 
tern wir  nun  die  Grundebene  AC  und  die  narallelen  Grundkauten 
AB  und  CD^  weicbe  den  Gmndkanten  tw  und  cd  des  andefea 
Parallelepipeds  aeeg  gleich  sein  sollen.  Zwischen  diesen  verlänger» 
ten  Grundknnten  und  mit  dem  ersteren  Parallelepipede  auf  die  näm> 
liehe  Seite  der  Gruudebeue  stellen  wir  das  zweite  Parallclepiped 
mceg  dergestalt  auf,  doss  die  gleichen  Grundkaoten  paarweise  in 
einerlei  Gerade  an  liegen  kentn,  die  OeffiiaBgeB  der  i^leieben 
Rantenwinkel  an  ihnen  naeh  einerlei  Gegend  gerichtet  sind  und 
die  Parallelepipede  selbst  nirgends  zuaammcntretTen.  1d  dieser  Stel- 
lung fallen  die  erweiterten  zweiten  Schenkel  der  trleiclien  Kanten- 
winkel ,  so  wie  auch  die  erweiterten  zweiten  Grundebenea  der 
gleicbboben  Parallelepipede,  in  ebeBbeae  taaanaien;  und  die  Pa- 
rallelepipede machen  mit  einem  zwiachen  ihnen  steheoden  schiaf 
abgeeebnittenen  Priana  BdFh  eia  ebea  aolebee  PriiBMt  AeEg  aoi. 


*)  Denn  bekinntlieh  i«t,  naeh  Caucby  (Targl..  auch  Archiv.    Tbeil  I. 

S,        ,  «ff  -h  na'  -f-  a"a"  -|  ="(«  -f-  rt'     « '  h  ) .  Med.  iT» 

0",....);  fulglicli,  wenn  lim«  =  liiiiö'=  liaiö"  =  ....=  .y  ist, 

Um  (««  -f-  «'«'  4-  a"a"  -f- ....)  =  Ina  («  -j-  «'  4-  «"  -|  .)  x  Med.  (lim«, 

lim«*',  lioi  •",....)  s=  /I ,  Um  (a  -t-«'  ^.a"  4.. . . . ). 
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NuDmebr  lässt  sich  leicht  oachweiscD,  dass  4le  tclll^f  ab^e* 
■  choitteiien  FrismcD  AdEh  uud  BcFg  congroent  sind. 
DesD  1)  sind  utie  parallele  kaatCD,  als  Seiten  demselben  FaraUel- 

epipeds,  ffleicb,  wie  AEzstBF^  aez=.li/  ;  2)  sind  jede^zwei 

in  einer  («er«4cii  ||;pe(egeM  KaalMi  |;lei€b,  wie  Sa^Mh^  Be-ssz 
Ff  dffl.,  weil  sie  aus  ffleicheu  Stücken  bestehen,  da  ABzzzab^ 
also  ancli  AB  -\-  Ba—  Ba  +  aö^  d.  i.  Aa  =  Bh  ist;  daher  sind 
nicht  nur  die  WiuiiLei  der  gleichgerichteten  Kunten  gleich,  wie 
DAm=CBb^EAaz=,FBO..,.^  sondern  auch  4)  die  Winkel  der  , 
gleiehgestrccktett  BlMBen  gleieb,  wie  die  der  £b«BMi  ^/fnad  BO 
mit  den  sie  scboeideeden  Ebeuen  Ae  eder  Bf^  u.  dgl.  Denkt  msB  • 
sich  daher  ein  solches  Prisma,  BcFgt  zu  dem  andern  AdEh  der- 
gestalt gebracht,  dass  eine  Kante  Bü  mit  der  ihr  gleichen  Aa^ 
und  ao  ihr  die  gleicbee  f^anteuwiukel  iiberein  fallen;  so  fällt  die 
Seiteocbese  BG  Mf  die  eeagiMte  AB  QDd  die  SeitesebMe  bff 
auf  die  congruente  ahy  mithin  uch Jede  Boke  des  enteren  Prboi» 
in  eine  des  letzteren;  das  IVisoia  acFg  witd  gleichsam  zwischen 
der  es  einhüllenden  parallelepipedischen  Fläche  AflIcA  um  daü 
Stück  AB  von  JB  gegen  A  geschoben  und  erfüllt  so  ffanx  das^  anr 
dere  Prisma  AdEk.  Dn  Bno  in  diäter  S^IUmg  beider  PrieoM»  . 
jeder  ünterecUed  switckMi'ilweQ  «afgehoben  eneheiBla  mmI  sie 
coBgrnent. 

Zieht  mnn  demnach  von  »liesen  conarruenteii  Frisinen  AdEh 
und  BcFg  das  ihnen  gemeinschaftliche  BdFh^  oder  sie  seibht  vuu 
dem  ganzen  Priesa  AeBtt  ab,  lo  niesen  die  Reele,  welche  gerade 
die  mit  einander  an  Tergteiehendea  ACEQ  und  €ie€g  aind»  gleieb 
l^ross  sein. 

II.  In  jedem  anderen  Falle  muss,  weil  die  Grundebenen 
der  Parallelepipede  Parellelogramme  uud  einander  gleich  sind,  in 
jeder  Grandebene  wenigstens  Eiae  Höbe  iLleiner  oder  nur 
nöcbiteos  so  gross  als  eine  Seite  der  anderen  Grund- 
ebene sein.  Dcun  der  Flächeninhalt  eines  Parallelogramms  f^^leicht 
dem  Producte  aus  einer  Seite  (der  Grundlinie)  in  ihre  Höhe,  und 
jede  Seite  desselben  ist  wenigstens  so  gross,  wenn  nicht  grösser, 
als  dia  der  aastosseadea  Saite  sakaMnande  Hübe;  folgUcb  iai  der 
Flacheninhalt  des  Parallelogramms  nie  kleiner  als  dns  Prodnct  sei» 
ner  beiden  Hölien  und  nie  grösser  als  das  Product  zweier  zusam- 
menstosscnden  Seiten.  Bei  zwei  gleichen  Parallclofl^rammen ,  Avie 
bier  die  Grundebeueu  sind,  ist  demnach  das  Product  der  Uöheu  des 
einen  sieber  nie  grtfsser  als  das  Pradnet  sweier  losaniaienstoasen* 
den  Seiten  des  andaraSi  Daraas  fMgt  sogleich,  dass  nie  beide 
Höhen  des  einen  Parellelogramros  zugleich  grösser  sein  können 
als  jede  der  Seiten  des  i^leichen  anderen  Parellelogramms. 

8ei  uuu  die  zur  Seite  AB  (Taf.  \  II.  Fig.  6.)  der  Grundehene 
AC  gehörige  Höhe,  d.  i.  der  Abstand  der  swei  parallelen  Seiten 
AB  und  (jD  von  einander,  nicht  grösser  als  die  Seite  mh  der 
Grundebene  des  zweiten  Parnllelepipeds  aceg.  Dann  kann  man 
zwischen  jenen  Parallelen  und  ihren  Verlängerungen  durch  jeden 
Punkt  a  wenigstens  Eine  der  Seite  ab  gleiche  Gerade  ab  iührcu. 
Ziebt  Bian  an  dieser  in  demselben  Abstende,  wie  die  Parallelen  mb 
nnd  etf,  .die  cb  parallel,  so  ist  das  entstehende  Parellelogramm  ac 
dem  andern  ac  gleich ,  weil  sie  die  Grundlinien  ab  und  ab  sammt 
den  zugehörigen  Höben  gleich  haben.  Nach  der  Annahme  ist  aber 
auch  ACzrzaCj  daher  auch  noch^iC=(lc.  Beide  l'arellelogramuie 
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liegen  überdies^  zwischen  einerlei  Parallelen,  oiitbiD  haben  sie  aucb 
ihre  GruDdliaien  gleich,  AB'=<i^.  Kurz  das  Parailelofframm  ac 
bat  mit  jedem  der  zwei  einander  und  ihm  gleichen  Parellelogramme 
AC  OBd  €td  ebe  Gntodlinie  vnd  ihre  Höhe  gleicli. 

Verl&Dgern  wir  endlich  die  Parallelen  ab  und  cb,  und  stellen 
wir  auf  sie  <lio  ilmen  crieichen  Grundkanteo  af/  und  cd  des  Paral- 
lelepipeds  act'g\  erweitern  wir  dann  die  durch  Aß  und  CD,  so 
wie  die  durch  ab  und  cd  gebenden  Seitenebenen,  und  die  von  der 
€niDdelieiie  ACme  ' ^miAmtxt  absteheiidmi,  also  in  Ein«  Bbeae  so- 
sammenfalleadeD  Grandeteven  BQ  und  so  begrenzt  diei  Paar 
Grundebcnen  mit  jenen  zwei  Paaren  parelleler  Seitenebenen  ein 
neues  Parallelepiped  acfj^.  —  Für  die  Darstellung  bleibt  es  hierbei 
vortheilhaft,  die  Ücrade  ab  üo  weit  von  der  Grundehene  AC  und  von 
ihr  die  Grandabene  me  ao  wait  aatferat  sM  kalten ,  dasa  keine  iwel 
Parullelepipede  irgend  wn  snaamanfttveffen.  —  Mit  diesem  dritten 
Parallelepipede  acf^  hat  nun,  vermöge  seiner  Kntstehung,  jedes  der 
zwei  Parallelepipede  ACFJi  und  aeegy  ausser  der  (irundebene  und 
Höbe,  auch  uuch  eine  Grundkante  und  an  ihr  den  kanteuwiukel 
gleick;  arftbin  sind  ele-,  de«  vorigen  Falle  gemaia,  ibai 
Ifleieh ,  daher  auch  einander  selbst  gleieb. 

Der  bebaaptete  Sats  gilt  deMBMb  gana  allgaamn. 


XL. 

lieber,  die  höheren  DlfTerentialquotteiiteD 

einiger  Fiuietioneu. 

Von 

Uerjm  Doci«r  O.  Sc  hl  ö  milch 

su  Weimar. 


§•  Wir  wollen  uns  zunächst  mit  den  böberen  Differ9naiali|UO* 
tienten  der  bänfig  vorkoBBMnden  Fnootlon 

beschäftigen.  Durch  successive  Differenziatiun  derselben^  unter  be- 
BtKidifer  Anircndnnf  dar  8ä«a 


* 
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dm  ^^'^      ^ da:^^  4a: 
findet  natu  tulgende  Reibe  vuii  tileicliuagea: 


1= 

d'v  '  -X* 
^=(+4«" -2)« 


^  s     IW»«  —  TW«» iaO)7*' 

u.  s.  t. 

laod  wir  luüüseii  dud  io  dieselbeu  ein  (ücsetz  zu  bringen  suchen. 

Mau  bemerkt  zunächst,  dass  die  erste  Vertikalreibe  nach  Po- 
tensen  von  %m  fortgeht;  vir  wollen  daher  den  Ceeffisienten  in 
den  anderen  ebenfalls  so  hohe  Potenzen  von  2  ausscheiden,  als  die 
daneben  stehenden  Potenzen  von  x  sind,  damit  sämmtlichc  iieri» 
zontalreihen  nach  Potenzen  von  2»  fortlaufen.    Ks  wird  nun 

d%' 

d*y 

dx* 

dx*  ' 

d*^ 

u.  s.  f. 

und  es  bandelt  sich  jetzt  noch  um  die  independente  Bestinaiung  der 
Ceeffisienten  der  Poteisen  vei  n&alicb 

1 

1,  2, 
1,  6, 

,  1,  12,  12, 

1,  20,  60, 
1,  30,  180,  120 


-(2*)e- 

+  1(2*)» 

-»* 

-214.* 

-((2*)' 

-  6(li)j  7'^'' 

-1-1(2»)* 

-  12(2*}»-^12J^* 

-1(2*)' 

—  20(2*)'  H-  60(2*)J^** 

-T  30  (2i)*  4- 180  (2*)»  —  m\7 
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Zerlegt  oiaii  die  Zahlen  4er  sweiten  Vertikalreibe  iu  Factoreo ,  so 

hemerkt  man  leicht  das  Gesetz:  2=z2.1,  CssS.S,  12'=4.3, 
20  =  5,4,  30  =  6.5,  so  dass  diese  Zahlen  unter  der  Form  »(«—ij 
=  2«,  zu  stehen  scheinen,  wenn  wir  mit  den  zweiten  Bino- 
miaikoefiizienten  des  Exponenten  w  bezeichnen.  Die  Zahlen  der 
vierten' VertiMIreibeibabeo  den  genefnschaftlicben  Factor  12=3.4, 

und  lassen  sich  auf  folgende  Weise  schreiben:  12  =  3.4.^-^1^, 

«0=:3.4.^;*;3  ;,  180=3.4.^^|^,  WM  auf  dae  Geiete 

3.4.1»«  hiasadeateD  teheiDt  Die  Zahlea  der  vierten  Vertikalreiba 
müsstcn  demnach  tob  der  Form  4.5.6.1»,  sein,  auf  welche  auch 

die  Zahl  120  für  «  =  6  passt.  Wir  wollen  nnn  diese»  Gesetz  der 
Coeffizienten  annehmen  und  zuscheu,  ob  es  fiir  den  (is-f-l)ten 
Diflereuzialquotieuteu  richtig  bleibt,  wenn  es  für  den  »ten  gilt. 
Sei  demnaen 


^=(-  1)«I(2a)«-- JL«(a,)--«+i^^4(2,)«-4- . . . .  J7*'  (2) 
ond  irgend  ein  Coe£Giient  ^ 

also  der  folgende 

J[^a,w8=:(r-|-2)(rH-3)....(2r-t-2)«ar^  (4) 
•o  niilnfce  gleichfömlg  f&r 

n-f-l  »44  _«« 

^,=^(-iY^my^^-Jn^i{^%Y-^^  (5) 

auch 

XLar^i  =  (r -M )  (r -f- 2) , . . .  2r .  (i» -hl  ),r 


und 


sein,  wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  //  4-1  fiir  w  setzt.  Man 
erhält  aber  die  Gleichung  (5)  au»  (2)  durch  Differeaziation  der 
letateren^  dien  giht  hei  wirklicher  AMral 


+ ( -  ^y^\  I-  ^      + 2  (<»  -  Ä)  (uy^ 

-  2  (i» 4)  JLi (2*)— * . . . 
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Ver^leicbl  Mii  4ieM  nh  d«r  Gleickung  (5),  !•  Ist 

n.  I.  f. 

oder  allgeaeiD 


üthmmt  wir  jetsi  das  olian  anageiproebeDe  Bilduagsgeiels  ttr  den 
nttn  DiffereDtialqaotfeateii  als  ricbtig  ao  wd  sflftilitiifren  für  JinJtr 
ood  ^«»-3iw3  die  in  (3)  und  (4)  gegebeneo  WerthCi  so  ist 

•  ■ 

iH-l 

jän^^l  =s  2  («  —  2r )  (r  -f.  1 )  ( r  4-  2)  . . . .  2r .  «2r 

-f- (r -h  2)  (r -f.  3)  ....(2r-*-2)«2r+4 

Es  ist  aber  (iv2r)iisr=:(2r+ 1)«»^  und  2(r+l)=2r  +  2» 
folglich 


=  (r  -t-  2)  (r  4-  3)  ..,.2r(2r  +  1)  (2r  +  2)  [«a^,  -f-  Aia^^ 

oder  unter  ^DwendiiBg  ebes  bekannten  Sateei  von  ^en  BinosiniU 
koeffiiienten 

X^p-i = (r -d- a)  (r -f.  3) . . . .  (2r  4- 2)  (•  + 1 W 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  mit  dem  in  (7)  identiscb,  weicher  letxtere 
-aus  (4J  dadurch  abgeleitet  worden  war,  dass  m+1  für  »  gesetat 
wnrde.  Das  Bilduugsgesetz  unserer  Coeffizieuten  gilt  daher  rar  den 
(i»+l)ten  Differenzialquotienten,  wenn  es  für  den  Jiten  richtig  ist, 
d.  h.  es  gilt  allgemein,  da  es'  fBr  den  ersten  DiSerentinlqndtientMi 
CSültigkeit  besitzt. 

Setzen  wir  nun  in  der  Gleicbuog  (2)  die  Wertbe  der  A  ein, 
so  ergiebt  sich: 

1)»H2«)«-2«,(2»>*-»4-3.4i»4(2«)--4--4.5.6ä.  (2a)''-€) 

Nimmt  «an  Msstm,  WO  0  eine  Constante  ist,  so  wird  iis^zsi«f*titi^, 
folglich 
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dvn  _    ,  ((9) 

—  (- n)*  2i»,  (2ufir)«-*-t-3,4i», O«««»)^ -....Je*'*'  ) 

womit  die  gestellte  Aufgjibe  aiigemeiD  gelÖBl  iat 

II.  Aus  dem  Vorigen  lätat  sieb  auch  leicht  iler  Werlh  des 
DiffereaualquolieoteD 


»(«e  ) 


«bleiteD. 

Aus  den  bekaDoten  Satie 


erbält  man  Däinlicb  für  /y==«i  ,  ^  = 

folgUcb,  wenn  wir  für  die  rechte  Seite  die  gefoodenen  Wertbe  aas 
(9)  substitiitreii  nnd  wieder  Jn-^'Jn^  etc.  lur,  Abkoramig  braoehea, 

du» 

+  i  (—  l)"«**-*  [—  2/»  (2»«)' -1  H-  2i»  ^«-1  ( 2au)'*-^  —  ]e 

NehmeD  wir  die  Coeffixienten  gleicher  Potensen  tob  %mm  xosaai. 
«ea  und  h^seichnen  die  aenea  CocfBaieatea  mit  Btn-ty  Bm^% 

Btt-9f¥l^^»-4r  +  ^  -^M  tr41 

=:(r+l)(rH-3)....3r.iiar 

^2«.r(r+l)(r+2)....(2r-S;).(«-;-l)^ 

=  (r-f- l)(r-+-2)....(2r-2)  ((2r-l)2r.«2rH-W.(ii— 
=  (»-     1  )(r + -i)  ••••  (-'•  -  2) .  2r  [ßr  —  1  j^sr + « .  (« — 1  )«r-«l. 
Nnn  ist  aber  ».(is— 1)2^==  (ar—l).#P*,wi,  folglich 
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ir,_9r+i  =  (r  4-1)  (f +Ä) . . . .  (2r  —  2)  (2r  —  1)  2r  [i»^  li,^] 
^  (r  4- 1 )  (r -t- 2)  . . . .  2r .  (#•  4- l)2r. 
Setten  wir  Iran  r = 0, 1, 3, 8, . . . .  lo  wird 

d^jue      )  .  .  J 

du>*  \ 

4- 3 . 4(1» 4- 1)«  (2««)»-»- ....jr'"  ) 

■  r 

r 

Wir  wollen  nnn  einige  Anwendungen  der  gefundenen  Formel  o  (9) 
nnd  (10)  aittheilen. 

Iii.  Bs  sind  folgende  Integrale  bekannt: 

tKj».  l.y~=J^aß^e    iU  (12) 

Setzen  wir  im  enten  Integrale     = und  differantilran 
nach  ii,  wobei     wie  frOber  a  conitant  für  die  Intiürration  bleibt, 

so  wird 

_«■«»» 

Fuhrt  man.  die  Differensiation  auf  der  linken  Seite  aus,  setzt  noter 

des  Integrale  recbts  für  ^^^^^  ^-  aeinen  Wertb  ana  der  Gleiebnog 

(H)  filr  « s=  und  Integrirt  die  einseinen  Glieder  raehts  nach 
Formel  (12),  so  ergiebt  sieb  folgender  aritbaetiscbe  Satn: 

.l«2.3..t.4v  i 

Aehnliche  und  allgemeinere  Sätze  lassen  sich  durck  ein  Sbnlicbes 
Verfahren  leicht  in  grösserer  Anzahl  ableiten.  Wichtiger  als  dieses 
ist,  dass  man  aus  den  oben  seAindenen  Diffcrenzialquotienten  die 
einiger  anderen  Funktionen  ableiten  kann,  wie  man  soffleich  se- 
hen wird.  ^ 

« 

1¥.   Man  setse  in  Formel  (11)  it=l4.«*,  so  ist 

folglich 

TkiOlT.  *  24 


I 
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Substituirt  man  für  den  Diffcrcnzialquotienten  unter  dem  Inteffral- 
zoichen  den  Ausdruck  (9)  für  ar  =  ^,  intcgrirt  jedes  einzelne  Glied 
uacU  L  ormcl  (12)  für  X?  =  l-|~t»*  und  n — 1,  n — 2,  u.s.w., 

■o  wird 

r  r 

^     I.S.5....  (2/1-3)  (2tf)"-2 
and  weDD  naii  lar  AbkUnniig 

77==  =  £r  a-i) 

setxt,  so  ergiebt  lieh 
oder 

(-1)" 


l.S.5....(thi— I)  •  Alf  . 
Ein  aUgemeinee  Glied  der  vorliefenden  fteihe  würde  folgeodes  «ein: 

fr-|-l)(r-+-2)(r-f-3)....2r.W2r 


MB  welcbeni  das  Geeets  des  Porten nges  leielit  sQ  Hbeneliett  ist 
Man  itann  der  Oleiehnng  (15)  noeii  eine 'andere  Gestalt  geben. 
Sei  Dämlich  üsstanjp,  ao  wird  17  =5  eoajp»  und  an  dem  aUgesei« 


Gliede 

nnd  wir  erhalten  jetit 

l.S.5....(2«-l)*  ifa»  (^.^^ 


T.  Nimmt  man  in  Formel  (11)  wieder  X;  =  l-i-»'  ond  luuiti- 
plizirt  Beld^traeita  mit  dnn  ooaalanten     ao  tat 
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I 

Substituirt  man  unter  dem  Intrp^ralzeiclicn  den  Werth  des  Differen- 
zialquotienteo  aus  Gleicbuoff  (10)  für  a  =  ^  uod  iotegrirt  die  eia-, 
lelaen  Glieder  nach  Formel  (12)  Uf     =  1  +  «*  Und  ms=m, 
«  — 1  V,  a.  w.»  so  eirgiebt  sieh: 

*L  r  ^— 1  ' 

_  (~1)>«  |1.3.5....(2>t— 1)  (2i/>-^i 


nod'weno  man 


setzt. 


du» 


oder 

(-1)"  g'jT  \ 

wobei  das  alfgeneioe  Glied  der  Reibe  dnreb  fatgettde  Formel  dar- 
gestellt wird: 

_i_      (r-f- J)(r-f-2)(r-H3)....2r(»-f-l)2r      ^  j^,^ 


(4«  —  2)  (4«  —  6j  (4«  —  lü)  —  4a-  -f-  2) 

aus  welcher  das  Bilduns^ss^csetz  der  t'oefluicnten  erhellet.  Nii 
man  noch  M  =  tao9>,  so  wird  l/==aiüq>i  und  nao  bekomoit: 

(—1)1  dnü 


Die  vorstehende  Gleichung  enthält  die  Auflösung  der  vom  Herrn 

24* 
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Herausgeber  im,  Ist^D  TTefte  des  4ten  Tbeiles  d.  Arch.  S.  III  ge- 
stellten Aufj^abc.  Die  dort  sref^cbcnen  Ausdrücke  stellen  sich  unter 
die  obiffe  Form,  sobald  man  in  ihnen  cü89)(1 — siuy')  für  cos'a>, 
€oi'9>(f — fio^y)  fdr  eoi*9ii.t.w.setst,  die  noch  nStbigen  HuhipU* 
catiooen  aiufnbit  and  Alles  nach  Potensen  von  Btnf  ordnet 

VL  Setrt  BM  in  den  Gleichungen  (14),  (15)  und  (17),  (l$j 
«V/— I  filr  •»  so  erhUt  tm  die  folgenden  Isolden 


Vi  — 

.   d^Ü  )(^) 

l.S.5....(3ff—  1)  • 


und  für 


l.S.5....(3n— 1)*  iIk« 

*  - 

Nun  Iwt  über- En  1er  folgendes  Resultat  gefonden: 

du» 

^      ni.vf^      „   .   .        1    ,1.3       1  -  }C^*'^) 

Vergleichen  wir  diess  für  VT^^  =  17  bU  ForBel  (20),  er- 
giebt  sich  t'olgeader  Sets: 

FSr 
ist 

Ii         (  ^  y  j_  f  JL\«  ^ 

^      1.2.$...,w         .  ,      1    ,1.3       _L   .         1  *  ' 

1  '  -  . 

•der  fiir  utszrris  « 
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Diese  GleicbaDgr  enth&lt  die  Formel  (Ij^  «Is  speciellen  Fall  Ar 
^  =  0.  Nimmt  man  .r  =  l,  so  erhält  BM.  eine  bekannte  Eigen- 
ecbaft  der  BinomiolkoeffizienteD. 

KöDote  man  das  vorliegende  Theorem  unabhäogig  von  dem 
Voriffen  beweisen,  so  liesse  sich  dnreh  dasselbe  umgekehrt  die 
GleiäuDg  (20),  so  wie.  die  deraus  folgende  (21)  aiu  dem  Enler* 
Beben  Resnltake  ableiten. 


XLI. 

Aufgaben  Aber  Haxima  and  Minima» 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 
Lebrsr  der  Mathematik  an  der  Kantoiuschule  so  Aarau. 


r. 

Im  zweiten  Babde  dieses  Archivs  Seite  405  wurde  für  das 
grösste ,  in  einem  gegebenen  rhombischen  Octaeder  beschriebene 
EUipsoid  die  Gleichung 

]f^|-^.j?iJj'H-|'-^|  =1  (1). 

gefunden,  worin  2a,  2lf,  2c  die  Grössen  der  drei  Achsen  des  Octae- 
ers  beseichnen;  wir  wollen  nun  nngekehrt  daejenige  vnter 
allen 'Oetaedern  mit  gleichen  Achsenrichtungen  tu  be- 
stimmen suchen,  dessen  Seitenflächen  das  Ellipsoiü  (1) 
ebenfalls  berühren,  und  das  x^ugleich  den  kleinsten  In- 
halt hat. 

Es  sei  ABCDEF  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  das  Terlangle  Oetae^er 

ACy  BD  und  EF  seien  die  Achsen  desselben,  und  zugleich  die 
der  ^r,  y  und  %\  ^,  p  und  a  die  Winkel,  welche  die  Achsen  der 
X  und  y,  der  a:  und  ä,  der  y  und  %  einschliesson ;  ferni-r  setzen 
wir  l_AB C=.if^  £.CLiZ?  =  VS  iiud  schreiben  in  der  Gleichung (1) 

der  Kürze  .we^en  «j,      und      statt  \ßfi{T=-  und  |-f=,  so  ha- 
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ben  wir,  wenn  o:,,  y,,  ä,;      dP^y,,  «2;         —y,,        —  ar*, 

"**y4»  *4j  ^ tf  y*>  •'^•i  y«» '  ■'•e >  »^'t >      » » ^  "^t» 

—  y,,  — die  CoorUiDaten  der  BerttlirungspuDkte  der  Seitonflä« 
den  ABE,  BCE,  AED,  CED^ABF,  CBF.ADFnn^  CD^ mit 
dem  EUipaoid  bezeichoeo,  für  dieies  und  für  jene  die  Gleichungen : 


P 

(3) 

-"•3    _  1 

(5) 

XX  ^ 

«1» 

(6) 

0) 

4.» 

(8> 

•i* 

12:1  _ 

■  (9) 

V 

■  (10) 

Setzen  wir  die  senkrechte  Höhe  von  E  bis  auf  die  Ebene  AMCD 
gleich      und  den  Inkalt  des  Octaeders  gleich  A',  so  ist: 

ud 
folglich 

IC^iAB,BC.£0.^-^. 
•  sin  y 

t/«!« ^"-^ ^-^^^ ri. <" +g - rt. i£^i|±-i:i ri. " Y"^' ■ '  <»») 

Cm  die  Grössen  BC,  EO  zn  bestimmen,  stützen  wir  in  der 

Gleichung  (3)  «  =  0,  so  ist  die  Gleichung  von  AB  folgende: 

Ä,*      it*  Xt 

y  =  ^-^.-.*  (12) 

A|ie  denelbeo  CUeichung  erhalten  wir  nber  auch ,  wenn  wir  weh 
einander  «ftsO  und  ys=sO|  «ss:0  und  ofszOi  4r=sO  nnd  ysO 
Mtien: 
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Dadurch  erlwlteD  wir  aus  deo  Dfeiecken  OAB  uod  ßOCi 

F&lven  wir  die  gefuDdeucn  Wardia  tob  AB^  /ICuod  ip  I^^'^f 
tia,  und  setzen  der  Kürze  wegen: 

80  ist 

'Wir  fiuden  aber  auch  für  die  Gleichung  von  AB\ 

y^^*«a^(y-|-V) 
Aua  (12)  und  (Uj  folgt: 

A*i    sin  ^ 

woraus  wir  , 
also 

UQll 

erhaltei]. 

Weil  aber  auch  -<4£r:^C=3aiD(fp-t- V>)  :Mnt^,  so  ist: 

siD  (».-«-♦)  =  p==^===^^i^^=g=^=^. 

Da  eodlich 

^Css^Si!  und  audi^Csl/^ÜT*  ^  ÜC»  —  Mi» .  ITcIr.  c«i  y, 
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80  finden  wir  nncb  der  Sabstitutioa  der  Werclie  von  AB  und  &C 
und  der  Gleiebsetinng  beider  Wertbe  von  AC 

cos  5p  =r 


•Im  «nch 


•in  ^ 


F  üb  reo  wir  diesen  Werth.  Ton  sin  §p  in  der  Gieiebang  (13)  ein, 
eo  üt 


Um  den  kleiniten  Werth  Ton  JTiu  finden,  betrnebten  wir  s, 

di 

als  ^ioe  Function  von  a:^  uod     ,  nnd  setzen  die  Werthe  von 

und  ^  gleich  NnU,  bestimmen  alsdann  ans  den  resnUirenden  Glei- 
dinngen  die  Weitbe  von  jr,  und  y„  so  erhalten  wir: 

rf/f    2/>,V/,^c,».;1/  I  «te. 


Nach  No.  2  ist  aber     =ze^  tf^f '~  trr> 

"  dx.  — CiXi 


dxi 


mitbin  sind  die  Bestimmnogsgleichnngen  für  oti,      nnd  «, : 

..=c.l/,_{£j}'_j|jj'  («) 
woraus  wir  leicht 
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^i  =  i^f  ifi  =  j7=»  «,  =^....j  (19) 

finden;  setzen  wir  statt  der  6ri(«ieii  m^,  ihre  eben  «Dffeire- 

beneo  Werthe,  so  ist  < 

a  b  c 

Auf  gleiche  Art  finden  wir 

 a    b  c 

—    j  >  y%  —  j">  *»  =  "j*; 

a  b  c 


y>y«=— ^4  =y;  /  (20) 

 a    b  c 

—  5 »  y«  —  y»**=— y » 

a  b  c 

«•=^yj  y«  =  y,««=  — y; 

^   h  c 

*t  —  j  >y» — ^yj'i^^-yi 

1  h      _  c 

Für  den  iDhelt  des  gemcbten  KSrpen  finden  wir  dnber 

X==SS^\/,ä,^^^^i^^>^i^^^^^^_  (21, 
oder  anch 

Vergleichen  wir  die  Gleichungen  {t)^  (10)  und  (32)  mit  jenen  in 
(1)>  (21),  SO  finden  wir  nach  den  drei  ^fstern: 

Diiss,  wenn  um  irgend  oiri  gp£rebenes  dreiaxiges  Ellipsoid, 
von  welcliem  allgemein  drei  beliebige,  jedoch  eiuundeT  zugeordnete 
Durchmesser  die  Grössen  2ß  und  2C  hüben,  das  kieiuäte  rhom- 
hische  Octäeder,  dessen  Ecken  in  den  Verlängernnra  dieser  Durch- 

messer  liegen,  bescbrieben  werden  soll:  alsdann  r>- und 

W  \/%  \/% 

die  absoluten  Grössen  (ohne  Berücksichtigung  der  Zeichen)  der 
drei  Coordinaten  der  acb(  Uerültruugspunkte  des  Ellipsoids  mit  den 
Seitenflächen  des  Oetaeden  sind,  ferner  dess 


K!=%ABCVl  ]/.m^"-^^-^^8in^-^^^»infezg±^ 


r 
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der  lobalt  dieses  kleituten  Octaeders  ist  (wo  a,  ß  und  y  wie  oben 
die  Wiukel  bezei<  linon ,  welche  die  DorcboMSser  und  2Cy  %A 
uod  2C,        und  2//  cinscbliessen). 

Eodiicb  ergiebt  sieb  uus  den  drei  letzten  Gleicbut^gen  No.  1, 
20  und  31,  dats,  wenn  in  ein  gegebenes  Octaed«r,  detten  Aelu^o 
(Dia^onaleD)  2«r,  26  und  2e  und,  ein  grösstes  lillipsuid  einbeschrie* 
ben  18t,  und  alsdatin  um  dieses  letztere  wieder  das  kleinste  Octae- 
der,  dessen  Koken  auf  den  Verlängerungen  der  Durchmesser  2//, 
2^,  'Zc  liegcu,  bescbriebco  werden  soll,  dieses  letztere  mit  dem  i^e- 

f ebenen  <Ktaeder  identiecli  wird;  so  wie  a«eb  die  Berllhningepankte 
er  Seitenflächen  den  erstem  gegebenen  Octaeders  mit  dem  grösn* 
ten  Kllipsoid,  mit  jenen  der  entsprechenden  Seitenflächen  des  ge- 
suchten kleinsten  Uoiaeders  mit  dem  Ellipsoid  zusammenfallen. 


n. 

Es  ist  ein  Paralklogramm  ^£mi  (TatTÜ.  Fig.  8.)  gegeben; 
man  soll  die  grösste  EUipse  in'  nnd  die  kleinste  nsi  dasselbe  be- 

scbreihen. 

Für  den  «  rsteti  Fall  soien  ABz=a,  AC  =z  b  die  Seiten, 
und  CAlt  =  a  der  vuu  diesen  eiugeschiusscue  Winkel  des  V^- 
rallelogramms;  ferner  sd  für  ein  rechtwinkliges  Goordinelensystea 

^y'.-h^lTary^-^^'  +  S/^S'  +  diBiV  +  FsO....  (1) 

die  allgemeine  Gleicbung  für  einen  Kegelschnitt 

Nehmen  wir  aber  AB  als  Achse  der  as  nnd  AC  als  Achse 
^er  jf,  so  ist,  wenn  ^  und  y  die  nenen  GeordtnateB  beseichnen: 

jp=:^+ 1/ cos  a,  ^  =  ysinä. 

Führen  wir  diese  Werthe  von  X  nnd  y  in  der  Gleichung^  (1)  ein, 
so  erhält  sie  die  Form 

wo 

^'B:.>#sina*-|-*2i^sinaeet«H-  Ceosa* 

sin  a  +  Ccos  a 
H'ss/^sinsi+^ces« ' 

ist. 

Ffir  d/=0  erhalten  wir  ans  (2) 

Da  aber  die  Ellipse  die  Seite  AC  berihrttB  soll,  so  kana  ff  aar 
^aen  einaigen  north  halu»B»  folglich  mass 

ö*«— jt.r=o....  (3) 
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sein.  Dadurch  wird  aber,  we&B  /  4er  BerttliraDgipviikt  d«ff  Bllipae 

mit  der  Seite  AC  ist, 

Gans  auf  bleiche  Art  erbaltcu  wiri  wenn  M  der  BerührunirspuDkt 
der  Ellipse  mit  ^iTiit:  ^ 

jB»~6'/'=0....  (4) 

und 

Um  die  Ordbä(e*i9£  des  Ber9]iroti|^ponktee  iS  der  Ellipse  mit  der 
Seite  BD  zu  erhalten,  setsen  wir  in  der  Gleiehang  (2)  ^  = 
wodurch  -sqx 

y  j;  ^  


erhalten.  Da  aber  auch  in  dteiem  Falle  nur  einen  einaigen  Werth 
haben  kann,  so  mnis  die  Gleichung 

« 

iiB'a+/^i>— ^'|Cb'+^  +  i^i=0....  (5) 
statt  finden}  daher  wird.  ^ 

1 

Ebenso  bekominen  wir  für  y'ss^  die  Gleichung 

uud  wenn  sich  die  Ellipse  und  die  Seite  CD  in  K  lierübren,  so  ist 

CJl  —  '  • 

Ans  der  Verhindnng  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  ergeben 
sich  folgende  sweis 

^\B'*F*  —  D^£?\a'^^.[ß'DF—ED^z=z^   (7) 

^[B'^F^-^'D'^E^  b-^^\B'EF^JiyB^\  =0  ....  (8) 

^  ervielfacben  wir  die  erste  dieser  Gleichnngea  mit  ö  und  die  an- 
dere mit  a,   subtrahiren  alsdaun  die  Pinducte.  so  erhalten  wir 

ü^ss^.  Aus  No.  7,  ist  aher  .v9'=-^  + 
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Fubren  wir  in  dieser  Gleicbuog  deo  Werth  von  eio,  so 
babeo  wir  für  das  Zeicbea 


^ — *^  ••••  w 

nod  filr  das  Zeichen 

T 

Ä^=2-^|&  +  «F|....  (10) 

♦         >  * 

Werden  die  Werthe  von  A\  C,D'  und  der  letste  ven^  in  No.(2) 
fiegefUhrt,  so  ist  die  GleichoDg  der  Ellipse: 

Aus  dieser  ist 

Wird  diese  Gleichung  mit  sxna.ä^'  luuUiplicirt,  alsdanu  integrirt, 
ned  das  loteffral  tod  a^:ssO  bis  a/=a  genommeD^  so  erhalten 
wir  für  das  Zeichen  den  Fläclienruum  der  Fig-ur  AIKLB^  und 
für  das  Zeichen  —  die  Fläebe  iet  ¥igw  JIMBI^  im  ersten  Falle 
erbalteo  wir:  * 

sin  a yV*^  =  2F)a/*  —  2Faa/\ 


ri/ZP^^i^I^.log  j^-<»1-2l^^»^ax  j  ^^^^ 


4iB 

Für    = 0  ist  CoDSt = -!-/•)  leg  (- 1), 


■ithin  ist 

y'^ = ^  «a  «  4-        »^^^  4-     .  log  (^  1), 

folglich  ist 

die  elliptische  Fläche^yAX£r=^iiDa-|-'^V//\^«4-/^j .  log(— 1} 

Für  duä  Zeichen  —  finden  wir  ebenso 
dieeUipti8cbeFläcbe^/A//.^=^'8iuo-^l//\J5;«-|-/^.log(--l). 

Daher  ist  die  Fläche  der  Ellipse  selbst=:^~^  \/ FiEu-^F) .Ugi—iy 
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Setzen  wir  ia  diesem  Ausdrucke     i=  x,  differenziiren  denselben, 

und  setzen  alidaiin  dn«  DifferensUl  demelbeB  gleich  NuU^  so  ei^* 
halten  wir: 


midiin  wird  der  Aasdroek  für  die  Fliehe  der  Ellipse  tm  HenwiM, 

ireBii^=<— <y  oder  iP=— -y  ist  Dnreh  die  BialilbraDg  dieses 

Werths  von  in  den  letzten  Ausdruck  für  deu  luhalt  der  Ellipse 
erhelten  wir,  wenn  wir  jenen  Ansdmek  mit  /  beseiebnen: 


/Ä^sina.»/ri.|og(-l).,..  (13) 

Dn  aber  allgemein  log  |coi  j^sf^  sin  ^V'Cri  |  =  ±(SA9r  —  y))\/Zrx 

Ist,  was  auch  A:  fdr  eine  positiTe  ganie  Zahl  bedeutet,  se  ist,  wenn 
wir  Jlfssl  «nd  yesv  seksens 

log(-l)==fc:rV/irT. 

Nehmen  wir  das  untere  Zeichen  und  snbstitttiren  diesen  Werth  tob 

leg  (—  1)  in  der  Gleichung  (13),  so  ist 

•  •        •  ^  . 

,  =      Sin  a . , , .  (14) 

Führen  wir  endlich  den  obigen  Werth  von  jF  in  der  Gleichung 
(11)  ein,  so  erhalten  wir: 

/ 

oder,  wenn  wir  die  ^adrate  ergänsen,  und  y^*»^""^ 
s^setaen: 

0»l»» -t- ... .  (15) 

Bs  sind  also  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  n^it 
den  Seiten  desselben  parallel  gezogenen  Linien  /6  und  MJi^  die- 
jenigen zugeordneten  Durchmesser  der  Ellipse,  welche  ihre 
rührungspunkte  mit  den  Seiten  des  Parallelogramms  verbinden* 
Endlich  ist  die  Fläche  des  elliptischen  Raumes 

=  ^  [4  +  ;r  t  sin  a 
und  die  Fläche  des  elliptischen  Raumes 
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Ub  die  kleinste  Ellipse  um  das  Parallel ogramv  su  bescLrei- 
ben,  nebmon  wir  AB  und  IC  zu  Coordinatenuclison  nm!  hclirilffn 
alle  üb  riefen  AonehnieD  wie  im  eriteo  Fall  bei;  aisdftan  ünden.  wir 
leicbt,  dass 

10  dose  also  die  Gleiekaag  der  imicbriebeBe»  filKpea» 

j'y  *  -l_  Caf*     ^'V—        =  0  . . . .  (16) 

ist.  Beatiaiinen  wir  nus  dioser  Gleichung  vervieifacben  alsdaoa 
mit  sina.i^  und  integrireo,  so  ist 


•in  «y^yite' = -5- sin  o  =fc  —  |— j— y  ^'■+■-3'  F 


(Ä.+^)^r./^-====jH.Co..t.....  (17) 


Um  den  Inhalt  /'  der  Ellipse  mittelst  dieses  Ausdrucks  za  be- 
stimmen, so  müssen  wir  vorerst  bemerken,  dass  dite  Seiten  AC  uod 
BD  des  gegebenen  Parallelofframms  parallele  Sehnen  der  zu  ho* 
atinaienden  Ellipse  sind}  und  dass  daher  eine  durch  die  Mitten  die- 
ser beiden  Seiten  gesogene  Linie  ein  Durchmesser  derselben  ist; 

verbindet  man  daher  die  Gleiebnng  y'  =  ^  dieses  Dnrcbi 

mit  der  Gleichung 


I 

die  wir  ans  (16)  erholten,  so  eriialten  wir  die  Abseisseii  APwsaA 
AQ  der  Dnrchschnittspnnkte  dieses  Durchmessern  mit  der  BIlipse, 
nihnlich: 


oad 

^ä=:^.c=-|.i|a+^4S»-fr-^Ä»l. 

Das  Integral  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  trcnommen  und  das 
obere  Zeichen  im  Ausdruck  (17)  gebraucht,  giebt  die  Fläche  des 
elliptischen  Raums  PAiCSDOQ.    Das  Integral  von      =s  0  bis 

=  —  —  l/a*-!-^^')  genommen  und  das  untere  Zei- 
chen in  No.  17.  gebraucht,  giebt  die  elliptische  Fläche  AP\. 
Nehmen  wir  ferner^  das  Integral  von  a:'  ■=  a  bis  .r'  =  ^  |«  -f- 

•'-H^^'t  chenfalls  mit  des  «ttten  Zeichen  in  No.  17,  so  er- 
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bitten  wir  die  Fläche  draRanme.^  TiOQ\  endlfch  giebt  «Im  Inttenil 
von  ^'  =  0  big  dr*  =  «  mifc  BeibeiiaikBD|r  Z^ieliMM*  --^die 
Fläche  ./A//.  '  - 

Führen  wir  das  so  eben  Aoffcgebeoe  aus  and  bemerken,  dass 
4i«  FiMe  der  «tttebriebcneii  Bittpse  /lilWi^sssaaum  PACSDOQ 
+  Raum  ARB  —  Ravm  JPX  —  Raum  BO^  ist,  ao  «rbalton  wir 
fsr  den  lohaU  der  fillipae  lulgciideA  Aoadrockt 

ff 

C  * 


Sctseo  wir  wieder  -ps«,  ao  iat 


littin 


/  — ■«  ij/s         ••••  (19) 

Ä=-'|--W5r-'^"»« — PS- }=^- 


,  Am  dieaer  Gleichung  iat  *r=:  — =       Bithitt  C=— ;  dadoreh 

wird  der  Aaidrack  fdr  den  Inhalt  der  BUi]iie  HJI^SO^n  No.  18 
oder  (19)  an  ^ 

Ä-j- am«, 

Weil  nnn  die  Grilaae  dea  Oucbauaaen  ^0  =s=  ^/»-f- 


ao  ist  NOz=a\/% 


Setsen  wir  endlich  In  (16)  ^  atatt  ^r»  und      atntt  d/,  ao  er- 

halten  wir  für  die  Grösse  des  Durrlimessers  BS,  der  den  ß^O  an* 
geordnet  ist,  den  Werth  6[/iL  Die  Gleichung  der  geauchten  Bt- 
upse  iat  daher: 


•der 


•♦(y-l-)* +*•(*- 


nnd  wenn  wir  •  atatt  jf— y  und  ^  atatt  « — <|>  achreihen: 

Ana  (Ii),  (15),  (20)  und  (21)  folgt; 
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«)  4aBs  die  uoiichriefceiie  BIlipM  sweialil  m  gnm  iit  ab  4it 

ciobescliriebene; 
b)  dass  beide  ähnliche  uod  gleichliegende  Ellipsen  sind. 

Der  zweite  Theil  dieser  Aufgabe,  nämlich  die  kleinste  EUirae 
nm  du  PanillelogrMa  JBCD  (Taf.  VIL  Fig.  8.)  m  baicbraibM, 
lässt  sich  auf  viel  kürzerem  Wege  auflöaea.  Zicbea  wir  nämlich 
durch  den  Mittelpunkt  des  l'urallelo^rnmms  mit  undu4C  die 
parallelen  Linien  AO  und  SJi^  so  geben  diese  die  Lage  zweier 
zugeordneter  Dun-bmesser  der  zu  suchenden  Ellipse  an.  UezeichDea 
wir  BOB  JVJB  und  ÜE  mit  /  und  feracr  des  WiBkel,  den  SH 
mit  der  grossen  Arliso  2.4  der  Ellipse  aiacbt,  mit  (o,  und  den,  wel- 
chen AO  mit  derselben  bildet,  mit  (p\  und  ist  endlich  2ß  die  kleine 
Achse  der  zu  bestimmeoden  Ellipse,  so  hüben  wir,  nach  den  be- 
kannten Sätzen  von  den  KegelscbnitteOi  folgende  üestiramungsglei« 
•chungen;. 

^  ~c©s(«  — »)»in«*"'* 

»  —   sin». sin«    ••••  W 
A  >  B=fgMBLa (4)  ' 

Bezeich  Den  wir  endlich  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  wieder  mit  Jf^ 
so  ist 

Drücken  wir  J\  durch  «s  ^,  ar  Bad  FanctionaB  vob  a  aad  a»  aa 

finden  wir: 

»  I  «  1  /sin  2(rt  —  öj)  _       1  /     sin  2tü      \  , 

y=-rl«  r — ^-1? — V^-^-iTT  r  «na,..,  (•) 

4  '     r       sin  2<d       '       f  sin  2  (a     o))  >  ^  ' 

t 

^s=-iiBa  j^j^2ü»»l/'^n;2^^^ipJi^^'^^2^"*"«^ 

SefaeB  wir  dieaen  Aaidhick  gleich  NbII,  aad  bettlBiBieB  aladana  des 
Werth  To^  cotg2»,  aa  erhalten  wir: 

SschcB  wir  mittelst  dieaea  Wartha  die  ABtdrficka  |/«"2(«-*»J 

r  sina» 

l/rsrS?  \*      erhaltea  wir: 
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•Uo  dMselbe  wie  oba. 


XLIL 

lieber  eine  neue  geodätisiche  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  folgende  Aofgnbe  ist,  ao  viel  wir  witseD,  uuch  oiemaU 
Mattdilt  Verden  i  dQrfie  aber  sowohl  in  tbearatiadber  alt  aoeh  io 
praktiselier  Beilehutt|(  mehrfaches  Intprefisc  dttrbicten: 

Aus  vier  in  einer  und  derselben  g-c rüden  F^inie  lie- 
genden Funkten  M^y  iV, ,  J/, ,  deren  l£u  tt'ernungen 
von  einander  bekannt  sind,  werden  zwei  andere  mit  je- 
n«o  rier  Puokten  in  einer  Kbcue  liegende  Paukte  8 
und  S^  gesehen,  und  in  den  Punkten  J/,  ;!/, ,  M^^  die 
180"  nicht  überstei  frc  n  de  n  Winkel  SMS^,  SAf,S^,  S/lf^S^, 
Si}f,S^y  welche  die  von  ei nem  j ed  en  d  er  1* u n  kt  e  -^/,  iV, , 
J/,,  Af^  nach  S  uod  gezogenen  GesicLtslinien  mit 
eisaader  eiaaehlieaaeD,  geeiessen.  Man  soll  die  Lage 
der  Punkte  S  und  bestimmen. 

Weil  diese  Aufgubc  eigentlirli  nur  ein  spccieller  Fall  einer  weit 
allgemeinern  Aufgube  ist,  welcher  wird  bald  eine  besondere  Ab-^ 
bnndlung  zu  widmen  hoffen,  so  wollen  wir  in  den  drei  nächsten  Pa* 
ragrapben  von  einigen  allgemeibern  Betrnclitungen  ansgebpn,  welebe 
uus  a|iäterbin  bei  der  Auflösanä:  des  in  Rede  stehenden  allgeflieinen 
Problems  von  Nutzen  sein  werden,  wenn  diesrlhen  auch  für  uosera 
näclisieii  Zweck  eigcnilicb  nicht  in  dieser  Aligeiaeiobeit  angestellt 
zu  werden  brauchen.      »-  -■ 

Wir  denken  uns  drei  beliebige  Punkte  ß/ und  S,  im  Räume, 
und  bezeichnen  deren  Coordinateo  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
vaebev^lnkKgM.  CpoidiMtMSjitwi  nspodive :  dnrck'  0^      c  ttiid 


jr,  y,  ,  f/,  ,         Ferner  wollen  wir  die  Kntfernungen  MS 

und  jlf<V,  des  Punktes  JU  von  den  Punkten  S  und  iS^,  durdi  r 
und  r,,  den  von  den  Linien  M8  und  71/^,  an  dem  Punkte  M  mit 
einander  eiogeBcliloBsenen,  180<>  nicht  übersteigenden  Winkel  dvrch 
a,  und  die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  MS  und  MS^  gegen  die  positiven  Theile  dreier,  durch  den 
Punkt  M  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  geneigt 
aind,  respective  dnrcb  9),  ^,  x  V'i«  V^n  Xi  beseicbnen.  Dien 
vnranagesetzt  haben  wir  nneb  den  Prindpien  der  nnnljtlfebea  Geo- 
■etrie  die  Beintionrn 

i 

*  ^  ^=flr-f-r  cos  5p, 

1 )  j  y  =  Ä  -f-  r  cos  V», 
'  »z;^C'i'r  coa  ; 

und 

'  »,  =  c-l-r,  cos  jf,; 

se  wie  ferner  die  GleicliitBgen 

i  cos      -h  cos  t^*  -h  cos      =  1, 

1  cos  y,»-|-cos  y,'4-co«  ;f,^  =  l  ^ 

41Dd 

4)  cen  p  eon  ^,  +eoB  ^  eei  ^,  -|-eee  ;if  cen/,  noes  «. 

Ana  den  GleickuDgen  1)  and  2)  folgt  * 

!x  —  a  y  —  b  X  —  G 

cos9  =  — co8V>=-^,  co«;(  =  -^; 
coa  9»,  =       ,  ,  coa^,  =  — pr-,  cos  j^,  ; 

'^l  '^l  M 

nlso  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4) 
und 

Bezeichnet  nun  ^  den  doppelten  Flächeninhalt  dea  Dreiecke 
SMS^y  so  ist  bekanntlich  v 

8)  ^tsfVs  MB  a, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
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10)  a:a:t  —  « ^  *  (y-l- y,)  —  c  (a -j- *  J 

SS  A  cot «  ^  («* -I- ^*  +  c*). 

•  f. 

Lieffen  die  dr«i  Pnnkto  M  und  ^S^,  'S^,  ia  der  Bbe&e  der  «y^ 
M  lil^  -vm  iieh  au  d«ii  Vorharf^bflade«  oMaiMeAar  «rgl<M: 

11 )  opjc,  —«(ar-l-ar,  J — ^(y-J-yJ  =  ^1  cot  a  —  (a^  ^»). 


'    f.  3. 

Wir  wdflea  'naa  jetst  vier  in  der  Bbene  der     liegende  Pteakke 

» 

deakea,  deren  Coardiaatea  an  Beiag  aaf  das  an«  Grande  gelegte 
rechtwiDklige  Coordinateaiyiteai  resfieeiive 

.     «,  ^;  «„  ^, 

aiad;  vnd  «ST,  sollen  wieder  awci  beliebige  Punkte  im  iUtfiaia 
Uta,  deren  Coordinatea  ia  Beaag  au£  daeaelbe  reebtwiakJige  SjriiMi 

1^  a  mid  or,,  y,, 

•iad.  Beaeiehnea  wir  mm  die  180*  nickt  überaleigendea  Winkel 

S3tS^f  SMtJS^^  SAf^S^^  8M^S^ 

reepeetive  darck 

«I  «I»  *»»  «t» 

die  doppelten  Fiacbenräume  der  Dreiecke 

saa^^  SM.fi,,  sM^s^,  janta^ 

reapective  dorck 

nad^  Mliea  der  KHraa  wegen 

13)  Mg-hlf^i  -*-JMi|  SÄ  I/,  jr-f-ar,  =  X,  y^ft  =^  ^ 

and 

IA  cot «  —     -f- Ä»)  =  II, 
Ai  cot«,  — 4- ß,, 

BO  arkaltcft  wir  naek  10)  die  rier  folgenden  Gleicknngea:  - 

«5* 
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EHminiren  wir  nun  aus  diesen  vier  GieichuDg^en  die  drei  GroMon 
C/,  X,  Yi  so  erhalten  wir  dio  bemerkeuswertbe  Relation 

15)     |(*,  - -  *.) -  ia,  - (Ä,  -^.)|  Ä 

,  -  r/j  (/^-  -  6,)  -     —      (Ä.  -  i2, 

r 

oder 

_  |(flr3-flr,)ÄH-(a, -!-(»•— i  -Q, 

—  K«»-<»t)^-4-(«r.-«)^i-»-(a-«.)^a|.ß. 

11*4  folglich,  wenn  man  für  die  Grössen  i?,  S2^,  Si^,  .Q,  ihre 
49m  ObigeB  bekaa&teii  Wertbe  io  diese  ClleichaDg  elnfabrU 

»17;     lC«r,— aj/y, +C«,  —         + (flfi —«^O*.!  Acofc« 

—  {(«r, —  ff,) '^  +  C«. —  ^''il  Ai  cot  a» 
-i-  |(«,  —«0  <^ +       —  — Aa  cot  a, 

—  ((«i— "-«)*i^(«—»0*il  A«  «• 

=     K^r,  -h       -  «.)     H-  Cur,  —  ff.)     I  («»  4- 

-  I  («.  -  «0  ^        — *  •    C« — ^1 )  ^»  I  («.  •  4-  •> 

WeoD  die  vier  in  der  Ebene  der  lie^nden  Pnnkfo  M,  Jf,, 
Jf,,  Jlf,  in  einer  und  denetben  geraden  Linie  liegen ,  und  diese 

gerade  fJnie  als  Axe  der  angenommen  wird ,  so  erhalten  die 
vorlipr[johenden  Gleirbunfi^eu  die  ideotisclie  Form  i)^0.  In  die- 
sem 1'  uiie  hat  man  aber,  wenn  man  bloss  drei  in  derselben  geraden 
Linie,  welebe  jtls  Aze  der  ^  angenonnpan  vnrd,  lieeendeYrnkte 
Äf^  ilfii  jV,  in  Betracbhing  siebt,  nncb  10)  die  drei  ^leicbnngen 

U — ffX  =  A  cot  a — 

f7  — <7|A'  =  A,  cot  a, — a,», 

£/ — X  =  At      «1  —  «i* I 


MS  denen,  wean  «nn  ale  apeb  der.EeUie  mit  0,  a,  — 0» 

a— «1  Binltiplieirt  nnd  dann  an  eiaaader  addirt,  aegleicb  die  Re- 
latioB 
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•der 

19)     (<jr,  —  «a)  Ac^^^Ä-^^C*»»  —  <»)  Ai  cota,         — «,)  Ai  cota, 
=  («  —  «j)       -+-  («I  —  «,)  Ar»«,     («,  —  «)  a,« 

arbalten  wird.   Weil  aber,  wenn  R  drei  beliebig«  GrSnei 

beieicboen,  wie  man  leicbt  fiodet,  ifliaer  ' 

20)  (ö-y?)/»»-i-(/i— 

iet,  io  kuB  MM  die  Gl^icliiiog  X%)  *aeb  aiif.dee  AoednieiL 

21)         —  a,)  A  cüt  a-h  («r,  —  ff)  Ai  cotOj  H-(«  — A»  «o^«« 

4 

=  —  C«  —  a4)(«. «) 
oder  Mf  den  Auadniek 

aa\  A  cot  g   A|  cot  «,  A»cotg«  | 

briogea.  ^ 

§.  4. 

Ferner  wollea  wir  jeizt  fünf  beliebige  PuDlite 

Mi^  if»,  Jf„  Mj^ 

\m  Ranae  iteftracbtea^  derea  rechtwinklige  Coortlinaten  reapective 

«,  IT,;       ^„  c,;  #4»  «4 

aein  mögen;  und  A\  sollen  wieder  zwei  lieliebige  Paukte  iai 
Banpie  «eio,  deneB  Coordinaten  in  Bezug  auf  daaaelle  flyitm 

« 

jp,  y,  »  und  OTg,  y«^  4, 

aind.  Selaen  wir  non  der  Kilrae  wegen  auf  ibaliebe  Art  wie  im 
vorige»  Paragrapben 


V 


«ad»  iad^  die  180«  niebt  überateigeadeB  Winkel 

SMS,.  ÄATt^t,  SM^S,,  SJU,S,,  SJU^S, 
mpeetive  dorcb 

«j  «II  «»>  «»>  o«; 
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<]ie  dopi»oU«n  FÜciitnräuoM  iler  Ormtcfce 

.SMS,,  SM,S,,  S3ß,S\,  SJff,A\,  SM,S, 

m 

respecUve  durch 

A*  A>»  As«  Alf  A« 

beseiclinet  werden, 

A  cot  «-'(«»H-Ä'-f-c*)  =  i2, 
A.  cot  a,  — («,»-f-^,»4_e,»)  =  Ä^, 
24)  ^  A.  cot      — («,'-f-Ä,»-f-c,»)=:ja„ 
A.  cot  «.-(«,»  +  ^»-hc,«)=Ä„ 
A4  c»t  «4  —  (ä**    *4*  4-  <f4*)  Ä  ; 

■o  liabeo  wir  nacb  10)  die  fiiof  folgeDdeii  GleichnD^e: 

6^ -     X - r-  c, Z s=r Ä,, 

«4  a:  —   r  —  c^z = ü^; 

m  deneo  tich  durch  Elimination  der  vier  Grössen  X,  Y  Z 
oftne  Schwierigkeit  die  foli^eiide  b^iqerkeofiwerihe  RelAtioo  ergiebi: 

-  J+ -  ^0       -  ~  x^-,  -  o  I  [ 
(  -^.X^y.-O-C^-^JC^.-cOi . 


\ 


in  die  sieb  nun  auch  Jeiclit  uocb  die  uui  dem  Obigen  bekanoten 
Wertbe  Ton 

12,  Ä.,  a„  Ä„ 
einfÜknB  laMen  würden. 

Vodem  wir  der  Aufgabe,  welebe.den  eigeotlicheD  Gegenstand 
dieses  Aufsatzes  ausmaciien  soll,  ottn  näher  treten,  wollen  wir  jetzt 
annebneo,  dass  aus  vier  in  der  Kbene  der  j;y  und  io  einer  und 
denelben  |;;«raden  Linie,  welche  als  Aze  der  je  aogeuaoinMB  wer- 
den ioll,  liegfenden  Fankton 

JH,  jlf„  M^,  if,, 

dnren  CnordtaMen  ' 

I 

■iBBlIich  als  geceben  betrachtet  werben,  swei  Mi  der  EheM  der 

liegende  Punkte  SS  und  Sy ,  deren  unbekannte  CoordionttB  "  ' 

p  und  eein  soileni  gesehen,  und  in  den  Pnakten 

die  180*  nicht  übersteigenden  Winkel 

JStSfSg^  SMiSiy  SBi^Siy  SJUgS^y 

welche  durch 

tt,       tt/,  a, 

bezeichnet  werden  mögen,  gemessen  werden,  und  wollen  nttn  HD« 
tersucben,  ob  sich  attf  diesen  Datis  di«  Lnce  der  Punkte  8  und 

in  der  Kbene  der  «Ty,  d.  h.  die  Grösse  der  Coordinaten  or,  1/ 
und  ;r,  ,  bestimmen  lässt«  wobei  wir  wie  fräbar  die  .doppelten 
Flächeoräume  der  Dreiecke 

respective  durch 

A>  Ai>  As*  A» 

beidcbnen  werden. 

Nach  11)  haben  wir  unter  den  gettadbtan  VorwsMtsungnn  in«  \ 
▼Meist  die  fislgeadea  CHeichMfftn: 


iTÄ-,  -f-yy,  —  «,(-2r-4-^,)  =  Ai  cot«,  —  a,»/ 
xa:^-\rUlfv  —  «aC-^c 4- -a^i)  =      cota,  —  a,', 
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umi  «•  bekannter  Sata  der  analytiscben  Geometrie*)  liefert  uns 
ferner  die  folgenden  Gleiahnngen: 

A  =  (— 1)'  U'i'.  —t/^,  -»-«(y  — y,)}, 

'  (  A2  =  (— 1)''  l-*'yi  —  y-a^i (y  — y,)|. 
A»  =  (— i)*-         y«i-*-«s(y— yi)|. 

in  denen  für 

'  •     •        «  • 

jede  lieliebise  gerade  oder  nngerade  ganze  Zahl  ffMetst  werden 
luuin«  JeiiadideM  man  aicb,  an  rMi^sctive  von  de«  Funkle 

durch  den  Punkt  S  zu  deni  Punkte  iST,  an  gelangen,  naeb  deraelbea 

Richtung,  nach  uclclipr  man  sich  hcwegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven Theiie  der  Axc  der  .r  durch  dfti  rtcliteu  Winkel  {ari/)  liin- 
dnrcb  zu  dem  positiven  Theiie  der  A\e  der  y  zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegeogcsetsten  Riehtnng  bin  bewegen  wuia. 

Setsen  wir  oan  ^ 


alio 


und 


30)  (  ^  =  y  =  f;-hr,; 

i       =  «  —       y,  =  f  —  f  j 

I  ^ry,  —  y^,  =  —  —  tri# ' 


32) 


ao  werden  die  Cleicbuagen  S7)  iiad 

-h  I'»  —     »  —  «»4 »  —  2a«  =  ^  cot  a  —  «», 

I -h  »»  —    »  —    »  —  2a,tr  =  A»  cot  a, 

I  —  W I »— er,  =s  A ;  Ooi  ; 

und 

A  =  —  (-  1)' .  2(«/f ,  —       —  ar, ), 
A.=  — (— J)''  • '^(«'^'i  —       —  ff,r,), 
Aa  =  — (—  1)'^  •  «(««'i  —  vtt^  —  a,»,), 
At  =  —  (—      -  ^«»»  —  «W|  —  Wid^t); 

und  nack  gehöriger  Sabetitntion  dieser  Werlke  Ton  Ai  Ai>  A  *  A 
in  die  Gleichungen  32)  erbült  uian  aUq  die  vier  fulgeoden  %lei- 
chungeu  uwiacben  den  Grössen  e»,  t»,  w,,  tr| : 

•)  Bf.  •.  Archiv.   ThL  IIL   S.  2^.  ^' 
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'  t  4— — 


s. 
»  > 


w'-H»*  — f,»-f-(— l)».2cota.(iw»j  — riij    ^ 

—  2flri#— (— 1)' .2«  cot  a  .  ') 
H-»»  — «,  *  —  f , » +  (—      .2cota, .  (mr,  — f»iit)  { 

1-2«.»  — .2«jCot«,\fr," 

—  2«,w  — (—  l)^  .9^,  cotie,  .  r,' 
4-ir»— «f,*  — e;,»4-(— 1)',  .%cota,.(Mft.—n«,) 

—  2a,fff  —  (—  1)'»  .  2«,  cot  a,  . 

welche  in  Besag  a«f  die  vier  CSröMva 

Tom  ersten  Grude  sind. 

Nacli  den  Obigen  bezeiobnea  liektontUcb 

■ 

«,  a,,  «j,  a, 
die  1S0°  nicht  übersteigenden  Winiiel 

SMS,,  SM,S,.  SM^S^,  SJif,S,: 

Lässt  muu  über  tod  jetzt  an,  so  lange  nicht  etwas  Anderes  besoo* 

ders  bemerkt  wird, 

•  »  * 

die  ISO*  nfcht  üheraCejgenJen  Winkel 

S'MfS^f  Sßf^Sj^  SJ^^S^J  SUffS^ 

oder  deren  li)rgäDzungeD  zu  180°  bezeichnen,  jenachdem  mau  sich, 
um  respective  von  dem  Ponkte 

durch  den  Punkt  S  zu  dein  Punkte  iV,  zu  gelangen,  nach  derselben 
KichtuD£,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  po- 
sitiven  Tbeile  der  Axe  der  je  dareh  den  rechten  Wiiikef  {a?y)  hin" 
durch  zu  dem  |i(MWtiven  Thcile  der  Axe  der  y  zQ  gelangen,  oder 

nach  der  cnti;^o</r>Dg^esctzteu  Richtung  bin  bewegen  muss,  so  kann 
man  die  vier  obigen  Gleichungen  oftenbar  in  völliger  Allgemeinheit 
auf  folgende  Art  schreiben : 

—  2(tu  —  2a  cot  a  .  ) 


35)< 


'— 2sr|i»— 2iPt  cola« .  tr^  .  i 

—  2a,«  —  2a3C0ta,  .f,  f 

— r,' 4-2  cot  a,  .(i#t;, —»»i)}  ^  » 

2a,M-^2a,  cota,..  ff|  , 
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AJittelät  dieser  vier  Gleiciiuugeo  kaao  nutn  die  GrösMB 
be«tiinaieD,  uod  ist  also  berechtigt: 


u 


% 


-wo  D  bekannte  Grössen  bezeichnen,  zu  setzen.  Aas 

diesen  vier  GleithuDg^D  erhält  man  aber  durch  £liiiiioation  ron  m 
und  t>a  leicht 


37) 


und  hat  daher,  ivie  hieraus  auf  der  Stelle  folgt,  zur  Bestimmung^ 
von  V  und      die  beiden  folgenden  Gieiebangcn: 

.  38)  \  B^CD 

Dm  nan  jetzt  die  Grüeien  «»er,  »i»  Vt  kennt,  so  kennt  man  «neb 
die  Coordinaten  or,  5f  nod  JTi,  der  beiden  Pankfee  S  nnd  iV., 
weil  neck  den  Obigen 

ilt,  und  uniere  Aufgabe  ist  daher  jetzt  als  aufgelöst  zu  betrachten. 
Löst  man  die  erste  der  beiden  Cleichaogen  3S)  wie  eine  i|Hn* 
Gleichung  au^  so  erhält  uan 


40)  g»g;>4M-f<g"Hi»)(g-il)|  

Weil  aber  unter  der  VonttnelittDg,  dMt  B'-^  CD  nicht  Tenebwm- 
det,  offeoifar  immer 

CÖ)*-f.iM-(C-t-/>)  iC-D)\* 

grüiaer  als  der  abaeloU  Wectb  ven 

iM-(C-h/?)(CwJ>)f 

iit|  M  bat- «an  bloss 

41)  t;i  =  i|^^(C^-/?)(r— 
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zu  setzen,  und  v  hat  daher  nur  zwei  reeU^i  dMi^ZticlieD  umIi  6Bt* 
gegeogesetxte,  absolut  gleiebe  Wertlie. 

Veraehwindet  i?—  CH,  to  erhalteii  die  GltichHngMi  37)  die 
Fem 

Die  «weite  dieser  lieldeo  GleiehuBgVB  iit  mir  dma  irfllllti  weae 

die  eine  der  beiden  Grössen      u^  verschwindet. 

Ist  nun  j4 — (C-f- /^)  (C— />)  >  0,  so  kann  wegen  der  er- 
sten der  beiden  vorhergebenden  Gleichungen  offenbar  nicht  e^sO 
sein,  und  diese  beiden  Gleichungeu  werden  daher  uur  durch 

erfiiUt,  so  dass  also  in  diesem  Fall«  p  zwei  reelle,  den  Zeichen 
neeb  eDtgegengesetsto,  absolut  gleiche  Werthe,  bat, 

bt  ^rner  ^  —  (C^+ü)  (C  — /l)<0,  la-koBD  vegea  der 
ersten  der  beiden  Gleichungen  offenbar  nicht  ssO  eeio,  nnddieee 
iieiden  Gleicliangeo  werden  daher  pur  durch 

j  tr=aO, 

i  «i«  =  (C-+-/>)(C--/>)— ^ 

erfiillr,  so  dnss  also  in  diesem  Falle  »,  zwei  reelle,  deai  2SeiahoB 
Bach  entgegeos:esetzte,  absolut  gleiche  Werthe  hat. 

bt  endlich  A  (€'^D)(C-^  D)z=z(i,  so  werden  die  Gieichun- 
geo  42)  nar  durch 

^  .  i  c;=  0, 

erfüllt. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
le^iit  nach  4t) 

und  folglich  ' 

we  dat  obere  oder  UBtere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem 
eiae  positive  oder  eine  negative  Grösse  iit   fierechaet  «an  naa 
dea  Uttifswinkel  a»  mittelst  der  Formel 

48)  taog  w=5:^^,  . 


% 
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und  Dimmt  üeuselben  nositiv  und  oegnitiT,  •eineo  absolutea  WerUi 
aber  nie  grösser  als  90^,  ww  oiBMMur  v«nl»tM  ist,  so  irt-Btcfc 
dm  Obigeo 

1  ±  cos  « 


'9 


eoso» 

I 

also,  weil 

1  +  cos  itf  =  2  cos         l  —  cos  ü»  =  ^  sio  ioi' 
ist,  '  '  ■  -  * 

iiit  COS|fl>» 
cos  (ü 
Ji  isin  ^» 
eos« 

Weil  BUB  aber  Bedi  48) 

•         r=2iff,  coto» 

ist,  M  tot,  wie  aaB  leicht  findet:  ^ 

i     ß,  cot  Ita 

wo  ittner  fdr  #*  4er  erste  oder  sweite  WerHi  geBoanen  werdea 

inusB,  jenncbdem  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist 
Mittelst  der  Formeln  48)  uod  50)  kmu  ,  uod  also  auch  f,  sekr 
leicbt  berecbnet.  werden. 

BeseiehBet  tum  4ie  BeftfenungeD  dee  PBaktei  S  ven  4eB 
PuslLteB 

reapective  durck  '        *  ' 

rt  r„  r„  r,; 

die  EstferDUBgoB  dei  Pasktet  8^  tob  dea  Puaktea 

respective  durch  * 
die  voB  dea  Liaieii 

.  mit  der  Richtung  der  positiven  eingeschlossenen  Winkel,  indcM 
man  diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  a:  au  nach  der 
Seite  der  poaitlfea  y  hia  tob  0  bis  860*  siUt^  respectife  durck 

0,  0„  0„  d.i 

und  ehea  ao  die  vob  dca  Liaiea 

JÜS^f  Ai^S^^  ^s<S>|,  M^Si 
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807  ^ 

mit  der  Richtiinp;  der  positiven  a*  eingeschlotienea,  auf  dieieib« 
Art  wie  vorLer  genommeoeD  Winkel  durch 

,    ©',19'.,  0',; 

to  ist  io  föUiger  AllgemeiBlieit  ^  < 

—  ffasr  cos      yaäir  «n  9; 
;r  — Är,  cos  ®„  y=sr,  ain  9,; 

'  )     —     =''»  cos  0,,  y  =  ^»  8'n  ; 

—  a,  =r,  cos  0,,  y  =  r,  ain  0,  j 


52) 


siso 


^r,""  —  /»  =  r'  cos  0*,  f/,  =z  r'  sin  0*; 

— a,  =#^1  cos  0',,  =r',  sin  0',; 
a?,  sss*^»  CO«  0*»»  yi  =**'s  sin  0',; 
df,  —  sr,  =r',  cosd';,     Är*.  sia  ö*,; 


53) 


x  —  a. 


*1 

«1' 

y. 

MitteUt  dieser  Formelo  lassen  sich  die  Winkel 

•  •  » 


und 


0»,  0'.,  ©'s 


oboe  alle  Zweideutigkeit  berechnen,  wenn  man  nur  die  Vorzeichen 

gohörig  beachtet,  welebtf  In  Folge  der  Gleichungen  51)  und  52)  die 
ions  umA  Cosinus  dieser  Winkel  baben  ■Üssoo«  Donii  indet  man 
«bor  feiner  anch  die  EotferDnogeii 


ond 


.'.  ff 

♦  • 

leicbt  mittetet  der  FomelB 
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M) 


und 


cos  S 

~  siii  0^ 

_a:  —  Ä, 

_  y 

cos  0, 

sin  O, 

_x  — 

  y 

cos 

sin  6, 

_a:  — 

  y 

~  cos  6| 

sin  6, 

o:,  —  rt  _ 

cos  9*       sin  9" 


^f-^TZTi^'    —  ....  Z 


55) 


cos   Ö',  &UI  ö*!* 

•      COS  ö",  sin 


CM  e',       sin  6^,» 
Die' doppelten  Fläcbenräame 

findet  Man  Bittebt  der  Formeln  33)  oder  auch  mittelst  der  Formela 

1 Asdb rr' ein  (e  —  e), 
A,==br,r'.  810(0. 
A,  =  ±r,r',  sin  (0,-0'.), 

in  denen  man  jedeneit  die  Toneidien  ao  an  nehmen  hat,  daaa  die 

Grössen  A»  Ai»  At>  At  positiv  iverden. 

Kczeiclinet  man  die  Entfernnng  der  beideii  Punkte  8  and 
von  einander  durch  JS^  so  ist 

57)  Et=        *,)•    (y- y« 

Berechnet  man  aber  den  Hilfinviakel  S  mitteilt  der  Formel 

nnd  nimmt,  was  offenbar  verstattet  ist,  den  Winkel  $  so,  doss 

0  <f  <  90% 
90«  <  t  <  180% 
ISO»  <  5  <  270% 
270»  <  I  <  36e» 

iit,  Jenadidea 
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4r— positiv  und  ^  t'Wi  positiv, 
dr— or,  negfttir  niid  y — positiv, 
— negativ  nad  y^^fi  .negotivt 
Jt — positiv  und  y  —  y,  negativ 

ist,  so  kwü  in  völliger  Allgemeinheit 


59) 


eos| 


gesetzt  werden.  Auch  kann  man  auf  vier  verschiedene.  Arten  E 
als  die  dritte  Seko  oiMa  DraieckB  bereehaen,  in  welehea  die  bew 
den  andern  Seitoa  und  der  von  denselben  ei^gescbloaiene  Winkel 
gegeben  sind. 


f.  6. 


Wir  wbiftt  n**'i  wieder  zu  den  vier  Gleichnngrn  35)  des  er- 
sten GradesjV^iif-^eren  Auflösung  bekanntlich  die  ganze  verberge« 
bende  AuflösMig.^P^®''^'^  Aut]gabe  beruhet,  zurückkehren. 

Ziebt  man^dvörderst  die  tweite  dieser  vier  Gleicbangen  von 
der  erster;  die  dritte  von  der  zweiten,  die  vieKc  von  der  dritten 
ab.  so  erhält  ro:iri  die  drei  folgenden  bloss  noch  die  oabekanaten 
Grössen  trv,  —  f/ir|,  ti,  Pi  enthaltenden  Gleichungen: 


(cot  a  —  cot  a,)  (wv,  —  rü,) 
—  («  —  «,)» 

—  (er  cot  a  —  «,  cot  a,)tr, 

(cot     —  cot  a,)  («f,  —  iWi) 

—  cot      —      cot  o,) 
(cot  a,  —  cot  o,)  fsw,  —  eW|) 

—  (a,  cot  a,  —  a,  cot  o,)f| 


Sind  am  ftbarbnnpt 


drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  drei  nnbekannlen 
Grössen  3^  9«  3»  *®  bekaantlieb 

«  —  «(g.g.  -  g.C.)  +  -  gg.) +i>.(gg.  -  g,g) 
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3= 


4M 

1 


Mitteilt  dieser  Foraeln  erbilt  Mao,  wenn 


z 


geseilt  wird,  aus  den  obigen  Gleichungen  ohne  Schwierigkeit 

61)  J^=Ä#COt«|{«,— «Jcot«, <yJcot<jt^^^j(^j—«,)cota 

rtr,c«t«,  — «,)cota-f-(«r, — «) Cüta^-4«(i«— '»j)cota,  j 
-|-  a,cota,  \{a^  — <jr,)cota-f-(/3r, — a)  colA"-^'\^h — a,)cota,{ 
—  m^tüttt^  K«i*-«^«)«<»t«+(^t— «)cota,-i-(#-^i)eotaa| 

oder,  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt; 

+       •t)(<'* — Ai)  eot  a  cot 

-|-(sr — «,)  (ff,  — flr,)  cot  o  cot  o, 
-f-(flr, — lar,)     —        cot  a,  cot  a, 
-^-(«4  — — «)  cot  u,  cot  a, 
+  (««*—«•)(« — «i)  cot  a,  cota,. 

Ferner  crgiebt  sieb  leicht 

63)  Z,  =  — i«cota|(«.-*,)«,»-|-(4s,-«,)<»,»H-(sr,— «,)«.«| 
+  i«ieota|  f(«,^«,)«*+(«»— '«)«,*+(«-r-««)«,*| 

—  la^cota^       —  «j) —  — ff, ) II,* ( 

Weil  nun  aber  nach  20) 

(ff,  —  a,)ff,'  -»-(«Tj  —  ff,)«r,'  -|-(ff,  ~„J«rj» 

=  —  (ff,  —  ff,)(/7,  —  ff,)(ff,  — ff  J,  » 

(«•  —  sr  J  »>     («,  —a)  ff. 

(«, —ff,)  ff' +  (ff, —ff)  ff,' -h (ff —  ff,) ff,' 
=  —  <a  —  ffj)  (ff,  — •  ff,)  (a,  —  «), 
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401 

itty  so  ist 

—  ^#7, (ff  —  «5)(«a  —  af)(a, — a)  cot  Ol 
H-4ff,(a  — «,) —«,)(«,— a)  cot  a, 

— •)  cot«,.  . 

Weiter  ergiebt  sich  nacli  eioigeo  leUJiteo  HeUuctioDen 

65)  Z^=^(a — <3f,)(/»a — flf»)  (fl'a -Hflf,)  cot  a  cot 

-f-^(/Tr  —  flTjjffl', — «r, )  (ffj -+-«,)  cot  a  cot  a, 
H--;(a — aj(0t — «2)  («i-i-»i)  cot  a  cot 

••)(•— cot  «1  <»t  «» 

«•*  «1  cot  0, 

•-•-W«,— eot  «,  cot  a,. 

Ebeo  so  leicht  erhält  man 

«cot  a,  1  -t-  (a,  —  «rj  a, » H-  (a  —      a,» t, 

Bod  folglich  auf  gans  ähnliebe  Art  wio  oben 

67)  Z,  =  i(«4— «,)(»,—»,)(»,— cot  a 

—  !(<»--»,)(<»,—.«,)(«,  ~  ff)  cot 
+        «.)(«,  — «,)  («,  -7«)  cot 

—  —    j  (ar,  —  «,)      —  «)  cot 

Führt  man  nun  enülich  die  gcfuntipnen  Wcrthe  von  t/e;, — Mi,, 
«f,  f^i  in  eine,  etwa  io  die  erste  der  GleichUDgen  35)  ein,  so  er- 
hält naD  nach  einigen  keine  Schwierigkeit  darhieteBden  Eednc- 
tionen : 

68)  Z  =  ffaff,(ff — ff|)(ffs — ff,)  cot  a  cot 

-f-a,ff,(<»  —  a,)(ff, — «,)  cot  a  cot  a, 
+  — ff»)  cot  «  cot  a, 

•4-arar,(«a—«g) cot  «1  cot 
H-«w«(#|— •)  cot  «,  cot  «, 
+  arar,(aä — «,)(« — «,)  cot  «,  cot  a,. 

^  Cebrigens  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird»  auch  ' 
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«9)  A  =  'i{a  —  a,){a^  —  fr^)  cot  a  cot  «, 
•|-2(«— <'«t  «  cot  o, 
-h2(«— «,)  (»i  — ^/a)  cot  a  cot  a, 

«,)  cot  a,  cot  o, 

H-2(«,— /y.)  («— «i)  cot  a,  cot  a«, 

70)  ZÄ2i»,<»t(#-»i)  («•—«•)  cot  o  cot  a, 

+  20,«r,(«r— «,)(«.— «>)  cot  a  cot  a, 

^.2*rflr,(a,— «.)  cot  «,  cot 

H.2««3(flr,— — «)  cot      cot  a, 

71)  Z,  SÄ«(«,-«.){-r.--^.) «ot  « 

—  («t— «)  cot  a. 
+          «r, )  (fl^, —«»)(*!—•)  cot  a, 

—  «,(a  —  aj  cot  o, 

7»)  Z,  =  (»— -!-«•)  cot  ift  cot  a, 

-f-  («r—  «Tj  )  (''i          («i-i-««)  cot  a  cot  «, 
— «j)  cot»,  cot  «, 

H-(«i —öl)      —     («'2H-«')  cot  a,  cot  o, 
«,)(»—«»)(«-+-«.)  cot  o,  cot  a„ 

73)  Z,  =  («,— ff,)  («t— «t) 

—  (rt— «0  («a  — «-a)  U'»— cot  a, 

— /Z,)  (ff,— flTj)  («,—«)   cot  rt, 

—  (<,—»,)(«,—«»)(<'.—«)  cot  a, 
setiCD,  wddie  Formeln  die  leichteste  BerecliDaBg  der  Grösaen 

X    Zi    Z,  Zj 


oder 

gestattOD  dürften. 


Wenn  wir  jetet  wieder  a,  a, ,  o„  «,  die  ISO»  nicht  nberstci. 
gead«.  Winkel 
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aMB„  aifiS,,  s»/,s„  suf.s,  ■ 

bezeiclincD  ]«Meii,  40  babeo  wir  nach  21)  die  Tier  folgendea  Glei- 
ch ungea  :  ' 

(er,  —    A    «  +         Ai     «I  H~      «i)  A» 

(tf,  —  fl-j)  ^  cot  «-+-(«,  —  ä)      cot «,  4-  (a —       A»  cota, 

Ai  cot«, —•,)A«  6ota,H-(«rt  — «•)Ai  «ot«. 

=—(«1  — 

und  kÖDDcn  uns  in  jedem  Falle  einer  jeden  dieser  vier  Gleichungen 
als  einer  Prüfungsgleichung  lür  die  Richtigkeit  der  firapzen  gefuhr* 
ten  RecbnuDg  bMienen,  wm  imer  Ton  beseiiderer  Wichtigkeit  IfL 

Wir  T^'olIeD  BOii  iiacb  dcD  In  Vorbergehenden  entwickelten 

Formeln,  um  deren  Anwendung:  r\\  zcif^en,  ein  Beispiel  berechnen, 
und  wollen  dahoi  annelimen,  duss  man  sich,  um  von  dem  Funkte 

J/, ,  Jl/,,  jy/,  durch  den  Punkt  S  zu  dem  Punkte  zu  ge- 
langen,  imiiier  nach  derselben  Ricbtnng  be^regen  nässe,  naeb  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  durrli  dnu  rechten  Winkel  {.xy\  hindurch  Stt  dem  posi* 
tiven  Theile  der  Axe  iler  ;/  zu  gelangen. 

Sind  nun  die  Abscissen  der  Punkte 

und  die  au  denselben  gemessenen,  180"  nicht  Übersteigenden 
Winkel 


respective 
und 


Am\,  iSif.Ä,,  HM^s^,  sj/,s, 

+  2»  3i  +5,  6j  +9,  9,  +15,  7 


W.W,  n^.Wf  M*.54',  WM'i 

so  bat  man  uuter  der  gemuchteu  >  oruussetzung  im  Folgenden  immer 

u  =  2,3  und     a  s=:99».25' 

5,e  «,=t8.1C| 

a,=  9,9  a,  =60.54 

nr,  ^  15,7  =  45  .  56 

zu  setzen. 


• 
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Zuerst  berechnet  man  die  feigenden  GrösBen: 


«1 

—  a 

=  3,3; 

=  7,9 

»t 

—  a 

=  7,4; 

-h  «. 

r=  12,2 

«I 

—  n 

  1  Q  A  . 

—  <»i 

«I 

—  «I 

=  J">*; 

<jr,  «r, 

 Ol  ^ 

—  ^'i 

  K  O, 

—  9^  A 

lo^  a  = 

0,3617278 

log  fl,  = 

0,7i81880 

log  a, = 

0,9956352 

* 

log  a,  = 

1,1958997 

log  («1 

-«) 

0,5185139 

log 

0,8808136 

log  (a. 

-«) 

1,1271048 

log 

0,6334685 

log  (a. 

1,0043214 

log  (ä. 

0,7634280 

log  («rH 

0,8977271 

log  {a-\ 

1,0863598 

log  (a  H 

1,2552725 

log(«,  • 

1,1903317 

log  («r, 

-1-«,) 

1,3283796 

log 

1,4082400 

.  I        '  log  (—  cot  a)  =  0,2197097  —  1 

log  cot  a,  =  0,3212216  —  1 

log  cot  o,  =  0,7455376  —  1 

log  cot  a,  =  0,9858484  —  1 

Man  erhält  nun  leicht 

{a — a,)  (<jr,  —  a,)  cot  o  cot  o,  =  —  0,665 

{a  —  a,)  (a, — «i)  cot  a  cot  a,  =-4-  7,086 

(a— «,)  (a,  — a,)  cot  a  cot  a,  =  —  9,250 

(«, — — <»t)  cota,  cota,  =-4-  6,719 

(«1 — <'a)(<r, — or)  cotu,  cota,  =  — 15,567 

—  cot«,  cota,  =4-  10,312 
  A=:-  1,365*) 

•)  Die  Rechnuofr  ist  nach  den  Formeln  62),  68),  64),  65),  67)  btc  auf  drei 
Decimalen  geführt  worden. 
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a)iar,(<7 — — «i)  cot  a  cot  «,  =-f- 622,974 
aia^(a — a^){f^^ — «,)  cot  a  cot  a,  r=  —  512,808 
aa^ißi — cot  «,  cot  o,sH- 242,^9 
'  — «)  cot  a,  cot  «.SB  —  354,461 

#|)  cot      cot  «,=-^132,814 

cot  as—  48,<MS 

— i«.(*-.ir,)(«3-i/,)(«,-a)  cota.s—  846,518 

«,)(«,— cot  «,=4-1230,504 

-i0.(«-<f.)(«,-«,)(^.-«)  cot  819,4M 

Z,  =-|-  16,5^0 

^(a — «,)(», — cot  a  cot  a,  =  —  8,513 
«,)(«,— «rj («,-!-•,)  cot  a  cot  «,=+75,463 
».)  (er,  — «,)  («,  cot  a  cot  tt,  =  —  71,686 

cot  a,  cot  «,a=+ 60,475 

4(flr, — <»i)(<»3 — <jr)  («,-+-«)  cot  a,  cot  a,  =  -^04,^(0 
— a,)  (a— a,)  («4-a,)  cot  a,  cot  «,  ==4-40,731 

Z,  =  4-  1,511 
^(a,— cot  a=—  20,888 

—  cot  «i  =  —  61,878 
a.)  («,  —4»,)  (a,  -a)  cot  a.  s:  -h  124,293 

—  «,)  («,—4iJ  cot  ««as—  8^,198 

Z.ss—  10,666 

^  .^1—  16,510 

^—  1^ 


,  ._10,««6 
C4-/?  = 


A  1,865 

9,155 

12,177 
1,865 

20,855 

^=:<-  13,095 

Cäs—  1,107 

/»  =  4-  7,814 
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(C+ HXC'-r =     5»,83t  . 
,  »   £?/>szr—   8,650,  • 

J,=A  —  iC-\- /}){€- /J)  =  ^  39,477 
B^z=f.B'-CD=i--  3445 

Zur  BesHflimuDff  von  haben  wir  in  dieseni  Falle»  w«  ,  positiv 
ist^  n«ch«^8a  Obigea  die  foigeiidMi  ViwmIb:. 

1B .  _ 

t«Bg«»S^,  ff*S^,  cot  ^Itf. 

logc  2  =  0,3010300 

log  (--//J  =  0.537 1S02 
■  0,H3N2ll>2 

log       =  l,5S)<)344i 

log     taog  0») =0,1418751  —  l 
o*s=—0».  54'. 0^,818 
io>=5— 4  .'97  .  6,407 

1,0624350 

log  (—  cot  iw)  =  ^       —  100 


1,0024-250 
log  (~  ir,)=:0,5371892 


log  ..0*  =  1,5990142«) 
^Iog.tr«=  0,7996071 
cr=db  0,307 

=  —  =s  rfa  0,540. 

Wir  haben  also 

w  =  —  1,107  »  =  =t  6,307 

«,  =  db  0,546  7,814 
nod  weil  niin  bekanntlicb 


*)  Um  (Üß  Richtigkeit  der  Kechniing  i\x  prüfen,  konnte  man  ausser 
ifiCo(^  auch  noch  — tang      berechnen,  wo  (Uinn  immer 

cot  {vi-^^r-Bx  tang  ^e») 
nJ7,  (cot  V*  —  tsng  1«) 

siV        4«*  — sin  |e>* 
'    sin  ioi  cos  |a> 

_    cos  0)  „ 

sein  uusa* 
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ist;  so  erhalten  wir  die  beiden  foigendeo  Antiösungen  unserer  Auf- 
gäbe :  * 

Erste  Au flösiiüg. 

Of,  SS—  1,653  1,567 

Zweite  AuilÖäuug. 
af=^  1,653  y=+  1,507 

s  —  0^561  ifi=— Hm 

ÜB  die  Richtigkeit  der  Redmung  zu  prüfen,  berccbne  man 
snerat  »ittdit  dar  Gleiehnngen  ^)  die  Grdaaen      A),  A»>  Ab« 

«Vi  —  flM«i  =  —  13,095 
«tr,ss+  17,07« 

43,758 

«r«Vi  =  +  77,359 
0.riasH-12it,68O 

/Ves  60,134 
Ä*  =  l"»706 
^,=3  17^,908 
^,  =  360,550 

log  A=  1,7701201 

log  Ai  —  2,0480705 
log  =  2,2526297 
log  2,4306303 

(ä,  —  «,)  A  cot  «äH-  42,884 
Ai  «»*  <i,  =-1-177,874 
(«-«.)  A.  cot  a,r=-,m610 
(«Vi— «,)A€etaH-(««— «)AtCOt«,H-(if— i»i)A9«ot«»  =  —  107,«52 

--Jm-^aiHa.-^mJia,  -  A  =  -  107  SU 

Differenz  =  =p  0,008 

woraof  man  siebte  wie  geo^u.llie  erste  der  vier  Prnfun^^leichnn- 

Sen  74)  erfüllt  ist.  Auf  ahnjiclie  Art  kannte  man  auch  jede  andere 
iesrr  vlrr  rriifnnn-cr, fcidiungpri  eotwickelo* 
Die  lierecbiiiir  ■  lit  i  (^rfW^^cn 

ö.,     0,i  0'.     ö',.  e*. 

nnd 

.  '    '     '  ' 

SO  wie  der  Entfernno^  ß  der  beiden  Punkte  S  und  A\  von  einan- 
der nach  den  im  Obigen  entwieketfen  Formeln  k6nnen  wir  nn  ao 

eher  füglich  dem  eigenen  Fleiase  des  Lesers  überlassen,  weil  das 
vnrhrr  hr  rrrliuetc  Beispiel  nur  die  beste  Form  der  Rechnung  su 
zeigen  den  Zweck  bat. 

Weitere  Entwickeluugen  über  die  bier  bcbandeliu  uud  abn> 
liehe  allgemeinere  Aufgaben  bahalCen  wir  spätem  Aufoütnen  Tor. 
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XLIII. 

Geodätische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  L,  Mossbrugger^ 
Lehrer  der  Methematik  an  der  Kaotoniaebiile  m  Aara«. 


El  tiiil  die  jrelttive  hmgt  und  die  MeereihSbca 
der  beides  PnBkte  J  ood  B  (Taf.  VII.  Pi^.  9.)  gege. 
hen:  ferner  kennt  man  den  horizontalen  Winkel  bei  A\ 

welchen  die  P roj  ecti o n  e n  cÄ'  und  mA  der  I>i n i en  ^A  nu d 
JfA  auf  der  Uorizontaleheue  cAm  mit  eiuuudcr  biideo; 
endlieli  siod  aoch  die  ZeaitbdietaDseD  von  ji  «od  M  im 
Ai  mithin  auch  ihre  Ergänzungen  zu  90*  gegebeo.  Man 
soll  die  relative  Lngc  des  Punktes  A  in  Henng  enf  ^ 
nud  /T,  nr^ljst  den  Hunendi  stanzen  finden 

Denken  wir  uns  eine  durch  A  ffolegte  Uorixontalebcne  cAm\ 
ferner  leien  jfme  vnd  Bm  senkrecfit  snf  diese  Bbene  gezogen; 
endlich  Bei  r/P\\cA^  BP)\mNy  so  wird  auch  M  aenltrccbt  nnf 
cAm  und  L,IIPA  =  i_mAc  sein.  Ziehen  wir  noch  aus  dem 
Durchschnitt  D  der  //inien  aP  und  AA  die  Linie  l}(i^PA  und 
verbinden  D  mit  B  und  Q,  mit  //>,  und  setzen  der  Kürze  wegen; 

SU  reducirt  sich  die  Aufgabe  dahin:  Aus  den  gegebenen  Stücken 
m,  k,  a,  Y  die  Grössen  y  nnd  9  xu  bestimmen,  woraus  sich  als* 
dann  alles  Uebrige  ergibt  Diesen  Annabmen  infolge  ist 

I^H^zy  cosec  o,  BP=y  cotg  a,  AAz=:  (/&-+- y)  cosec  a,  ^ 
£iF=(A-f-y)'  cotg  a,  BP^f  «otg  ^,  BA=f  eniec 


*}  Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  scbieibt  mir  bei  der 

Ufbersendiing  desselben,  dass  inin  ili»?  übipe  Aiif|rabe  toi»  dem  chema- 
figeu  preusülsclien  Ingenieur:  Herrn  ilau|iunann  iMichaelis  bei  Gele- 
genheit der  Aufnahme  der  St.  Gotthardsstrasse  sur  Auflösung  vorgelegt 
worden  sei.  L'ebripens  \vunscht  der  Herr  Verfasser,  dass  ilie  Aufgabe, 
ebeti  so  vvie  der  in  No.  XXXIV.  witgetheilte  Satz«  nur  als  eine  Uebuogs* 
aufgäbe  für  Seb&ler  angesehen  werde.  & 


Digitized  by  Google 


4«? 

Ferner  ut  im  Draeeke  DP^ 
nod  in  Dreiecke^  ßDN 

oder,  wenD  wir  die  obig^eo  Bezeichotingeu  gebrauchen,  so  ist 

ßD*ssp*  feotg  a*-|-cotg  /?*  — 8eot|if  a  cotg  /J  cos  y\ ....  (1) 
^i9'  =  |co8ec  a'  +  cosec     —  2cosec  a  cosec  ß  cos  jjpj ....  (^) 

Au  (1)  und  (2)  fiailea  wir  nadb  eiligen  BeiBctieiei: 

CM  yssiio  tt  ein  ^H-eos  a  eee    eoe  ' 
SetieQ  wir  in  dieseoi  Audmeke  —^rT~^^^  ^»  >o  ^ 

co8  9=s  C....  (3) 

Femer  iit  Im  Dreiecke  ABN 

Aß*  =  viA '  -i-  //iV*  ~  2^.V .  BN  CO!  y, 

oder,  wenn  wir  die  oben  angegebenen  Werthe  einfiikren: 

«» -f-^*  =  (^H-y)*  cosec  a*-f-y*  cosec  ß* 

»      4-  y)y  coeec  a  cosec  ^  cos  9 

oder 

« 

|siii/?'-l~B>Q<A'  — Ssina  «io/$  cos^{  +  '^f^y  siu/l^.  |äiu/$ — bin  a  cos 9)}  ' 
,  r=  (a*  sin     —     cos  tt*J  sin 

Aus  dieser  Gleichung  liuden  wi.',  mit  Auwenduug  lülgeuder  gouiu- 
metriscbeo  Relelionen: 

-  • 

c»8  9  =2cos       —  1, 
sin  a*     sin  ^*  —  dein  a  sin   cos  9  s  4|sin  ^a+A*  cos  4(« 

—  sin  a  sin  cos 
SU  ß-^nu  a  cosys^lsin i(a-|-/}j  cos  j(a  — /})  —  sin«  cos^y'l 

für  f  folgenden  Werüi: 

A{sin  cos  j(g  — /?)  —  sin  <f  cos  jy' 

^ —    2)sln  cos|(«— cos  1^*1 
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V' 


41*  sin  a*  sin  ß*  )sin  4(«  -H     cu  K« — ni  a  sin  ^  eos  |^  \ 

i  Ii'  sin  ß-  {sin  l{i(-i-ß)  cos  j(«  —  j3)  —  sin  a  cos  {  


D*  cos  f/»  nnoli  No.  3.  lirstiinint  ist,  so  ist  aucli  der  Worth  von  y 
bestiiiniit ;  uiidiin  können  aucli  alfe  Stücke  des  Dreiecks ^Aiff  mit- 
leUt  der  ubigeu  Anuttiiiueu  geiuudcu  werden. 


XMV. 

Ueber  die  Auflösuug  der  cubiscken 

Gleickimgeo. 

VoD  den 

lierru  Professor  C.  A.  Jirelsclineider 

in  Gotha. 


Die  bisher  bekannten  Auflosungsweisen  der  cubischen  Gleicbun- 
gen  »etzen  ääinmtlioh  eine  i;anz  bestimmte  Form  der  GicicbuDg* 
voraus,  iadeiu  eutwedcr  ein  Glied  fehlen,  oder  wenigstens  eine  be- 
stiniBte  RclatioD  swisckeo  den  verscIiiedeDen  Coeffieieoten  der  eio* 
xcloen  Glieder  stattfinden  muss,  wenn  (!ic  Kutiformcin  solien  eiiipe» 
wandt  werden  können.  Es  hat  dies  aber  den  iNaclitlieil ,  das«  eine 
i»i)lchc  Aufiosunjr  tiein  Aiifanirfr  in  der  Alu<'l)ra  imuMT  als  eine  Art 
kuuslsiiick  erscheint,  das  dut  cli  Zufall  aufgefunden  worden  ist,  uud 
deshalb  euch  vorzugsweise  des  Gedäclitniss  in  Ansfiroch  oiMoit. 
GiiBz  besonders  gilt  dies  TOn  des  sogenannten  Cardanischen  Ref(«l, 
die  noch  überdies  an  einer  solchen  Beschränktheit  leidet,  dass  auch 
nicht  einer  der  Kalle,  in  denen  eine  cubisrlie  t.li  icluing-  eine  un- 
mittelbare Angabc  ihrer  Wurzeln  geblattet,  in  ihr  euthulten  ist. 
Dies  bat  mich  vernnlasst,  eine  Anflösung  i«  sncben,  die  gar  keine 
besonder);  Form  der  Gleichnng  verlangt,  dabei  auf  einea  aiägliciiat 
einfucben  Wege  gefunden  werden  kann  und  die  bisher  ansesjebe- 
nen  Lösungen  sämmtlich  als  specielle  Fälle  enthält.  Was  ich  er- 
halten hohe,  scheint  wenisstens  für  den  Luicrricht  nicht  unbraucb* 
bar  so  sein,  wedialb  die  Mittbeilung  desselben  an  dieses  Orte  aich 
wohl  rechtfertigen  dttrflte. 


411 

Ks  sei  die  GleicboD^  ;r'+^  =  0  gegeben,  so  ergiebt  fli«lb 

3  3 

uiiniitfplbar  =  —  \/^c,  mitluD  a:-{-\/c  als  einer  der  zweitheili- 
i^en  Fuktorcii  der  vorgegebenen  («ieichung.    Die  beiden  anderen 

3 

lindet  man  sogleich»  wenn  man  a:^-\-c  durch  {a:  +  \/c)  dividirt, 

3  3   

Mm  erhält  dadurch  or*  ~d?L/c -1-1/^^  =  0  uod  darauidie  beiden 
andereo  sweitheiligeB  Raktttren  Js  —  iV^^t^  +•1/'^)  nad  — 
{  \/c(\  —  «V3),  wo  <=i/—  I  gesetzt  Ist.  Ist  e  aegatk,  so  gebea  die 

3 

Vorzeichen  von  \/c  in. die  entgegengesetzten  über,  ohne  dass  sieb 
in  den  geftindenen  Ausdrileken  sontt  etwaa  Änderte.  lEiae  aoge- 
nannte  reine  cubiscbc  Gleichnng  battdeanach  steta  eine  reelle  und 
EWei  imaginäre  Wur/.cin. 

Soll  nun  die  Gleichung  a:^  aa:'*^  H-  öx  -J-  r  =  0  iiufgclöst 
werden,  so  üliersieht  mau  sofort,  dass  dies  um  eiDtucb.sten  dadurch 
gescbebeo  kabo,  dasa  nan  aie  in  eine  andere  von-der  Form  y'-f-^ 
=  0  umformt  und  letztere  auf  die  so  eben  angegebene  Weiae  löst. 
Ks  wird  demnach  für  x  eine  solcbe  Funktion  von  y  gesetzt  Aver- 
den  müssen^  welche  noch  zwei  von  einander  und  von  //  völlig  un- 
abhängige Grössen  u  und  v  enthält,  damit  es  möglicii  sei,  die  Wer- 
the  der  letaleren  so  aisttnebneD,  daaa  .dadurch  die  Goefficienfen 
von  y*  und  f  gleich  Null  werden.   Die  einfachate  Punktion  dieaer. 

Art  ist  aber  x  =■  j  .  ^  »  Wird  diese  also  in  obige  Gleichuug  sub- 
atituirt,  so  erhält  man: 

.0  =  y»(ir» -f-^ -4- tf)  . 

-f-  i/{f/[Zuv  •+-  a{u  -f-  v)  -f  -     +  [auv      &{u  -\-v)-\-  3cJJ 
+  (»» au"*  •^6u  +  c) 

und  man  Bat  nun  u  und  ^  ao  zu  heaUanneo,  dasa  die  beiden  mit- 
telsten Glieder  verachwinden«  Es  |[;eachirtt  diea  .am  ein&ehoten 
dfdarch»  üi^aa  dmo 


oder,  waa  dataelbe  ist, 

(2) 


setzt   Damit  erhält  man  sofort  die  Warthe: 
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und  auf  ähnlicUe  WeiM 

Die  tniBtfbnürto  Gleickang  ttimiit  daher  folgende  Geitolt  m: 
0=^(.+>r)SS^+(-+3.)i^ 

oder 

Setzt  man  dud  der  KBne  halber  m^^tmssg*  nnd  = 
10  ergebeD  sieh  die  drei  Werthe  yob  f  folgeodermwueD: 

ysssi.|-(l  +  V»)}  (*) 

POr  deo  Quotienten -|-  luten  licli  mit  BBIfe  der  GleichuDgeu  (2) 

DOck  fulfi^eude  Wertlie  aufstelleo:  , 


Werden  nun  diese  Auadrücke  der  Reibe  nneb  in  die  Gleicbnar 
^=  geietst»  so  erbSIt  unn  die  drei  Wuneln  der  voi^^eg«- 

benen  ctfbiaeben  Glelchnng* 

ZuTÖrdenl  ist,  wenn  mn  den  reellen  Werth  von  y  niaBt, 
wegen 

•issK^«-«)  nnd  ir=i{*--«j, 

also  aneh 

as-fs--i^A(^4-^)  P) 

Snbstitnirt  «an  ferner  die  inaginlren  Weithe  von  |f,  nlaüieh 
zh  «V/3),  so  bekommt  man 
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WM  im  BiMh  -N^r  Manl  im  ZOlar  «al  Ntnar  Mit 

mltiiHdrt,  m  etfcUt  ■•■  aMli  •!■%«■  dofiMhm  BatektiiMm: 

Ks  bleibt  dnher  nur  noch  übrig,  die  Wertbe  von  «,  r,  g  und  /t 
durch  die  Coofficienlen  a,  6y  c  uuszudrückeD.  Ea  folgt  aber  aus 
(Ij,  weoD  man  zur  Abkürzung 

•etzt,  sogleich 

  * 

ond  danitt  auf  bekaaDte  Waise: 


'  <w  -f-  U^««*  —  Ank         tn        m»  —  knk 

 2£  »•'^  

mitbin : 


2^ 


«  —  äit 

Rfl  ergebcD  sieh  daiiit  endlidi  dia  Wnnalo  dar  vargaiegten  Giai* 
cbuog: 

— ^  — Ii»  — 

wo  die  Grüsaen  p  ood  f  dorab  lalgaede  Gleicbangeo  leitia^l 
werdaa: 

%p  *  SS      + 3as  •f'  Sl^ai»  — 4jSP, 

Setzt  man  statt  ast  *  ^i*  entsprachaodaa  Wertka,  le  T^rwen- 
dalt  sieh  x  • 


(8) 
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Ausdrücke)  welche  in  einzelnen  Fällen  mit  Nutzen  gebraucht  wer- 
den können,  l^laii  kann  aber  ausser  den  in  (7)  zusammensrestellfen 
Wertheo  der  Wurzeln  noch  eine  z^vcite  Reihe  solclier  WcrtLe  er- 
halten, wenn  m»n  aostutt  o:  Ueo  Werth  ^  .^^y  vorgege- 
bene Gleichung  substitnirt,  oder,  ,was  itürter  ist,  nach  deo  Fonneln 
(7)  die  WartelB  der  Gleicbnng  «i'+^^i'+T^i+T^^ 

■ucht,  iu  welcher  jü.=  i«t*  Alan  erhält  nuf  diese  Weise  nock 
die  Ausdrücke: 

9e 


   3c  

WO  Pt  und     aus  den  nachstehenden  Gleichungen  gefunden  werdest 

oder  aneb  )  (10) 


Die  in  (8)  u»d  (10)  zusaminenpfesfellten  Werthe  von  p  und  so 
wie  von  //,  und  sind  stets  reell,  so  lauge  «»' — 4/i/' positiv  ist. 
Jiaben  daher  h  und  k  ungleiche  Vorzeichen,  so  hat  die  Gleichung 
inner  nur  eine  reelle  und.  swei  inaginüre' Woneln.  Dasselbe  Ist 
der  Fall,  wenn  //  und  /■  fi^leicbe  Vorzeichen  besitzen  und  überdieaa 
m*'^  ^*if^  ist.  Wird  hingegen  in  dieieni  Falle  m"^  <^  \/ik,  so  er- 
scheinen all«'  drei  Wurzeln  unter  iinag^inarer  1-orm,  obschon  sie 
dann  alle  drei  reell  werden,  wovon  man  sich  auu;cnhlicklich  über- 
zeugt, wenn  fliM  die  Werlbe  von  f»,  ^,  p^  und  f/^  nach  den  biv»» 
mischen  Lehrsatze  entwickelt.  Denn  dann  heben  sich  die  mit  /  be- 
hafteten f'liedcr  sämmtlicb  nuf.  Im  Allgemeinen  bat  also  die  Glei- 
chung nur  eine  reelle  Wurzel,  wenn 

27e*  +  ka*e  +  4^*  >  «'d*  + 18«^ 

und  drei  reelle  Wurzeln,  wenn 

27i»* +4«>tf +4^>  -tCmH*  -f-  VMe 

ist.  —  Nachdem  auf  diese  Weise  die  allgemeinen  W^crtlic  der  sämmt- 
lichen  Wurzeln  ge^nden  worden  sind,  so  ist  es  nunmehr  leicht, 
eine  Reihe  speeieller  Ltonngen  wm  Ibiiei  «buileiteo,  von  denca 
•in  Tbeil  weh  bofeita  bciunnt  iit 
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Fall  I.    Es  sei  a  =  0. 
Die  Gleiohnngen  (7)  bis  (10)  geben  iiB»UCelbar: 


=  4(C^  +  f ) O  -  y>l/3 ) 


X     

  e 


Die  Wertbe  Ton  p  ond  q  siedi  reell,  wenn  +  iV^'  >  %  imagiDSr, 
weno  'e*  -h        <  0  ist.   Die  Gleicbao^  d?*  +  ^jp  +  c  =  0  bat 

also  uur  eine  reelle  Wtirzcl,  weon  b  positiv,  oder  wenn  /(negativ, 
jedoch  €^  >•  ..V^^^  isf.  Dai^cgen  besitzt  sie  ürei  reelle  Wurzeln, 
wenu  b  uegutiv  und  zugleich  c;*-<^V^* 

Die  Formeln  (11)  bilden  die  sogenannte  Cardaniscbe  For- 
mel. Sie  kann  zur  Auflösung  aller  cubischen  Gleichungen  dienen, 
da  a:*  -f-  ax^  -f-  -J-  r  =  0  sich  stets  auf  die  Form  y*  By 
-f-  ^=0  bna|j;en  lüast,  wenu  man  ar  =  y  — 1«  setzt.  Es  wird 
duuu 

oder  mit  den  oben  gebranebten  Bexeicbnangen: 

Fall  %   Es  sei  ^=0. 
Für  diesen  Fall  erbält  aan  die  Wertbe  4er  Wnrzeln: 

^- =  -  1«  +  i  j       +  7>) 0^»  -  ^^'l  V3| 


(13) 


■  . 
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Die  Werthe  Ton  p  und  ^  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 
c-^^\a*  positiv  oder  ueeativ  ist.  Die  Gleichuner  -\-  aa:"*  e 
=  0  hat  daher  in  ersten  Falle  nur  eine  reelle  Wurzel,  im  swci« 
ten  dagereD  drei. 

Die  Formeln  (13)  und  (14)  bilden  g^ewitsermaassen  die  Umlceh- 
rnng  der  Curdaniscben  Formeln,  und  kÜnoen  gleichfalls  zur  Auflö- 
sung aller  cubischen  Gleichungen  gebraucht  werden,  indem  die 
Gleichuni;  o:*  «or*  -H  Ä.a? ^  0  sieb  immer  uuf  die  i-  orm 
y*  -h  Ayl*  H"  Ci=:  0  briDgep  Uist.  Bi  geaebiebt  dies,  wenn 
Ä:=y— Ka  +  V^«*  — 3*)  setzt,  und  nieii  erhält: 


,  .  2(« -  —  3//)  {a     Ka»  -  3//) 

=  CH  ;  , 


Ausdrücke,  «lie  denen  des  ersten  Falles  an  Bequemlichkeit  freilich 
nacbstehen,  jedenfalls  aber  dann  siit  Vortbeil  gebraucht  imdea 
köoneD«  wenn  a-  -—Z6  eine  Unsdratznhl  ist^ 

Ausser  den  bisher  gemachten  beiden  Annahmen  können  aber 
noch  mehrere  einzelne  s|)eciellc  Fälle  entwickelt  weriieo,  die  eben* 
falls  zu  ullgemeiDen  Auflösungen  für  die  cubischen  Gleicbungea 
sich  braueben  iMsen.  Die  drei  wiebtigsteo  dersethen  bieten  sieb 
fast  uomittelbar  dar,  indem  man  in  den  Gleichungen  (8)  und  (10) 
sucressiv  nt,  »,  A-  ^]v\ch  Null  setzt.  Man  erhält  dadurch  die  nach- 
stehenden Formeln,  iu  denen  jedoch  immer  nur  diejenige  der  bei- 
den Wurzelformen  (7)  und  (9)  in  Anwendung  gebracht  worden  ist, 
welche  im  Rynltate  die  grSsste  Binfaehbeit  gewährt. 

Falls.  Es  sei  ««--S^si&sO. 

'  In  diesem  Falle  wird  3«i:s— >SMS  und  in  (tj  jr'ssS«,  f*ss^ 
es=s9e — und  daher 

ar  =  — ia  — l/c  — ,V«* 

Die  Gleichung  jc*  aa:*  +  ja*a:  +  c  =  0  hat  daher  stets  nur 
eine  reelle  Wortel. 
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Fall  4.   £ji  sei  l^—dae^mssO. 


Man  erhält  hier  ms=-.|-^,  p.^ssSmc,  y,»  äO,  niCUn  ge. 
l>eD  die  Formeln  (9) 


,  ^ 

«-1-^(1-4-  «V3)  \^a{a*^U)i 
—  Ä 


(16) 


Ä  -H  4(1 — fV3)        — uy 

Ks  hat  also  die  Gleichung  ^»  +  l/a^c. ^H-c=-0«|eich. 

falU  onr  eiB«  reelle  Wurael.  v^ieica. 

Fall  5.    Bi  sei  9e-^a6ssm  =  {). 
aus  (7)"  -:4ii^=+4Ä4».  Danic  erhält  laan 

*  =  — 4«  — +V^  Ä«  —         -I-  ^) 

, »/   >  (17) 

logleiebea  ergiebt^sieli  am  (9):" 


T 


aesss —  ^ . 


^=-*-  — -   


Demuach  hat  die  rileiclaiüü:       +  r/a^*  4.  _  0  stets 

eine  reelle  WurxeJ,  wenn  6  positiv  ist,  und  drei,  wenn  6  oeoa- 
tiT  ist;  ^ 


IT. 


37 
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Fall  6.  Es  Bei  e  —  i$6s=f^ 
ird  M  =  8«^,  ^  =  «  +  1^»  ^  =  a  — V^äJ,  und  daher 


Dcihnacl.  hat  die  Gleichung  ^«  H- /jr.r- + /y.r  H- «Ä  =  0  stets  eine 
oder  dr«i  reelle  Wurido,  je  nuchdem    |»osiüv  oder  negatiF  ist. 

Die  GleichuDgeii  <7)  geben  hi^r  die  specielleD  Werthe: 


(20) 


Demnach  hat  die  Gleichungr  .r' +  «.r' +>=.r -4- f  =  0  ""r  einr 
reelle  Wurzel,  weuu  eutweder  <r  positiv  uud  r>-x'ir«S  oder  weüu 
c  negativ  und  c<j',«'  i»t  In  des  entgegeBgcaetiteo  F*lleii  Imb- 
men  ihr  drei  reelle  WiinelB  an.  ' 


Fall  8.    Es  sei     — 4ä<?  =  0. 
Die  Formeln  (9)  und  (10)  geben  Iftr  diesen  Fall: 


(21) 


Pim^di  beaitat  die  Gleiclmiif  ar*+f^dr* 


•ine  oder  drei  Melle  Wm^,  je  bbcUom  ^>.^  «der 
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'  El  }4hnt  mcbt  der  MOhe,  oocli  anderweiten  speeiellen  Mfiun* 

ffen  naclizutrachten,  da  die  liier  g'egebcoen  ziemlich  die  einfachsten 
Resultate  li(>fern.  Die  beiden  zuletzt  erwähnten  Falle  werden  durch 
die  besondere  Form  der  iu  (8)  udJ  (10)  gegebenen  Endausdrück« 
dargeboten.  « 

Jeder  aber  der  i«  TerstelieiMleii  anfffeföhtten  Fülle  Metet  ^ine 
allgemeine  Auflösung  der  cnbischen  GleIcuHBgen  dar,  wenn  ea  müg»  ^ 
lieb  ist  die  (ilcicbung  .r' -|- //.r' -|- ^.r r  =r  0  so  umzuformen,  » 
dass  die  Cocflicienten  der  neuen  Gleichung  den  Kedingungen  ent- 
sprechen, welche  der  zu  Grunde  o^clegtc  Fall  vcrlapgt.    Setzt  man 
in  fontehender  Gleichung  a:  =  y-\-»t  so  gebt  dieselbe  über  in 

und  man  kann  nun  :t  so  bestimmen,  dase  irgiend  eine  Torgeschrie* 
bene  Bedingung  dadareh  erliillt  wird.  Setzt  «a»  3s->|-as=0  oder 

Zx^ -h^ax o  =^0y  80  bekonnt  man  die  schon  in  Fall  1/ und  2. 
erwähnte  Cardaniselie  Auflösung  sammt  Mer  mit  ihr  zusammcnhän- 
•spenden  inversen.  Will  man  den  dritten  speciellen  Füll  zu  Grunde 
legten, ^  so  muss  der  Bedingung  —  iliz^O  genügt  werden,  d.  b* 
es  nnie. 

(3a  4-  ay  —  3(3a»  4-  ^«  + 

sein.  Die  Entwickelnng  giebt  aber  nur  die  Form  a*  —  3ä  =r  0, 
indem  ^  sich  auf  beiden  Seiten  votlständio:  hebt,  mithin  kann  der 
Fall  3.  einer  allgemeinen  Auflösung  nicht  zu  Grunde  gelegt  wer> 
den,  wenigstens  nieht,  so  lange  naii  für  jp  keine  andere  Snbsti* 
tution  macht. 

I^ni  den  vierten  Fall  zu  einer  allgemeinen  Anflosong  «u  er- 
weitern, muss  man      —  ZAC^  d.  b. 

setzen.   Hieraus  folgt  nach  gehöriger  Entwickelung: 


oder 


-        ^ic  —  ah    .   b^  —  ^c 
«»  — w  m^—Zk 


und  daher 

IM -4-  \^m  - —  hiUc 

%  SS  »  —  .  '■■» 

2k 

Ks  ist  dies  die  Auflösung,  welche  Cocklc  vor  zwei  Jahren  bekannt 
gemacht  and  der  Herausgeber  dieses  Journales  im  ersten  Baade 
desselben  nitgetbeilt  bat. 

D|e  AnwandoBg  des  fünften  Fallsa  sa  einer  nllgeaMben  Amf- 
lösnng  der  cnbischen  Oleichnngen  verlangt,  dass  Wms^^AB  oder 

27» 
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.  ,  ,  .  •  tr  — 

gesetzt  werde.     Die  hutwickeluDg   giebt  s  =  ^Hß^^i^) 

mitbin  eioen  recht  eiofeekeB  Werth  dieeer  Greese,  niu  wclelif 
eofort 

.     Qak^im   ^  *(w»-4iwt) 


folgt.  Es  wurde  daher,  wenn  man  statt  der  Cardanischen  Formel 
irgend  eine  andere  wälilen  wollte,,  die  vorstehende  eine  ganz  be- 
sondere Hf-rürksichtigung-  verdienen.  Der  sechste  Fall  erfordert, 
iieoo  er  verallgemeinert  werden  soli^  dass  Czi^AB^  also 

ji« :=  (3« +a) 

•ein  niuta*   Die  Entwickelaog  giebt  jedoch  die  Gleichuog: 

verlangt  iilst»  abermals  die  Lösung  einer  oubischeo  Gleichung  und 
wird  dadurch,  wenigstens  bei  der  aogeweodetfeu  l^ubatitutioD,  su 
einer  V  erallgemeiueruag  unbrauchbar. 

Der  iiebeote  Fall  würde  erfordere,  dass  A*^=:AB  oder 

sei.  Die  Eitwickelang  giebt 
also 


eine  Auflösung,  die  ganz  brauchbar  ist,  wenn  V  a-  —  '60  eine  ra* 
tiuuule  Zahl  ist. 

Der  achte  Fall  endlich  verlangt,  dass  B*^AJC  »der 

(34>+204+^)'  =  4(3x+a)(a*+a«'+^»+c) 

seio  soll.   Entwickelt  giebt  dieser  Ausdruck  die  Gleichung: 

3x«  +4auK*  +0^x' —  \ac)  =  0 

die  gar  tob  yierten  Grade  ist,  sd  dass  also  dieser  Fall  eine  ^>r- 
allgemeinerung  gleichfalls  nicht  lulässt. 

Das  Vorstehendr  /.cigt,  dass  weiter  keine  grosse  Schwie- 
rigkeit hat.  neue  Aunosun<<^sv«  (Msen  der  cubischen  Glcicbuugeu  «tut- 
zuüudcu.  Moli  jedoch  die  Wuri&el  einer  unreinen  cubischeu  Glci- 
chang  wirklich  herechnet  werden^  so  nidchte  die  Cslgoode  Metbode 
allen  anderen  Torznziehen  sein. 

Man  verwandele  die  Gleichung  .r* -4-/7.?*- -4-Ä.r-|-f =0  diirrh 
die  Substitstioa  jc=y — ia  in  eine  andere  von  der  Kona.  y*'^J^y 


• 
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c 

-I- C=0,  selze  dann  ps={/ß  .  5,  so  ergiebt  sich 

=  0,  eine  Gleichung,  für  Tvelche  sich  mittelst  einer  Tafel  der  Cu- 
bikzahleo  «lie  Wurzel  fast  ohne  Rechnung  uuf  die  tiint'  ersten  Zif- 
fero  fiodeu  läMt.  wird  auch  sehr  einfach  sein,  für  die  Werthe 
vea 

C   i9e  —  alt)  —  lajU  —  a*) 

elno  Tufel  zu  herechneo,  mittelst  trelcher  man  die  zu  dieser  Grösse 
gehörigeu  Werthe  von  x  unmittelbar  findet.  \'ieileicht  fiode  ich  in 
der  Folge  Zeit,  eioe  solche  Tafel  zu  herechueA. 


Ueber  eüie  wesentliche  Yerallgemeinerung  des 
Problems  von  den,  den  Kegelschnittten  ein- 
oder  umgeschriebenen  Polygonen. 

s 

VOD  . 

Herrft  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  aiu  GywniBijim  zu  Heiligensudt. 


Die  allgcmpiuste  Form,  welche  das  bezeichnete  Problem  zuletzt 
erhalten  hat,  ist  bekanntlich:  a)  In  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
•in  »-Eck  sn  bescbreibeo,  desseo  Seiteb  in  gegebener  Ordnung 
durch  n  gegebene  Punkte  geben;  K)  um  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt ein  /t-Seit  zu  beschreiben,  dessen  Ecken  in  gegebener  Ord- 
nung auf  k  e^eg^fhenon  Geraden  lictyrn. 

Im  Laufe  einer  systematischen  Darstellung  der  sugeuauuten  ln> 
fointionen  als  eigentnflniieber  Besiebungen  projeetlviscber  Gebilde 
anf  einander  begegnete  ich  einem  Friw^ip.  durch  welches  ui cht  nur 
die  innere  Natur  der  obigen,  sondern  auch  die  einer  weit  all^eraei« 
neren  Doitpelaufgahe  vollständig  aufgeliellt  wird.  Und  hierbei  über- 
raschte mich  die  Uemerkung^  dass  zwei  Aufgaben,  welche  beide  vou 
den  Alten .  ona  überliefert  werden  nnd  mit  keine  das  Interesse  der 
Neueren  in  Aniqtrach  genommen  haben,  nämlich  die  in  Rede  Ste» 
hende  des  Pappus  und  die  Tactionen  des  Apollonius,  beide,  wie- 
wohl in  ihrer  ursprQnglichen  Geaialt  ganz  verschieden  von  einander| 
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nach  einer  Reihe  von  Verwundiungen  in  einer  Weise  sicli  darstel- 
len^ dass  man  versucbt  wird,  sie  i'ur  die  Moditikationeu  einer  und 
denelben  AussiMfO  xu  bftlteo.' 

Um  mich  kurs  zu  fuBsen ,  werde  idi  raicb  svf  Steiner' b  Ab- 
hängigkeit £c  e  u  rn  etris  c  h  e  r  (i  c  st  ul  t  c  n  u.  s.  w.  und  aut'  art.  il^ 
und  Vi4  desT  r a  i  d  r  s  (>  r  o  p  ri  t'  ( i-  s  p  r  o j  e  c  Ii  ve  s  d  e s  f  i  g u r  es  v ob 
Poucelet  beruteii.  Aubüerdew  bemerke  ieh,  dass  zwei  auf  einander 
pelegte  {»rojectivisehe  Gerade  so  wie  swei  eooceoiritcbe  pro« 

jectiviBcbe  ebene  Ktrablbüschel  II,  i  n  v.olütorisch  heissen, 
wenn  dort  die  heiden  Durrliscliiiitte  der  Parallel'^trahlen  sich  in 
einem  Punkte  verc'wiitron ,  hier  die  ui»i*  Ici)Minaiiiii>eu  Sciienkcl  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  zusuiiimeiitatleo ;  ferner  dass,  wie 
ouiD  >sicb  .aus  §.  16.  dea  Steiiier*scheD  Werkes  leiebt  übersengei 
wird»  bei  zwei  involutorisoiien  Gebilden  ji,  Jl^  oder  je  zwei 

entspreehendc  Klcmentc  sich  in  dn[»(ieltem  Sinne  ent-^prechcn .  d.  1^ 
dass  jedi'm  Kleineiite,  wenn  es  uath  einander  als  beiden  GebihJeo 
aogchörig  betrachtet  wird,  in  dem  jedesmaligen  andern  Gebilde  eio 
nod  dasselbe  Klcnent  entspricht;  und  dass  utngekebrt  zwei  auf  eil» 
aoder  g^elegte  oder  concentrische  projectivische  Gebilde  invalutoriscii 
sind,  wenn  ein  einziges  Miemcntenpaar  sich  in  doppeltem  Sinne 
entspricht.  Auch  soll  der  Kürze  wegen  die  Kigenschaft.  dass  zwei 
Gebilde,  z.  B.  yiy  A^,  in  Ansehung  der  entsprecliendcu  Klenienteo- 
paare  a,     c,  b  . . . .  uod  Oi,  b|>  c^.     ....  projectiviscb  sind,  dardi 

riowie,  das^i  «te  iu  Attsebaog  derielbeo  als  tug«ordoeter  BleaeB* 
teopaare  itaftiuioriach  tlad,  tfurdi 

^(a,bjCjb....  (tiit^itCitbj  ••••)  ^-^il^^it^ij^n^i .  • ..  a,b,c,b ....) 
beieiebnet  werden. 


5. 1. 

a)  Gehen  durch  einen  hcliebii^en  Punkt  in  der  l^booe  eines 
Kegelsehnifles  A'  zwei  beliebige  Gerade  welche  den 

letzteren  in  den  l^unkten  //,,  //',«  vi,  sclineid*-n;  zieht  man  dir 
Geraden  li^d^y  ^'i^ii  ^^i^»-  ^'%^t  ^^^^  "it«'ii  die  sidi 

Saarweise  in  a'|,  a',  schneiden,  and  verbindet  die  Fonkte  a'^,  a'i 
urcb  eine  Gerade        legt  man  sodann  durch  i?,  beliebig  viele 
Strahlen  //,,  r,,  f/^  welche  den  Kcg^els«  Ii  iiift  in  t),,C,.  .... 

und  die  Gerade  in  b',.  c',,b',  ....  schneiden,  verbindet  die  letz- 
teren Punkte  mit  Ji\  durch  die  .Strahlen  Z/'^,  r',,  //',  weIcLc 
Jf  in  b,,  c,  b,  ....  schneiden,  diese  wieder  mit  /f,  durcb  ^„  r,. 

u  elche  die  .4  in  b'3.  c',.  b'a  . . . und  diese  mit  durch 
^'a>  c\y     -i  welche  /i  in  b,.  C,,  b,  — .  schneiden;  und  ver- 

bindet endlich  auch  diese  Punkte  mit  //,  durch  die  Str.jhlcn  /v,. 
c„f/.  so  ist  erstens,  wegen  des  perspectivischea  Üurchächoit- 

tee  A 

o,,  1/, . . . .      ^3»  </,....) 

==  .  ^„        , . . . .  ü',,      i^*.,  d». . . . 
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und  sirtttes»  wegen  4m  KegelKfcaittoi  JT»  Mcb  Ahh,  «««toet 
<jt%t.  f.  S8,  III.  r««kt«: 

Ä'j,  c',,  ä\,.../r\,ö'.,c'^,d'^  ) 

=:  ^iC"««  ^»»       ^1  •  •  •  •       ^1»  ^j»      •  •  •  •)» 

•It»  nmh,  wein  Miin  dit  StmMeii- ^i, 0,, ....  ara]iHiii|fli«b 

eioero  ^tnililbäschel        iiod  di«  Strahlen  c,,      . . .  .  nelNit 

«r,(oder  «r, ),      r,,  f/  eiDem  mit  //,  roDceutriccIien  Stmblbii» 

an<r*>li(>rig'  belraclitet,  d«OD  aber  die       ^«i  ^^a> 
mUs  zu  rechnet: 

'i>^ii*if  ^'t     •  •  •tff  ^»«  •  ••) 

Hier  aber  sind  die  Strabico  Oi^a^  in  doppt'iteni  Sinne  entsprechend, 
alsb  gilt  dnstelbe  von  Je  zwei  entspreclienden  Strahlen,  d.  h.  die 
Strahleo  //jjr,,^,  ....  sind  wAt  den  Strahlen  und  folg- 

lich die  Puokte  bs,Csj  ••••  mit  den  Pankteo  ii« Cnbi  ....  ideo* 
tisch. 

Nach  einem  bekannten  Satze  schDcidon  nun  die  Diagonalen 

flitt.,  b,f>3,  c,c,,  b,b,  der  ToHstanJigen  Vifmehc  a^^^a^c^^^ 

byV^ff^t/^^  c^dyCf&t^  ä^d\d^tf^  ....  die  ftlleo  geneibMlisfiKclie 
Diagonale  B\  in  einem  Punkte,  welcher  der  vierte  harmotiische 
zn  By^B\  und  dem  Durchschnitte  von  B^B\  und  einer  eben- 
falls gemeinschaftlichen  Diagonale,  und  zwar  der  dem  letzteren  zu* 
geordaete  Pookt  ist;  also  gehen  die  enteren  sftnintlich  durch  einen 
und  denselben  Punkt 

Hieraus  schiiesät  man  sofort,  da  die  Punkte  ,  t  b,,  e,, 
b,  durchaus  hclicbiic  und  von  einander  unabhäui^ii^  sind,  dasa> 
wenn  durch  einen  hpliebigcn  Funkt  die  Geraden  a,a,,  b,bs» 
C1C3,  b,b,  ....  beliebig  gezogen  und  todnnn  um  einen  beliebigeti 
Punkt  (B^B^)  auf  dem  IJmfange  von  JE*  die  Strahlen  6^^  0,» 
4/1 ... .  c%t  <fs  . . . .  bestimmt  werden,  die  Besiebung 


-^1(^1»  ^»1  Ci»  </»...  .  »a,  ^3»  ^3J       .  .  ••) 

—  «»I      ♦  •  •  •        ^1»  Cgy  if|  .  •  •  .) 


stattfinden  muss. 

Ferner:  da  der  Punkt  ^,  dnrcb  swei  Gerade  ajatt.bib»  ga- 

ll^eben,  und  da  das  ganze  System  cutsprechender  Elemeutenpnare 
zweier  projectivischeu  Gebilde  //,,  /^..  Ix  htimmt  ist,  wenn  drei  die- 
8i>r  I'aitre  or, ;  «ar,,  //^,       bciieltig  gegeben  sindi  d.  h.  im 

hier  betrucbteien  Falle  zwei  beliebige  Paare  zuffeordneCer  Elemente 
«I*  ^1)  BHM  nieb  der  vorige  Sefalasa  aucb  umkehren 

lassen. 

b)  Setzt  man  in  «)  überall,  wo  von  Punkten  und  Goraden, 
Punkten  auf  doia  l'mtan((e  von  A'.  \  erbiudungslinieu  zweier  l^uukte,« 
Durchschnitten  zweier  Geraden,  Durchüchuiueu  einer  Geraden  und 
des  Kegelscbnitta,  projectivischen  Strahlbuscbeln ,  pcrspectivisebem 
Durchschnitt  die  Rede  ist,  resp^  Gerade  und  Punkte,  Tangenten 
,  an  Durchschnitte  zweier  Geraden,  Vcrbindunpliuien  zweier 
Punkte,  Tangenten  von  einem  Punkte  an  deu  kegels^kaitt»  pro- 
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jcctivischc  Gerade,  Pcojectionsptitikt,  und  berücksichtigt  Abli.  geoai. 
Gest.  §.  38.  III.  Uokst  lo  ergiebt  »icb  die  rechte  Seite  4ee  Celgen- 
den  Lehrsatzes:  i 


SännitliebePankten  paare, 
in  welchen   ein  beliebiger 

Kegelschnitt  von  einem  be- 
liebigeu  ebenen  Strnhlbü- 
schel  gescbuitten  wird,  be> 
■timaenywenn  sie  mit  eines 
beliebigen  Punkte  seines 
U m f a D g e s  d u r cli  Gerade  ver- 
bunden werden,  die  zuge- 
ordnjeten  Strahleopaare 
sweler  inyelnteriscber 
Strahlbfl^chei) 


Die  eäinintlieben  Tangen- 
tenpaare,   welche   von  den 

Punkten    einer    beliebig  ^ 
(i e  rii d  e n   an  einen  b c  I  i  c  1>  i  - 
gen  ke^elscbuitc  gezuirea 
werden,  scbnefiden  eine 
liebige    andere  Taagj 
desselben  in  d  e  n  7  n    e  o  n 
teu  P  ü  u k  te  u pau re  u  zweier 
iuvolutoriscber  tieraden; 


I  V  1»  I  - 

u  g  e  D 


und  umgekehrt: 


Liefl[t  der  gemeinsebaftli- 

che  Mittel  punkt  zweier  i  ti - 
volutorischerStralilbiischel 
auf  dem  Umfange  eines  Ke- 
gelschnitts, so  gehea  alle 
Sebnen  deaselben,  welche 
durch  die  angeerdneten 
Strahlenpaare  der  ersteren 
bestimmt  werden,  durch  ei- 
nen und  denselbeo  Punkt. 


Liegen  auf  einer  Tangente 

eines  Kegelschnittes  swei 
iuvolutorische  Gerade,  so 
liegen  die  Durchschnitts- 
punkte  ulier  Tungcateu- 
paare,  welche  von  aen  na* 
geordneten  Pnnktenpanren 
der  ersteren  an  den  K e rei- 
se huitt  gezogen  werden, 
auf  einer  geraden  Linie. 


Anmerkung  1.  Die  invelntoriscben  Gebilde  zerfallen  in  zwei 
wesentlich  verschiedene  Klassen:  entweder  sind  die  beiden  Gebilde 
ungleichliegend,  und  dann  tollten  je  zwei  zugeordnete  Klcmente 
unmittelbar  auf  eiuauder,  oder  sie  sind  gleichÜegend,  und  dann 
wechseln  die  Elemente  jedes  Paares  mit  denen' der  anderen  Paare 
ab.  im  ersten  Falle  triebt  es  allemal  zwei  Elemente  (Hauptpunkte, 
Hauptstrahlen),  welche  mit  je  zwei  rngCiininerett  harmonisch  sind, 
im  zweiten  giebt  es  deren  niemals,  lu  ff)  tritt  der  erste  und  zweite 
Fall  ein,  jenachdem  der  Punkt  Pi  ausserhalb  oder  innerhalb  A' 
liegt,  n'nd  in  l),  jcnacbdem  die  Gerade  P  den  KegelsebniCt  schnei- 
det oder  nicht. 

Anmerkung  2.  Denkt  man  sich  links  in  der  rmkehruni*-  den 
besonderen  Fall  einer  Involution  von  lauter  rechteo  Winkeln,  so 
erhält  man  einen  langst  bekannten  Satz. 

>   AnAierkung  3.    Das  hier  Gesagte  giebt  xngleich  Aber  die 
-innere  Natur  der  Figenschaften  der  harmonischen  Pole  nnd  Pole- 
reo,  von  welcher  in  §.      des  Steiner'scbeo  Werkes  andeutend  ge* 
Sprüchen  wird,  näheren  Auf«chluss. 


f.  2. 

Ks  ist  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  in  der  ki»bene 
desselben  sind 
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M  beliebige  Puokle  j|^ege- 
ibe«;  in  den  «rtterea  «i«» 

faches  M-Eck  zu  besekrei- 

bell,  dessen  Seiten  in  gege- 
bener Ordnung  durch  die 
gegebeoen  Punkte  gehen. 


i»  beliebige  Gerade  gege- 
be«;  nn  den  «riUr«B  eis 

einfaches  «»-Seil;  sa  be- 
schreiben, (Jessen  Ecken  in 
geg- eben  er  Ordnung  auf  den 
gegebenen  Geraden  liegea* 


Es  sei  der  KegelachoiU  K  und  der  Reibe  nach 


4ie  Punkte  ;^,  ....pk^VM 
...•Pn  gegeben.  Man  denke  sieb 
durch  einen  beliebigen  dieser 
PoDkte,  s«ll.4iirch  p^,  unsiliHge 
Gerade  gelegt*  welehe  K  in  den 
Piinktenpaare«  a, ,  ;  ;  Ci, 
(3)  ^1)  . . . .  schneiden,  sodann 
einen  Punkt  jedes  Paares,  z.  B. 
<tsi^ti€,,b, ait  deM  mnf 
{i>lgeQden  Punkte  durch  Ge- 
rade verbunden,  welche  K  zum 
zweitenmal  in  a,.  f>,,  c,,  . . . . 
schneideoi  dann  wieder  diese  letz- 
teren Ptaokle  »it  /y,  dnreh'Ge* 
rade,  welcke  in  04,^4,(4,^««.^ 
schneiden,  u.  s,  f.  die  Punkte  a/. 
bxi  U>  bi  ....  mit  //X  ,  die  Punkte 

<U-i-i)  ^iM-hC^iibiH-i  ••••  mit  PM 
endlicli  die  Punkte  a«,  Cit,bM.^. 
■ul  dem  letzten  gegebenen  Punkte 
p„  verbunden,  wodurch  man  die 
Punkte  a«H-i,  bn-ni,  c«+i,  b/,-|.i .... 
erhält.  Ferner  denke  man  sich 
UB  einen  beliebigen  Punkt  auf 
dem  Elnifange  vnu  A'.  ula  gemein* 
•ebuf(lichcn  .Mittel|)uiikt,  -|- 1 
-tttrahlenbüscliel  /i, ,  Z^,,  .... 

BM"*'  Bn.  Btt^x  gebildet, 
deren  Strahlen  a^.b^^Cy^d^ 

<*tt     <^t»  '^t  ••••»  *t»  ^t»  ^•»''f— ? 

£*i(-<4-lt  f^l+\  ..«.>  ....äTn,  ^rt,  Cn^  titt""  \ 

0jHhl«  ^Ä+li  '^«-t-i»  '/w-i-i  •  •  •  •  nach 
den  gleichnamigen  und  gleiekmar« 
kirten  Punkten  des  Umungcs  von 
A' gerichtet  sind,  so  sind,  dem 
8ni2e  links  des  ^.  1.  xufolge.  je 
zwei  dieser  ^trahlbüüciiel»  weiclie 
namittelbtr  auf  einander  folgen, 
s.  tt.  Bk,  in  Aniebung  der 
zugeordneten  Strahlenpaarc  in, 
Äil,  c*,  <4  ....  und  /ji+].ri^], 
dj^l,,.,  invuiutorisch;  tolg;lich 
sin4  nnek  der  ante  und  ^r  letste 
Strnblbilaebel  IT,,  Bt^i  in  Anse 
bnng  der  eatif  reckenden  Straklen 


die  Geraden  ,  Z*,,  P,  ....  Pa, 
Pit^x J*u  gegeben.  IVlan  denke 
sich  von  unzähligen  Puakten  ei- 
ner beliebkrea  dieser  Gerndea, 
z.  It^  der  an  K  die  Ttagen- 
tenpaaie  «i,  «r,;  ä„  c,,  c,; 
</, ,  </,  ....  gezogen,  sodann  von 
den  Punkten,  wo  allemal  die  eine 
dieser  Tangenten,  s.  B.  <7„  6^, 

r,,  </,  ,  die  auf  {blgende 

Gerade  J\  schneidet,  die  neuen 
Tangenten  a,,  c,, dann 
wieder  von  den  Uurchschnitta- 
nunkten  der  lettteren  mit  die 
Tnngenten  a«^  «^4, 47«,  c^«....,  u.8.f. 
von  den  Durchschnittspunkten  der 
Tangenten  an^  61-,  Ck,  fi^x ....  mit  7**, 
iler  ^ifc+.i,  Cifc+i,  </x-i-i  ....  mit. 

endlich  der  a„t6n,Cnt 
iln —  mit  der  letzten  gegebenen 
Geraden  Pn  die  Tangenten  «Tm+i, 
^M+j,  CjM-l«  '^-+-1  • .  •  •  Ferner  denke 
mau  sieli  längs  einer  beliebigen 
andern  Tangente     +  1  Gerade 

t  »  '■'^■i  » -  ^  »  • . .  •  -^ky  .... 

^n-t-i  aufeinander  gelegt,  welcBe 
von  jenen  Tangenten  in  den 
gieichoainigen  und  gleichmarkir- 
ten  Punkten  a,,b,,c,.  b.  ...^j  a», 
k«»  €««  ^«.«..laa,  kg,  Cg»b«««..(aib 
€», k*«**. ;  ax-t-i>  bx^it  Cit4-i>  bi(^ 

büH-i,  Cw+i,  ^n-hi  •  •  •  •  geschnitten 
werden,  so  sind,  dem  8ntie  reekts 

des  ^  1.  suibige,  je  zwei  dieser' 

Gerutten,  nclche  unmittelbar  auf- 
einander folgen,  2.  B.  Jk,^'if.+\, 
in  Ao«ehung  der  zugeordneten 
Puuktenpaare  ak,  hk,  bi....  und 
(U^-i,  Cii4.i.  b/t+i • . ••  involute- 
risch;  folglich  sind  auch  die  er- 
ste und  die  letzte  Gerade 
An^i  in  Ansehung  der  cntspre- 
ekendea  P.unktenpaare  a,,&i,Ci, 
b, ....  und  ajt4.i,kiH-i*CtH-i4kiH-i*~> 
projeetivisck  (Steiner,  f.  11.  III.). 


426 


«II  ^1.  «^i>  'A  «rt-f-l»  '^'«4-1» 

ner.  §.  11. •Iii).  Ist  dud  #jh.i)' 

ein  Strahl,  in  welcliem  «ich  zwei 
«♦ntspreclieude  e^,  e„-^i  \  (  reiniffen, 
üo  enK|iriclit  dcinscibeu  ein  Tunkt 
(Si^ii+i))  welcher  zun  Aus^^ntrs- 
puokte  ei  der  FonkteDreilie  e,, 
C,,  C, ....  e«,  e«-n  Grenommen,  mit 
dem  letzten  Punkte  Cn+i  ztisum 
meufälit.  Die  Strakibüschei  Zf,, 
ÜTiH.!  aber  tinil  d«nA  drei  belU» 
bifte  ibrer  eDttpfecbeD^ea  Streb- 
lenpaare  0,,  r,  und 
//„+i>  0,-1-1  vollkoiKttien  bcsliiniiit. 
Also  iät  die  Aufgabe  geluvt,  wciiu 
aen  eiif  die  obeoeogegebene  Art, 
Toü  drei  betiebiu^en  I^inkteo  Am 
(,,C,  auggehend,  die  Punktcurci- 

IlfU  df,  a^,  .  . Ünn  Ctn+l^  ^M^3i 
bj  *  •  •  •  hni  bn-f-i  i  C| )  .  .  .  .  Cn, 

Cjr+t  bildet,  die  Punkte  a,,b,,c, 
und  a»+.i,  bi,-4-t,  C«-4-i  "»it  c'mvm 
ItcliebigeD  Punkte  des 
(Imfunges  von  A'  durcli  <lie  .Strah- 
len (7,,^|,<7,  und  «rit4-li  ^»-f-l}^'i^Vl 

verbindet,  ottd«  inde«  man  eicb 

«weiSlrahlbüschel  if>i-i-i  vor- 
etellt,  die  in  Ansehuntr  dieser  drei, 
als  entsprechender  SfraliU-npaure 
projectivisch  biini.  diejcuigfu  zwei 
8trablen  (^,^«-»-1),  eon- 
etrnirt,  in  deren  jeden  sich  zwei 
entsprechende  vereinigen  (Steiner. 
§.  17.  II.).  Nämruli  jeder  der 
Punkte  (e,e«-|.i),  (f  ,f«-*-iJ»  wo  diese 
Strehlen  den  Kegehchnilt  eebnei- 
den,  ist  die  mit  />,  zu  verbindende 
t<:cke  eines  der  AnCgnbe  genügen- 
üeo  Polygone. 


Ist:  nun  (e,eiH-i)  ein  Punkt«  in 
weleben  sieb  swei  entipfeebe»4ft 

CftWM' vtKinigen,  so  entapricht 

demselben  eine  Tangente  (^,^«4-1), 
welclix'  zur  ersten  der  Tungen- 
tenreiLe  c,,  c,,  e^.  ^n-i-i  ge- 

wählt, mit  der  letzten  Tangeote 
e„^i  zii.snminenfdllt.  Die  Geraden 
,  uin^-i  abor  sind  durch  drei 
beliebige  ihrer  eutsprechendea 
Punkteupeare  a,,b,,c,  und  On-hu 
bjH4,  f^t  voUkonnen  bentimmt. 
Abi«  Jet  die  Aufgabe  gelöst^  wenn 
man  aiiT  die  üben  bezeichnete 
Weise,  von  drei  belitlilLff^n  Tao- 
i2:e:iten  a^f6^yC^  ausgetieod,  die 
ruogeatenreibeu       a,,  a,  .... 

nM44(  *t  ^JM-i; 

Cjy  c^^  Cn,  Cn^i  bildet,  sieb 

längs    einer    beliebigen  nndern 

Tangente  (uc/|,  ^t/n+i)  zwei  pro. 

^'eciiriacbe  Gerade  jä,,  A^t^i  nvT 

oiuouder  gelegt  denkt,  wnlcb« 

von  den  Tnngeuteu  «, ,  ^, ,  r,  und 
#3r„4_i.  /y^-f-i,  Tfl-f-i  in  entsprechen- 
deu  Paukteupuureu  a,,bot,  und 
a»44,  (!»44^ehMtten  werw 
den,  und  diejenigen  zwei  Punkte 
(C,,c«-i-i),  (f,,f«H-i)  construirt,  in 
di^rcn  jrdrm  sieb  zwei  eotspre- 
eilende  vereinigen  (Steiner.  ^.  17. 
II.).  Nänlicb  Jede  der  Tnngea- 
ten  (^,,  ^ir+i),  weIcUe 
von  diesen  Punkten  ausgeben,  ist 
die    durch  begrenzte  Seile 

eine»  der  Aulgabu  geuiigeoden 
Polygons. 


Annerknn^  1.  Linst  man  bei  der 'Bildung  der  Punkten-  nad 
der  Tangentenreibcn  a,,  a,« 

II.  s.  w.  Clj,/?,  die  Stelle  von  Cl,,flr,  vertnten,  um  sofort  letztern 
itiif  p^^        zu  bezip!i<^n.  so  iindert  diess  nichts  im  Kosultate.  weil 

die  (iebilde  //,  ....        l^H-i-i\  Ay^A^.A  Am^ --^m^x 

nieht  nur  pnijectifiseh;  sondern  inrnlntnrtseb  aind,  felgiieb,  wews 
z.  B.  die  Straiilen  «j«  ««  beide  zu  ß^  gerechnet  werden^  ihnen  io 

die  Strahlen  a^.ai  entsprechen  müssen;  din  Strabibüschel 
ßti+{  bleiben  also  identisch  dieselben,  nur  erscheinen  zu  ihrer  Be- 
stiuimung  ein,  zwei  oder  drei  andere  ihrer  Struhieupanre  gegeben. 

Anmerkung  2.  Ana.  dem  eben  Bemerkten  folgt,  data  die 
Aufgabe  links  und  reebts  höchstens  zweier  Alflöaiingeii  fähig  ist. 
liegt  ein  einsiger  der  gegebeneu  m  Pnukte      naaecrbalb  A»  an 
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€fMBgt  er,  wie  f^esagt,  angleichliegende  SirsblbOvcliel  /^x,  ßk-^u 
tmd  oadorcii  müssen  auch  ß^^ß„^l  unglcicliliea^enil  werden.  Wird 

dagegen  zwischen  Zf,  und /f„^i  die  Lutfe  der  (jchilde  2,  4,  6.... mal 
umgekehrt,  so  sind  ßn-h\  nothwendiu:  u^leichliegend.  Dasselbe 
von  ^4 jin+i,    \  ergleicht  man  hiermit  «üiteiDer.  ^,  lö.  11* ,  so 


Die  Aufgab«  hat  uUemal  zwei  Auflösungen,  wenu 
eine  ungerade  Anzabl 

der  gegebenen  Punkte  aus-  der  gegebenen  Geraden  den 
serhalb  des  Kegelsehniftes  Regelschtiitt  dnrchscboei- 
iiegt;  und  sie  hat  entweder  dct;  und  sie  hat  eotweder  . 

xwei,    oder    nur   eine   oder  zwei,    oder  nur   eine  oder 


(e|C/,+l),  (f,f«+i),  sowie  der  Tangenten  (e,e„^i),  wirklich 
aus,  so  zeigt  es  sich,  duss  nun  der  Strahlbiischel  j^;,  ßn-k-i  und 
der  Geraden  ^:/| ,  u^n-i-i  gar  nicht  bedarf.  Vielmehr  hat  wuu  links 
Dor  die  Geraden  a,b»4pi  und  ax-f-iOi,  die  sich  in  ha,  und  die  Gera* 
den  a,C/,+i  und  üm^iCi  «  die  sich  in  c«  schuciden,  und  sofort  die  « 
Gerade  boC,  zu  ziehen,  so  schneidet  sie  A  in  den  genannten  Punk- 
ten; und  rechts  hat  man  den  Durchschnilt  der  'i'angenten  a^^6„+t 
mit  dem  der  Tai^cnteu  /^i  durch  eine  Gerade        und  den 

DurchscbniU  der  Tangenten  mit  dem  der  Tangenten  0n+h 

tf,.  dur^h  eine  Gerade  zu  verbinden,  ao  ist  der  Durchschnitt  von 
6„yCa  zugleich  der  der  erstgenaonXen  TaagOBteo.  (Vgl.  Pejicelet 


nad  e«  schneidet  eine  beliebige  Tangente  des  aweiten  den  ersfeveB 

in  den  Pmiktm  //,,  B\  ^  was  aber  nur  dann  möglich  iKt,  weaa  , 
entweder  y,  von  A  umsrhlossen  wird,  oderw«'iin  A*,  den  A' ausser- 
lieh  berührt^  ohne  ihn  zu  niuschlieK.sen  :  wird  ausserdem /k  von  bts 
liebig  vielen  anderen  'l'angentcu  des  7^,  in  den  Punkten|>naren  a,, 
a,;  b,,  b,;  c,,c,;  b,,t>,  ....  ge«dfnitten.  wo  die  Paukte  a,.b,.c, 
)>,....  1|  l&bcrein stimmend  mit  don  Punkten  at*  bi«  €],  b|  ..«* 
lit'cren  !nii-.sen  ,  *2  )  »lier  n.irli  einerlei  oder  nach  enf gegpng-esetzter 
Kichtuiiu;  auf  dem  Umfange  von  Jt  zu  nehmen  sind,  je  narlidcm 
innerltalb  i»der  ausserhalb  A'  liegt,  und  zieht  man  die  Geraden 


ß,a,,/i,a,,it\a,,ir,a,;  //.b,, /^\b„ //'.b,,  Ä'.b,;  Ä.c., /Sf,c„ 
//',c,,  /^',c,;  i?,b,,  if,t)„      ,b..  ....  oder  ä,,  <r„       ä',;  . 


,  // , ,  // , ,  //Vj ;  r, ,  c.^  •  c' c\  \  ^Z* 2  — ;  st)  weiss  man  aus 

Püucelel's  'Iraite  art.  Ii'ii,  dass  entweder  die  Durchschnitte  der 
Sitrahle  npaare  <ar, ,    ^  ;  6 b\  \  r,i  c',  \  oder  der  anderen 

n\  \  h^J*  ^  \  r,,  c', ;  d\  auif  der  Berttbrungssefaae  A  beider  K»*> 
gelsehnitte  liegen  müssen.   Es  sei  das  l.«etstere  det  Fall,  und  man 

denke  «ich  die  Strahlen  n^y  Ä,,<?,,r/,           einem  Mialilliiischel  //, 

und  die  2!itralileu  •«••  einem  mit  //j  cot^cutrischen 


Traild  ort.  5^  und  5Ü1.) 


«.3. 
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Strahlbüscliel  nn&reh6rig,  n  irt  '«ntons  wvgieo  dts  pmpeeliri«- 
•chen  Darciiachoitlg  ^ 

and  sweitCDS  wegen  des  KegeUckoittei  K 


alfo  audi 


Und  umgekeiirt:  bildet  m»n  um  einen  beliebigen  Punkt        Zf, ) 
eines  Kegelschnittes  JFC  zwei  conccntriscbe  prüjectiviscbe  Strahlbü- 
schcl  JS\ ,       ,  so  uuiliüllcu  die  Sehnen  des  ersteren  a^a», 
CiC,,  welche  slioiichsl  von  drei  bestimmtea  ihrer  eDtsprechendeD 
Strahlenpaare  ^i>Ca  begrenzt  werden,  vier  Keg:el- 

scbnitte,  deren  jeder  A  doppelt  berührt  (Poncelct.  nrt.  424).  Die 
Tongentensrhaaren  dieser  vier  Kegelschnitte  besfimmen,  indem  sie 
K  durchscljueiden ,  vier  Paar  couceutriscbe  projectivische  »Strublbü- 
sebel  i^i,  /f,,  welche,  wiewohl  jedes  die  tttrebleo      ^i,  e,, 

tf,  enthält,  durchaus  von  einander  verschieden  sein  nüssen. 
Diese  Versrliictlonlicit  aber  ist  nur  möglicb,  wenn  je  zwei  Strahlen 
c,,«,  verschieden  unter/?,,  vorthcilt  werden,  wobei  z.  B.  dem 
ßi  entweder  die  drei  Strahlen  «r,,  Ti  oder  »^^&^^c^  oder  a^y 
i^t^Ct  oder  a,,  6^^  snfallen.  AIsq  ist  notliwendig  eines  dieser 
tier  l^lar  Strahihüschel  mit  dem  von  nns  angenommenen  identisch. 

^)  Durch  diesf'n)r'n  Scliliissc  wie  in  a)  und  durch  dasselbe  Ver- 
fahren wie  in  l.  //)  wird  man  sich.voa  der  Unken  Seite  des  fol* 
gendea  Salzes  überzeugen: 

Bnben  zwei  beliebige  Kegelschnitte  mit  einander 
eine  reelle  oder  ideale  dopjielte  Bernhrang,  ao  be- 
stimmen 

die  sämmtlichcn  Punkten- 
paare, in  welchen  die  Tan- 
geuten des  einen  den  ande- 


ren durehsehneiden,  wenn 

sie  mit  einem  beliebigen 
Punkte  auf  dem  Li  m  f  a  n  e 
des  letzteren  durch  Gerade 
verbunden  werden,  die  ent- 
8|irecbenden  S^trahlenpaare 
sweier  concen'trischer  prn- 
jectivischer  Strahlbüschel; 


die  sämmtlichen  Tangen- 
ten paare,  welche  von  den 
Punkten  auf  dem  Cmfaoffe 
des  einen  an  den  aadere» 
gezogen  werden,  auf  einer 
beliebigen  anderen  Tan- 
gente des  letzteren  die  ent- 
sprecbeodeu  Punkteopaare 
sweier  anfeioander  gelegter 
projectiviaeber  Geraden; 


u^d  umgekehrt: 


Bildet  man  um  einen  beiie* 
liicfcn  Punkt  auf  dem  rni- 
fange  eines  Kegelschnittes 
zweiconcentrischeprojecti- 
viieJie   Strablbüschel ,  so 


Legt  man  längs  einer  belie- 
bigen Tangente  eines  Ke- 
getsc hnittes  zwei  projecti- 
vtsche  (fcrade  auf  ein  ander, 
so  liegen  die  Dttrchschnitte 
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miihfiH«!!  4i«8eIiWed  Nietes 

Kegclsclinittes ,  welche 
durch  die  c  ti  t  s  p  r  e  o  Ii  e  n  d  e  n 
S  t  ra  h  I  e  n  p  a  a  r  €  begrenzt 
werden,  eioen  zwejtco  Ke- 
gelseJiBitt,  ire4ebtr  ^ei  er* 


der  Tanireatenpaare,  irel« 
che  von  den  e nttpreeJieDdaB 

P u D  k  tc  n  paar en  nn  den  Ke- 
geUchnitt  gezü  gen  werdeo» 
uot'deoi  Oafangc  eines  zwei- 
ten K egelfeil nittt,  weleber 
den  eretereD  doppelt  be- 
rührt. 


<  '  Anaerkung.  Uabee  die  beiden  Gebilde  B^^B^  ^^tt  A^^A^ 
fileaeste  #,^oder  f,  in  denen  eieb  swei  entspreclicnde  fereioC 
gen,  80  bestimmen  diese  resp.  die  gemeintcbafitlicben  i'onkte  oder 

TnngcntcD,  und  somit  die  Bcrührungssehne  oder  den  Bcrübrungspo] 
4ler  l>pidpn  Keirolschnitte.  Also  hüben  diese  letzteren  ullemal  einen 
rceiicu  Cuntuct,  wenn  die  Gebilde  i&i,  B^  oder  A^^  A^  ungleich- 
liegend  sind. 

Es  ist  ein  bellebiarer  Kegelschnitt  und  nnssorflf^m 
sind  n  beliebige   Keirelschnitte,  welche  den  erstereo 

doppelt  berühren,  gegeben;  ' 


in  den  crstcren  ein  einfu» 
cbes  «i-Eck  zu  beschreiben, 
deesen  Seiten  in  gegebener 
Ordedng  die  letsteren  be- 
rflbren. 


uui  den  erste  ren  ein  einfa- 
chesii-Seit  zu  bcscbrcibeu, 
dessen  Geken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  Cwfängen 
der  letsteren  liegen. 


Die  hier  behnff  der  AnfiSannff  anzuetelle&de  Betrachtung  stimmt 
beiderseits  mit  der  in  %,%  sngestelTt«B  dberein,  vnt  dass  hier  die  Ve^ 

bindungslinien  der  Punkte  ai,  As,  a,  —  a,„  O/^i  u.  s.  w.,  statt  dvreb 

gegebene  Punkte  tu  gehen,  gegebene  kegelscboitte  Pi^  Pt^  p,  ...» 
/y/i^beriiliren ,  sowie  (lass  die  Durchschnitte  der  Tangenten  «r,, 
. . . .  <7m,  ^n+i  auf  den  Umfangen  gegebener  Kegelschnitte  y,,/*,, 
„..Pn»  itati  aof  gegebenen  Gereden  liegen,  and  dase  von  jeder 
Ecke  0/.  zu  zwei  Ecken  ax4-i«  (owie  rou  jeder  Tangente  ai  zm 
zwei  Tangenten  ai-i-\  überofoccangen  werden  kann,  deren  Wahl  nnr 
bei  der  Bildung  der  ersten  l'uoktenreihc  a,,  a,,  a,  ....  a«,  aw^-i  oder 
Tangentenreibe  a^^a^ytt^  ....  «rn+i  beliebig,  bei  der  Bildung 
der  Qbrigen,  Ton  h  oder . ,  tf,, rf| .....  ausgebenden  aber 

dadurch  vollkommen  bestimmt  ist,  dass  die  Gebilde  Bjt^  Bic-^\  oder 
Ai,  Ai^.\  nllomal  gleich-  oder  ungleiclilicgend  werden  mnssen ,  je- 
nachdem  der  KegeUchnitt  pi  o^er  J^t  den  A  innerlich  oder  äosaer- 
lieb  berührt. 

Anmerkung  1.  Da  also  der  Reke  o,  twei  Beken  a, ,  jeder 

Ecke  zwei  Ecken  a,  u.  s.  f.  folgen  können,  so  miissrn  der  Ecke 
a.S*«  Ecken  a„+\s  und  dem  Sirahlbüscbel  i?,2"  projcctivische  Strahl- 
büscbel  B„^iy  und  ebenso  der  Geraden  A^'P*  projectivische  Gerade 
A^i  entsprechen.  Jede  Combination  des  B^  oder  A^  mit  einem 
iBiH-i  oder  liefert  swel  Polygone  ton  einerlei  Art,  welche 

die  Bedingungen  der  Aufgabe  bcfrleiligcn;  also  ist  dieselbe  im  All- 
gemeinen einer  Anzahl  von  "l**"*-^  AuHösungen  fähig.  >>tatt  eines 
oder  mehrerer,  z.  B.  m,  Kegelschnitte  pi  oder  /*  können  auch, 
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was  nus  ud4  uninittelbar  erbeMct,  m  Punkte  oder  Gerade 
bcliebiir  scea^ebcn  sein,  und  duoB  r«diicirt aicli  die  AiiaaUl  der  Biigli^ 
cliea  Autliisungen  auf  2"— «"■+•!. 

Anmerkung  2.  Ferner  lix&at  sich  hier,  wie  in  f.  2.  Ana.  2. 
darthtto,  das«  diese  Aaflösungea  alle  wirkticb  staltJiabeB,  wea» 
eine  oagerade  Anzahl  der  Kegelschnitte  **,*ffm  eder  /*,  ^ 
den  K  ausscrlicli  berühren,  und  doss  sie  nur  im  entgegen gMete|9S 
Falle  säiiiinMich  oder  zum  Theil  illusorisch  werden  köunen. 

Anmerkung  3.    Besondere  F'jille  treten  ein,  wenn  ein  Kreis 
JT,  m  nrit  K  eoDcentritciie  Kreise  aad  m^m  Paukte  eder  Gerade 
gegeben  sind.    Sehr  leicht  und  für  den  Unterricht  fi^anz 
*aaMea^h>eB  ist  die  erste  der^  telgeadeo  DoppfiiinfgabeDt 


1. 


Anfgaben  ffir  Sebfiler. 
Es  siod  n  coneentriscbe  Kreise  oiid 


ein  Pnokt  beliebig  gege- 
ben; in  den  j^rossUMi  Kreis 
eiu  f#-Fck  zu  beschreiJieu, 
dessen  isiciten  in  gegebener 
Ordnung  die  übrigen  Kreise 
berühren  und  wovon  die 
letzte  durch  dengegebenen 
Punkt  geht. 


eine  Gerade  beliebig  gege« 

bcn;"um  den  kleinstenKreis 
ein  «»-Seit  zu  beschreiben, 
dessen  Ecken  in  gegebener 
Ordnung  anf  den  Umfängea 
der  übrigen  Kreise  nnd,  die 
letzte,  auf  der  gegebenen 
Geraden  liegen. 


%   Es  sind  m  +  I  coneentriscbe  Kreise  und 

w 

m  Punkte  beliebi 


K  ge- 
geben; iu  den  grössten  Kreis 
ein  «'Eck  zu  beschreihen, 
von  welchem  m  Seiten  in 
gegeben crUrduuug  die übri* 

Sen  Kreise  ber&bfen»  and 
ie  übrigen  »  — spl^eiten  in 
gegebener  Ordnung^  durcli 
die  gegebenen  Punkte  ge- 
ben. 


n  —  SS  Gerade  beliebig  ge- 
fceben,    um  den  kleinsten 

kreis  ei n  w-Sei  t  zu  beschrei* 
ben»  von  welchem  m  Ecken 
gegehcuer  Ordnung  auf 
den  Cmfäiigen  der  übrigen 
Kreise,  und  di«  übrigen 
n  —  m  ICcken  in  gegebener 
Ordnung  auf  den  gegeben«* 
Geraden  liegen. 


Anmerkung:  4,  Denken  wir  ans  in  der  allgemeioen  Aufgabe 
nar  3  Kegelschnitte  //,  gegebrn.  und  statt  des  i»- Keks  oder 

»-Seiti  einen  Kegelschnitt  gesucht,  der  dem  A' eingeschrieben  oder 
umschrieben  sein,  d.  h.  ihn  doppelt  berühren,  und  die  drei  andern 
einfach  berühren  soll,  eine  Operation,  welebe  freilich  noch  des  lei« 
tenden  Principes  ermangelt,  so  gelangen  wir  aus  dem  Gebiete  des 
Pappusscheu  Problems  in  das  eines  andern.  Ton  welchem  ich  in 
einer,  Seite  108  der  \o.  VII.  des  literarischen  Berichts  angezeigten 
Abhandlung  nachgewiesen  habe,  dass  es  die  Tactionen  des  Apollo* 
nius  in  ihrer  ullgemeinsteo  und  wesentlichsten  Form  darstellt. 


Digitized  by  Google 


431  ■ 


XLVI. 


Ii 


Entwiekelung  einer  ,  sehr  brauehliaren  Reihe. 

Ton  *  ' 

Uerrn  Doctor  O.  Schlömilcli 

SU  Weimar. 


Ka  nI<«  fo%eiide  swei'fiilegrale 

mit  der  Ponterang  gegeben,  deo  Qttotteatvn  derselben  *^^^^^y^^  anf 

irgend  eine  Weise  xo  entwickelD. 

>Der  natürlicbste  Weg,  weicher  sieh  sar  IJisiiDg  dieser  AofgAbe 

darbietet,  ist  der,  (l — .t:")/^  in  (1 — ao^)^' {\ x^yi  zu  zerlegen 
und  das  zweite  Binom  in  eine  Reilic  zu  verwandeln,  deren  einzelne 
Glieder  integrirt  und  dann  durch  /(/^)  dividirt  werden.  Bezeichnen 
-wir  die  BinomiallKoeffizienteo  des  Kxponenteo  ^  mit  ^oi^i»^»*  *i*f*^' 
und  die  Grosse  1  —  jp*  mX  X,  so  ergiebt  sieb  nach  dem  obigeo 
Verfahren:  .  . 

Bs  kommt  also  nooh  darauf  an,  die  Werthe  der  <|ttotieoteo 

XPdx      I  XPda:    ■     f  XPdat 

0  t/  0  «/  0  * 

zu  bcsiimnien.  Der  erste  i«l..=:  l,  die  andern  finden  sich  4ahr  deicht 
aut  folgendem  VVege. 

Eine  bekannte  Reduktionsformel  sagt: 

für 

ist  •  . 


(2) 
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A/.*-        =  55:;;;^  -  (STm^p/ A/'o^  .<te. 

Nehmen  wir  «  =  1,  // == — I,  so  geht  das  vorstehend*»  X  in  unser 
friUteres  über;  nehineo  wir  ferner  ar=l,  =  0  und  bemerken, 
flau  Xp^^  sieh  fBr  « =  1  ftODalliit,  so  wird 

Dsraas  erkUt  •naD,  filr  «1=1»+  1^  2m  + 1  ti.B.  w.  der  Reilie  Mck 

♦ 

also: 


./  0 


0      1 ,  (I  -i-  w) 


a.  a.  w. 

Das  tiesetz  dieser  Zahlen  ist  leicht  zu  crkenneu.  Bezeichnet  näm- 
lich     irgend  einen  dieser  Üuotientea,  so  sind  die  oächstfolgendea 

a{a  H-  n)    a(a  -|-  w)  (g  -4-  2ft) 

Führen  wir  Jetzt  die,gefupdenan  Wertlie  io  die  Gleicboog  (2)  «ia, 
so  wird 

 1    j  l.(l  +  n) 

—         2p-f-  «-f-l  ^«  ^  (2;>  ^  «-+-1)  (2;»-H2«-|-l)^«  J 

Unsere  Aufgabe  iai  aber  noch  einer  ganz  anderen  Ansicht  fähig. 
Vermittelst  der  Enler'scheD  Integrale  aweiter  Art  keaat  aiaa 

nämlich  den  Werth  des  Integrales  ' 

woraus  &ich  für  y=ijc^  ergiebt:-  * 


t 
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r 

nad  Ar  den  ■pecielleo  Fall  /?ss---: 


Hiernnrli  lasseo  sich  die  Werthe  dor  Intep;Tale  (1)  Icicbt  nngeben, 
indem  mao  einmal  a  =  />Hhli  dano  a  =  ^  +  yHhl  nimmt,  Oanii  « 
wird 

1 


/fp-t-y)_     rjp^q^l)  ^»rHl^-) 
und  durch  Vergleichnng  mit  Formel  (3) 

1 


—  ^*       (ii;>4-»H-l)(ii;>-f.2«-i-I)^»  *' 

Diese  Gleichung  gilt  für  ffaoz  beliebige  p^q  und  »^0,  und  liefert 
je  oaeh  den  specielleB  Weriheii  dieser  GrÜMen  liemerkeuaweiike 
ReiuUate,  wie  folgende  Beiipiele  selgeo  werden. 

1)  Nimmt  man  »  =  l,  /i,  17  ganz  and  positiv,  so  erkftll  nu 
unter  der  Bemerkung,  data  für  jedes  ganae  positive  m 

iat, 

P         „  1  1.2  ' 

oder,  I»  •—  1  fiir  1»  geaetat: 

wobei  die  Reibe  eine  endlicbe  ist. 

2)  Für  7  =  —  l  giebt  die  Gleichung  (4)  uter  der  BeaeiiLiliur. 
daas  für  jede»  /*,  T^i* -f- 1)  ä /*r(f*)  ist; 
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m 

1 

worin  p  und  m  ganz  beliebig  sinil. 

Für  i»=s— ,  o=i?--a  —  1  folgt  daraus: 


1  -   .    a     .  c(«-4-I)    .   c(«  +  l)(g-h2)         •  ^ 

8)  Wir  oeliBeo  ^  ganz  uud  positiv,  n-ssX  Ternoge  der 
bekannten  Eigenicbaft  der  Gaamafanktionen,  data 

itt,  nrgtebft  sich  nach  Icicktrr  Reduktion: 

oder  I»  — 1  für  ;>  gcselzt: 

1  _     ^  1.3   


•  •  •  • 


4)  Nehmen  wir  wieder  ;i  gans  and  j^ositi?,  aber^s«— |, 
W#     gm  «od  poeitif  ist  an  argieht  aiebe 


1.3.5....(2p-|-2«i~  1)  1 .3.lt....(2p-Hl)  ü 
^  2.4.6....(2Sp+2m)    *     2.4.6....  (l^)  "2 

•*"(2;>-|-3)(2;»-f-5)  Ö«  —  •  •  •  •  J 

s.ll.filr«i=:0,  nssl.'  • 

1  1 

.»,5.7....(2;>-4-l)va  /  \_\  ü 

^    2.4.6....(2p)    '  2 


(8) 
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Von  den  beiden  letiten  deiebvogeo  litstt  ««b  Boeh  eine  elegante 
AnweaduDg  nuieben/ 

Denkt  bm  eich  nändieh  die  ZeU  p  Ton  bedeatender  Greeeeb 
■o  kann  mm 


ersetzen.    In  diesen  Fjiile  wird  die  Reibe  anf  der 


durch  -  ■ 
reckten  üMite  4er  Gleicbnng  (9) 

deren  ä»umine  gleich  iit 


(1  


2p 


Wir  .beben  daber  ans  (9)  für  ein  lebr  grotsea  p  näbemngsweUe: 


Ebenso  leicht  ^rgiebt  sich  aus  (10); 

iL  —  /o„ ^ r   ^•^•«»'♦(gp)   w  1/^ 


H-2 


(12) 


Beide  Gleichungen  sind  um  so  richtiger,  je  grosser  p  genommen 
wird,  fiir  nnendlicbe  p  fallen  sie  mit  den  Ansirücken  (9)  und  (10) 
nntammen. 

Eintg-R  der  spezielleren  Reihen  unter  den  oliig-f^n  sind  schon 
bekannt,  ohne  ilass  ihre  gemeinschuftliche  Quelle  (i)  bemerkt  wur- 
dejD  ist.  Die  iNaherungst'ormel  ( 12)  giebt  ohne  Beweis  Euler  in 
der  Corrcapendnnce  «atb^nintiqne  et  pbysique  de  qnel* 
ques  cdlibres  g^ometres  du  XyIII^- aiecle  • . . .  St  Pd* 
terabenfg.  1843.  Toae  1.  f,  47. 
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XLVII. 

Entwickelung  der  liOlieren  Integrale  von 
\oga:.fLv^  nebst  einer  Anwendung  auf 
die    Summirung  einer  Reihe. 

Von  dem 

Herrn  Sclnilaiiitscniididaten  F.  Arndt 

zu  Greifswald. 


Das  erste  Integral  von  log-  a://«r  findet  man  unmittelbar,  wenn 
man  auf  dasselbe  die  allgemeinste  Reductiunstormel  uuwendet;  denn 

«s  ist ^^log  »r^/^a;  =  log  xj^dx — ^^^^thc  x  ac  —  a:-\-Cy 
wo  c  die  willkübrlicbc  Constante  hezeicbnet.  Die  Bestimmung  des 
zweiten  Integrals  kommt  liiernacb  auf  die  des  Integrals ^ x  log  xdx 
zurück,  welches  ebenfalls  durch  partictifure  Integration  gefunden 
wird,  indem  ^ x  log  orrf^  — log  x xdx  —  ,/*^  ^xdx  = 

^.r'log.ar — ist^^^  log  xdx'=.\x*  log  x  —  -J^r* -f- cor -f- r,, 

wo  r,  die  neue  willkührliche  Constnnte.  Geht  man  diese  Knt- 
wickelung  aufmerksam  durch,  und  setzt  sie  noch  weiter  fort,  so 

sieht  man,  duss  die  Bestimmung  von  j^"^       xdx  lediglich  auf 

die  von  log  xdx  zurückkommt,  indem  m  eine  positive  ganxe 

Zahl  ist. 

Nun  ist  ^^"^  log  xdx      log  xj*x"*dx  — ~ ^a^dx 
=  r  —  rr,  -4-  coust.    Wendet  man  diese  Formel  wie- 

derholt  an,  so  entsteht  nach  und  nach,  wenn  wir  allgemein 
^    log  xdx  durch  /„  bezeichnen : 

/,  =a:loga:  —  x-i-c  , 

•  /  »  r        X*\of[X      Zx*  . 

A  =  TT  -7^'\-CX  -\-C^ 

2.3         (2.3)»  2  ■+-^i-*'-T-^» 

w   X*  log  X       50j*         cx*       f  * 

2.3.4       (2.3.4)»       2.3         2  -^^^"^^^ 
etc. 
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Diber  iit  allgeaeiD 

indem  r,  c,  .  r, ,  ....  <7n~t  die  u  willkührlichen  ronstniiten  sind, 
uud  pn  eio  voo  ^  uoabbäDgiger  Coetßcient  ist,  auf  liesheu  Uestim- 
DU  Dg  ei  lediglich  «nlLonoit.  Ich  intcgrire  die  Gleielinog  !•  Micb 
eiDBBl,  ood  erkaltet 

Somit  haben  wir  die  Relation  /^n+i  =  (m+ 1)/'»  +  1.2.3....«», 
oder  ea  iat  ' 


«Bd  dabei  ist  nad 

4.  —  (k-jr  ^)pi  =  1.2.3  Xr. 


Da  DUO  aber 


Stelleo  wir  also  deo  Ausdruck  3.  unter  der  Form  dar: 

•o  baheo  wir  mr  BeatifliaiaDg  tod      die  ftelatiooen: 

gl    1 

m^__.2*±L  —   

ife4.2  l«..(;M-l)(iUf-2)» 
v.  a.  w. 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  (>C +2)(A'-+-'^)  -.' 
(/r-+-/u),  die  zweite  durch  (^+3)  (>(r+4) etc.,  und  ad- 
dirt  daoD  alle  zu  eioander,  so  wird 
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•  \ 
1^     -  ^«  _J__l.     .     .  . 

Dtker  wird  enillich 

Die  CoDitanten  lind  lange  willkBfcrlich,  nicbt  «Dg^g^beo  ist, 
iwifclien  welcheo  GreDsen  die  Integrale  gennmacB  werden  sollen^ 

Wir  woIteD  nuu  selien ,  was  aus  den  *roDgtanteD  wird.  wcdIi 
alle  Intpgffile  für  .t=  \  vcrscbwindeo ,  indem  dieser  Fall  deslmlb 
einer  besondern  Beachtung  Werth  ist,  weil  er  uns  zur  j^umntiruog 
einer  Reibe  fübreo  wird. 

Neimen  wir  also  des  Integral -7.  twlacben  den  Gr^nsan  1.  ud 
ta  wird 

e 

'    wenn  wir  l-hy-+-TH"»"»H~^  durch  Sn  bexeichnen»  oder  für 

X=«/-+-Ät/'i -1-»«^,  etc.  -t-««-!/»-»-*-/«-!, 
und  ebenso 

=  («—1);'+ («—1 )         ..-+-(«— 1  )«-2/«-r+-/'»-a 

Ii.  s.  w. 

Hnltiplidrt  nwo  diese  Gleichungen  der  Reibe  nach  s|it  1,  —  «i, 
—     etc.,  und  addirt  sie  nach  der  Maltiplicatio«  an  alnnadar, 
so  wird 
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=  y  I 1)  2) ,  — etc.  ^-(- 1  I 

H-    I«, 1), -H »,(^ - 2),  -  etc.  -+- (- 

Q.  8.  W. 

NuD  behaupte  ich,  es  im  '  ' 

Denn  man  findet  leicht 

•g(je — 3)«  Ä  i«m(»— «»), 
n.  «.  w. 

üTj«— m  \n—(n — =  «m  (»—•»)«-»» 

folglich  ist  obijfe  Summe  —  — («— w),..^ 

»i)«-,«|  =  Ml  — 1)''~"=0,  w.  z.  b.  w. 

Somit  ver^cttwiadea  die  Coefficieoteo  von  7^,  ....^»-2  W 
obiger  Relation,  and  es  wird 

•Iso  nach  den  Obigen 

und  «=2,« 

Demnacli  ist 

IX"  •  1  ....(«-2) 

^         1.2.S         *  !....(«— 3) 
n.  s.  w. 

7"  l,%,l^in—l)  1 

^  J'it""if|Tft-H-....^«to-l^i^. 

wenn  die  Integrale  /» ,/,,/,....  so  bestianit  sind,  das«  sie  ßr 
^5=1  BÜBBtlicli  verscbwindeo. 

Gebt  Bsn  nun  ?ob  der  bel&annteo  Gmndreibe  aus: 

«)*+....=:— leg», 
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wdcfce  für  jeto  potiti?«  s  eoBTeriptrt,  das  die  Binkdt  mUkt  fiWr« 
ltti|^,  und  int^grirt  «mal  hinterciuaiideffy  SO  ui,  da  alle  lattgralt 
ftr  «:=1  venchwiadeBf  nacli  11: 

(- 1>-^  I  (I  Off  —    .  135  ^  ^  •  t::^, 


1.3     '  l.«.(fi— 2) 


oder  Tvenn  man  1  — aTsor  letit: 


*  1.2....(fH-l)  "*'2.3....(«-l-2)  *"  ™' 


1.2«SmmM 


1 


Der  akselale  Werth  wom  m  darf  hier  die  Blaheit  sieht  ahenidg» 


1.2-.. ^2.»..«(«i-|-2)  ^  S.4.«.(«^S)^ 


« 
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XLVID. 

BotwickeluDg  der  Fimctioneo 

cos  nx      ,  sin  7ix 

  und  

cos  ay*    '    cos  o;« 

in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  von  tang  x 
aufsteigen,  mit  Hülfe  des  Maclaurinschen 

Theorems. 

Von  dem 

Herrn  Schuiamts-Camlidateii  F.  Arudt 

SU  Greifswald» 


«»  ^  '  cos  JT" 

Z7r*=ä      Reibe B,  die  Beck  d%B  Peteasea  tob  tBBir  x  fort« 

cot  y 

■chreitep,  za  eotwickclD,  diese  Crösspn  als  FuDctioBOB  tob  tang:  a: 
betrachten,  und  ihre  böJietB  DiffereatialqBotieoteB  Bach  jeaer  Ver« 

änderiichen  bestimmeo. 
51aa  seUe  also: 

«     w.         .  cot  nx 

Da  dieae  PaactioB  aaeh  tan^  sa  differeasnrea ,  eatwiekclt 
BiBB  laerat  ibrea  Differentialquotienteo  aaeb  und  mBltiplicire 
deaaelbeu  mit  dem  DifforeotiaH|BOtiaBtea  Yon  x  oach  taag  ^,  4.b* 
mSX  coe  jr*,  so  erhält  moa 

A  V  sin  (n — \\x  * 

2.  /  (taog  a?J  =  —  «  .  ^ 


Differenziirt  man  diese  F unction  auf  dieselbe  Weise  nach  tang  as^ 
80  winl 

3.  /»(ung  ,)=_^._„M^!^ 


Da  diese  FuDCtion  wieder  dioseibe  Form  wie  die  Function  1. 
aogenonmen  hat,  so  wird  man, '(tang  ae)  zo  üoden,  in  2.  n  —  % 
für  n  aatiaB,  und  daa  Resultat  mit  — >  1)  «nItipiiciMi  4a^ 
4orch  wird 
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Ferner  wird  nan,  diese  Gleichung  nach  taog  x  zu  differenzii- 
reo,  in  3.  n — %  fSr  m  tetEeB^  nad  das  Rctnltet  mt  — — 1) 
■alliplieireD;  dadureh  wird 

5.  //»(ung     =        IJ  (—2)  (.-3) . 


Auf  diese  Weife  kaon  nao  immer  weiter  foftschreiteo,  und  ar- 

Lält  allgemeio 


cos 


sin 

Bebaadelt  »an  dta  Fancrian  9>(taDg  af)  =  jj^-^  ^"oi  gans  ftha- 

liche  Art,  so  entsteht 

8.  ^t«ig*)=(-l)*.«(»-l)....(<»-t*+l).^^^^^ 

Nun  muss  man  die  Wertbe  bestimman,  walafaa  diese  Difl^m« 

tialquoticnfen  für  tnnjr  .f*  =  0  oder  für  =  db  Xtv  annehmen,  wo 
X  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Für  diesen  Werth  von  je  ist  abar 
nach  6.  7.  8.  9." 

-  r:2i:2X-=(-i)*'^Tr(lÄ:::i)^ 

Daher  ist  nach  Maclaurins  Theorem 

1®*  r^^=l~Ä»tanga:'4-»4tanga7*— ...dbji^a*_»tang^-H-Ä» 
cos 

I 

sin  js»^ 

11.  jjjj"^  =»4  tang  x—H^  taug     -f-...  .dhi»sA— i  taugÄ:^^— 
and  et  iat ' 

/l  =  (—  1)* .  «at^i  taog  a^^-^ .  sin  (i»— 2X:-i- 1) .  cos 
(— l)f .  w  tang  d^.  ain  .  coa(^'jr)»-"> 

wo  zwischen  0  und  1  liegen. 

Wenn  avn  n  aina  positive  gansa  Zabl  iat,  ao  braafcaa  dia  Raihaa 

von  selbst  ab,  die  Reste  veraeawiadea,  and  dia  GlaidbttBgan  10.  and 

11.  gelten  für  jedes  bcliebitfe  x. 
Wenn  aber  la  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  darf  man  dieftei* 
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Len  nur  dann  ins  CneDdliche  fortgebeo  lasseD,  wenn  R  nod 
sich  der  Null  nähern,  indem  der  Index  ins  Unendliche  zuninint. 

Da.  mm  in  oM|i^n  Resten  di«  Sinoise  die  Binbeit  nicht  über- 
steigen,  da  ferner  cos(^^)«*— *->  ebenso  wie  co8(^^)**— «  sich  be- 
knnntermäassen  der  Null  nähert,  wenn  co8(^^r)oüer  co8(i9^ar)  kleiner 
als  die  Einheit  und  constant  bleibt,  wenn  dieser  Cosinus  =1,  so: 
bleibt  äin(<»  — 2>fc-f- l)^a:.co8(^;r)2^-S  so  wie  sin(Ä— 
coa  {9*aey^  miadestena  endlie^,  und  die  Reste  werden  sieh  also 
.mit  «lai— 1  tang«^^  oder       tang^  sngleich  der  Null  n&hern. 

Nttn  iat  M+sji  t'^^Jr  r2*+2A 

—  H»  tanjf.««.  (o,c.+  ,)(2>t^2j.:.(^  +^   • 

=i»2*tang^'-»^.(l~^^p(l-^£5^)"--(A-ät^   taug  o;^ 
Ist  dahv  •  -f*  1  positi?,  so  ist 

«»14«  tang  a^^^  <  «2*  tg  ^  .  (1  -  ^^)'^  {g  ^--^ 

<«2^  tg       1(1 Ig 
Ist  aber  «+1  »egatif,  so  ist 

«at+SA  tong  <  «a*  tang  ar^^  |  (l  —  ^g^:^^  tang  a:  J«. 

Ist  endlich  «H-lssO,  so  hat  aan 

"2it-4-2A         ^^"^"^^  =  «2*  tung  ng  ;r*^ 

Im  ersten  Falle  näiert  sich  tang  j!>*m  der  Noll  oder 

wichst  ins  Unendliche,  jenaebdeai  tang^^l  (indem  wir  nur  den 
absoloten  IVerth  verstehen).  Denn  wenn  tuug.r<Cl,  so  ist  nucb 
(I  — •^<^  ^  >  uachdem  Xr .  hinlänglich  gross  geworden; 
wenn  Db«>r  taag  or  ^  1 ,  so  kann  man  A  so  groas  nehmen,  dast 

(1— ^  2^^^)        ^  ^^^^         ^^^^         Bedingaog  erfordert^ 

dass  — -~  >- 


»-Hl         tang  o:  — I  *  ^ 

Im  sweiteo  Italic  kann  man  k  so  groii  nehmen,  dsii,  wenn 
Ciang  d?<<t,  nnch  (1  —  tang  indem  diese  BedingiHig 

erfordert,  dass  — ^IfTi  <1  ^  tsng'jF'*  Wenn  nber  tang  ^^1,  ao 
iat  auch  (1  —  ^?^)  '«"g  da  negaliT. 

Im  dritten  Falle  nims|t  tang  afil  mit  y  Ins   Onendliche  ah, 

wenn  tanv  Ist  tang  a:>\t  so  nimmt  es  ins  Unendliche  so. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  die  R<>ilicn  10.  11.  con« 
Vergircn  oder  divergiren,  jenachdcm  der  absolute  Werth  voutaogdr 
kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Somit  hläht  ins  noch  der  Fall  sn  ootenmehen  lihrig,  in  wel« 
ehern  der  nbsolnte  Werth  vm  (Mg  4fal. 
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Ei  wird  hier  uut  die  Grenze  vuo 

=  Ml  — äÄH^^    ~" äfe^^ ....  (1  —  äj:^;^) 

•nkameo  für  Assop  und  ein  consUntes 

1.  WeDA<ii+l  positiv«  lo  itt 

u.  s.  w., 

Ioff«»+tt<logi»2*  — "*"2JfcHh2 ätiä^ 

Daher  nähert  sich  der  Logarithmus  von  n^^<ii  der  Gr€Bse  —  oe, 
wrnn  X  sich  dem  Unendlichen  nähert,  fulg^lich  liut  ^2it-i4|l  Mlbst  di« 
Null  zur  Careoze,  und  die  Reihen  10.  11.  convergircn. 

2.  Wenn  m  +  1  negativ,  so  ist 

iog  (i  -         >  - 1^-^  - ,  .  (ä4:-^)' 

II.  t.  w.  ^ 


—  (2^^.ai/l- 

Oa  aber  die  Summe  mit  ^  unendlich  wird, 

1  '  I 

""^  (2X:4-i)'  (2ifc-i-2Jl>»  '»«'^•■■^•"'■■••■•eB  eodlieh  bleibt,  so 

oäbert  sico  der  Logtriibnus  dem  Uocndlichen,  alto  wird  aaclk 
11114^  mit  %  UDeodlich,  und  die  Reihe  10.  oder  11.  divergirt* 

3.  Weon  M+1=0,  so  bleiht  der  absolute  Werth  von 
constant,  und  die  obigen  Reihen  divergiren  wieder. 

Somit  haben  wir  \fSA  folgende  Resultat  erbalieo: 

Die  Gle^cbnngeo 

cbs  tue  « 

^jP^=sl  — «1,  tong  ar'  +  ;*,  taug  or«— -etc., 
sin  nx 


cos  Xm 


s=«ii  tang  a:  —  #»,  tang  ä", tang  etc. 


gelten  für  jedes  beliebige  jr,  wenn  m  eine  positive  giMO  Znkl  ist» 
ftnd  in  diesen  Falle  breeken  die  Reilien  ,eb. 
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Ist  aber  n  keine  positive  gaoze  Zahl,  so  coDvergiren  obige 
Beibeo,  weoii  der  absolute  Wertb  voi  taDg  je  kleiner  als  die  Eio- 
lieit{  lat  4er  »bioliite  Werth  veo  tmng  «  =  lo  convergirett  lie 
enek  4asB  iieeb»  w«m  «+1>>(I.  In  eilen  übrigen  Fällen  findet 

Divergenz  statt. 

Multiplicirt  man  mit  cos  a^,  so  nebmen  die  Gleicbungen  die  ^ 
Gestalt  au: 

12.  eol  «d?=: eoe  4^— eot  4:^iin  or*       eoi  at^nu  of*  Mc 
13.  UA MS«,  cos lin — M^cwae*^*nnaF*^ete. 


XLIX. 

Miscellen* 


Eine  algebraisch -geometrische  Aufgabe. 

♦ 

s 

Von  Herrn  Albreebt  von  Grnefo  nn  Berlin. 

Ks  sei  am  3Iittelpunktc  O  (Taf.  VII.  Fig.  10)  «in  es 
Kreises  ein  belieltiger  Winkel  AOB^=.a^  und  aut  der 
Peripherie  ein  will k öbrlieber  Punkt  7*  gegeben.  Von  P 
sind  auf  die  Schenkel  des  Winkels  AOB  die  aenkrech- 
ten  PC  und  PD  «gefällt.  1^  s  soll  die  Entfernung  CD  der 
beiden  Fusspunkte  C  und  1}  dieaer  2[»enkrecbtea  von 
einander  bestimuit  werden. 

Man  siebe  den  Halbaeater  0P»  den  wir  In  Folgenden  als  Ein- 
heit annehmen  werden»  und  bezeicbae  die  beiden  Winkel  AOP 
nnd  BOP  mit  ß  und  f.  lo  de«  Dreieeke  COD  ist 

CD^  =  CO*  •^DO''  —  ICO  .  DO  .  cos  a, 
nnd  folglich,  weil  CO^en»     J>0=ie^%  f  ist, 

CD*  =  cos'  ß  Hf-  cos'  Y  —  2cos  a  cos  ß  cos 

also 

CO' a coo' ß  —  sin* y^l  —  2cos  «  cos  cos 

Es  Ist  «her  bekanntlieh 

cos*^  —  sin' /  =  cos  (ß'\-y)  cos  (/J  — f) 

und 

Seoi  ß  coi  ^scos  (/?4-^)4.coB    — r)* 
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*  Ci»*  =  co8  CO»  (/J— — CO«  a  coi  (^-f-f) 

— eo»  0  cot  (/f— f), 

also,  weil  assß'^y  it^ 

CZ)'  =  1 — cos'a  =  sia'a, 

und  folglich  CD  =  sin  a. 

Die  Länge  von  CS  iit  daber  iiDabbHngig  tob  der  Laff«  des 
PooktM      lodcB  dieselbe  lediglicb  toii  der  Gröue  dei  Widkela 

a  abhängt. 

Nehineo  wir  dag  Dreieck  CDP  i.n  Tlülfe.  so  gelangen  wir  noch 
einfacher  zu  (Jt-uibciben  Kesultate.    Denn  in  diesem  Dreiecke  ist 

=«D*/}«|-«n*)'*|-^os  a  ein  ß  eia  ff 

da  der  Winkel  CPD  =  180*  —  «,  und  mithin  sein  Cosinus  = 
—  cos  a  ist.  Addiren  wir  diose  Cleichnog  su  der  aus  deai  Dreieck 

CDO  sich  ergebenden  Gleichuug  . 

CD^  =  coa*  4*  coa*  y  —  2coa  a  eaa  /)  cot 

so  erhalten  wir 

s  («b*  -I-  cot«  0  -f-  (lia*  f  -f.  coi*  j^) 
— 2coi  a  (cot  ß      y^Bin  ß  tia  ;^), 

d.  i. 

%CS*=si-^^o%*  tt,  CZI>  =  l~cot*  oastia*  a, 

also  CZ^sstia  a. 

Aach  duroh  Aowcndung  des  Ptol^aiBiteban  Lebrtatzes  würdea 

wir  UDmittelbar  zum  Ke^ultute  gekommen  sein.    f)enn  da  im  ^'ier- 
ecke  OCPD  die  gegcnüberliegerulen  Winkel  sich  einander  supple- 
mentiren,  su  kann  dasselbe  aU  ein  einem  kreise  eiotfeschriebeae« 
bctraebtot  werdea»  aad  der  augefährta  ttata  liafaK  daaar  dia  Glai*  • 
cbaag 

CD .  OP^  CO .  DP^  BO .  CP, 

•     also,  weil  OP=l,  COsscqb  ß,  DOz=:toB  r,  CP=nü  ß^  DP 
ssin  /  ist: 

CHsBtia  ß  eoa  j^-f-cot  ß  tio  /sstiaOf-|-r)=B8ia  o. 

Endlich  ergieht  sich  die  Gleichheit  von  CD  und  sin  a  aucb 
leicht  durch  di»«  Betrachtung,  dnss  die  Entfernung  der  durch  Vrr- 
längerung  der  beiden  Senkrechten  PC  und  PD  bis  zur  PcnpLerte 
entstaadeaea  Dorcbtcbaitttpuakte  E  aad  F  (Taf.  VII.  Fig.  11.)  ein- 
■al  daa  Dopyt Ite  tob  CD  itt»  da  aum  dia  ProporCioo 

£PiCD=iJkPi  CP=i%il 


^  ij  i^i-d  by  Google 
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bat,  Bodan«  aW  muk  4Mb  Stift  u  amfftdffflckt  wird ,  iodem  sie 
als  Sebne  von  EOF^ta  den  do|i^elt^  SioiMi  des  elB&cben  Win* 
kela  »  gleicli  iat. 

I 

*  _ 


Herr  Professor  Dr.  Sohncke  xu  Halle  hat  mir  io  Bexug  aaf 
die  Tbeil  U.  S.  826.  des  Arcbivt  von  Bern  DIrector  and  Proßtsor 
Streb Ike  ta  Dan  zig  in  Betreff  des  ipbarischeji  Vierecks  aufge- 
worfene Frage  die  folgeoden  interessaDten  Benefkongen  wilsatMi" 
len  die  Güte  gehabt.  €. 

Denkt  aan  sieb  ein  spbSt)sokee  Tiereek  »it  aeineo  beiden  Dia- 
gonalen io  «einen  eioseloen  Stiieken  wie  in  Tat  VII,  Fig.  IS.  be* 
xeicbaet,  so  wird 

dio  Flicke  den  Dreieeki  DAB^^"^^' 

•      •       -       -       Aii%^  =  jUg  ^.r'3r=  Jgj.r'» 

....       CDA=  .r'»=^.r'» 

WO  also  /*=/*,  C-{-  D  —  SÖO». 

Wendet  nan  oon  den  bekaonteo  Sata  fUr  die  Bestimninng  dea 
FIftcheDinhaha  eines  gpliärischen  Dreiecks  aus  swei  Seiten  uniideM 
eingesebloBsenen  Wialiel  no,  eo  ergiebt  aiebi 

^    ,  cotg  \d .  cotg       .      .  ^ 

eotg      =       '^^^     -»-cotg  A 

cotg  i/*.  =  — ^  ^' 

¥enn8ge  der  goniometriscben  Formel  ^^^^^^^^ 
•rkilt 


.  cotg  ^(/u,  +^,)  =  cotg  \li 
1h-     y>tplr<'osC-4-tp  jg  tg  j//cos/l-»-tg4atg  JÄtg ictg  Jrf .  cos  (/I-4-0 
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 1 4-  tg  4c  tg  ^deoBD-i-  tg  I6tii \h  cos       tg^g  tg^/^tp^r  tg|rfco8  {B-k-D) 

tg    tg tinü-i-tgiAtg tiB«+  tgi«  tgi^ tSl'^tgi'-  Mn(^+ J9)  * 

Setzt  ia  btidcii  Gleichnngen  eotg  ss  ^|~^7^>  wAaSk  inm 
dia  NaDiicr  fori  and  redacirt,  to  wird: 

sin  4l*=:tg      tg  |c  |cos  \fk  sin  C'—  sin       cos  C\ 
+  tg  ^«  tg  iflf  {cos      sin  ^  —  sin  i/t*  cos  ^| 

und 

sin  ^|istg     tg  |4f  {eos  \il  um  ü— sin  ^it»  coi  D\ 

*  +tg  4ar  tg  ^0  {cos      sin     — sin  j/»  cos  /?| 

4-    i«  'gi^ i^^ tg      cos  i/i*8in(Ä-hZ>)— siDi/*co8(Ä-f-Z>) { 

Setzt  man  nun  auf  der  rechten  Soifp i^H^r-hi^— 3^ 
und  addirt  beide  Ausdrücke,  so  wird: 

2sin  \lk  =  tg  |rf  tg     si n       —  ^)  -f.  tg     tg     sin  ( •  Ä  ~ 

-i-  tg     tg  \c  sin  UiSr  ~  C)     tg     tg i^/8io(iÄ  -  1>) 

=2.in(^^.W) 

oder  wenn  man  nnf  der  rechten  Seite  die  Sinus  der  Differenzen 
auflöst  und  beachtet,  tlaas  sio  =  —  ik\fk  \fk  Und  cos  \S  = 
—  cus  ^i»)  ist,  SU  wird: 

tang 

'  tg  j</rg  jqsin/iHhtp      tp  j/ysin  /?4-tg  j^tg^csiiifc'-4-tg^ctg^rfsin/? 

34.  tg    tg  ^  COS  itf  H-  WS  io       CO«   4.  lg  ^6  ij{  ^  cos  t'+  tg^agyUMJi' 


BeriohtiguAg. 


In  der  Ueberschrift  des  Anftatxes  No.  XUVUI.  stMicfce 
das  erste  dem. 


^  uj  i^ud  by  Google 
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Literarischer  Berielit 

(In  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichts  ist  es,  wie  ro«n  finden 
wird,  zuerst  mopllch  pewesen ,  auch  die  nmerikanische  Literatur  besonder» 
tu  berU«k«icbtigen.  Üass  die«  Much  feriierhiu  möglich  i&t,  »ind  die  nöthi« 
gw  Ktolfitiingen  gtrtii»)  . 


•  r 

Gesehlehte  der  Bfathematik  mid  PbysilL 


»  •     •  • 

Newton  und  die  meclianitche  NftturwissenBchnft.  Zu  Newton'« 
GedäcLtni««  im  zweilen  Macularjahre  seiner  Geburt.  Von  K.  8nell, 
L«hrer  der  Matbcnatik  an  Kraiii«*s€li«a  lutiiot  «u  DrttdcD. 
Dresden.  184S.  gr.  8.  \%  ggr. 

Correspnndance  niath^ni atiq u e  et  physique  de  quel- 
ques c^lebre«  geometres  du  18.  siecle,  jireced^e  a*uoe 
Botiee  mr  lei  trevftox  de  L»  Haler  taut  inprin^i  qa'iu- 
^dlte  et  publice  sous  lei  aut|ii«ei  de  Tarud.  i  m  p.  des 
'ficiences  de  M  ni  n  t  -  Pe  t e  r s bou rg,  par  P*  U,  Fttia.  %  Vol. 
gr.  in  8.    St.  Petersbourg.  18i3.    6  Thlr. 

Von  diesem  wichtigen  Werke  ist  schon  Literarischer  0erid»t 
Nr.  V.  8.  87  «nifllhrttdber  die  Rede  geweien. 


Systeme»  Lehr-  und  Wörterbücher. 


I^ehrbnch  der  Mathematik  für  die  mittlem  Klassen 
höherer  Lehranstalten  von  Job.  Aug.  Grunert.  Zweiter 
TJieii.  Ebene  Geometrie.  l>ritte  vermehrte  und  ver- 
besserte Ausgabe.   BraDdeab«rg.r  1843.  8. 

AflieefdeM  daea  VerbeiünMgeft»       sie  ailhig  eraebieaea, 

■«•«IV.  19 
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überall  aoffcbrackt  wordeu  sind,  bat  diese  dritte  Ausgrabe  einen 
ffröiieni  ZoMtts  über  i»u  NosiMS  «der  Veroier  erkalten.  Sonti  ist 
Zahl  und  Ordsvag  der  Pangrapben  ganz  ungeändert  geblieben, 
80  dass  diese  neue  Ausscabp  nehm  (irn  frülicrn  ohne  die  geriBgate 
NtöruBg  des  Uoterrichts  gebraucht  werden  kann. 

Conne  of  MatheMatica  for  Collegea.  By  Charles  Darias,  lata 
Professor  in  Militerj  Aeademj.  7  vofs.  8.  Hortford.  (Unit.  States). 

Coursc  of  Mathematics  for  Colleges,  etc.  By  Jer.  Day,  D.  D. 
Pres,  of  Yale  College.   2  vols.   8.    New  Häven.  (Unit.  States). 

TheaCatnbridge  tourse  bf  Mstliesiaticsk  Br  Professor  Fartar 
of  Harvard  College.  2  vols.  8,  Casibridge.  (New  Unglaad). 

Course  of  Furo  Mathematics  for  CoUeges  etc.  vis.  Geometrj. 
7  sb»  Alg^ro  7  sb.  TrigonoiMtiy  2  vals.  9  C«mä[,  MoCmb% 
etc.  8  sh.  Suund«  12  sh.  By  Benjasitn  PiarMr,  A.  H«  Prefcaasr» 
Harvard  Uaiversity.  8  vols.  -  8.  Ooston. 

Farrar,  Calcules,  7  sb.  6  d.;  Algebra,  7  sh.  6  d.  Astronomv, 
19  sb.  Nataral  Pbilosopby,  14  sb.,  Geoaietry,  10  sb.  •  d.  Topo- 
grapby  7  *sh.  6  d.  Trigaoosietry,  6  sb.  Casibridge.  (New  England). 

(üncyclopädie  oder  aligemeiDe  Wissenschnftskunde  der  anc^e- 
wandten  Matheipatik  im  bürgerlichen  Leben,  von  M.  Woe^feK  2.  ^d. 
prakt  AnweisoDg  xnr  Physik,  Mechanik  med  Msschinenknnde,  oder 
Grundsätze  der  Physik,  Mechanik,  Statik,  MascbinenbanMinst, 
Rohr-  und  'Wasserleltuog ,  des  Planzeichncos  uod  Nivellirens.  8. 
Mit  28  litbogr«  AbbilduogOD.   Ctuodliobur«:.  1  Thlr«  12  ggr. 


Aritbmettfc. 


Proportioas-Uero.  8.  8kars.  Wt 

Lehrbuch  der  höheren  Arithmetik  und  Algebra,  entli.  nebst  den 
wichtigsten  Lebrea  der  höheren  Anuljsis  nach  GräUe's,  Budan*s, 
Starm's,  Fonrier*s,  Homer's  nnd  Stem's  Aallösnngen  nnsMriscker 
Gleichungen.  Entworfen  von  0.  Jv  Phil.  Kulik^  ord.  Prof.  der 
höh.  Math,  an  der  Pr.ig.  üoiv.  u,  s.  w.  1.  Band.  Algehra.  2.  dnrcb- 
«US  uBigearb.  Aofl.   Prbg.  1843.   gr.  8.   1  TbJr.  10  ggr. 

Maxisiiliaa  HaHe  Diseonrs  snr  1a  natare  des  grandanrs  naga* 

tlres  et  imoginaires,  et  interpr^talion  des  solations  iaaginairea  ea 
gdosietrie,  Paris.  1&43.  8.  ^  fr.. 

A  Trcuüse  on  Algebra:  comprising  the , Dcvelopement  and 
Application  of  tha  rebaatiy .  disoovai«>d  Tlieova«  af  «tafsi,  «iok 
Bf         Paiki««»  A.  M.  &  Oiiflis^IlMt  filais^  IMI.  IS  a. 


^  uj  i^L-d  by  Googl 


*  Elomentarj  Algcbr«.   By  Warren  Colburn.   8.   Hostoo.   6  »h. 

Klementar.Lärobok  i  Algebra  af  E.  G.  BjMi«|r*  Mag. 

Mechan.  Dor.  Tiid  Tpsnla  Akud.  Förra  Dclen   innefaf fnnde  läran 
oin  1:  a  och  2:  a  gr.  acqnationer.  Fjerd«  CppUgaa.  Upaala. 
med  1  pi.  6.  1  lidr.  40  ak. 

Algabrt  foer  Hcr^ytinure  af  C.  A.  Fof ,  Lactor  i 

G«fle.  \  Geit.  IMl  1  Adr.  U  wk. 

B.  fjabatto,  (Docteur  cd  Sciences,  Chevalier  de  l'Odre  du  Lioo 
IMerisBdma,  G«ftcp«iid.  da  l*fMtiMC  Royal  Idas  Pkys-Bas,  ete.) 
Recherche«  aar  ia  diatiattiaa  daa  racines  reaUaa  et  imagiaairas 

dans  les  ^quations  numeriques,  pr^c^ü^es  d'uoe  nouvrllo  demon- 
stratio n  du  th^oreme  de  II.  S^urw.  4.  ä  Ansterdam  et  la  flava. 
1843.   f.  1,  25.  • 

« 

M.  Ohai,  Ika  apirit  of  matbaaiatiaal  aaaljalai  and  its  relntion 
to  a  logical  !;vsfrm.   TraMlalad  t»m  tka  gama»  kj  A.  J.  KUm. 

8.   Londoo.  1843.   4  ab.  - 

.8|»f«SaMB  analyticna,  tkeoramta  qoaedaai  aara  de  iategrali- 
koa  denoilia,  auaiaialione  serierum  earamque  in  alias  aeriaa  trana* 

formaiione  exhibens.  P.  1  —  VIII.  F.  P.  Carolus  Johannas  MalBsten 
IVIatli.  iufer.  Doccna;  Respp.  Tbure  Augustua  Almgren.  Kricus  Se- 
iander, Johannes  Magous  Alfred  Grenander,  Georg.  Enhurd.  Oss- 
kakr,  OaML  Alb.  jJndkagen,  Otto  VilkalaM  Lawk«,  firaeitaa 
La^av  at  Aadara  Liadaradi«  Upaaiiaa.  ^ 

Sammlung  von  Formeln,  Lehrsätzen  und  Aufffaben 
aus  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra,  von  Franz 
Matk,  k.  k.  ardaatl.  iffeatl.  Prof.  dar  llatkaai*<  aai  L7- 
ceaai  ia  Lina.  L  Aktkailung.  Liaz.  1843^  8.  ITbIr.  4  ggT. 

Dass  diese  Saanilung  auch  eine  ziemlich  grosse  Anz.ilil  von 
Sätzf'n  und  Aufgaben  aus  der  Tlieorie  der  Zahlen,  namentlicli  uns 
der  Leiire  von  der  Congrucnz  der  Zahlen  etfibält,  wird  ihr  vor 
manchen  andern  ähnlichen  Sammlungen  zur  Empfehlung  dienen, 
indem  anck  dia  flkrigan  Aufgaban  awaakaiiaiig  gewIlkU  nad  gut 
gaardpat  ackainan. 

Saigev,  Probl^mes  d'arithaidtiqDe  et  exercises  de  calcul.  5^ 
Edition.    18.   Paris.    1  fr. 


Geometrie^ 


Geometrie.  Neunter  Cursus.  Coordinateni ehre.  Vom 
Profaaaor  Dr.  G.  Paackar.  Mitau.  1842.  8. 

Biaaa  Daritallinig  der.  analytiaekeii  Tkaoria  dar  garaden  Linia 
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in  der  Ebene  unü  des  Kreises  eotbält  manchct  Eif^eDthünilicbe« 
auch  ein«  BiMilitli  frrosM  Ansahl  naaeritdier  Aofgabea,  mÜ  tc^ 
dient  daher  recht  sehr  auch  In  eikeM  weiten  Kaeise  beaehtet  z« 
WtrdcB.  Eine  recht  zweckmässigpe,  vrpnn  nach  nur  kleine,  aas 
drei  Theilen:  Constructionen  des  ersten  (Jrades.  (  onstructioncB 
des  zweiten  Grades,  Aufgaben  zur  Lebung  im  (gebrauch  der  Coor- 
diaetea  —  iiesiebeiide  SaaiMlnog  tob  UebaBgaanfgabeB  iat  beige- 
fügt. Besonders  angesprochen  hat  uns  der  dritte  Theil  dieser 
kleinrn  S.-immlung',  da  dernebrauch  der  Coordinaten  nicht  nur  für 
die  gesiiinmte  neuere  theoretische  Mathematik,  sondern  avicb  für 
deren  Anwendung  in  der  Praxis,  z.  B.  in  der  Geodäsie,  so  iiberaus 
wichtig  ist.  Wir  eapfoblen  daher  diese  kleiBe  Sobrifl  anek  Im  4tt 
letatcrn  Beziehung.  Vergl.  Literariseber  Beriebt  Mr.  X  S.  IM 
md  lir.  XII.  S.  m. 

i^ehrbucif  der  Planimetrie  für  Schulen  von  Dr.  G.  W. 
r.  Langsdorff.  MaBabeioi.  1843.  8.  8  ggr. 

Ausser  den  gewöbniiclien  Sätzen  der  ebeaen  Geometrie  enthält 
dieses  kleine  Baeb  ancb  tU^  Oebangsaa^abea  oboe  dmi  AmÜ/ik» 
songeo* 

'  Gnmdrisa  der  EleaieBtar-CeoBiatiia,  Dir  Aaflkifj^r  and  Freuade 
dieser  Wisieaaebaf t ,  bearbeitet  voa  B.  F.  Hcnnii^,  ProTesi^or  der 
Mathematik  zu  Scliweinfurt.  2.  vera..  AaB.  .  Mit  12  Tafola.  & 
8cbweinfttrt.  1843.  21  ggr. 

Sadebeclc,  Dr.  Meritz,  ord.  Lebver  aai  MagdalenMoai  in  Bree- 
laa,  Elemente  der  ebenen  Genmetrie.  Leiifiiden  für  doa  Unterricht 
an  Gvronasicn  und  höhern  Bürgerschulea.  Mit  3  FigareatalBla. 
2.  rerb.  Aufl.  8.  Breslaa.  1843.  10  ggr. 

■  * 

De  Sex  PSrsta  jemte  Elfte  oeb  Tolfte  Böckerna  af  Eaclidia 
Bleneata  etler  ,€raadeliga  iBledaiag  tili  Graaetriea,-  aii'fiheeaaka 

o  . 

Ungdnmens  ijenst  utgifoe  uf  Marten  Stromer,  for  dcUu  AstroBO» 
«iae  Professer  i  Upsala,  saiat  Ledamet  af  K»ngl.  Wetensk.  Acad.  i 
Steckbolm  oeb  Societ.  B.  Lit.  et  Scient  i  Dpiala.  Sjaade  Uppla- 

gan.   Orebro.  1842.  8.   b.  1  Bdr.  32  sk. 

Adh^aiar^  J.,  Traitd  de  Gdometrie.  LIvr.  1.   Paris.  1843.  8.* 

Darstellende  Geometrie  ron  J.  M.  Ziejgler.  Mit  3  Pi» 

gnrentafeln  in  Folio.  W  interthur.  1843.  4.  7  Thlr.  12 grprr. 

Wir  glauben  dieses  Werk  der  Aufmerksamkeit  der  Freunde 
der  descriptiven  Geometrie  empfehlen*  zu  dürfen.  Am  meisten  folgt 
der  Verf.  der  Geometrie  descriptive  von  Olivier,  weiche  dessen  Re- 
petitor aom  Bcbnf  der  Gentralscbale  lilr  R&nste  vnd  ManufactareB 
in  Paris  als  Mannserlpt  drucken  liesa»  vad  benatit  tnglelck  4ie 
Briindangen  der  nenern  Gdemdtrie. 

Leroj,  C.  F.  A.,  Traite  de  Geometrie  descriptive,  4.  avec  Atlas, 
2.Cdii   1642L  20  fr.  ,  , 

Aaaljrticai  Geoaiclry,  from  tbe  Frencb  o£  Biot    By  PraL 
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Smiih  o(  ViriciBi«'  MUttarv  luitlitutiott.  8.  New  York.  IHAl. 
10  ah.  «4. 


Prakttoehe  Geometrie. 


Bvrgheiai,  Dr.,  Banoieiiter  uad  Dirigent  der  Bau  •  Gewerbt* 
Schule  zu  Minden,  die  Geometrie  io  ihrer  AnwenduDg  auf  dai  Ge» 
werbe  der  Baubandwerker ,  fQr  Bau-,  Gewerbe-  und  Sonntags- 

Schiifen,  so  wie  nuch  xum  Selbstootcrricht,  namentlich  für  diejeni- 
gen Baubandwerker ,  welche  sich  zur  Meisterprüfuni;^  vorbereiten 
Wollen.  2.  vcnn.  und  verh.  Aufl.  gr.  8.  Nebst  15  Tafeln  mit 
305  Fig.  (in  4.)  MIHm.  184S.  Geh.  1  Thir. 

* 

Cofin  Methodique  de  dessia  ÜD^ire  et  de  G^um^trie  usuelle, 
|iar  M.  Lamotte.  2.  partie.  Coora  aopiriearf.   Io  8.  —  AUaa  io  4, . 
eo  15'pl.  ^arU.  1843.  «  fr. 

P.  Caan:  Taaii  des  arU  uu  l'art  du  trait,  coateaaut  la  g^ouiit* 
tfk.  Nmwi.  1843.  12.  mit  1%  Tal  0  fr.  • 

GMrta      PracCleal  Geep'totry  for  Neehaniea,  aa  latrodlMtvrf 

Ca  every  Brancb  of  IMatbematical  Drawio^;  by  W.  Pease  late  of 
ehe  Royal  Laboratory  DeMrtaieot,  Woalwicb.  18.  .Loadoii.  1843. 
1  ah.  6  d. 

Grundriss  der  Geodäsie  für  den  Unterricht  und  zur 
Selbatbelebrang.  Von  Dr.  6.  W.  t.  Lanjgsdorff,  Prof.  aa 
der  Grossh.  hdherao  Birireracbttia  sn-HaiiBbeia.  Ataio- 
b ei  m.  1843.  8. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  die  wichtigsten  Aufgaben  der  nie« 
dern  Geodäsie  auf  dem  geringen  Räume  von  113  Seiten  in  deutlicher 
Darstellung,  und  kann  bei'm  (juterrichte  auf  höheren  Bürgert^chulen 
nad  abalicbeB  Lehranstalten  in  den  Händen  eines  guten,  auch  iai 
Aufnehmen  schoa .  |^aktiseb  gailbteB  i^akrers  gute  waMte  leisteo, 
,  möchte  sich  aber  zur  ScIbstbelehriiBg  weniger  eifcaen.  Nach  einer 
Kinicitung  über  den  Begriff  der  Cüeodäsie,  den  verjüngten  Maassstab 
u.  dergl.  lehrt  der  Vcrt*.  zucrüt  die  Einricittuug  und  den  Gebrauch 
der  Instrumente  im  Allgemeinen  kenoeu,  sowohl  hei  Horizontal*, 
ala  auch  bei  Vertikalmaasangen ,  und  trägt  daaa  die  Rectificatioa, 
Aufstellung  und  genauere  Kiorichtung  der  Instrumente,  und  die 
Correctionen  der  Resultate  der  Beobachttinsren ,  nämlich  Correctio- 
nen  wegen  physischer- Einflüsse,  wie  z.  ki,  den  KinÜuss  der  'l'erope- 
ratnr,  der  Verschiedenheit  der  Schwere,  der  Capillarität,  der  Strab- 
laDbrachHDg,  dar  YetaehiedeBheit  der  Daelioatioa  der  MagBeiiiadal; 
VBd  dia  Correctione«  wagaa  dar  Fahler  dar  iMtromante  aad  der 
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BeobüchtnageB ,  wie  i.  B.  4ie  Fehler  hei'm  Meuee  4er  genta 

Linien  und  der  Winkel ,  die  Lehre  von  den  Fehlem  der  Dieieeke; 
erst  in  den  heiden  lelstea  Ahechnitken  leinen  Werkehens  vor,  Alles 
übrigens  nur  ganz  in  der  Kürze  und  in  den  allgpemeinsten  rm- 
rissen,  jedenfalls  zur  Krläuterung  durcb  den  miindlicben  \  ortrag 
dea  Lebren  heatiaat.  Dasa  eine  solche  Trennung  der  allgeaet- 
nen  Lehren  ven  den  Mnern  Theerieen  hei*»  Unkerriehte  efeter 
AnfiiDger  in  aMkhodiacher  Rfickaicht  ihre  Vortheile  hnhen  ^  Mg«  ' 
räumen  wir  gern  ein,  klinoeo  ober  dieselbe  von  dem  rein  wissen- 
schaftlichen äitandpunkte  aus,  nicht  gut  beissen,  indem  wir  der 
Meinung  sind,  dass  auch  die  Geodäsie  einer  atreng  wisaenachafl- 
lichen  «nd  syateankiachen  DamCellnng  nicht  hleae  fthig,  loadeni 
Mwh  bedürftig  sei,  wenn  der  durch  m ithpiBtiiwhe  Studien  hin- 
reichend vorbereitete  und  überhaupt  schuu  weiter  vorscerti'-ktc  Schii> 
1er  eine  völlig  klare  Einsieht  in  die  Matur  und  den  Zweck  aller 
geodätischen  Operationen  erlangen  und  dergleichen  Arbeiten  you 

Sdteere«  Dafiinge  haf  sweckaftaaige  Weiie  aelbat  ansznföhren  in 
n  Stand  gesetzt  werden  aoli.  Dass  das  Handwerksmässige  immer 
mehr  und  mehr  auch  aus  diesrm  Tli«'il<'  Hi  r  pr.iK f isclim  >la»lirtn-«- 
tik  entfernt  werde  —  welches  hier  ühri&^eiis  ganz  ohne  alle  Bc 
Ziehung  uut  das  vorliegende  Werkchen  uchugt  wird  —  thut  gewiss 
in  ^5raiten  Grade  Noth,  wenn  wahrhaft  tfichtige  Geodäten  gebil- 
det  werden  «ollen.  Mancher  Feldmesser  quält  sich  lange  Zeit  ah, 
wenn  er  eine  gewöhnliche  I^ibelle  eines  Theoiloliton  herichtigcn 
soll,  weil  er  die  strenge  allgemeine  Thorie  dieses  Instruments  nicht 
kennt,  und  ähnliche  Fälle,  wo  ohne  eine  strenge  Theorie  gar 
nicht  annnkoaiBien  ist,  wilfden  aich  noch  H  g»&hhr'AiHift  HB» 
fuhren  lassen.  Alle  diese  Hemerkungen  wollen  wir  aber,  wie  g(»» 
Mßt,  auf  das  vorliegende  kleine  Werkeben  gar  nicht  anj^ewandt 
Wissen,  indem  im  (legentheil  in  deuselheu  vielmehr  alle  wesentliche 
Punkte  der  Theorie  bervorgeboben  oder  wenigatens  angedeutei 
■nd  der  weitem  Anaföhrang  dnieh  den  Verling  den  Lehrera  nn« 
heiHi  geatellt  werden  sind.  . mi  n^mmakm 

Gallct:  hnrdme  trigooomdkriqne  on  l*arneatnce  rendm  fncUe^ 
Montpellier.  1843.   12.  5  Fr. 

Regnault,  M.,  Truit^  de  G^om^trie  prntiqne,  comprcoaat  lea 
Operations  graphiques  et  de  nombreuses  auplicatioos  aux  travaux 
de  l?ert  et  de  eeneiraetiea,  8.  evee  11  gv«  PI  Farin.  1842.  ft  fr. ' 

V.  Creizets  gdeddaie  gte^rale  et  adlhediqiie  eeneiddr^  «ous  In 
rapport  de  la  NMSure  et  dea  divirioni  dea  tetvaa.  %,  ddit.  Pe^ 
rpnne.  184S.   8.  mit  21  Taf. 

Guuimere.  —  Treatise  oo  Survejing.   8.   Fhiledelphin.  12  ah. 

Uukmano^  ueucs  Nivellir-iosUvmeol  zunächst  für  Wiesenbauer, 
denn  euch,  unter  angegebenen  Vtrheeetrnngen,  für  Geeaeter,  Bea- 
kendnktepre  n.  r.  w.  8.  Miincter.  1843.  Geh«  10  ggr« 
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Trigouometrie« 


Gricfer,  1-.  J.,  Ltkrtr  dtr  ]l«lli«nttik  km  Qpknuilum  in  Maioz, 


'  Biiies  10  plane  fHid  tphericai  trigononetry ;  witb  numerous 
ezamples  »nd  problena.  By  H.  W.  Jeans,  roynl  naval  coüe|j;e| 
formerly  matbemat.  Master  in  tbe  r.  ailiterj  acMeoiy,  Woolwidi.  ^ 


tes  niiturelg,   do   inlnute  do  miBWU^  le  IMM  dn  Bgrek  dtnal 

IOOOUO(M).   Paris,  im,  8«. 


AosfUhr I icbet  Elementarlehrbucb  der  MecJianik  in 
ibrer  Anwendung  auf  die  Pb^sik,  Künste  und  Gewerbe. 
X^n  G.  BfeitoB.  Ileat«cb.  Ii«rausffeg>ebeii  tob  Dn  C.  H. 
Scbnaie.  In  vier  B&o4«ou  Erster  Band.  Mteliakiik  fester 
Körper.  Mit  18  Figarentafeln  in  Polio.  Darmitodt  1843. 
8.   4  Thlr. 

Wosn  die  jetst  so  oft  viMrkoamenden  Utbertragungen  ausläu'» 
tftdier  Worko  •  i»*t  Doolicbe  HUseMir  Utemtw-  eigen 
solleo,  können  wir  nicbt  recbt  bogrolfen,  nnd  wundern  um  hka^gj 
dass  dieselben  einen  Vorleger  finden,  oft,  wie  auch  das  vorliegende  ' 
Werk,  sehr  eles^ant  uusgestattct  werden,  indem  im  Gegeotheil  nicht 
gelten  sebr  verdienstvolle  Originalwerke  lange  Zeit  ungedruckt 
bleiben  mfliaeB,  weil  eich  kein  Verleger  mit  denselben  Mfassen 
wiU,  und  rieb  neistens  mit  einem  sebr  kümmerlicben  Dniek  bo- 
gnügen  müssen.    Wir  sollten  denken,  dass  Oeutscbland  gegenwir* 
tig  auf  eignen  Füssen  stebende  Schriftsteller  im  mathematischen  ^ 
Fache  ^enug  besässe,  und  (lebersetzuugcn  aus  fremden  ^iprachen, 
Bamentlich  aus  dem  Französiscben ,  dessen  Kenntniss  so  allgemein 
▼^rbr«lte<  iit,  nur  in  ganz  speeiallen  Fitlen  bedürfen  mttehte. 


Renwick,  TreaHse  on  Mechantca.  8.  Mew  York.  1832. 
12  sb. 


Mechaiiik. 


L  ij  i^i-d  by  Google 


Praktisd»  Mechanllf. 


AIlireaeiDe  Maschioen-BiiCTclopildi«  berouagegrel««  W9m  J.  A» 
■iliM»   AdM  11.  (2.  Bdi.  5.)  Lief.,  (Taf.  115-119.  IM.  Ii4--4I7. 
'  «Btkalteod)  %m.  \  gr.  FoU  Leipig.  184».   If  Tlilr. 

L^ouvrier- m^cunicien.    Guide  de  m^caniqu«  pratique,  par  Ck 
ArneogAud  jeuoe.   2.  Edition,    lo  12.    Parii.  MS.   4  fr. 


The  AnierieaB  HechaDic.  By  CharlM  %uM  1% 

im  4  Iii. 

Renwick,  Auulicatioa  «f  tbe  Science  of  Mcc^anicg  to 
PwpoMf.  18.   PbiltdelpliM.  1842.  4  ili. 

A  nppcnptive  ond  Historical  Account  of  Hydraulic  und  olber 
Machines  t'ur  Haising  Avater;  Aocient  and  Modern;  with  Observs- 
liuii«  uu  various  Subjects  connected  witli  tke  Meclianic  Art«,  iociu- 
6mg  tlie  Frogmiive  DcreloiinieBt  of  tlie  Sitcaa  •  KDris«  «tc.  8t 
Tli.  Ewbank.  With  Mrly  300  BamviBfa,  rayal  8.  N«w  Ywk. 
1842.   18  ah. 

Tbe  Steani*  Kogine,  iu  Origiu  und  Gradual  ioipruvement  froa 
tiie  tiae  of  Hero-  to  tlio  preaeot  dny,  •«  «dapted  to  Honnfiietvrfi« 
LocOMOtion,  and  Navigation.  Iliusfruted  with  iS  PUtes  in  füll  deiaü, 
•smerous  Wuodcuts ,  de.  Ity  Paul  R.  Hod^p.  V.  K.  1.  vol.  foiia 
of  Fioiea,  »od  letter-preM  &   Nur  York.  1841.   3  L.  10  alu 

TrootiM  OB  tbo-  StOBB-Eogioe.  Br  SmmtM  Ronwick,  L.  L.  D. 
>i«feuor  ia  €ol.  College.  8.  lfo«r  YoHi.  1881   12  ob. 

Lobmever,  W.,  königl.  Hann.  II v'lrotekt,  Theorie  der  Kreisge- 
wölbe. (Nach  Petit  bearbeitet).  iBesoodera  atwednickt  aus  CreilVf 
J««raBl  für  die  BaafcBBtt  M.  18^  Mit  t  Tigamul^l.  gr.  4 
-        1843.  »ggr. 


Optik. 


Bericht  über  die  Ergebnisse  einiger  dioptriscbtr 
Untersuchungen.  .Vobi  Prof.  Joaepb  Potsrol.  Peatb. 
1843.    8.    15  g^r. 

Bei  teiBOB  IIB  Jekre  1840  begOBueoeB,  Boent  ?ob  HerrB  Pro- 
fessor von  Kti  i  n  u^sk  ausen  veranlassten,  die  woitere  AusbilduBf 
der  Tbeono  der  Oioptrik  oad  die  BerecboaBg  vob  TbCbIb  bo« 
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sweekeodea  DvteriaolMiiigeii,  am  denen  uiertt  iIm  unter  ticm  iNa« 
wen  des  Voigtlknder'aeheD  Appurntet  bektinte  IMjeetiy  bervorgingf, 
ward  der  Herr  Verf.  auf  das  WesentÜclitte  und  Wirksamste  duroii 

die  Tli  eil  nähme  unterstützt,  weklie  Sf'ine  k.  k.  Hotiett  der  Herr 
Krzkerzog  Ludwig  diesea  Untersurimugeu  schcukte,  und  iiisbi^'- 
sondere  dadurch  auf  die  thaligste  Weise  an  deu  Tag  levtc, 
er,  alt.  k.  k;  Gemral*  Artillerie  «INrector«  den  Herr»  Verf.  iwei 
dnrck  atubeaisaiselfe  Keantnisse  ausgeioicbnete  Oberfepenrerfcet^ 
die  Herren  Lösebner  und  Main,  nebst  acht  im  Reebnen  geübfen 
Bombardieren  zur  Di^tposition  stclke,  um  ihm  bei  seinen  Unter- 
suchungen, vorzuji^licb  uuclt  bei  der  Berechnung  der  Tafein  behüif<^ 
lieh  Sil  feiB ,  weickei  jedeafiilla  eiaea  aeaeo  iia  höekatea-  €rk4a 
ctfrettlleben,  jeden  Freund  der  Mathematik  aad  der  Wisseuscbuftea 
überhaupt  wahrhaft  rrwnnnpndrri  Ik-weis  von  der  kräftioreo  Unter« 
Stützung^,  welche  von  jr  Im  r  die  exucten  Wissenschnften  in  dem 
österreiciiiächea  Kaiserstaale  gefunden  haben,  und  von  der  'i'heii- 
eabaie,r  die  deatclbea  dert  bänli^  foa  dea  biebetea  Pereaacn  ge. 
schenkt  werdea  iet,  aad  forttrihread  geschenkt  wird,  aagleich 
«uch  einen  neuen  Bewpfs  von  der  längst  bekannten  ausgezeiehne* 
ten  wissenschaftlichen  Bildung  des  k.  k.  Artillerie- Corps  liefert, 
die  unter  dessen  geffeuwarligeoi  hohen  Chef  immer  mehr  erhöhet 
w(»rder1it  Dem  Herra  Brsnerzog  Ladwif  iker  dtM^-Fortgaag 
di«s<  r  diopiriieben  Cntersangen  «^inen  erstes  Beriekt  su  erstatfce% 
ist  der  nächste  Zwprk  der  vorliegenden  Schrift,  auf  die  wir  die 
Freunde  der  optincheu  Wissenschaften  .ttifmerksMm  zu  machen  nicht 
verfehlen,  indem  wir  zugleich  bemerken,  dass  diesem  ertiteu  Ue- 
Hdite'aoeb  eadere  vea  ahalieher  Tetfdeas  felgea  sollea. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Berichte  gtebt  der  Herr  Verf.  zu- 
vörderst Nachricht  über  den  theoretischen  Theil  soiTier  Arbeit. 
Auf  S.  9  macht  er  uns  mit  clor  Atifcahe  bekannt,  von  welcher  er 
hei  uUen  seinen  l  uteräuchungeu  uuj»gegangen  ist.  Wenn  jiäsi- 
lieb  eia  beliebiges  8yste«  brecbeader  oder  aaeb  reflee«- 
tireader  Rotatie«kf4Ächea  aii't  geBeiaaehaftlieber  Rotat 
tions-Axo.  ili<-  man  aisAxe  der  »  annehmen  kann,  gege^ 
ben  ist;  ein  Mfrahl  von  hcliehiger  Richtung  in  einen  be- 
liebigen l'unkt  der  ersten  dieser  Flächen  einfällt;  an 
dieeer  aad  sodaaa  aa  allen  übrigea  Fliehen  gebroe^ea 
oder  reflectirt  wird;  aad  eadlieb,  aachdesi  er  die  letsta 
verlansen,  eine  gewisse  an  derselben  Axe  gedachte  Ro- 
tationsfläche in  einem  gewissen  Punkte  schn<>i(iet;  so 
aoll  man  die  Cuurdinaten  17),  ferner  die  Winkel  («v, 
welche  dieser  gebrochene  Strahl  mit  den  drei  Coor- 
diaaten-Axen  einseblleeaC,* «als  Paaetioaea  tthalieber, 
den  Ei nfttllspnnkt  in  die  erste  Flüche,  und  die  Richeaa|^ 
des  einfallenden  Strahls  hestimmpnder  Grössen  (:r,  y 
und  a,  angeben.  Hierauf  entwickelt  der  Herr  Verf.  die 
Gr6esea  ij  and  0,  6  in  nach  den  Potenzen  und  Produclen  von 
jCy  y  und  a,  aaler  der  Vorsaseetsanf ,  deas  diese  GrSseea  aar 
klein  sind,  fortsehreitende  Reiben,  und  unterscheidet  daaa  Bilder 
verschiedener  Ordnungen,  indem  er  iiberhnupt  aater  einem  Bilde 
der  fflten  Ordnung  eines  Strahlen  aussoudenden  Punktes  ein  liUd 
dieses  Punkte«  auf  der  leisten  Rotatioustiäcbe  versteht,  in  welchesa 
sieb  die  Coardiaatea  tob  |,  n  fir  alle  diesem  BMda  eatspreebaade 
vaa  den  Üi  Ma  stabtadea  Paakte  aiMgaheada  Stiablea  aar  asi 
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CMsMM  voD  eiDandtr  «BterteliflidM»  di«  in  Besug  Mf  dl«  GfiaMa 

a,  /$  VOD  der  mten  OrdDUDv  siud ,  wobei  leicht  aus  der  Na. 
tur  der  (jiruadformelu  erbellet,  dass  m  nur  eine  uogerade  Zahl 
seio  kann.  Diese  bestimmte  UnterscheiduDg  v*»a  Bildern  der 
3tca,  5ten,  7ten,  fiten  ■.  s.  w.  Ordnung  scbtint  aos  wbr  wesent- 
Kdi  sn  sein,  weil  dadurch  die  Dioptrik  gewiasermaasen  ans  daanl» 
bcn  Gesichtspunkte  behandelt  und  auf  denselban  Standpunkt  gei* 
stellt  wild,  welchen  in  der  Geemetrie  die  Lehre  von  den  Berührun- 
gen schon  Iäng8t  mit  so  grossem  Vortbeil  für  ihre  vollständige  , 
Ausbildung  eingenomoien  bat,  und  wir  glauben,  dass  ein  strenges 
PestUitei  dieses  Standpunkte  siir  FdrdenMiff  4»g  WjiitifBhi^ 
keitmeii  wird.  Auf  S.  18.  u4  8.  IKd.  bebt  fleif  JMi  MPal 
Ton  inm  gefundene  Theoreme  heraus«  deren  zweites  folgender- 
massen  lautet:  der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalb- 
messers des  geometriachen  Orts  ei ncs  Bildes  am  Scheitel 
itt  gleieh  der  Samoie  derPredncte  aua  4eiL  tmolpiMli«« 
^  Wertbe»  der  Brennweiten  in  die  reciproken  Wert||«ijli9t 
Brecbungsverhältnissc  der  einzelnen  Bestand  linsen; 
und  geht  dann  nuch  verschiedeucu  andern  allofetneiiieni  Bemer- 
kungen zur  Berechnung  der  Currectionen  der  erhalleuea  Bilder 
Iber*  '  <!  j.,  •- 

Wir  sind  der  MetnuBg»  dass  die  dioptrischen  Ofltemebunge«, 
?on  denen  der  vorliegende,  im  Vorhergehenden  wegen  der  Be- 
schränktheit des  Haunes  nur  in  ganz  ailgemeinen  Umrissen  skiz- 
'  zirte  Beriebt  Nachricht  giebt,  aut  sehr  verständige  Weise  angelegt 
sind,  bekenaeB  ^era,  omb  wir-  4ieMB  Beriebt  nit  letereaae  wmi 
eigner  Beiehrang  f^elesen  haben»  und  sehen  den  verheissenen  Cur* 
ncren  Berichten,  welche  vorzüglich  den  durch  die  kräftiij^e  Cnter- 
stützung  der  Regierung  des  V  crfä.  so  sehr  geforderten  mehr  prak- 
tischen "Theil  der  Untersuchungen  betreffen  sollen,  mit  Verlangen 
entgegei« 

Treatise  on  Optics.     By  Bartlett ,    Professor  in  the  UsileA 
^  &tatee  MUitar;  AcBdemjr.        New  York.  i^l.   10  ab.  6  d» 


Astronauiie. 


Biot,  Traitö  ^l^mentaire  d'Astronomie  pbyM^,  To«.  1.  ^ 
.  «vee  Atlas  de  26  Ploncbes.    Paris.  1843. 

IKea  ist  der  erste  Theil  der  jetat  erscbeinendea  neuen  Aus- 
g«lie  VOD  Bietn  kekdBBleB  tnaflUdbe»  Traatt  A'AatraaoBie  pbysiqttib 

P.  J.  Bandet,  (Maitre  de  Matb^matiqne  au  Gymnase  d'Gtrecbt): 
Apercu  du  svsteme  plnuetnire  avec  un  tubleuo  synoptique  des  prin- 
cipaies  particularit^  de  ce  Systeme.  D^die  a  la  soet^t6  de  pbysi- 
^  ^  fa  Tille  d'Utreebt;  gr.  &  4  Dementer.  184S.  &  lA»  50. 

•  ♦ 

Cimd  aeetet  de  PeMfdMtiM  die  eidciiU  copawid— i  Mr  lee 
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groiOTWt  des  4«voiU  |Mr  Tauteur   de   lAiiti  - Copernic, 

PmIi»  8,  4  Fr. 

•  • 
Bnidford,  Wondera  of  tbe  Ueaveoa*   Willi  BMerow  Ifigw 
ffaigs.   Royal  4.   Boitoii.   31  ab.  6  d. 

Atlas,  (colomd)  16;  «ilMoii.  ISm  9mA4im.%  toli.'  Nmp  Y«ftu 
10  ili.  6  4. 

At^aamy  for  Scbooit,  oo  tlie  Basii  of  Araffo^s  Lecluref.  By 
A.  W.  fiMkW  A.  M.  1».  Nmr  York.  1841.  7  ib.  6  d. 

Ad  RlemeDtary  Treatise  on  AstroDomyt  containinp:  n  8yste- 
natic  nnd  Coropr^hensive  Bxposition  of  thc  'l'lieory,  anil  tlie  more 
iaiportaut  Practical  Problens.  With  hular,  Luoar  aud  ttihtt  Asuo. 
■onical  Tablet.  *  Dasiinied  as  m  T«xt»Book  for  GoUmt,  etoi  By 
W.  A.  Norton,  late  ProÜBaMr  of  Alt.  University  of  New  Yoik. 
Now  Yowk.  8.  1fr  ab.  . 

isummerc.  —  Treatise  ob  Astrouomy.    8.   i'kiUdelpliia.    Vi  m» 

HetieiooD,  Treatise  oo  AstroaoByi  displayiofp  tbe  AritiuBetiool 

Architertnre  of  tlie  Solar  System,  etc.  2.  edit. ,  enlnr^sd,  aod 
enbellished  wiib  nttBeroaa  cBgraviogs.   12^  London.  1843.  5^  sb. ' 

Aatrooooli  ooh  AllftiitD  Pbyiik,  lotrakiodoMi  RImoomA«  tiU 

de  Bewis,  dessu  Weteiiskaper  förete  pa  Gu<is  Allmagt,  Wishet  odk 
Godhet,  af  William  Wbewell:  Stockholm.  8.  StoeUiolm.  1818.  b. 
ittbskr.  1  Rdr.  18  ak^  Kop.  1  Rdr.  40  ak. 

Beraettelee  om  AKtroiiomiens  Frumsteir  foer 
Af  N.  U.  SolMder..  biiockbiolm.  1842^       40  ok. 

Oeuvres  de  Laplace.  Touie  1.,  trait^  de  ndcanique  Celeste.  1. 
Mo.  18431  4. 

Tbe  M^caoique  Celeste  of  La  l'lace.  Transluted,  with  a  Com- 
neDiary,  by  N.  Bowditcb,  L.  L.  I).  Witb  a  Memoir  of  tbe  Traos- 
lator.    lu  4  volä.  imper.  4.    Boston.    12  L.  12  sb.  ,  - 

SoIolioM  tff  tbe  Astronomieal  «ad  otber  PirobloM  1^  iäitm 

Kules  in  Pinne  an<l  Spberical  Trigonometry;  designed  as  an  latro* 
dttctioo  to  Noalioal  Aitro»— y.  Ueodoa*  i843w  3  »U.  t>  4 

Do  loMgitaüm  torrottro  •  iteHb  w»  fero      Im»»  «rtauoioti 
boa  detormioMiAo  4iiaaftellok    Proes.  Tliomaa  OlivooiOM  Pkil. 
.^las:.;  Rcspp.  («uHtavus  Samuel  Lowomhiolm  et  NicoBor  Hommordo. 
P.  i.  II.  tpsolioo.  4.  med.  1  lob. 

*  « 

Na^igatioD  and  Nantieal  AstroDomy,  for  Ibo  ue  of  BriliBh 
Seumeu.  By  tbo  Bof.  SmM  Immtm^  Ik  Ii«  4  odHiMi.  8.  LoadoB. 
1843.  lOifc.«* 
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BisMldikarte,  bis  zuni  40  («rud  sü<ll.  Breite,  mit  beweglichem  II«» 

rixonte  und  HöbeDquadranteo.  8-J-  Znii  Durcliraosser.  2  grosse 
KoptVrt  und  1  Bg.  in  gr.  4.,  Anweisung  zum  ZusanBMMtsea  ud 
zam  Gebruucb.   Lei|izig.  1843.    1  Tblr.  8  ggr. 

blutlere  Oerter  von  12000  Fix  •Sternen  für  den  Anfang  vm 
183().  ub<i:e|pitct  aus  den  Beobachtungen  auf  der  Hamburgs  SMWH 
warte  von  Uri  Kümker.   Hamburg.  1843.   «|u.  4.  (3  TbL>. 

Girt»l#gvt  de  514  dtoikn  deablM  et  milli|»ltf  'ddeMTMtaB  mt 

l'k^misphere  celesre  dermal  par  !•  f^nnde  lunetle  de  l*observatoirc 

central  de  Poulkova.  et:  (Jatnlog^ur  256  etoües  tJf»ub!es  princi- 
paies  ou  If«  distnncc  dos  camposnntrs  »«st  dt'  32  bctontlfs  a  2  mi- 
nules  et  aui  se  trouvent  sur  i'liemispbert;  bureal.  (pur  \V  .  Ntruve). 
Vm  VmwUmib  imateiato  4mi  icieacM.  P«li».  8r.  Potonbuf«.  Vm, 
1  Thlr. 

J.  C  Böhme,  dus  Und  der  Zeit  mit  einer  drehbaren  l'lnoispbäre 
von  8  Zoll  Durchmesser.  Immerwährender  Monats-,  Namens-  und 
Feat- Kaiendtr,  m\%  bUdlither  DartCeNaBfr  4«r  tiglicheB  Eieblaag 
der  Erde  gegen  die  Sonne.  ll|  Zoll  in  Qnadr.  CgrOMt  KopfefL 
und  1  Bu:.  in  s^r.  4.  Anweiüutig  zum  ZiMaanfUttitti  ■•4  SM 
Cebr.   Leipzig.  1843.   1  Tblr.  8  ggr. 

Horisontal-SooBeBvlir  für  die  wahre  and  mittlere  Zeit,  «eck 
amtWttatiscken  Gesetzen  verfertigt  von  J.  C.  Böhme.  \\\  Zoll  rb. 
lang,  8j  Zoll  brcif.  Auf  zwei  jj^rossen  Kinifcrtat'j'ln  ;  mit  deutlicher 
Anweisung  zum  ZusammenseUen  und  Benutzen  derselben,  l^ipzig. 
1843.    1  Tblr. 

Znaammeogtaetzte,  halb  horizontale,  balk  Teriieale  Sonoenahr 

ttt  die  wahre  und  mrülere  Zeit,  von  J.  C.  Böhme.  8^  Zoll  lang. 
3|  Zoll  hoch  Auf  \  Kupfertafelo.  Mit  Aoweiauag  B,a.w.  Leip- 
zig. 18^.    1  Tblr.  8  ggr. 

Beatändig  Sjö. Kalender,  Inaehallande  Kakta  oeh  Sikra  Matko- 

der  och  Tabeiler  för  Latitudens  eck  l^ongitudens  Bealiaaiandt. 

utan  Tillhjelp  nf  Naiitikal  -  Almanakan :  om  Bruket  af  Kronotnetern 
och  Sjobarometern,  samten  Allmän  Tidwuttens  Tabell,  af  J.  Cinftia, 

o 

NavigatioBi-Lärare  i  f.ondon.  Fran  Andra  Engelska  Upplagao 
Oefwertatt  ock  Tilltfkt  af  a  J.  A.  Id.  «ätktkory.  WßL  »ak. 

Observationes  nstronomieae  in  specnla  regia  MonacLteBsi  insti« 
tutae  et  regio  jussu  publicis  impensis  editac  a  J.  Lamoot  Vol.  VL 
i«B  noTte  seriei  Vol.  I.  (Okeervatioaea  a.  1828,  ISM  M  lOO  fi^laa 
eoBt.)  4Baj.  MonaeMi.  1841.  Gab.  I  Tblr.  41  ggc 

—  id.  \  o\,  \  11.  seu  novae  ser.  Vol.  11.^  observ.  a.  1831  et 
1832  factaa  cont.   4maj.    Ibid.  1842.    Geh.  1  Tklr.  6  ggr. 

—  id.  X.  seu  novae  ser.  Vol.  observ.  a.  182ft,  18li  et 
1837  factaa  cont.  4maj.   Ibid.  1842.  Geb.  1  Tblr.  6  . 


V»L  VIII.  IJL  aM  IM  «i«  IM  «MkiMM  wiA  kMtatkM- 

Connaissance  des  Temps,  a  Tusapre  des  Astronomes  et  des  Na- 
vigateurs,  pour  Tann^e  1843.  8.  Paris.  5  fr.  avec  AdditioM 
7  fr.  50  c. 

 :  *  * 


Physik. 


Ueber  das  acade mische  Studium  der  \aturwlssenscbnf)en ,  iror- 
züglicli  das  der  Ckemie.  Eio  Beitrag  zu  zeitg^emässeD  Uelruclituo- 
gen  iiker  V^iia^viMptttB  ia  MiemaelMa  Ustwrlekt  (mt  Bttig-  • 
Dahme  auf  die  Schrift  des  Prof.  Liebig:  Heber  das  •SMl4iu«  der 
Nnturwiss.  iiod  über  den  Zui^t.ind  der  Chemie  in  Preu^sen.  BraSi^ 
schweig  1840)  von  F.  L.  Hünefeld.   Greifswald.  1843.  8. 

4it  untern  Klassen  der  Gymnasien.  6.  Aufl.  Purcfcymfcf  und  be- 
sonders in  Hinsicht  auf  die  physikalischen  und  astronomischen  Kle- 
nieiitarkenntoisse  berichlig^t  und  vermehrt  von  Dr.  E.  F.  August, 
Diri'ctor  des  Real  -  G^  uiuusiums  io  iierlin.  8.  Leipzig.  1843. 
18  ggr.- 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Physik  auf  Gym- 
nosien,  Gewerbeschulen  und  höheren  Btirgerschu  len  von 
Dr.  H.  A.  Brettner.  Achte  vermehrte  und  verbesserte 
Attfl«K«b   BretlaH.  184S.  8.   18  ggr. 

Nack  «ler  Vorrede  hat  der  Verf.  iie  Beuern  Entdeckungen  in 
dieser  neuen  Auflage  überall  nachgemgVB»  oImm  «Ii«  Zahl  «ad  (M* 
uimg  der  P«ra|(ra|lh«i  sb  ändern. 

GmadrU»  dl«r  «••liSBUelieii  Nstorl^lire.  Als  l««U« 
faden  für ,  pbyiikaMatbe  Vorträge  an  Handels,  und  Gt« 
werbschulen  entworfea  vaa  CJiriatiaa  Albatt  Waialig; 
LaiMig.  1843.    8.    19  ggr 

Wir  glauben,  dass  dieses  deutliche  Lehrbuch,  welches  die  ioi 
prakliicb«B  Lebm  widitiirateB  Sätaa  dar  TliBBfie  BBd  deraa  A»- 
weadBlfpaBf  die  wichtigsten  Kunstausdrücke  und  Formeln  in  klarer 
und  prSciser,  dnlier  uucii  die  matbematisclic  Form  nicht  mit  unnöthi* 

§er  Aengstlichkcit  ganz  vermeidender  Kurm  den  Schülern  der  auf 
ea  Titel  genannten  Lebraattalten  in  die  Hände  zu  geben,  alle» 
Aadera  aar  BBiBdaBtaa  atrebt,  MiBefli  Zwadw.rMliI  wbIiI  aaf» 
sfiricbt.  Guter  Braak  BBd  die  sauber  angBfiUniaB  HahaifcBittB' 
diaBBB  daaaalkBB  BfltMidaü  aar  EffeMaag; 

PoBillet's  Lehrbuch  der  Phrsik  und  Meteorologie^  für  deutsche 
VorkSltaisM  frei  bearbeitet  yob  J.  Maller.  1b  %  BäBdea  Bit  ffegea 
laOO  ia  den  Tob*  aiagedrucktea  MolBaebailtea.  &  BBd  fli.  Liefe- 
TBBg.  gr.  &  BiBBBacbweig.  1843w  1  Tbir., 


.   .  a»8 

Mtrret,  F.,  Prof.  an  der  Academt«  xu  Genf,  die  Bxneriineoul. 
I*by«k.  Zan  SelbetaDterriebte  für  Gebild«le  imd  wma  Gcbmcli  ig 
Real*  md  polyteclioiieheB  Schulen.  Nach  d«r  3.  Aufl.  des  Franz, 
iihcm.  von  V,.  KMin«.  Mit  6  TaMn  Piguraii.  bii  4.  liet 
gt,  8.   Ludwigsburg.  1843.    18  ggr. 

fjcs  pbdDoaibact  de  ts  nttore.  Pabli^  pur  de  Merlbt,  %  Uk, 
Peris.  lUS.  iL  nit  4  AbbildnegeD.  3  Fr. 

I.oüres  sur  la  pbjaique,  par  A.  Bertrand.  2  \ol«.  in  8.  Paria. 

1843.   8  fr. 

» 

'  Carpenter,  Mecbaoical  Pbilaaepby,  Borology  aed  Astrottoaj. 
London.  1843.  8.  9f  ab.  (Auch  unter  des  Titelt  Pepalar  Cycle* 
piMidia  ef  Metnnl  ScMMe  vol.  2). 

Oäuun,  Dr.  G.  U'..  Köoigl.  Bayer.  Bofrath  uud  ord.  Prof.  dir 
Pbyaik  wid  allg.  Cbenle  auf  der  Üiihr.  Würibur^,  nene  Bekriie 
zur  Cbeiaie  uod  Physik.  1.  Beitrag.  Mit  celvanokaMfiiclMB  A 
bildoDgea.   1.  Lief.  &   WicBbefg.  1643.  Ueb.  8  ggr. 

Populäre  Vorlesungen  über  naturwiiseoscbaftlicbe  Gegenstande 
•ÜB  den  Gebieten  der  Geologie,  Physik  und  Cbeaie»  im  Jubre  18tt 
gebeUen  ver  den  gebildeten  Bewebeem  Tee  BoBii,  G.  BiacbeC 
gr.  8.^  Bodo»  1843.  8  ggr. 

Fifi^urcntnfpln  zur  Physik,  nehst  ausführlicher  Erklärung-  tod 
Dr.  G.  Lttuteschlager,  Grusüherz.  Ueas.  Uofruth  uod  Lehrer  uu  den 
GraMiäva  «t  Bennaladt.  Ik  fielt.  MagnetiiaiM  imd  Etectridtit 
Ux^  8.  Beraetedt.  I84S.  12  ggr« 

SaiumluDg  p h  V  si  k a I  i s  c h e  r  A  u  fo:  a  Ii  r  ri  nebst  ihrer  Auf- 
lüaung.    Zum  Gebrauch  in  Schulen  und  beim  Nelbstuo*  . 
terttelii.   Von  Ptiedricb  Kriea.  Jena.  1843^  8. 

Diese  enpfeblenewertbe  SuMiliing  physikaHneher  Aofcrabeu  be> 
trifllt  die  Bestimmung  dcs'specifischen  Gewichts,  «iie  Bcwegunp^  der 
Körper,  iWm  Fall  der  Körper,  den  Stoss  der  Körper,  das  Gleich- 
gewicht  fester  Körper,  das  Gleichi?ewi(lir  flussijBfer  Körper,  die 
VerdiclitUDg  und  Verdünnung  elastisciier  ir iussigkeiton,  das  Gkicb* 

Sewicbt  fealer  oad  fliiaaiger  Körper,  die  Arebiaiediaebe  Au%ab«f 
ie  Lehre  Toa  Lichte»  die  Wirme ^  Clemiatiade  der  angcwuadtea 
Nafurlelire.  Aus  i!er  l^elire  von  der  Blectricität  und  dem  Mapne- 
tismus  sind  gar  keine  Aufs^abea  aufgenommen,  weil  die  Autlö6iio|r  ; 
derselben  tbeila  auf  Versuchen  beruht,  die  gewofanlicherweise  oiclit 
in  den  Sobaleu  engesteilt  werden,  tbeils  Kenntniaae  erford^,  üi 
M  einem  8cbüler  nidit  voBauignelit  werden  klonen.  Imuk' 
nuissig  sind  die  Aufldanngen  von  den  Aufe^nhen  getrennt.  6ewitt 
wird  diese  Sammlung  den  f^ehrern  der  Physik  willkommen  sein, 
da  ülicrhaupt  die  Anzahl  solcher  Sammlungen  physikalischer  Auf- 
ffabeu  noch  sehr  gering  ist.  Benutzt  hat  der  Verf.:  Nourcaux 
.Pfnblbnwa  de  Phyaiqoe  nie.  Per  M.  K  Bnrj.  Pterfa.  1838,  8. 

Trait^  de  la  chaleur  consid^r^e  dans  «es  npulicntieM;  pnT  B. 
Pdclet.   %  ddit.  %  vol.  iu  4»  ^aria.  1843.  m  kn 
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l>ove,  H.  Wo  (JBlertucbiiDgeD  im  Gebiete  der  lnductioDsel«ctri- 
•  citM;  Kia«  im  4er  AM«»to  d«r  WiiMmelwilflB  «n  ■•rlta«^«!«- 
•ene  Abfinndlunr.  Mit  HohM^alitMi  wd  «hier  KnafcuttflBl.  «r.  4. 
Berlin*  1  Thlr.  4  ggr. 

.  CoBtributiooB  to  ßlectricitj  and  Motnietiam.  By  Profesior  J. 
Mmrw^  4.  Philedelphia.  18M.  f  tb. 

Huldnt,  recbercbes  siir  la  puissance  motrice  et  l'iBteoiit4  4ee 

eeutMis  de  r^ectricil^  djii«Mi4|ae.  Nanci.  1£I43.  8. 
» 

D«rii,  MMMt  of  MiKMetiMB,  ElediSeitir,  tke  KleetMNFM  «tu 
WUk  IM  origitt«!  lllaetmtie«!.  BeeM.  IM. 


Nahl.  Alex.  Tbeod.,  ineteorotog:i&clie  und  nnturhistorische  Chro- 
nik des  Jabrc«  1842.   Bog^n  1  —  8  mit  den  Tubeliea  Januar  und 
Pekivar.  gr,  S.  DmMtndt.  1843.  IVala  dea  Ganea  t  Thlr.  12  ggr. 
.    M.  vergl.  Ut  Ber.  Nr.  X.  B.  U8w 

Howard,  serea  lecturev  on  meteerolegj.  London.  1848^  Sd. 
ed.  4|  all. 

Trentise  OB  tke  Law  of  Stonai;  hw  W.  €•  BedBaid.  Ii  Htir 
Vatk.  18^ 

Od  tbe  Natore  of  Tbander- Storroa,  oad  on  tbe  Meaas  of  Pro- 
leeting  Bnildinga  and  Sbippiog  agoinit  tke  Pmlimjiiia  Eibeta  ef 
Lightning;  by  W.  BMW  Maffia,  T.  B.  8L  8.  Landmi.  18tt. 
10  ab.  «  d. 

The  Pbilosopby  of  Stonas;  by  James  P.  Espy.  Witk  Mapa, 
Ragrafings,  «le.  8.  Baatn.  l8il.   16  ib. 

Notice  sur  les  tremblemens  de  terre;  des  trntativei  faites  pour 
les  pr^vpnir,  expoi^  d'un  nonveitu  mode  de  GODstructinn  pour  gn- 
rantir  la  vie  dea  bommes  coatre  leura  d^aaatreux  etfeta:  par  Z. 
Nanci.  1843.  8. 

Photographie  Manipniation ;  containing  aimple  and  practical  De- 
taila  of  tbe  most  improved  Proceases'  of  Pbotogenic  Drawing,  Iba 
Dagnerreotype  and  Calotjrpe.   8.   London.  1843.   1  ab.  6  d. 


Vermischte  Schriften. 


Mömoires  de  rAcad^mie  imperiale  dea  aciences  de 
Saint-P^terabourg.    VI  a^rie  (sciencea  matb^matiquea, 

{byaiquea  et  ntftBrelleaJ  Tom«  V.  To«e  HI.  de  la 
•  p.artie  (aiaseaa  matb.  et  pbjai^iea).  4.  Bt  Pdtara- 


9 


bnurg.  0  Tblr.  18  icgr.  Inhalt:  BuoDisk  nwflky ,  snluiion 
(l'uD  Probleme  de  t'tiaaiytie  de  Diophante.  —  0.  Struve,  tipstinio 
mung  derCMMlftiii»»  tePficcMMR  mit BcrtidwicliliguBg  der  eigaeM 
B«wegiiDg  dei  SoBBeaayitcoia. 

Det  Kongelige  danske  Vidensknbernes  ^elskaba  Naturvid^ns- 
kabeligc  og  matliematiske  Atbandiinger.  9  Deel  aed  19  Tavler.  4. 


dedicatu  a  S.  A.  J.  e  R.  Leouuldo  iL,  Grao  Uuca  di  Tos- 


ean«.  Tooio  1.  PUreom.  1843.  8.   (Mit  4  TaMi  w4  BÜ*» 

mm).   10*  L., 


Als  Redacteur  dieser  Ausgabe  wird  Kujfcnio  Alberi  genannt, 
der  von  V  inc.  Antinori  und  in  matbenitttiscber  BeziekuDg  vun  Coe- 
leetioo  Biaacki,  in  literarischer  Beziehung  von  l'ieiro  Bigazzi 
■nterstutzt  wurde.  Der  Inhalt  ist  nack  dea  Stoff«  ia  folgeode 
d  KInssen  getbeilt: 

I.  Delle  ntaterie  astronomiche» 

II.  Delle  materie  merraniclie.  '  • 

III.  Delle  materie  varte  scientifiche. 

IV.  Delle  materie  letterarie.  -  * 

V.  Deila  corrispondeoxa  wrim  teieotific»  ia  qauto  bob  sIbb  IbMbi» 
che  dehboBO  coBttderarii  ^iuttosto  come  trattuti  a  parte  di 
trattati,  le  nunli  affBBB»  kiQgo  bbUb  Ire»  ,«-a^MlmeBto  Bell« 


VI.  Deila  vita  e  delle  opere  piu  propriameBte  'relative  alla  vUa 
dell*  aatore. 

Die  gaBse  AatgalM  ist  aaf  12  Bände,  von  etwa  40  Bogen»  W 
.rechnet;  diese  sollen  in  Zwischenräumen  von  3  bis  4  Monaten  er- 
scheinen, ao  daaa  bis  sur  VoUeaduag  etwa  4  Jakre  vetfliaataB 
würden. 


uj  i^i-d  by  Google 
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XIV. 

Literarischer  Bericht 


Gesciiichte  der  BlafiMiiiatik  und  Physik. 


Gull.  Libri  Storia  delle  scienze  matematiche  in  Italia.  ^'cr;; 
di  Luigi  MaBieri.    Fuutata  1.  2,  (ä  l^w  L.)    Mailand.    1842.  8. 
(Dw  Gun«  ia  14  solebeii  Ptant,  die  4  Bände  bilden.) 


Sdiriften  über  Unterrichtsmethode. 


De  l^eMeigüMwt  4m  mtbdMtfqnea  dtiu  lei  celleges,  consi. 
d^  BOOS  le  dooble  pajint  de  tu«  des  ^NMriptions  r%ldMi 

de  Tuniversit^  et  des  principes  fondaiaenlMx  de  im   

F.  C  Buaaet.  ln-8.  Paris.  1843.  6  fr. 


Syslimey  Lehr-  oad  W«rtwliadi« 


« 

Lehrboch  der  Blatheaatik  für  die  ebera  CUiseii  bis. 

berer  Lehranstalten,  von  Jolimin  Aüg^ust  Grunert.  Drit- 
ter Tbei).  Ebene  und  sphärische  Tri^onoinetrie.  Dritte 
Ternebrte  und  verbesserte  Ausgabe.  Brandenburg.  18^13.8. 

Aoek  die  dritte  Ausgebe  dieses  die  ebene  nnd' sphärische  Tri- 
genometrie  enthaltenden  dritten  Theils  meines  tehrbaobs  der  Ma« 
ttematik  für  die  obem  Cteeit  bUbersr  Ijebfenstelten  ist  en  mehlre- 


IV. 
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ren  Stellen»  überhaupt  fiberall»  wo  ea  nStiiig  aebien, 
worden,  ebne  Jedoch  eine  nur  einigeriaaaaen  eihebliebe  AenderuB|[f 

seiner  pranzen  Anlage  erfahren  zu  haben,  so  dass  diese  dritte  Aus- 
gabe neben  den  früneren  ohne  irgend  ein  Hindernis^  in  den  i^ebr- 
anstahen,  für  welclie  das  Buch  beatimint  ist,  gebraucht  werden  kann. 

G» 

Erster  Cursus  der  Planimetrie  für  Gymnasien,  Real-  und  Bür- 
gerschulen und  zum  (icbraucb  für  Hauslehrer  und  zum  Selbstunter- 
richt von  Dr.  August  Wiegand.   Mit  2  Kupt'ertafeln.    Halle.  1S43. 
♦8.   8  ggr. 

De  Sinno  Cono  eompleto  di  niateanticbtt  n vre»  Tmm  I.  Nnn^ 

pel.  1843.  8. 


AritluttfiCilL: 


A.  Stecn,  Elemcntnir- Arithmetik,  som  Inledning  tU  den 
Mntheaiatik.  8.  Kjoebenbani.  1843.  20  ia. 

Bonrdon  tiMnlena  d'algebre.  W  ^t;  Pnria.  .1M3.  ^ 

Key  to  the  Trcatise  on  Alg-obra  in  Chamber's  Educational  Course, 
containing  Solutions  of  all  tbe  Excrcises  in  tbat  Work.  By  A.  Bell, 
formerly  Alatbematical  Master  in  Dollar  Institution.    S.  London. 
'    1843.  i  ab.  6  d. 

Algebraische  IJcbungsaufgaben  nebst  Aoflöittngen,  vbl  J.  H. 
D.  T.  Brandt.   Hamburg.  1843.  8.   1  Tblr. 

Tafel:  logiatiieher  Logaritbaen .  Zugabe  tgm  ^den  Teg«-  Bif aae- 
.*  acben  nnd  anderen  Logarithmen -Tafeln.  i^Ana  Oiilelfa  »»Tiblei 

dea  UgniitbBHn'«)  Nimberir.  1843.  •  «gf . 

"'  *       -  ' 

Chr.  Jürgensen«  Uoicrc  Algebra  og  Düferentsregning.  2.  Uds^ 
KJobenbaTn.  1843.  8.  44  (s.  o 

r.  Rrimus,  Undersocgelsc  af  Resten  af  r>acrrangps  Raekke;  og 
om  cn  Kgeuskab  ved  do  lineaere  Difl'ereutialtiguiiiger  med  'i  V^. 
riable.  4.  Rjuebiubavn.  1843.  1.  Udg.  uf  \  ideosk.  SeUk.   32  fs. 

Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  Ton  Di; 

Oskar  Schlömilcb.    Jena.  1843.  4. 

Diese  für  die  Theorie  der  bcstimmteD  integrale  jedeufalls  wich- 
tige Schrift,  weiche  von  keinem,  der  sich  mit  eignen  üntersuchii». 

Ell  anf  diesem  noch  reiche  Eroten  versprechenden  Felde  der  bölicni 
thematik  beschäftigt,  uobenebint  goliasen  werden  darf,  besteht 
1         aus  vier  Theilen,  deren  drei  erate  folgende  Ueberaehriften  führen: 
I.  Die  Theoreme  ?on  Lagrangn  nnd  Wwmtk  II.  AnwnndangoA.dnr 
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Theoreme  tad  Lagrange  und  Fourier.  III.  Ccber  rerscbiedene  be- 
stimmte Integrale,  deren  Wertbe  durch  doppelte  IntcgrattoDeu  ge- 
fBoilen  werden»  Der  rierf«  Theil  entbllt  eine  PoroielsamiBlttDff  und 
best^t  wieder  M»  awel  Tbeilen»  nimlieh:  I.  Formeln,  welche  zu 
Reibcnsummirun|[^en  benutzt  werden  können.  II.  Die  Werthe  der 
wichtia^sten  bestimmten  Integrale.  Zweck  und  Inhalt  der  einzelnen 
Abschnitte  sind  durch  diese  Ceberschriften  hinreichend  bezeichnet, 
tmd  ohne  uns  bei  einer  Schrill  ron  m»  reichem  Inhalt  hier  natürlich 
auf  das  Einzelne  einlassen  zu  können,  wollen  wir  nur  bemerken, 
♦fft'^s  in  dem  ersten  Abschnitte  der  Herr  Verf.  insbesondere  beabsich- 
tiizt,  die  bekannten^  schönen  rotersuchuntren  Dirichlet's  über  die 
C'onvergenz  der  b^erühmten  Fourier^scheu  Reihen,  welche  zuerst  in 
Crelle^i  Jenrnal  ffir  die  reine  nnd  angewandte  HatbeMa- 
tlk.  B. IT.  8. 157.  mitgetbellt  wurden,  und  auch  in  den  Supple- 
menten zum  mathematischen  Wörterbuche,  Abth.  I.  S.  239. 
vollständii^  entwicki'It  worden  sind,  ohn»»  der  Streuafc  Kintrag  za 
tbun.  auf  eine  viel  einfachere  Weise  darzustellen.  Der  zweite  Ab- 
tchnilt  iit  dnreh  die  In  demaelben  gegebenen  Anwendungen  der 
Fourier'schen  Tbeoreae  eebr  lehrreich '  und  ganz  geeignet,  die 
Wichtigkeit  dieser  Tbeorcme  in  ilirer  ganzen  Grösse  zu  zei- 
gen. Die  dritte  Abtheilun^  enthält  zwar  die  Anwendung  eines  be- 
kanntejB  rrineip«,  führt  aber  zu  maochen  neuen,  insbesondere  auch 
die  Gamnalnnctionen  betreffenden  Resultaten,  tieherhanpt  lehrt  nn« 
die  Schrift  den  Herrn  Verf.  von  Neneu^  alt  einen  mit  den  neuem 
Fortscbritten  der  Analvsis  vollkommen  vertrauten  Mathematiker  ken- 
nen, und  verdient  denen,  welche  sich  mit  eifirnen  Forschungen  in 
der  Theorie  der  beatimniten  Integrale  bcscbäftiffen ,  wiederholt  an- 
gelegentlichit  an  lorgfiUtiger  Bläebtung  empfehlen  zn  werden. 

Tebcr  rine  auch  hierher  pehörende  Schrift  des  Herrn  Prof. 
Verdam  zu  Leiden  vergl.  m.  Geometrie  nm  Knde.  Kl»en  so 
vergl.  n.  über  des  Herrn  Prof.  G.  Winkl  er  Edler  von  Briickenr 
hrand  lo^arithmieehe  und  trigonometriacbe  T^fdn  Praktlacbe 
Geovetrie  a»  Anfange. 


Geometrie. 


B.  Ljonnet,  Cl^aieni  deg^a^trie.  %  ddition.  Pnrii.  1843.  ftfir. 

Eli^mens  de  g^om^trie,  par  E.  Catalan,  reptititeur  de  g^om^trie 
^escriptive  a  l'^cole  uolvtecbnique.  Avec  plancbes.  lo-o.  Paria. 
IM8.  5  fr.  50  c 

Gcometri,  i  Förenintc  med  f.incnrteckning,  for  Folk-Lärare- 
Semtnaricr  och  Folkschofor  uf  C.  M.  Lagerhanitt,  Phil.  Mag.  Stocli- 
holn.  1843.  8.,  med  7  pl.  h.  ^  sk. 

■ 

SaaalttDg  van  PoraeU  and  Gleichungen  ans  der 
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feleveDtarffeonetrie  aad  TrigoBoaetric.  Von  G.  A.  J^kn. 

Lcipzigr.  im.  8.    1  Tlilr.  12  g^r. 

Diese  eine  grosse  Anzulil  von  Formeln  aus  der  ebenen  Geome- 
trie, Sfercometrie,  ebenen  und  spbärischen  Tricfonomctrie,  auch  nu8 
der  trigouomctrischen  Feklerrechnuiig,  und  uuh  der  ebenen  Tulj- 
goDonietrie  eothalten^e ,  sweekaiäsug  sniaaai^iigMteUie,  gut  vnd, 
wie  es  Bcheint,  auch  correct  gedruckte  Sammlung  wini  zugleich 
beim  üuterricbte  als  eine  Sainmiunp:  von  T'ebuTicjsaufcraben  vortheil- 
haft  gebraucht  werden  können.  ScUr  zweckmassig  würde  es  übri- 
gens nacli  unserer  Meinung  gewesen  sein,  wenn  der  Herr  Verf.  in 
seine  Samnlang  ancli  die  wichtigsten  Foraeln  «nd  Glcicliuogcn 
aUB  der  analytischen  Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  oad 
Im  R;iurae,  (les  Kreises,  der  Kbene  und  der  Kug^cl  auf<2:enoaimen 
hätte,  da  mau  diese  Formeln  auch  bei  solchen  Untersuchungen,  die 
eine  mehr  praktische  Tendenz  haben,  wie  z.U.  in  der  Optik  und 
Astronomie,  gegenwärtig  so  häutig  gebmncbt,  wohl  niebt  miader 
Iiäufig.als  die  Formeln  der  ebenen  und  sphärischen  TrigoaoMetria. 
Jedenfalls  würde  er  dadurch  sein  Buch  überhaupt  auch  dem  neuem 
Zustande  der  IMatliematik  mehr  frcniiiiert,  dessen  wissenschaftlichen 
Werth  erhöbet  und  ihm  die  Anwendung  in  einem  grösseren  Kreise 
gesichert  beben. 

0.  Schreiber,  Geometrisches  Portfolio.  Blätter  über  dar- 
stellende Geometrie  und  ihre  Anwendungen.  Nebst  einem  erläu- 
ternden T»Kt  3*  Heh,  kmasie  Flächen  enCbaltend.  Text  in  4. 
ond  22  Talein  in  Folio;  Garlsmhe.  1841  3  Thtr. 

Cesar  Lambert  et  J.  Picqne,  Coara  de  g^m^trie  descriptive. 
Paris.  1843.  8.  mit  12  TafelD.  3f  fr. 

Developpemens  de  c^i'ornetrie  descriptive,  par  Th^od.  Olirier. 
Texte.   Paris  1843.  gr.  4.  mit  i  Atlas  ia  24  BläUem.    IS  fr. 

Lecons  de  geometric  analjtiquc,  pren-decs  des  Rlemeni  de  la 
trig^noni^trie,  par  P.  L.  Cirodde.  Paria.  1843w  In  «8.   7  fir.  ^ 

Nienwe  Terbandelingen  der  odrste  Klasse  tob  het 

'  Koninklijk-Nederlandsch- Institut  Tiende  Deel.  V*r- 
handeling  over  de  hyperbolische  paraboloide,  door  G.J. 
Verdam,  Uoogleraar  le  Leiden.    Te  Amsterdam.  1S43.  4 

Der  eii^eDtlicbe  Titel  dieser  Schrift  ist:  Bijdrage  tot 
neetkondige  bescbonwlog  van  der  hyperbolische  para 
boloide.  Door  6.  J.  Verdan,  nnd  dieselbe  ist  jedenfalls  ab 
ein  sehr  dankenswerther  Beifrag  zu  der  auf  die  Theorie  des  hjper' 
bolischen  Paraboloids  anp^ewandten  descriptiven  Geometrie,  so  wie 
zu  der  Theorie  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  an  sieb  an  ba> 
trachten.  \ 

Wiskundige  bijdrage,  inboudende  eeae  ▼erklaring 
cn  heschouwing  der  Tafelen  van  elliptische  boaren,  be- 
rekend  door  den  hoon^leeraar  Schmidt;  alsmede  cene 
mededceling  van  herleidingen  eener  reeks  vuu  iutegrai» 
forniilen  tot  elliptische  ronetiän.  0oor  6.  J.  Vardaai» 
hoogleeraar  te  Leiden,  lid  der  eerste  Klasao  hat 
Kooinklijk  Nederlandsche  Instatnu-t 
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t»^i9lKtr  «iolM  %mmk  dMtor  sehr  leMlunrertk«ii  Sebnft  i«t.  eme 
#«llstSiiAge  Analyse  der  io  Nr.  IX.  137.  des  Literarischcu  Ue- 
riciitfl  UDgezeifffen  elliptischen  Tufnln  von  Sclimidt,  un  l  \vir(l  dnlifr 
für  die  des  HoiläDdi»chcn  hitireicbeud  kuudigcii  Besitzer  der  Nciiinidt- 
sckeu  Tafeln  um  su  mehr  eio  sehr  ungeueluiied  C^escheuk  sein,  weil 
dieten  Tafbhi  Mr  «iae  ganz  kiirme  Kloleitung  beigegeben  ist.  Aas- 
mr  diMCr  Aaslyae  der  genanntcii  Tafeln  enthält  die  Schrift  aher 
auch  noch  mehrere  eigenthüuiliche  für  die  Theorie  der  eHi|ttischen 
Functionen  nicht  unwichtige  Formeln,  und  besteht  ausser  einer  li)in. 
lettung  eigentlich  aus  vier  Theileu»  von  denen  der  erste  die  Krkiä- 
ning  der  Bebaidtaelieii  T^IbIii  entliftit;  der  «weite,  dritte  nad  Yierta 
aber  die  IMberschriftcn:  A.  Onlwilckeling  der  Formulen  van 
Legendre;  B.  Outwikkeling  van  eeniu;o  hijzun(icre  liite- 
eroal-Formu  len;  C.  Ontwikkeii  ng  vuu  eenigc  a i c^e in een e 
lotegrttttl-Formulea  fuhren.  7—  Die  Schrift  ist  besonders  ubgc« 
dtlickt  «na  deai  erateii  Heft«  den  aweitaa  Tlieils  der  vmf  de«  Ktt^ 
Biglioli  NiedOTiftndischcn  Inatitste  der  WiaaeiiMbnfleD  aod  KiiMt» 
bMatgeg«b«naii- Zeitadbrift.  1 


Praküsclie  Geometrie. 


Systematische  Abhandlung  über  die  Pothe  opt  scbe 
Aafgabe  la  ibrar  «iafaebateD  ABweadnaf?  aas  drei  g-c^'* 
gebeaen  Pankton  den  Messtisch  in  einem  vierten  Punkt« 
zu  orieiitiren,  und  zup^lrich  durch  das  RUckwärtse in- 
schnei den  diesen  Punkt  auf  dem  Tisch  blatte  zu  bestim- 
men, um  dadurch  eine  Messoueration  xu  beginnen,  fort« 
insetse«  «od  10  ▼olleaden.  aU««  dentachen  Geometern 
freundlichst  gewidmet  von  Georg  Winkler  ICdleu  vo« 
Brückenbrand,  Prof.  der  Matliem.  an  der  k.  k.  Foratl-ehr« 
anstult  zu  Mariabrunu  u.  s.  u.    Wien.  1813.  S. 

Diese  kleine  Schrift,  welche  der  Herr  Verf.  auch  der  diesjäh> 
rigea  Veraavailung  der  dentieben  Naturforscher  so  Grits  fortu- 
leg«D  beabtichcigte ,  eotblUt  die  in  der  Messtischpraxia  an  meisCcn 
brauchbaren  Auflösungen  des  gewöhnlich  nach  Pothonot  benannten 
Problems,  welche  das  Gesuchte  entweder  sogleich  direct  mit  völlii(er 
Schärfe  oder  durch  sweckmässige  Näherungen  nach  und  nach  ue- 
fern,  in  einer  aelir  elafacben  und  deutlichen,  jede«  aneb  nur  mit' 
den  ersten  Kleaientarsltsen  der  Geonietrie  bekannten  Praktiker  ge» 
wiss  völlig  verständlichen  Darstellnng,  verbunden  mit  jnanclien 
aus  eigner  Erfahrung  hervorgegangenen  Bemerkungen,  und  ver- 
dient daher  Praktikern,  welciie  sich  mit  dem  in  Rede  stebeuden 
Probleme  näher  bekannt  machen  wollen,  wie  in  allen  Fällen 
aebr  sa  wänscben  ist»  eaMlbblen  ««'werden.  Aai  Bnde  giebt 
der  Herr  Verf.  ancb  /noeb  nie  gawibniicbe  Auflösung  durch  die 
ebene  Trig«i«Mtrie»  wie  iie  aicE  s,B.  in  Mayer's  praktischer 
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Geometrie  findet,  erläutert  dieselbe  durch  eio  BeUpiel«  whnttoC 
sicli  in  (!or  Vorrede  auch  über  die  Geschichte  des  Problems,  und 
v(>rhin(l('t  dainit  u.  A.  die  Bemerkung,  dass  die  directe  AuflosuDg*, 
dereu  hirtioduag  Schulz- AI ontanus  io  s^ineui  bekunmlicli  vuo 
praktitchtD  GeoMCtem  viel  fpebnittebteD  li«iidbH«b4  der  f^«. 
sattBten  Land-  und  Erdmessung.  B.  II.  S.  146.  sich  beile^«, 
schon  gep^en  t^nde  dos  vorigen  Jahrhunderts  von  österreichischen 
luu^cnicurs,  namcuilich  von  dem  bekannten  Geogra(»hen  Freiherrn 
vou  Lichteostcrn  gebraucht  worden  sei,  wie  aus  einer  von  dem« 
selb««  der  k.  k.  Gruadtteaer-ReguIirungs-HofeeanteiM  iberreick* 
ten  Drnkscbrifity  nod  aus  einer  späteren  Broscbürt  dcsselbet:  Ver- 
se Ii  ritten  zu  dem  praktischen  Verfahren  bei  der  trigo- 
Domctrischeii  und  g e o netriscbeo  AufoaliAe  eiiee  gres- 
aeu  Landes,  hervorgehe. 

Bei  dieser  Gelegeebeit  wollen  wir  die  I^uer  des  Arekive  «mIi 
noch  darauf  aufmerksam  zu  maciien  uns  erlauben,  dass  den  vos 
dem  Herrn  \cr{\  der  vorhergehenden  kleinen  Schrift  im  Jahre  1839 
in  einer  zweiten  Ausgabe  heraustfogebeiicu ,  auf  gutes  Papier 
sauber  und  currect  gedruckten  secliMstelligen  Logarithmi- 
•eben  und  Logerithmiscb •  tri^ODometritcben  Tafeln. 
Wien.  1839.  In  Gommission  bei  J.  G.  Heubner,  deren  In 
Nr.  X.  S.  15-1.  des  Literarischen  Berichts  nur  kurz  Krwäbnong  ge- 
than  worden  ist,  ein  Vorzug  vor  manchen  andern  kleinen  Ta^la 
dadurch  gebühren  möchte,  dass  sie  die  erforderlichen  Differenzen 
nod  ProporHoneltheile  übereil  wie  die  grSuem  Tafeln  vollständig 
kereebnet  cntbalten« 

J.  B.  A.  Thorel,  Arpentage  et  Gäod^ie  pretiqiiea.  Foraem. 
1843.  8.  mit  12  Tafeln. 

•  * 

Abr^g^  de  g^om^trie  pratique  applina^  M  dMiin  lindalre,  ntr 
U  a  et  F.  P.  fi.  14.  dditien.  12.  Tdm.  1843. 

Tbeoret.  Praktisk  Lärobok  i  Landtmäteriet.    Till  I^ndtmäta* 

res,  Landthrukares,  Jurislers  och  Kameralisters  m.  fl.  Tjenst  San« 

• 

mandrag^en  och  utgifwen  af  Anders  Alreik,  Fil.  Mao^.,  Ofwer-Inj;e- 
Diör,  R.  N.  o.  W.  0.  Stockholm.  1843.  8.  med  10  pl.l.  4Rdr.  16*ak. 

Enr.  Montucci,  Geonietrlu  e  meccanica  opplicate  alle  arti  ec  di 
Policarpo  Bandini  sulle  truccc  della  publica  elementare  latruiioae..^ 
deU'  accad.  Tegea.  üisp.  1—3.  1843. 


TrigoiMHiietrie.* 


Sammlong  von  Formeln,  Anffraben  und  Beia^ieUa 

ans  der  Geometrie,  ebenen  und  spliärischen  Trigonome. 
trie,  nebst  ADwendungen  oiif  die  Sterfte/netrie  und  Pa* 
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lyroBOMtri«.*  B^taasgeffebeo  von  J.  Salotion.  Wien, 
im  8.   2  Tlilr. 

Diese  Schrift  enthält  eine  reieke  Sammlung  von  Formeln  un4 
Aufgaben  aus  den  auf  dem  Titel  genannten  Theileu  der  Mathema- 
tik, Bo  wie  auch  aus  der  Lelire  von  den  guniometrisclien  ifod  cy- 
elometriichm  Reihen,  der  Kreisrechoung  und  der  goniometrischen 
Auflösung  der  GteichMigeD^  und  wird  daher  für  ^iaen  Jeden»  .dem 
die  Krwerbuag  einer  grössern  Gewandtheit  im  trigonoaetriicbett. 
€alcul  Bedijrfoiss  ist,  ein  erwünschtes  Hülfsmittel  sein.  Denn  schwer- 
lich wird  Jemandem,  der  dieses  Buch  vollständig  durchgearbeitet 
bat,  noch  ein  Fall  aufstossen  können,  in  welchem  er  sich  nicht 
■elkei  an  Mte  wirnm  ««Ute,  wuMh  deiseihe  AUerdings  allgeael- 
■er  heknnnt  sn  werden  nnd  Bingen^  m  finden  «erdlent 

H.  Lohetto,  Le^boek  der  regtlijniae  en  apheriache  driekneks- 
seting.  1843.       fl.  ^  . 


Mechanik. 


A.  Mutel,  Cuurti  de  stutique,  a  Tusuge  des  aspirana  a  T^cole 
polytechnii|ne  et  den  deoles  d*artillerle  et  de  «erin«.  8.  Perin.  1841. 


Praktische  Mechanik. 


Allgemeine  Matchinen -Gncyclopädie,  hcrausgfegcben  von  .?.  A. 
Hülse.  Atlas  12.  (2.  Bds.  6.)' Lief.  Taf.  <«  — 95.  97.  105—409. 
enthaltend,  qu.  ^  gr.  Fol.   Leipzig.   1843.   1  Thlr.  10  ggr. 

Poppe,  Dr.  J.  H.t  die  praklisehe  Mechanik  und  MaichSnenlelire 
nnierer  Zeit;  ein  fassltdi  dargestelltes  Lehr-,  Lese-  und  liülfshneh 

zum  Nutzen  und  V'ergnüp:en  für  alle  Stände.  Mit  190  Abbildongen.' 
1.  Lieferung.  Zärich.   1843.  8.,  14  ggr. 

Der  praktische  Mntchinenhancr,  von  A.  V.  Denune,  prakt.  Ma* 
ichinenhaner.  18.  lief«,  «U  20  Tifeln  Ahbildumn.  «.  ^mdlin- 
hnrg.  1843.  2  Thlr. 

Description  des  Machines  et  proc^d^s  consigncs  dans  Ics  bre- 
vets  d'invention  etc.  Tom.  47.  avec  planchea.  4.  Perb.  1843.  15  fr. 

WerkzeichnUDgen  oder  praktische  nnd  detaillirtc  Zeichnaogen, 
Benckieihiuigfii  und  BriäAtemngeA  der  verichiedeneu  Arten  von 
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aasffeführtCQ  Maschinen  und  Maicbinarita,   Herausgeg^eben  von  C. 
T.  N.  Mendelssohn,  unter  IVlitwirkuuff  mehrerer  Techniker.  I.Band 
6.  Heft,  enthält  die  Anla);(e  einer  vollständigen  Oelfabrik  nebst  Zu« 
behor.  (i>  litiiogr.  Blätter  in  ffr.  Folio  und  1  Bogen  Text  in  gr. 
.  Beriin.  1843.  1  Tkb.  12  ggr. 

Premiers  <(l<^men8  de  m^canique  appliqu^^e^  comprenant:  1)  la 
throne  des  machines  simples  en  muuvement;  2)  des  notions  ffcn^- 
rales  sur  les  machines  compos^}  par  H.  Sonnet,  In  12.  Pmtis. 
IM.  4  fr. 


Aügelo  Parocchetti,  Manual«  4i  MeocMiioa  fmlüm  ftr 
guere  civiie.  MaUaod.   1843b  '  ^ 

Gabrio  Vkim^  Naofa  rieaicke  per  vam  iMuImm  wSk 
dl  varii  probleni  lol  Boto  dclP  acq««.  4.  Mailu^.  1 848. 


Optik. 


Albert,  Petit  traite  de  peiiMCtite  pratine.  Umm. 
UTafalD.  Paria.  1843. 

L.  Salme,  Traite  de  perspective  th^rique  et  pratique.  3.  edit 
HU  6  Tafeln.   Paris.  1843. 


Afitronomie. 


Berliner  astrnnomiscljes  Jahrbuch  Tür  1846,  heraoam«abeB 
•  F.  Eocke.  gr.  8.  Berlin.   1843.  3  Thlr.  4  ggr. . 

AatroDOBij  and  Scripture^  or  same  lHoatratioas  er  taat  ScSenee. 

and  of  the  Solar,  Lunar,  Stellar  and  Terrestrial  Phenumena  oi 
Holy  Wrir.  By  the  Rev.  T.  Milner,  M.  A.  Author  of  „The  Bwtiaiy 
of  the  Seven  Churchea  of  Asia  etc.*'  Load^a«  1843.  1  ab. . 

C  Retsari,  Trattalo  di  aitroBenia  eleMeatare.  16.  Mailaod. 
18U.  IL. 

Handbok  i  Practiska  Astronomie»  uf  8.  A.  (  roustrand.  Andra 
Uäftet.    Till  ledning  under  töreläsuiugarna  wiu  üei  högre  Militär 

o 

Lärowerket  pa  Marieherg.   Stockhoiia.  1843.  8.  samt  ^  wk  Ta- 
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iMfler.  b.  2  Rdr.  AX^  sk.  Man  vergl.  Literarischer  Bericht  Nr.  i. 
S.  13.  •  , 

Kreil,  Ueber  die  Natur  und  Bewos^ung^  der  Kometen.  Mit 
besonderer  Berücksichtigung  4es  groaseo  kometeo  von  Jahre  1843. 
8.   Prag.   184a.   12  ggf. 

E.  M.  Mma,  Verbaiideliogeo  o?er  den  ring  van  Satnrnus.  Lei- 
4m.  1843.       ^  Mm  vorgU  LiterariMher  Aerieht  Nr.  X.  S.  m. 

Connaissance  des  tems  ou  des  nonveaiens  Celestes,  a  Fusage 
te  astroDomes  et  des  navigatenrfl  pour  l'aD  1846.  Publie  par  le 
kutan  4«  longituda«.  8.  Paria.  18a.  7  fr.  SO  e. 

J.  Seidelin,  Tabel  over  Solens  Declinatiou  til  hver  Dasrs  Sand- 
Hiidda^  Maanens  ovre  Cnlminations  Middellilolciieslet.  for  Kbh. 
Meridian  i  1845.   Kjoebenbavn.   1843.   20  fs. 

Derselbe:  Tabel  ovar  Solens  DeclinattoD  og  Tid  - Bquatiooea 
til  hver  Dags  8andmiddar  og  Middelmidda^,  samt  IVluanens  ovre 
Culminations  Middelklokkeslet  for  Greenvicha  Meridiaa  i  184&. 
Ibid.    1843.   32  ü,  . 

Kengan's  M^anatical  and  General  NatlgillDB  TiblaiL  tvola, 
royal  8.  Loodoo.  redoced  to  30  ah.  ' 

Mappa  coelestis,  sive  tabulae  quinqne  inerrantiuoi 
■eptimuBi  ordiaeM  ood  aseadaallaai  et  nsque  ad  30  gra» 
dum  decl.  aoslr.  pertinenti um  quas  pro  media  aeculo  10 
atereographie«  eonatrnzit  6.  Schwlncfc.  LIpa.  1843.  Fat. 

0  'JTblr.  16  ggr. 

Diese  trefflieben  fünf  Sternkarten  sind  in  den  astronomi- 
atbaa  Nachrichta«  'Nr.  482,  8L  9^  ?ob  Naaaal  iiil  vallan 

Rechte  sehr  empfohlen  worden.  Am  Ende  seiner  Anzeige  sagt 
Bessel:  „Die  Karten  stellen,  wie  ans  dem  Gesacrtpri  liervorgeht, 
den  in  unseren  Gegenden  sichtbaren  Thcil  des  HinimcLs  dar.  Sie 
leislCQ  dieses  nicbt  nur  weit  vollständiger,  sondero  auch  in  jeder 
aadaraa  Baiiabang  weit  foUkoMaaar  aia  daa  mfangraiali«  Wark 
von  Bode.  Sie  befriedigen  ein  Bedürfnisse  dessen  Befriedigung 
aNa  Bir  bekaaai  gtfwordaae^ihDUehaa  BiUfaoHttal  aieht  giawährteo.'' 

Cranometria  nova.  Steljae  per  mediam  Europam  s.o- 
lia  ocnlis  coaspienaa  aaeoadun  varaa  laeia  magaitadii«* 
nes  e  coelo  ipso  descriptae  a  Dr.  Fr.  Argelandro  (Auch 
mit  dcutscha»  Titel),  ßarlia.  1843.  Mit  daa  Steravarseieh- 
nisse  4  Tblr.* 

„Alle  Himmelscburten ,  die  wir  jetzt  besitzen'*,  sasct  der  Herr 
?erf.  io  dar  Varrede,  „haben  swai  weaantlicba  Mängel:  die  Grös* 
aan  der  Sterne  siad  auif  denselben  nach  den  Schätzungen  angege- 
ben, die  die  Astronomen  iu  Fernröhren  gelegentlich  der  Bestimmung 
ibrer  Positiunen  gemacht  haben,  und  die  häufig  sehr  fehlerhaft 
sind,  und  es  stehen  auf  ihnen  eine  Menge  hellerer  Stcrue  uicLt, 
lehrend  viele  lehwächere  geseichoet  sinl  tttfUe  «naaMaiea  ge- 
aoanea  TeriUideni  dile  wm  ^iBHel  aldi  daraMHeiidaB  OaDfigmno« 
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n%m  oft  M  MMtond,  datt  wum  wUk  MMBlIkfc  te  m  iidkrao 

Sternen  ärmern  Gegenden  deMelben  kaua  Biireclit  üm4m  kmmu 
Diesen  ^längcln  für  die  im  mittlem  Europa  mit  blossen  Augen 
■iciitbaren  Sterne  8o  viel  als  möglich  absubelfeu,  ist  der  Zweck 
der  gegen wÄrtigen  neuen  Himmelsefaarten.'^  Allerdings  giaubeo 
ir,  daaa  diete  lehöneo  neven  BiamebehartoD,  ia  dma  die  Sterne 
von  der  ersten  bis  zur  sechsten  Grösse  eolir  bestimmt  und  deutlich 
von  riiKtnder  uiitersriiiedcn  sind,  io  dieser  und  in  anderer  Be/ie- 
kuDu^  eincRi  wescutliclieu  Bedürtnisse  ubhcUeo,  und  emptehleu  die- 
selben daher  den  Astronomen  und  den  Liebhahern  der  Astronomie 
mgelegentlifkat,  JetelMPOo  o«eb  MiMoHiik  doiballs  weil  dlätiolbea 
■it  geringen  HfllCmitteln  schätzbare  BeofcooMüngcn  über  4io  vor^ 
gcbiedenc  Grösse  und  Helligkeit  der  Sterne  anstellen  können,  und 
die  Vervielfältigung  solcher  Beobachtungen,  zu  denen  Liebhaber 
der  Astronomie  uichl  geouff  ermuntert  werden  können •  jtde&l'aiU 
mhi*  SU  wibBselran.  ist.«-  8cbr  stpoekmätsig  find  oof  dieseo  Gbsrtta 
die  Sterne  schwars,  die  Umriiso  der  Sterpbjlder  dagegen  mit  blas* 
sen  rothen  fjinien  gezeichnet.  Auch  der  verhältnissmässig  sehr 
niedrige  Preis  von  4  Thlr.  für  die  4^hurlen  mit  dem  Stcrnverzeicb- 
i)i<3ise  zuBammeu,  gereicht  diesem  schönen  Werke  xur  Empfehlung, 
uud  wird  deaaen  Ajiscbaffung  erleichtern,  und  so  seiner  weiteren 
Vorbroitnng,  die  es  so  sebr  Tordieiit,  gowtas  weaeptlich  b^HtagM» 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fix-Sternen  für  den  An- 
fang  von  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rümker.  Hamburg. 
1843.  4.  3  Tbls. 

Das  Vorwort  des  Herrn  Conferenzraths  Schumacher  gielit 
den  Lesern  hinreichende  Naehricht  über  das,  was  dieser  trefniche 
Sterncatalog  zu  leiston  liMcjity  ■  a.Qf  weloM«  wir  daher  hier  uns  z« 
verweisen  erlauben. 

•  ♦       .       •  ' 

.New  Btme  Tabies,  adsfted.tu  Practical  Purposes  for  Twoalf- 
two  Years,  commencing  January  1843:  for  thc  V»c  of  Mariners, 
Amateur  ABtronomers,  Chronometer  Mukers  etc.,  witb  an  Afipcndix, 
which  together  contain  all  the  principal  Problems  für  determioing 
tbo  Lalitiide  and  Loogitod«  wA  Scn,  witb  s evoral  Tablaa  aad  Uatmm* 
ylifitttioM.  By  Tboaaa  Lyon.   Roy«  8.  Loadoo«  1843^  10  dk 

S.  Janse,  Berekeniug  en  constructie  van  zonnewijzers  vor 
den  middelbareu  tijd,  benevens  de  huudelwijze,  om  dezelve  binnen 

in  vottMUttn  to  boaobfyvon«  •  .      .  . 


*  ♦ 


Physik. 


Die  Experimeutal- Physik,  netbodiscb  dargestellt  voa  Dr.  F. 
Heuaii»  Oi>erl«hror  an  Gjjnaaaioai'  au  Parcbioi.  1,  Cunos.  &eiuiU 


ut 

niss  der  Phänomefic.  3.  TOT.  und  verb.  Aufl.  gr.  8.  Berlin.  1843. 
12  ggr.  Man  vergleiche  Utmriiclier  Beriebt  Nr.-  VIL  8»  III. 

PouHtet's  I^ehrbocb  der  I^ysik  und  MeteoroTogie  für  deutsche 
Verliältnisse  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Mäller.  7.  iiDd  8.  Lief.  Brano» 
schweig.  184a.   8.   1  Thlr. 

Kastuer,  K.  G.  W.,  UuodbucL  der  ungewandten  Naturlebre. 
^  LieferoDg.   gr.  8.  Stuttgart.  1843.  7  ggr. 

Populäre  TorleiODgen  über  natnrwissenschaftliche 

GegcnstKnde,  mos  den  Gebieten  der  Geologie,  Physik 
undCJhemic,  im  Jahre  18  43  c:c  halten  vor  den  s^cbildetco 
Bewohneru  von  liouu,  von  Gustav  Bischof.  Bonn.  1843. 
8.   8  ggr. 

.  Des  Inhalt  dieser  Schrift  biMen  svrei  TorieMegen,  von  denen 

die  erste,  um  uns  hier  mit  einer  ganz  allgemeinen  Angabe  zu  he- 
gnUs?»'n,  die  I.ebre  von  der  Verdunstung  zum  Gepfenstande  bat.  Die 
zweite  kündigt  »ich  an  als  eine  Erklärung  der  hrscbeinungeu  des 
Thaali,  betebaftlfpi  akb  aneb  etira  anf  den  enrtei  fM  Hmtn  aUt 
diesen  Gegen  stände,  enthült  aber  nacbber,  tenter  Dinge,  die  xar 
Lehre  vom  Thau  gar  nicht  gehören,  wie  z.  B.  die  mehrfach  be- 
hauptete bekatiiito  Tbatsache,  dass  durch  Oel  die  Gewalt  der  Mee- 
reswellcD  gebrochen  werden  könne,  und  eine  ausführliche  Beschrei* 
bnng  desGejreefO  raf  Island,  voa  de«  aneb  elneAbMUnng  gefeben 
ist,  und  dessen  Bncbeinnngen  dureb  einen  Veianeb  naebaialunen 
gelebrt  wird*  ... 

B.  F.  Addenet,  Nouvelle  th^orie  de  l'^lectricit^.  N^cessit^  des 
forets  poar  i'agricuUure  et  ie  bieu-etre  g^n^al.    Paris.  1843^ 

■ 

Rledrieal  Maffaxlne. '  Condncted  by  Mr.  ^Cbariee  T.  Walkes 
No.  1.  Ldndott.  1849.  8.  2  sb.  0  d. 

Znotedcschi:  Espenenze  sulP  originc  delP  elettricita  voltiana, 
e  descrizionc  di  un  elottro  -  rautore ,  in  cui  la  forza  chiraico-elet- 
trica  h  cospirante  colla  elettro-niutrice  di  cuntatto.  4.  Viceuza.  1843. 

Zantedeschi:  SnIP  indoaione  dinaalea  attrarerto  involucri  e 

diafranoii  di  ferro.  ^  icenza.  (Ana  desi  Sept. —^Oet.- Hefte  des 
Jahrganges  IS 41  der  Annali  delle  acienae  del  regao  Lomhofdf^ 
Veneto  besonders  abgedrucki.} 

Zantedeschi:  DelP  azione  recipreca  di  doe  eorrenti  ellettrlcbi 
in  nn  aiedeaiBO  filo  e  in  fili  iaolati  ficinissini,  delle  leg^i  deiP 
indu&ione  volta-elettrico  dinaaica  e  della  identitii  fra  la  virtii  in- 
duttiva  clettro> magnctica  e  mngneto - elettrica.  Vicenza.  4.  (Aus 
dem  Nov.  —  Dec. -Hefte  des  Jahrg.  1841  der  Annalt  delle  scienze 
del  regno  Luuibardo- Veueto  besouders  abgedruckt.) 

Znntedeaebii  Saara  alcani  Csneaeni  che  preaentano  i  pffli  di 
n  elettro-aeiara  1  dlti»na.  VeMÜg*  184^.8.    .  . 
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Gius.  Zamboni,  Suir  elettro  -  moture  perpetuo,  istruziune  tcur. 
prat.  Verooa. 

Znnnotd,  KltMMiti  di  liflic«  poaitifi.  Fase.  1—3.  NeaMl. 

1843.   8.  I-         .  . 

Die  bydroelektrisebe  MetallObersieliiiDg  oder  Ver« 
goUuDg,  Versilberung,  Verpltttinirung»  Verku^)fcrung 
uiiil  Verzinkung  auf  gal vaniscliem  Wege.  Austüitriich 
bearbeitet  für  den  GewerbsmaoD  von  C.  F.  Uänle.  Labr. 
1843.    8.    16  ggr. 

Diese  Scbrift  scbeint  recht  deutlich  bearbeitet  zu  sctu,  uod  kanm 
daber  allen  denen,  welche  sieb  mit  bydreelektriselien  llletailober- 
aiebingen  beaeblftigea  wollen,  .enpfoblen  werden. 

An  Account  of  some  remarkable  Applications  of  the  Electric 
Fluid  to  the  L'ücful  Arts.  By  Mr.  Alex.  Uuin.  With  u  ViudicuiiuD 
af  bis  OaiM  to  be  tbe  First  Inventor  of  tbe  Blectro-Magnetic  Ta» 
^legraph,  and  also  of  the  Kicctro -Maguetic  Clock,  by  Juhii  Finlai- 
sou,  Esq.  Acfuary  »f  the  National  Oebt  Ofliceu  London.  1843^  S. 
witb  5  diagrams.  4  sb. 

üeber  das  Liebt  von  Lndwig  Moser.  Vortrag,  ge* 
balteu  in  der  physikalisch  •  ökonomischen  Gesellschaft 
XU  Königsberg  den  7.  April  1843^  'Königsberg.  1843. 
8.   8  sgr. 

„Der  Wunsch  einiger  Freunde  veranlasst  mich*',  sagt  der  Herr 
Verf.  in  dem  Vorwort,  ,,eiue  in  der  hiesigeu  physikalisch -ökonu- 
miscben  Gesellschaft  gehaltene  Vorlesung  dem  Druck  zu  übergeben. 
Sie  entbiUt  die  Reanitate  uMiner  Untersocbiingen  dber  das  Liebt» 
in  derjenigen  Fora,  in  welcher  sie  vielielebt  ein  grösseres  Publi- 
kum interessiren.  Ich  erlaube  nicht,  dass  wenn  man  vor  das  ^rou» 
sere  Publikum  tritt,  es  mit  den  oberflächlichen  Ergebnissen  getban 
sei;  ihm  gebühren  vielmehr  die  besten,  d.h.  diejenigen,  welche  iu 
daa  Wesen  der  Saebe  aoi  meisten  eingeben.  Das  einzige,  was  nuul 
da  xur&ekbaUen  darf  and  soll,  sind  die  minutiösen  Details,  welcb« 
das  Ititeresse  der  Männer  von  Fach  zu  bilden  pflegen,  und  ihnen 
rrseivirt  bleiben  müssen.**  Wir  emptelilcn  diese  Scbrift  allen  dea- 
jcuigeu,  weiche  sich  in  der  Kürze  mit  den  Hauptresultutcu  der 
merkwürdigen  üeser'seben  Bntdecknng  des  aorenannten  nasicbt. 
baren  Liebts  bekannt  roaeben  wollen,  und  sind  xugleicb  de» 
l^einiing-,  dnss  die  in  derselben  ans^corehenen  Gesichtspunkte  s^anz 
geeignet  sind,  die  I.est-r  auf  den  nrlitiiren  Standpunkt  zu  stellen, 
aus  welchem  sie  diese  in  neuerer  Zeit  mehrfach  uugcfuchtene  Ent* 
deekung  zQ  bentbailen  babea. 

Traitd  de  Photo^rapliic;  dernicrs  perfeetionnemcns  apport^  na 
daguerr^otype.  4,  ddit  l'ar  ft.  P.  Lerebonn.  In  H.  Paria.  1843b 
3  &  50  c. 


Pbotogenie  Manipulation,  contaiaing  piain  Instructions  in  tke 
Tbeory  and  Piratice  of  tbe  Atta  of  Pbotograpby,  Caioty|W,' C^aac* 
type,  rerrolypei  Cbryaotype,  Antbotype»  Dagaemelipe,  TbarM» 
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9^V^y'    fh  CU'orff  Thomas  Fisclier.    ISno,  illustraied  by  wood* 
CBti.  LoadoB.  1843.  1  ik. 

Meteorology;  comprisin^  n  DescriptioD  of  tbe  Atmosf^ere  and 
its  PbeoomeDa;  tbe  Laws  ot  Ciimate  in  general  and  especially  tke 
Ciimate  Features  peculiar  tu  tbe  Re^iou  of  tbe  United  State«;  wUh 
soflie  lUmirks  upon  tbe  GlimalM.ot  tbe  Aaeieiit  World, m  baeed 
«a  Fossil  Geolog}'.  By  San.  Ferry,  M.  O.  With  IS  iUoitratioaf^ 
iiattJI  folie.  New  York.  1843.  1  di  6  d. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erd roagnetiftmus  und  ver> 
wandte  Gegeastände,  redigirt.  v'oa  Graaart,  Kaller» 
Kreils  Laq^oat»  Plinninger,  <|aätelet«  8tieffel|  lieraoa« 

gegeben  yon  Dr.  J.  Lamoiit. 

Jahrgang  1842.  Bett  IV.  MUncheo.  1843.  8.  Magne- 
tische Störungen,  beobachtet  im  magnetischen  Obseryatoriuin  der 
k.  Sternwarte  bei  Hüacliea.  Releve  dei  obaerratiaBe  M^tdarola* 
ffiqoes  faitcs  a  TObservatoire  Ro;^a]  k  Marseille  par  N.  B.,  Valz.  — 
ZusammcDsteliiing  der  mcteoroloe^ischpn  Beobacbtnngcn  in  Schössl, 
von  Herrn  A.  Bayer.  —  Auszuof  aus  tlern  Annuairc  roagiiotique  et 
met^orologique  du  corps  des  Ingenieurs  des  Mines  de  Russie  par  A. 
T.  Kapffer.  —  Maxima  vad  Miaima  der  BaroaMtanttiide  lai  Jabra 
1S41.  Resultate  der  meteornloglsclicn  Bcobacbtuagen  an  der 
Sternwarte  in  Dorpat  für  1(S42,  initgetlieilt  von  Herrn  Hofratb  > 
Mädler.  —  Bruchstücke  aus  den  meteorolog;i8ch(>n  Beobachtungen 
vom  Hohenpeiaseuberge.  — -  Meteorologische  Beobuchtungen  in  La- 
bradoruttd  Gr^alaud. — Meteorolegiaebe  fteabaebtungen  ia  Oirechl;» 
laitgetbeilt  taa  Herrn  Professor  van  Rees.  —  Qunntit^  de  PIuim 
tomb^s  ä  Lyon,  par  M.  Job.  —  Stündlicher  Gang  der  Temperatur 
und  des  Laf^druckes  beobachtet  im  Jahre  1842  in  der  k.  Sterawarte 
bei  München.' —  Zusammenstellung  der  täglichen  meteorologischea 
Beaftacbtaagaa  iraa  Mtottgart,  Giengea  aa  der  Breaz,  Garlaivbai 
Wien,  Paraia.  —  ZuBaameaalaNari<;  der  moBatlieben  Mittel  dea 
Luftdruckes  und  der  Temperatur.  —  Fh^uoroeoes,  rec^istr^  k  Parmc 
pendiint  Pann^e  1841,  par  M.  Colla.  —  Heber  die  Kcstimmung  de« 
Gesetzes,  nach  welchem  de/  Magnetismus  iu  Stahlstabeo  vertheilt 
it^  Toai  Heraasgeber.  Venaitebta  NaehrifblaBy^vaai  Uerausgebert 
Annuaire  nagnetique  et  ndt^orologique  du  earps  des  Ingenieaia 
des  Minos  de  Russic  etc.,  par  A.  T.  kupft'er,  ann^e  1840.  Auszug 
aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Staatsraths  uud  Akademikers  Kupffer 
an  den  Heraasgeber..  Auszug  aus  einen  Schreiben  des  Herrn  Pro* 
feuors  vaa  Reea.  Abiolate  lateantfttabeitiHmiag  tob  HerrB  Präf« 
Lloyd.  >1i(tlicilung  des  Bern  PfoC  Foaraet  aus  Lyou.  Meteora- 
logische Beobaclitiinai'en ,  veranstaltet  von  Herrn  Kspy  iu  Wasliing* 
ton,  VVitfrriingsbericbt  von  Herrn  Hofratb  Mädler  aus  Dorpat. 
Mittheiluug  von  Herrn  CoUa.  Magnetische  Wärme -Compenaatioo. 
Aatzug  aaa  elaeM  BfflaAi  de«  Hemf  Koller.  Yariatioiiea  4ar  «a|^ 
•etwebeB  iBcIlaatlaB. 

Jahrgang  1843.  Heft  V.  München.*  1843.  8.  Auszug 
aus  dem  Annuaire  roagn6tique  et  m^teorologique  du  corps  des  la- 
genieurs  des  Mines  de  Russie,  par  A.  T.  Kuptl'er.  Aaa^  1840.  — 
Magoetiicbe  St^Mrfmgen,  beabacbtet  .iai  Qbservatoriua  dar  k»  Alani» 
Witte  bfBi  JHiiacbaiiu  Wl.  —  BMiMlieba  Miltfl  dea  patamtar- 
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Tliennomcterstandeg  in  Danzig,  beobachtet  von  dem  Herrn  Regi^ 
rungsruth  Dr.  Kleefeld,  von  1807  bitt  1S38.  —  Zusammenstellung' 
der  tä(Tlichen  meteorologischen  Beobachtungen  in  Wien,  Salsburg^» 
fltnttcart,  Bembenr  md  CroniMffg  18^  —  Verglcidkmifr  der  Me- 
teorologischen BBU  mapnictiBcbCB  Beobachtungen  in  Brüssel  und! 
ülünchen  ISil.  —  IVÜtflpro  map-TiPtisrhe  Dociination  in  31tinchen 
1841  und  1SV2.  —  Magnetische  Ueohachtunc^rn  der  russischen  Sta- 
tionen, ausgezogen  aus  dem  Anauaire  des  Herrn  Staatüratbs  und 
Akademikers  Knafler.  — -BlfffCMtlBcb«' Beotiaehtungen  in  MüDchea 
VOM  Angnst  184z  bis  Mai  1843.  —  Bemerkungen  so  den  vorker- 
'.  gehenden  Beohachtuntjen.  —  \ermi8chte  Nachrichten,  vom  Heraus- 
geber; Magnetische  Bestimmungen  in  Böhmen,  von  Herrn  Kreil. 
Tiefer  Barometerstand  am  Ende  Fehroar  1843.  Auszüge  aus  Brie- 
fen des  Herrn  Colla.  Maffnetisches  Obtenratdrium  hi  Washington. 
Bemerkungen  fikcr  aagDenscke  BeokaebtnngeD. 

Beatiomviig  der  flori7i)n(aMii(ensitat  des  Erdmagnetismus  oack 
•bsoloteni  Nmss«.  .  Tod  Dr,     Lanont,  Muncben.   1842^  4. 

Resultate  der  rangnecischen  Beobachtungen  in  MiinciieD  wäh- 
rend der  dreiiahriffeu  Periode  1840,  1841|  IH^»  Von  J.  LamooL 
Müncben«   ISlS.  «. 

In  den  Gelehrten  Anseigmi«  keniasgegeben  von  ^'litu'^l ledern  der 
k.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaftca,  3.  Marz  lN'i3.  \r.  44.  45. 
8.  358  —  366,  hat  Herr  Dr.  Lamout  der  k.  Akademie  einen  Bericht 
über  Die  magoetiscken  Beobachtungen  ii^  der  dreijäbri« 
ffen  Perlode  1140  —  41^^42.  ersUttet.  lo  douelllto«  AmU 
ffea,  26.  Juli  1843.  Nr.  147.  148.  149.  S.  148— IM,  findet  skk  eia 
Bericl^  desselben  Herrn  \erfs.  über  die  von  ihm  eingeschla- 
gene Metbode  zur  iMossung  der  magnetischen  Inclina- 
tion.  Aach  berichtet  in  \r.  149.  ff.  Herr  Akademiker  Dr.  Scbat- 
Läutl  über  die  Resultate  seinor  Boob4cbton{(eB  Mittels 
•iaes  v*R  Ihm  MBotrsirten  PhotofRetora. 

Der  Urzustand  der  F.rde  und  die  Hypothese  von  einer  statt- 
gehabten  Aonderung  der  Polo,  erklärt  durch  Uebereinstimmung  mit 
Sagen  und  N'acliricnten  aus  .iltester  Zeit.  Kine  geolog.  histor.  Un- 
tersuchung über  die  sogenannte  Sündfluihskatastrophe  von  Kreü. 
Klee.  NiMk  der  diniaeheii  Hnedaekrlft  des  TerAMsen  von  Maj.  6. 
F.  von  ieosten-Tiisek.  gr.  8L  8t«ttg»rt  184S.'  1  Tlilr.  18  ggr. 

\V.  C.  Rrdfield,  On  Wliirlwind  Storms:  with  Replies  to  tho 
Objections  aod  i^lrietures  of  Dr.  Hare.   New  York.  1843.  6  ak» 

Sammlung  physikalischer  uud  hydrographischer  BcobachtuugeD, 
welche  uu  Bord  der  k.  preussischen  Seehandluog8>Schiffe  auf  ibrea 
*    Reisen  um  die  Erde  und  oaek  AMorika  ongeslellt  worden  wM^ 
Cie«rdnet  md  berau»gegeben  von  Dr.  H.  Bergbaus.    Erst«  Aktkei- 
kMg:  Reepen  mm  die  Welt.  Rcosla«.  1842.  4* .  &TUr. 

Pkilosophicnl  Diagrams,  illustratin^  the  various  Branclies  of 
MttHiral  Philosopby*    Bj  Fred.  J.  Alinasi,  Leotiurer  on  Nat.  Philo- 


^  uj  i^ud  by  Google 


sopliy.  1.  S«ricB.  MecbaBics  (15  Btätfer  mit  Figoren).  London 
1843.  15  tk 


Yermischte  Schriften. 


Tke  Cambridge  matbemutical  Journal.  No.  XV.  Mar, 
184^  1.  Oo  tbe  Geoerul  Problem  of  InterculaCioiiB.  IL  Not«  on  tno 
Theor^  of  the  Solofiona  of  Cobic  and  Biquad  ratio  Btfoatiooi.  III. 

Exposition  of  u  General  Tbeory  of  Linear  Trunsformations.  Part.  |[. 
IV.  A  .Method  of  obtaining  any  Koot  of  &  Number  in  tbc  Form  of 
a  Contiuued  Fraction.  V.  Notes  on  some  Points  in  Formal  Ontics. 
VI.  On  Eiliptic  Functions.  VII.  On  tbe  Solution  of  Functional  Dif- 
ftereotial  KqautioDS.  Vill.  Oo  Certain  Defioite  Integrals.  XI.  De- 
Dionstrations  of  some  Gpometrical  Theorems.  X.  On  tbe  motion  of - 

*  a  Solid  Body  about  its  Centre  of  Gravity.  Xi.  Matbematical  Notes: 
].  Demonstration  of  tbc  principle  of  virtual  velocities.    2.  Problem 

'  from  tbe  Paners  of  1842,  —  It  jP  {a:,  y,  %)  =:  <p  (w,  f,  «»),  wbere 

äF 

is  bomogeneous  of  the  «tb  degree  in  x  and  m  == 

=  (--»)  ^. 

No.  XVIII.  May,  1843.  I.  Oo  eertain 'Pormvloo  amde  ose  of 
in  Phyaical  Aatronomy.    II.  Note  on  vibrating  Cordi.   III.  On  th^ 

Integration  of  certain  Equations  of  Finite  Diiferences.  IV.  On  a 
Class  of  Differential  Fquations,  and  on  tbc  Lines  of  Curvature  of 
an  Ellipsoid.  V.  Note  on  a  Problem  in  Dynamics.  VI.  On  tbe  In* 
tcgration  of  IJoear  Partial  Differential  Equations  bj  tbe  Methode 
or  Monge  ntad  Lngrange.  V  II.  On  tbe  Attractioos  of  Condneting* 
nnd  Non-Conductiiig  Klectrifled  Bodies.  IX.  On  Lagranges  Theo« 
rem.  X.  Note  on  Orthogonal  Isotbermal  Surfaces.  XI.  On  Fon- 
rier's  Theorem.  XII.  .Matbematical  Notes:  1.  Stability  of  Eccentri* 
Cttiea  and  Inclinations.   2.  Mnemonic  Rule.   (Für  die  Formel: 

cos  c  cos      r=  sin  c  cot  a  —  sin  iff  cot  A 

der  spbärisclien  Trigonometrie).  3,  To  sbew  Ibal  tbc  grcatest 
und  ieast  radii  of  an?  plane  section  of  the  surface  of  elasticity  ure 
nt  right  angles.  4.  ProUeni  in  the  Pnpera  of  184%.  A  qoadniote* 
ral,  compoaod  of  fonr  unequal  beams  joiuted  to^etber  at  tbe  extre- 

mities,  is  compresscd  by  a  G^iven  f«)rce  iti  tlic  direction  of  onc  dia- 
gonal: find  tbe  force  in  tbc  directioo  of  the  otber  diagonal  which 
will  resist  tbe  compression. 

Md«oiren  pr^font^s  par  divers  savantn  k  l'Acad^mie 
rojnlo  dea  •cfeBcet  do  l*Inatitnt  de  Frnnce  et  iaprinds 
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mur  aon  ordrcw  SeUncM  MtkiCMtlq««!.  Tm«  ¥IIL  Pa- 

rU   1843.  4. 

Aus  diesem  Bande  sind  folgende  Abhandlungen  auszuzeichnen: 
E.  Becquerel,  memoire  snr  le  rajonoement  cbimiaue  qui  accorapagae 
la  Innim  aolaire  et  la  Inai^r«  ^lectriqae.  —  0.  iJm6,  ■Moire 
am;  la  d^onstralioa  d^nn  nouveau  cas  du  dernier  th^otiae  de  Fer- 
mnt.  —  0.  Delafosse,  r('r!icrches  sur  In  cristtlliMtioB  caBndwtea 
aoos  las  rapporta  pbjraiqaea  el  maUi^natiqaea. 
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Literarischer  Bericht 


Gescbicbte  der  Mathematik  imd  Pfaysik. 

  • 


Alberi,  Bvg.:  De  GaUM  Galileil  dm  Jaffa  aatellitaa  laenkia» 
tionibui  qaae  in  i.  et  r.  pittiaa«  aalalimi  bibKathaai  adaarraator« 
Floraas.  1843. 

Derselbe:  Dei  Lavori  di  G.  Galilei  intorno  i  satelliü  <li  Giove 
eaiataati  aaU  i  r.  biUlolhaea  Palatiaa  da*Pitti.  4to.  Ploraaa.  1843. 
(Wahraebeinlich  aus  der  aeaeD  Aaigaka  4er  Opere  4i  6*  Galilei 

iMMoaders  abgedruckt.) 

M.  8.  Literar.  Bericlit  Aio.  XIU.  S.  208.  und  unten  unter  den 
Vermiackten  Schriften. 

Wa4a*a  Geaeliiebta  ier  Oatifc«  Zwaitar  Thcil.  a.  ai«  nter 
Optik. 


Schriften  über  Unterriditsmethode. 


G^roDO  et  Rognet,  Programme  d^tnill^  des  connaisaances  ma- 
tb^natiques  ezigi^ea  ponr  radmisaion  aux  4co\eü  uolvtecbnique,  na- 
tale,  ■aitaifa,  Ibtea&ra  ate.  t  Mit  8.  Perie.  18«.  2  fr.  60  c. 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Reber,  Peter,  Herzog).  Louchfenhcrff.  Oberndniinistrationsrath 
XU  Eickstädt,  Uaudbucü  der  Arithmetik,  Geuaietrie,  Stereometrie, 
Trigooonetri«  uod  deren  praktische  Anwendang  für  Pomtmiiiiier, 

Hilitairs,  Beamte,  Gcomcter  und  Alle«  fvelcbe  hieb  in  dieser  Wis* 
seoschat't  selbst  unten  icbten  uulleo.  2.  Abtli.  :  Geometrie,  Trigo- 
nometrie und  l'olygouumcirie.  gr.  S.  nebst  5  litb.  Tafeln  in  {  Fo- 
lio, 1  Tafel  iu  4.  uud  l  Karte  iu  Folio.   Kemfiteu.  1843.  2  thlr. 

Bordes,  L. ,  Le^otu  de  muth^matiqnei.  2de.  ^it  Part.  1.  % 
Avec  8  planches.   Paria.  1843.  8  fr. 

Franeoenr,  Gorao  completo  di  mateBatlcbe  pur«.  3  Ton.  -Com 
10  T«T.  Neapel.  1841.  31  L.  25  c. 


Arithmetik. 


FieUag»  deii«nstrati?e  Eeehntakanst  für  die  unteren  GyMasial* 
Klassen,  für  Seminarien  und  bühere  Bürgerscliulon.  2te 
uod  verbesserte  Auflage.  Breslau.  1843   8.  .|  ibU*. 


Berobardt,  J.  B.,  f ^ebrer  in  Pleiscbwangen,  Verfabrns,  dia  Ver- 

biUniaarecbnuiigeo  durch  l  ernunftschliissc  ansrbnulicb  vnd  SUgleich 
bequem,  leicht  uud  schnell  aufzulösen.  Eine  Zugabe  zur  gewöhn- 
lichen ScbluHKform  und  zunächst  eiu  methodischer  Leitfaden  für  die 
Haud  des  Lehrers.    Ulm.    1843.    gr.  8.   8  ggr. 


Frisch,  Friedr..  Lebrer  in  Basel,  Aufgaben  tna  Zilforrechi 
für  schweizerische  Elementarschulen.  Mach  einem  stufenmässis^^n, - 
vom  Leichtern  zum  Nchwerern  fürtschrcitendcm  linnge  und  mit  be- 
sonderer Berücksicbt^unff  der  schweizerischen  Münzen  und  der 
«neoertsn  Haaaae  und  Gewichte.  2.  Abtb.:  das  Ecabnaa  ant  Sortea, 
.  Brüche,  Dreisatzrechnunor,  ZinsrechnnB|r  und  Geselbcbafisracbaiiaff. 
Basel.   1842.  8.   Geb.  U  ggr. 

•Deiaelbe:  Scbiiittsel  zur  ersten  Abtbeiluag  der  Aufgabaa  man 
Zifferreebaea«  Kbead.  8.  Geb.  4  ggr. 

Loeiimann,  Fr.,  neue  arithmetische  Ucbungsbeispiele  für  Deutsch- 
lands (iymnasion  und  Bürgerschuleu,  sowie  für  Berg-,  Forst-,  Mi- 
lituir-  uoU  aodere  Institute  bearbeitet.  Istes  Hettj  die  4  Recb- 
Baagaarten  mit  ganzen  gleich  and  ungleicb  benannten  Zahle».  2l« 
Termehrte  Anfl.  Leipsig.  1843.  8.  9  ggr. 
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Derselbe.  2te8  Heft:  die  4  Rechnungsarten  gleich  und  ungleich 
benuDDter  Zahlen  mit  gemeioeo  Brüchen.  'Zie  vermehrte  Aufluge. 
Ebeod..  1843.   8.   6  ggr. 

Anweisung  zum  Gebrnuche  des  englis'cbeD  Rechen- 
schiebers (Sliding  rulft-Uoglp  h  calcul),  eines  Instrii- 
inents,  mittelst  dessen  niHii  den  griisstcn  Theil  der  im 
tecbnis^lieu  Leben  vorkummeodeu  Rechnungen  sehr 
schnell  ao4  sieber  Yollführen  kann;  sunäcbst  fSr  Ms- 
sch i nenbsver,  Ingenieure,  Architecten,  Zi romer meister, 
.Stein  ha  uer.,  Fabrikanten  und  jeden  im  technischen  Be- 
triebe It  e  s  c  b  ä  f  t  i  g  t  e  n  .  wie  nicht  minder  f  ü  r  A  s  t  r  o  n  o  m  e  n , 
Physiker,  Optiker,  zur  grossen  fcirlcichtcruiig  und  Si- 
cheritellung  ihrer  Reebnnngen.  Von  Dr.  L.  G.  Sehals 
V.  Strassnicki,  ö.  o.  Prof.  der  Mathem.  am  k.  k.  polytecb« 
niscben  Institute  zu  Wien.   Wien.  1843.  S.    1  Thlr.  12  p:irr. 

8u  wie  das  hier  beschriebene  Instriimont  selbst  ist  auch  die 
vorliegende  Schrift  wegen  der  grossen  Sorgfalt  und  liründlichkeit« 
mit  welcher  dieselbe  im  Allgemeinen  verfasst  ist,  nnd  den  vielen 
zur  Krliiuterung  beigebrschteo  Beispielen .  die  nicht  der  geringsten 
IJndcuflicbkcit  Raum  lassen,  haupthächlicli  Lehrern  an  liöbern  Bür- 
gerschulen. Realschulen  und  riewerliescbulen  in  jeder  Beziehung 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen,  und  der  üerr  Verf.  hat  sieb  durcu 
deren  Ausarbeitung  sowohl  mm  diese  Sehnten,  als  nneh  nm  die  nnl 
dem  Titel  genannten  Personen  gewiss  ein  sehr  dankbar  nnzuerken- 
neiides  \  erdienst  erworben.  Durch  die  Rohrmann'sc  lie  Uuriiliatid« 
lung  zu  Wien  kann  der  von  Lenoir  in  Paris  aus  Buxbaum  ver- 
fertigte^  an  Genauigkeit  keiuem  eno  liscben  Instrumente  onchsteheDde 
Sliding  rnle  um  den  sehr  geringen  Preis  von  2  fl.  30  kr,  Conv.- 
Hynse  =  3  fl.  Reichswährang  von  ganz  Deutschland  bexogen  wer- 
den. In  den  bekanntlich  nniremein  reirben  Sammlunijen  des  k.  k, 
polytechnischen  Instituts  zu  Wien  beiluden  sich  eilf  Sliding  rule^s 
von  verschiedener  Einrichtung,  die  auf  8.  184 — 198  der  vorliegen- 
den Schrift,  der  um  Ende  neck  noch  Tabellen  der  Divisorea  fttr  die 
vorzüglichsten  Bflaasse  und  Sewicbte  beigegeben  sludi  stamttiek 
beschrieben  werden. 

Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben 
•US  der  gewShnlieben  Rechenkunst»  HatbeBatik  und Pby* 
sik  von  Dr.  J.  Götz,  Prof,  der  Mathematik  (am  Gymna* 
sium  zu  Dessau).    Kerlin.    1S43.  8. 

Drei  Theile  sind  erscbienrn.  Erster  Theil.  vSammlung  von 
Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Reclienkunst.  8  ggr.  —  Zweiter 
Theil.  Sommluag  von  [^hrsüsen,  PoraMln  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik,  Algebra  nnd  allgemeinen  Grössealehre.  10  ggr.  <—  . 
Dritter  Theil.  Sammlung  von  Lehrsätzen ,  Fdrmeln  nnd  Aufgaben 
aus  der  ebenen  Geometrie,  analytischen  und  ebenen  Trigonometrie, 
ebenen  Polygonoroetrie,  Stereometrie,  sphärischen  Trigonometrie  und 
sphärischen  Tolygonomelrie.  1  Thlr.  6  ggr.  —  Die  jedem  kapitel 
verausgescbidUen  Fragen  und  die  in  das  System  gehörenden  Sitae 
bitten  nacb  unaeter  Oebeneugung  veggelasien.  werden  loUeu. 

Reber,  Tabellen  über  Längen-,  Flachen-  und  Rörpermaasse, 
Iber  den  inneren  und  gangbaren  Werib  der  Münzen,  über  Verglei« 
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chung  vprscliietlener  Handclss^ewichtc,  Ellen-.  Getreide-  und  Ge- 
tränkeinuHüse  aller  Läoder,  duiiD  Uber  das  spezißKclie  (»«ivicht  und 
die  VerbältBiuMhkn  bei  FliiflaigkeiteD,  Metall,  Mioeralien,  i]olxa.s.w. 
nacli  bayerscliein  KuMkscIiuh  und  Gewicht  hereclinot.  .Mit  1  Ii* 
thogr.  Tafel  in  kl.  Fol.   Kempteo.   1843.   gr.  8.   12  ggr. 

Derbois:  caltier  ou  programme  detail!^  d'arilbm^tique  tbcoriqae 
et  pratique.   8.   8r.  1m3. 

knapp,  Fl.,  Tli^orie  des  proportions  compos^cs  et  ses  applieii- 
tioQs,  ä  Tusage  des  maiftons  d'educatioD.    18mo.   Bruxelles.  1843. 

Bergcrv,  CS.  I^«  Complemens  de  calcvr  des  dcolei  priaMrea. 
Secoode  Edition.   Piiria.   1843.   18  ggr. 

Arilbinetic ,  designed  for  tbe  Ilse  of  Scliools.  By  the  Rer. 
J.  W.  Coleuso,  M.  A.  Fellow  uf  St.  Jobn'd  College.  Cambridge. 
1843.   l%mo.  4  ab.  6  d. 

Francois,  Gius.,  Tratteto  teorico-pratieo  dVitnetica.  Floms. 

1843.  5  L  88  c. 

• 

Fiebeg,  die  AlgeMeine  Grdateiilebre  «od  niedere  Algebra  fih> 
die  oberen  GjRmniialklMaen  nnd  Realacl^nleD.  gr.  8.  Bresln«. 
1843.  8  ggr. 

Saas,  Buchstaben  -  RecbnUDg  und  Algebra.  Mit  1  Los:aritbmen> 
Tafel.  11.  Abtb.  der  Fortietsnng  dea  „Reehenbnehes  liir  Volkaacb» 
len*'.  gr.  8.  Altona.  1843.   1  Tbir. 

Derselbe:  KesuÜate  dazu.    gr.  8.   6  ggr. 

Fiedler.  Dr.  J.,  Lebrbneb  der  allgeaieiBen  AriMmetik  mai  G«* 
brauch  für  Gvmaaaien  und  böbere  Bttrgersebnlen.  gr.  8.  Breslaa. 
1843.  1  Tblr. 

Grale,  Dr.  11.,  Saiiiniluug  vou  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
Bncbatabenreebnubg  und  Algebra  sua  Gebraoch  in  Real-  and  Biir* 
genebnlen.   1.  Ben.  8.  Jena.   1843.  9  ggr. 

Derselbe:   Resultate  au  vorstebeoder  Sammlong.    8.  £beod. 

Blaaer,  C,  Allgeaielae  Bebaodlung  der  Reihenua- 

kebrun^  nnbst  Anwendtinjf  derselben  zur  Da  rst  e  1 1  ii  o  tr 
der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  in  uoendlicben 
Reiben.    4.    Bern.    1842.    10  ggr. 

Wenn  der  Ferf.  dieser  'Scbrin  klagt ,  data  die  Reibenoakeh» 
rong,  die  bekanntlich  längere  Zeit  einen  Hauptgegenstand  der  Oa* 
tersuchungen  der  Bearbeiter  der  combinatorischen  Analvsi«!.  namrnt* 
lieh  Hindenburg's,  Rothens,  FlKclieish»ch*8,  Pfaff's  ausmachte,  gegen- 
wärtig von  den  Mathematikern  vernachlässigt  und  eher  uaigangen 
ala  angewandt  werde,  ao  hätte  er  bedenken  aoHen»  daaa  die  ge> 
geawirtige  Thdorle  dieaer  «mlytiaeben  Oferation  io  ao  hn  als 
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eiue  im  höchsten  Grade  unvulikooiinene  bezfiicliuet  werden  muss, 
w«il  sie  uns  in  völliger  Un^ewiMlieit  ttber  die  Converffenz  oder 
Dirergeos  der  bctreffcodon  Reihen  liisst,  and  dau  deber  dicMithe- 
matiker,  welclie  statt  der  RrihcDumkchrung  zu  andern  Mrdioden 
ihre  Zuflucht  uehinen,  jedenfalls  viel  ('hf>r  zu  lohen  als  zu  tadeln 
sind.  Hatte  er  seine  Uuter^uchuu^eu  aut  den  vorher  in  Anregung 
gebraehteit  Pookt  gerichtet,  so  würde  er  der'  WisKenscbiift  eieen 
wesentlichen  Dienst  xu  leisten  im  Stande  gewesen  sein;  er  hat  die- 
sen Hauptpunkt  in  der  Tbeerie  der  Umkebrnog  der  Reiben  eher 
gaoz  uubeacblet  gelaasen. 

Elementär  Afbandling^  om  Seriere  CoDvergeDt.    Pmes.  Carl 
Johan  Hill,  Hatbe».  Prof.;  Reeii.  Theodor  IbrauiOD.   !•   Luod.  . 

Mündt,  C.  A.«  de  accuratiuue,  qua  pussit  quautitas  per  tabulas 
deteffüiiari  et  auiden  ciin  per  tabulas  in  Doiversm^  lan  siogula» 
tim  per  tabolas  logaritbaiieaB  et  trigoDOMeCrieas,  4.  Banniae.  1842 
2  Tbir. 


Geometrie. 


Bolznno,  Dr.  Bern.  \>rsnch  einer  uhjectiven  Beg'riindnng  der 
Lehre  von  den  drei  Dimeuhtuueu  des  Raumes  (aus  den  Abhandiuo« 

g:en  der  königl.  bdhai.  Gesellsebaflt^der  Wiss.,  V.  Folge.  3.  Band» 
osonders  ab^dnickt).  gr.  4.  Prag.   1843*  4  ggr. 

Türk,  Wilh.  v.,  Leiffailen  für  den  rnlerricht  in  der  l''ormen- 
und  Grösseniebre.  5.  Aull,  mit  120  kuufertafclo.  gr.  8.  Fotsdan. 
1843.   1  Tbir.  18  ggr. 

Raumlehre  oder  Geometrie,  nach  den  jetzig^en  Anfordcrung-en 
der  Didaktik  für  Lehrende  und  Lernende  bearheitet  von  Dr.  K.  A. 
\V.  Uiesterweff,  Director  des  Seminars  für  Stadthcbuicu  in  Berlin. 
Zweite  versiearte  und  verbcsaerte  Auflage.  Mit  9  Steintafeln,  gr.  8. 
Bonn.  1843.  1  Tblr. 

Gruber,  Dr.,  die  Formen-  und  Raumgrrössenlehre  in  der  \  olks- 
und  Fortbildunfrsscbule,  für  Lehrer  bearbeitet,  gr.  S.  karl:iruhe. 
1843.    12  ggr. 

Hablützel,  J.  G.,  Lehrer  und  Ceometer,  die  Kiemente  der  Geo- 
metricj  nebst  einem  iieordneten  Sfnfenjrnnge  von  80  Aufgaben  aus 
der  Cousti'uctions-,  >  erwandiuugs-  und  Thcilungslehre.  Für  Schu- 
len und  xum  l'rivatunlerricht.  Nach  einem  neuen  und  erleiehtero« 
den  Sv  Sterne  beaiteitet.  gr.  12.  mit  33  Ktb.  Tafeln.  '  Sebaffbansen. 
1843.   16  ggr. 
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Lei(f«dei  bei  den  üotemebte  in  der  IjlDffeo-,  FISelieB-  and 
KSrperlehrc,  fUr  Volkiechnlen  bearbeitet  ven  F.  L.  ScbSne. 
sig.   184a.  8  ggr. 

Wiegand,  Aug.,  Zweiter  Cursus  der  Pleoieietrie  för  Gyamasiea 
ond  Reelicbiileii.  Mit  2  Kupfertafeln.  8.  Halle.  1848.  8  ggr. 
(M.  vergl.  Liter,  fierieht  No.  XIV.  210.) 

Dr.  rieoriT  Ueclit,  I^ebrer  der  iMatbeiiiütik  und  I'rivntdocent  aa 
der  Univcräitat  Münciien.  Die  Klemcnte  der  Geometrie,  gr.  8.  wtit 
7  SteintafßlD  in  .qu.  ^  Fol.   MSocIien.   1844.   H  Tblr. 

Sammlunfif  von  120  AiifG^aben  aus  dpm  Gebiete  der  Klcmenlar* 
geometrie  mit  ibren  Auflnsung;en  und  lieweitieti  ubne  Anwendung 
der  Prupurtiuiieu,  ncl»ät  einem  Anbange  von  Formeln  xur  Berecii- 
JiHBg  der  FIftebea  ond  Körper,  für  EleMeBtarkiatten  der  Geom- 
trie,  eowie  sua  Selbitunterricbt  und  z  r  Vorbereitung  auf  Prüfon- 

§en ,  )tf>rnusc^egeben  von  K.  Schul/.,  Tonrector  stt  Fürateowalde. 
lit  5  .kupfertat'elu.   8.   i^eipzig.    1844.   8  ggr. 

Die  Atifgabeosanmlang  von  Göts  's.  unter  Aritbnetik. 

Tb^oremrs  et  problcmes  de  g^ometrie  ^l^mentaire»  pw  H.  Cb. 
de  Ja  Fremoire.   la-8.   Paris.   1843.   4i  t'r. 

Die  Lebre  von  den  Transversalen  in  ihrer  Anwen- 
dung auf  die  Planisietri c  I^ne  l^rweiterung  der  Eukli* 
diseben  CtMimotrio  von  (\  Adams,  f.ebrer  der  Matbema- 
tik  an  der  (•cwcrbscbule  in  VViutcrtbur.  Wiatertbur.  18^y. 
8.    1  Tblr.  1-2  ggr. 

Lehrer  finden  in  dieser  Schrift  eine  sehr  dentlielie  nnd  siealifb 
vollständige  ZuBanmenstclluDfl^  der  Elemenlarsitse  der  Lelire  vnn 
den  Transversalen ,  deren  Aufnabme  in  den  geometriseben  HüemeiK 
tarünterriclit  jedenfalU  sehr  zu  wiiiisclien  ist,  worin  wir  dem  Verf. 
völlig  beistimmen.  Dasa  die  wichtigsten  Anwendungeo  der  i..ebre 
Ton  den  Transversalen,  insbesondere  nnf  die  Lehre  vom  Kreiae,  die 
im  vierten  Abschnitte  in  ziemlieber  Vollstäodigkeit  bebnadeU  ist, 
nicht  felilen,  braucht  wohl  nicht  erst  besonders  hcinerkt  zu  werden. 
Auf  die  Kegelschnitte  bat  der  Verf.  seine  lliiicrsucbuiigen  nicht  aus- 

Sedebot,  was  aber  wobl  auch  nicht  in  seinem  Plane  liegen  konnte, 
»  sein  niehster  Zweek  die  Abfassung  eines  Bleaentarlebrbe- 
ebes  war.  Dagegen  sind  isi  fiknfteo  Abschnitte  inebrere  Anwen- 
dungen der  Lebre  von  den  Transversalen  auf  die  Auflösung  ver- 
schiedener zweckmässig  gewählter  Aufgaben  der  praktischen  Geo- 
metrie zusammengestellt.  Schülern,  welche  einen  Cursus  der  ebenen 
(jeometrie  durchgemacht  babeu,  wird  diei^e  Schrift  wegen  ibrer 
Deutlichkeit  und  Klarheit  mit  Nutzen  für  ihre  weitere  Ausbildu^ 
tusi  eignen  Stndiuui  in  die  Hände  gegeben  werden  kSnnen. 

Zwabr,  J.  G.,  die  Quadratur  des  Zirkels  auf  ihre  einfachea 
Grundregeln  zurückgeführt.  1  Tabelle  und  1  Uolzscbnitt.  S^prem- 
berg.   1843.  8.   10  ggr. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  descriptifeu  GeuuM- 
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tri«  TOD  Dr.  Bonibard  Gugler  (ms  d««  gfittcro  i,L«brtoeli".cte. 

des  Verfassers  ausceiioben,  vorzunweiae  für  den  Gebraoeh  dordo* 
werbcMliaies).  Mit  %  Kipfertafelii.  Niirobarg.  1844.  2i  ggr. 

Die  Kegelschnitte  für  den  Gebrauch  io  Gymoasien  und  Real- 
sekiileD»  iMBrbsitet  von  K.  H.  Sebellbath,  Pronsi.  der  Hathoasllk 
und  Pbysik  am  Friedrich  Winielms-Gymnasiaa  io  Borlin*  8.  mit 
7  Figoreotofetn.  B^rlio.   1843.   I  Tblr.  8  ggr. 


Prakttsehe  Geometrie. 


Die  Geometrie  in  ihrer  Aoweodttog  oof  das  Gewerbo  der  Boo* 
handwerker  für  Bau  •  Gewerbe  •  uod  Sonntagsscbulen  u.  a.  w.»  TO^ 
Dr.  Burgbeim.  Minden  uod  Leipsig.   1843.  8.   1  Tblr. 

Jabo,  Dr.  G.  A.,^  Berechnungstafeln  für  den  Inhalt  vierkantiger, 
walten-  und  kegelförmiger  Holzer  und  für  die  KoatODpreiie  der» 
selben,  kl.  4.  Leipaig.   184^.   1  Tblr. 

Bergery,  C.  L.,  Geum^trie  des  courbes  appliqu^s  aux  arti. 
2  ddit.   Id. 8.  Paris.   1843.  6  fr. 

SjBon,  Pr.  T.,  \  orlagen  zur  praktisch -mathematischen  Zeich- 
nungsichre. Griindlicho  Anweiäunff  zur  Scibsterlernung  und  Tehung 
im  geometrischen  Zeichnen,  als  Vorbereitung  zur  topographischen, 
Situutiuns-,  Fortifikations>,  taktischen,  Artillerie-  und  Maschinen» 
Zeicboung  für  Geometer,  Forsto&noer,  Reffimeoto«,  (iewerkssrhu- 
len  und  andere  Crsiebunga  -  Institate.  2  flefte.  Müncben.  1843. 
1  Tblr.  4  ggr. 

Fuchs,  Dr.,  lieber  den  Einfluss  der  Gestalt  des  Terrains  auf  die 
Resultate  barometriscber  und  trigonometrischer  Höbenmessung,  so 
wie  auf  die  Bestimmung  der  p:eogriiphischcn  Lage  eines  Punktes 
auf  der  Oberfläche  der  Erde.  8.   Wien.   1843.   12  ggr. 

« 

Versuch  einer  neuen  Methode  xnr  Boatimmung  der 
Polbdbo  hei  geodätiscben  Messungen.   Von  Job.  Atiguat 

Grüne rt.    Leipzig.    1844.   8.    9  ^gr. 

Ich  beabsichtige  mit  dieser  kleineu  Schritt  dem  Geodäten  eine 
Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  oder  geographischen  Breite 
au  die  lluud  zu  geben,  mittelst  welcher  er  dieses  wichtige  Element 
Mona  siit  Hiilfo  doa  laatmoMota,  mk  weleboai  or  ftberbaupt  alle 
■ohiO  Messungen  anafilbrt,  nümlich  des  Azinuthaltbeodolitcn ,  also 
namentlich  ganz  ohne  Thr,  und  zugleich  ohne  Voraussetzung- 
vieler  astronomischen  Kenntnisse  und  tertigkeileu ,  zu  beAtimmeu 
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im  Stande  ist.  Die  Fehler  dieser  Metbode  sind  in  der  Schrift  einer 
sorcfalti^CD  analytischen  Untersuchung  unterworfen  worden.  Vor- 
züglich wünsche  ich,  dass  diese  Methode  vielleicht  VeranlaBsuog 
^ebeo  Möge,  4mi  künftir  öfter  als  bisher  «seh  mit  kleioern  prak» 
tischen  Mesaugen  PolhöheDbc»tiMiHi|reB  Yerjbunden  werdeo»  w«* 
durch,  wie  es  mir  scheint,  der  («eofif^raphic  mancher  <!;inkcnswcrthe, 
wenn  auch  allerdings  hin  und  wieder  noch  spätere  Jjierichtiguogea 
bedürfende  Beitrag  geliefert  werden  kann.  G. 


Trigonometrie. 


Mazare  &  BeHin:tult,  Tables  trigonom^triques,  donnant  poar 
tous  les  angles  du  quart  de  cercle  caicules  de  cinc^  minutes  cent^fti* 
males  et  appliques  a  tuutes  les  hypot^nuses  possibles,  les  sioat, 
cosimis  ou  segmens  des  basas  am  des  d^siatas  atc  la«S.  Ho■^ 
wArmL  1843.  6  fr. 


Nechaoik. 


Treatise  od  Mechanics,  by  S.  D.  PoissoD.  TraDslatad  from  the 
French,  and  elucidated  with  Kxplanatory  Notes  by  the  Rev.  H.  U. 
BfU.  2  lols.  8.  with  8  Plates,  clotb.  Loodoa.   1843.  28  a. 


Praktische  Mechanik. 


BressoD,  Carl,  Lebrbaeb  dar  Mecbaoik  in  ibrer  Aawefldaiig'  aaf 

die  physischen  WisseaadlafteD,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dem 
Franz.  3.  —  5.  Lief.  gr.  4.  Nebst  litb.  Tafeln  in  |Fol.  Leipzig*. 
1843.  a  Lief.   12  ggr.  M.  vergl.  Literar.  Ber.  No.  X.  S.  IM. 

Poppe,  Dr.  Jab.  Heiar.  Mar.  t.«  Hafratb  «od  Pifaf.  tm  TibiogeB, 
die  praktisebe  MaebaBik  und  Maschinenlehre  unserer  Zeit;  atn  fass- 
lich dargestelltes  Lehr-,  Lese-  und  Hülfshuch  zum  Nutzen  und  Ver> 

Enüffen  für  alle  Stände.    Mit  190  Abbildungen  auf  24  Taf.  2.-4. 
ier  gr.  8.   Zürich.   1843.   1  Thlr.  18- ggr.   (U.  tergl.  Literar. 
Bericht.  No.  XIV.  S.  215.) 


^  uj  i^ud  by  Google 


Haindl,  S.,  die  MaschineDkonde  und  HascbiDeDseichnung.  4  Lief. 
(Sehluii).  Text  gr.  4.  mit  Tafeln  in  Pol.  Mönchen.  1843.  5  Thlr. 
S,$gr.  (M.  ?orgl.  litor.  lloricfat  No.  III.  S.  57.) 

Demmc,  A.  V.,  der  praktische  Maschiaenbauer.  14.  u.  15.  Lie- 
femoff.  8.  Mit  50  Tafeln  Abbildungeo  in  |  Folio.  Uuedlinburff. 
1843.  4  TUr.  fO  ggr.  (M.  vergl.  Litor.  Bor.  No.  XIV.  8.  21&.) 

TafTe,  A.,  Application  de  la  m^caoique  aux  machines  le  plus  en 
usage,  mues  par  Peau.  la  vapeur,  le  veut  et  Ics  auimauzi  et  ä  di- 
versea  constructions.   3  ^dit.   8.   Paris.    1843.    10  fr. 

Hofiinann,  Ludw ,  Banneister  in  Berlik,  die  Sägemiible  mit  den 
neuesten  Constructiooen ,  in  den  ff  auptansichten ,  Protilen  und  eio- 
seinen  Tbeilen  nach  dem  IVIaasstabe  gezeicknet  und  bescbrieben. 
Folio.   Leipzig.   1843.   U  Tblr. 

Dno  Siaenbahnwesen ,  oder  Abbildungen  und  Bescbreibungoa 
von  den  Torzüglicbstcn  Dampf-,  Muoitions-,  Transport-  und  Per- 
sonenwagen, von  Schienen,  Stühlen,  Drehscheiben,  Ausweich-  oder 
Radleokscbieuen  und  sonstigen  Vorricbtuoffen  und  MaschineD,  die 
Mif  den  Eisonbobnen  Englands,  Dootacklnom,  Praokroinbt»  Beioiooo 
in  Anwendung  stehen.  Auf  Veranlassung  des  königl.  frans.  Hioi* 
sterittuä  des  Handels  und  der  öfTentliciien  Arbeiten  herausgegeben 
von  Armengaud  d.  A. ,  Ingenieur  und  Professor  am  Conservatorium 
der  Künste  und  Gewerbe,  und  von  C.  Armeogaud,  Zeichner  und 
Prof.  doi  Maschioeo Wesens.  Ote  Liefmoff  odor  la  Supnlemeatbeft.. 
In  Polio.  Weianr.  1843.  2  Tbir. 

Stuhel:  Die  rollende  Kugel.  Ein  Bewcffungssystcm  als  Versuch 
zu  einer  tbeilweisen  Ersparung  der  Dampikraft.  Deutsch  u.  fran- 
s&iiacb.  Hit  1  litbugr.  Tafel.  Brüno.  1843.   11  ggr. 


Optik. 


< 

Getebielile  der  Optik,  Tom  Ursprongo  dieser  Wif* 

senschtift  biH  auf  die  gegenwärtige  Zeit,  von  Dr.  Emil 
Wilde,  Prof.  der  >l;ttheui.  und  Physik  ara  Berlinischen 
Gymnasium  zum  grauen  K  I  n  s  (  e  r.  Z  w  e  i  t  e  r  T  h  c  i  I.  Von 
Newton  bis  i:uler.    Berlin.    18 i3.    8.    2  Thlr.    8  ggr. 

Der  vorliegende  «weite  Tbeil  diese«  Werks,  welches  wir  gleicb 
bei  dem  Erscheinen  des  ersten  Tbeils  ol«  ein  sehr  verdienstliches 
ünteruehmi  ri  bcgrüsst  haben,  umfasst,  wie  auch  der  Titel  angiebt, 
den  Zeitraum  von  Newton  bis  Euier,  und  schildert  insbesondere  auf 
eine  sehr  ansprechende  Weise  die  Verdienste,  welche  sich  Newton, 
Unygens,  MoriottOf  Bnugner  mmi  fjoabert  —  die  letstereo  beiden 
vonttglich  in  Bezug  aof  Photometrie  —  um  die  optiscbeo  Wissenscbaf. 
teo  erworben  bnboo,  wobei  iibernll  von  desi  Vorfosser  selbitstäadig 
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bearbeitete  Aussfige  aus  den  Werken  dieser  berühoiteD  Mäaner  mit* 
getheilt  werdon.  welches  besonders  selir  verdicostlicli  ist,  weil  man 
nuf  diese  Weise  eine  sebr  deutliche  Anschauung  von  deren  wich- 
tiffsteo  l^otdeckuDgCD  gewinnt,  und  das  vuriiegeude  Werk  io  ge* 
wisaer  Rilekiielit  zugleioli  des  Charakter  einet  lienlich  vellatiiidl- 
gen  Lehrbuchs  4er  Optik  annimiat.  Gegeo  GSthe  hat  4er  Vrrfaaecr, 
wie  es  Recht  war,  Newton  kräftirr  io  Schutz  geoonmeo.  Bei  Haj* 
gens  unterwirft  der  VerfusMer  in  diesem  Theile  bloss  dessen  Ver- 
dienste um  die  do(ipeite  UrecbunK,  die  Cndulationstheorie  und  die 
neteorologiaelM  Optik  eieer  a«snhriieiieni  BetraebCnng,  ohne  der 
Dioptrien ^\  welche  nach  aeaerer  Oeberzeugung  auch  in  geo* 
metrischer  Rücksicht  jetzt  immer  noch  sorgfältig  studirt  zu  werden 
verdient  und  der  ,,Coiuineutarii  de  forin andis  policndisque 
vitris  ad  telescopio''  irgendwo  Erwähnung  sn  tbun,  auch  nicht 
unter  den  biographischen  Notison.  Leider  ist  uns  der  erste  Theii 
des  vorliegenden  Werks  in  diesen  Augenblicke  nicht  snr  Hand,  so 
dass  wir  nicht  nachsehen  können,  was  der  \'erfasäer  etwa  dort  über 
die  genannten  Werke  des  berühmten  holländischen  Georoeters  ge- 
sagt hat.  Der  Scbluss  dieses  zweiten  Theils  bandelt  von  den  pbos- 
phorescirenden  KSrpern.  Wir  eapfehlen  dies«  Geschichte  der  Optik 
"^wiederholt  insbesondere  allen  denen,  welche  den  Gebrauch  wier 

f grossem  Bibliothek  enthehren  müssen,  und  sich,  ohne  auf  die  Quel- 
en  selbst  zurückzugehen,  eine  hinreichende  kenntniss  von  der  Aus- 
bildung, welche  dieser  wichtige  und  so  höchst  interessante  Theil  der 
Mathematik  und  PhysilL  nneb  und  naeb  erhalten  hat,  verschaffen 
wollen,  und  sehen  deien  weiteren  Foitsetnnng  Ait  Verlangen 
gegen. 

Die  Gesetse  der  Doppelbrechung  des  Lichts  in  coa« 

primirten  oder  ungleichförmig  erwärmten  nnkrystalli- 
nischen  Körpern.  Eine  am  8.  November  18il  in  der  kö- 
niglichen Akademie  der  Wissenscbat'ten  zu  Berlin  ge- 
lesene Abbindinng  von  F.  G.  Nennnnn,  Prof.  der  Physik 
XU  Kdnigsberg.    Berlin.    1843.   4.   2  Tblr.  8  ggr. 

Der  wesentliche  Inhalt  dieser  nichtigen  Schritt  lässt  sich  hier 
nur  ganz  in  der  Kürze  anireben.  Dieselbe  zerfällt  in  drei  Abschnitte. 
In  dem  ersten  Abschnitte  beschäftigt  sieb  der  Verf.  mit  dem  Gesetze 
der  Doppelbrechung  des  fJchts  in  gleichförmig  diluiirten  oder 
comprimirten  unkrystaHtniscben  Kürpern,  wobei  er  die  Dilntion 
(oder  Contraktion)  eines  Körpers  dann  gleichförmig  nennt,  wenn 
dieselbe  an  jeder  Stelle  desselben  sowohl  in  Beziebnng  auf  Rich> 
tung  als  Grösse  gleich  ist,  wiewohl  si^  in  den  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  ist.  !■  «weiten  Abschnitte  werden  die  unge- 
meinen Formeln  für  äie  Farben -Erscheinungen  entwickelt,  welche 
ein  ungleichförmig  dilatirter  Körper  unter  den  bekannten  Be- 
ditiirnngon  im  polarisirten  Lichte  zeigt.  Diese  beiden  Abschnitte 
bilden  die  Grundlage  des  dritten  Abschnitts,  in  welchem  der  Verf. 
die  Theorie  der  Farben  entwickelt,  welche  in  durchsichtigen  un* 
krystalliniscben  Körpern  im  polarisirten  Lichte  ans  der  ungleiebea 
Temperatur- Vertheilnng  Entstehen. 

fjectures  on  Polarised  Light,  deliTored  befbre  tbe  Phnrmnenu- 
Hcnl  Society  of  Great  Britain,  and  in  the  Nedical  Sckool  of  Übt 
London  Hospital.  By  Jonathan  Pereira.  8.,  illustatid  bj  sbtft 
50  woodcuts.   clotb.  Londnn.   1843.  5  sh.  6  d. 
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A  Manual  of  Perspective;  being  n  Faniiliur  K.vphinntion  of  tlie 
Science,  iucluding  ihe  Rules  nccessury  for  tbe  currect  Ueureseatu- 
tion  of  Objectfl.  the  Principics  ot  Sb«dowt,  ReflectiQOB  in  Wttor  «t«, 
B.  J.  Wood.  JuD.  2  edit.  witb  adilitioDS,  royal  8.  7  platei.  el.  / 
London.   1843.  4  «b.  d  d. 


Astronomie. 


Himmei  und  Erde,  besclirieben  und  im  Modell  durgestelit  von 
F.  6.  ij,  Greasler.    Vierte  Aufl.    Laogensalza.    1842.   8.   8  ggr. , 

Des  Herausgebers  Schrift  über  eine  neue  Metliode  zur  Beslim- 
mung  der  l'olhötie  oder  geograpbtsclien  Hreite  bei  |iraktiaeben  Mea«^ 
suiigeo  8.  n.  UDier  l'raktiscoe  i»eonetrie. 

De  differentia  BeridiasoniM  ex  obaanratit  fiiaro«  oeeolla" 

tiopibas  determinaDda  dissertatia.  P.  P.'  Christianus  Fr.  Liodmao, 
Pbil.  Mag.;  Reap.  Andreaa  Wiemar,  Dpaaliae.  4.   1  Tafel. 

Ad  Theoriain  Cometaruui  Additamenta.  P.  P.  Aadr.  Jod.  An^- 
atrttai,  Pbjs.  Kxper.  Da«.,  ad  Obs.  Aatroa.  Hain,  Ad>;  Respp.  Daniel 
Haquioua  Porssherg,  Andreaa  NardaaataB  et  Abrakasna  Nanada, 
Upaaliae.  4.  1843. 

Die  EleincDle  der  Mechanik  des  Himmels,  auf  neuem 
Wege  obaa  Hfiifa  bdbarer  Raehnnagaartan  dargestellt 
von  August  Ferdinand  Möbius,  Prot,  der  Aatronomia  la 

Leipzig  u.  8.  w.    Leipzig.    18i3.    8.    2  Tliir. 

l'Cber  diese  Schrift,  welche  wir  mit  besojiderer  Freude  bcgrüsst 
haberij  glauben  wir  den  Lesern  des  Archivs  am  bebten  mit  den  fol- 
genden eignen  Werten  de«  Verfassern  einen  korsen  Beriebt  erstat- 
ten SU  können.  .,Die  vorliegende  Schrift  hat  die  fortschreiteodf 
Bewrcrnni^-  der  Himmelskörper  und  die  KräftCj  durch  welche  diese 
llew^iTuiisr  erzeugt  ^vird,  zu  ihrem  Gee^enstaiide ,  und  behandelt 
somit  den  durch  Newton  begründeten  und  von  den  vorzüglichsten 
MatbeaMtikem  and  Astronomen  der  spätem  Zeit  bis  in  das  feinste 
Detail  ausurebildeten  Tbeil  der  Natnrforscbung.  Gewiss  war  es  je- 
derzeit vielen  Freunden  der  Astronomie  und  der  Naturwissenschaf- 
ten wnnschenswerth.  nicht  bloss  die  lux  hst  interessanten  Resultate 
dieser  llnlersuchungen ,  sondern  auch  ihren  inneru  Zusammenhang 
und  ihre  Entwickelung  ans  den  ersten  Printipien ,  und  diese  £nt» 
wickelang  nicht  bloss  durch  eine  ühersiehtliehe  BrlSnternng ,  San- 
dern streng  matbemstiscb  begründet,  kennen  zu  lernen.  Allein  nur 
Wenigen  nnter  ihnen  war  es  miij^Hfli .  diesen  Wunsch  zu  betriedi- 
gen,  weil  das  Studium  der  Werke,  iu  denen  die  gedachten  For- 
schungen niedergelegt  sind,  nicht  wenig  Zeit  und  batriiehtliclie 
Vorkanntnisie  aus  der  hdberau  Analysis  erfordert.  Ich  glaube  da- 
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ber  ricltni  einea  angeBcbiMB  Dieut  zv  erweiien,  weno  ich  iboeo 
io  dieier  Schrift  eineo  Weg  zeige,  auf  weIcLem  sie,  oime  ao«l«re 

KeantDisse,  als  die,  welche  adioii  auf  üeu  Sclmlen  erlernt  werden» 
zu  besitzen,  mit  den  Geliciinoissen  der  plaBetariscIieii  BewegoogCB 
sich  in  Kurzem  vertraut  machen  können. 
Die  Schrift  zerfällt  in  vier  Abschnitte. 

Der  erste  eiithält  die  zun  Veratindoiste  des  Folgenden  erfor- 
•derlichen  Lebreb  der  Dynamik,  und  dürfte  sich  von  den  bisherigen 

•  Darstellungsweisen  dieser  Wissenschaft  besonders  dadurch  unter- 
scheiden, dass  ich  mehr  aU  gewönlich  nach  Veranschaulichung  der 
Begriffe  und  Sätze  mit  Hülfe  einfacher  geometrischer  Betrachtungeo 
gestrebt  babe;  und  näehstdea  dadurch,  dast  ich  die  in  der  Djnn- 
■ik  unentbehrlichen  Elemente  der  DiffereDtialreehnnag  so  weit,  als 
es  für  den  nächsten  Zweck  nöthig  war,  nun  dem  Be^iffe  der  Be- 
wegung selbst  erst  entwickelt  und  sie  demn;emäss  als  eine  Rechnung 
mit  den  (leschwiudigkeiteu  hingestellt  habe,  mit  denen  sich  vuu  der 
Zeit'  abhängige  Grössen-  ändern.  Bei  dieser  Darstellung  der  Dynn* 
roik  spielt  Desott^ers  die  gleich  zu  Anfange  behandelte  f.ehrc  von 
der  Zusammensetzung  gerader  l^inien  eine  wichtige  Rolle.  VVeil 
fieschwindißkeiten  und  Kräfte  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  als 
gerade  Linien  sich  darstellen  iusseu ,  so  ist  mit  der  Zusamweo- 
setsnng  gerader  Unien  zugleich  die  Ton  CSesebwindigkeiten  nnd 
Krilfiten  erklärt;  auch  die  Zusammensetzung  irgend  welcher  Bewe- 
gungen von  Punkten  wird  sehr  einfach  auf  die  vuu  geraiicn  Linien 
zurückgeführt;  späterhin  wird  auf  dieselbe  Lehre  die  Theorie  des  | 
Schwerpunktes  gegründet,  und  endlich  wird  eben  daraus  noch  die 
ZnsatasieDsetznng  eheoef  Fliehen  abgeleitet. 

Als  Vorbereitung  au  der  Lehre  von  der  Planetenbewegung  habe 
ich  am  Knde  des  ersten  Abschnittes  die  —  obwohl  nur  dem  Scheine 
luidi  —  in  der  Astronomie  veraltete  uud  verachtete  Tlieorie  der 
bpicykleu  wieder  ins  Leben  gerufen,  und,  wie  ich  glaube,  ^icbt 
•nne  guten  Brfolg. 

lai  sweiten  Abscbaitte  werden  die  im  ersten  entwickelten  Gmnd* 
lehren  der  Dynainik  auf  il»-n  nach  Kepler's  Gesetzen  geregelten 
Lauf  der  Planeten  um  die  Sonne  und  der  Nebenplaneteo  um  ihre 
Haupiplaneten  angewendet  und  die  Kräfte  bestimmt,  dnrcb  welche 
diese  Bewegungen  bervor^braebt  werden.  Das  Newtnn'tocbe  G^» 
setz  der  allgcneinen  Anziehung  ist  das  endliehe  Resultat  dieser 
Untersuchung.  Den  Keschluss  dieses  Abschnitts  bilden  die  drei  für 
jedes  System  sich  anziehender  oder  abstossender  Körper  geltenden 
Principicu  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  der  Flächen  und  der 
lebendigen  Kräfte.  ! 

Die  noch  folgenden  zwei  Abschnitte  enthalten  dea  interewan- 
testen  Theil  der  physischen  Astronomie,  die  Theorie  der  Störungen 
oder  der  kleinen  von  den  Kepler^schen  Gesetzen  sich  zeigenden  und 
dadurch  erklärbaren  Abweichungen,  dass  jeder  l*lauet  nicht  bloss 
¥on  der  Sonne  und  jeder  Trabant  nicht  bloss  von  seinem  Haupt- 
platteten,  sondern  zogleieb  von  allen  übrigen  Körpern  des  Syetcas 
angezogen  wird.  Im  vierten  Abschnitte  werden  die  von  den  nfslon 
Potenzen  der  störenden  Masse,  der  Excentricitäten  und  der  ^feiaruntr 
abhängigen  Störungen,  Avelche  die  Planeten  auf  einander  ausüheu, 

ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  die  Störungen  des  Mondes  durch  die 
Dnao,  entwickelt,  nur  dnn  ich  hier  nicht  länger  Anitnnd  gnaoM« 
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meo  habe,  von  der  Differeotialreebnnug  io  ihrer  gew^bnliekeD  Form 
,  Gebraocli  sn  naebeo. 

la,  einen  Aulmngo  sind  zwei  Anfsätsa  fiber  das  TbeerMs  La- 

praoffc's  von  der  Lnveranderlichkeit  der  prosseti  Axen  und  über 
die  lierecbouDg  der  sogeooonteo  speziellen  Störungen  hiosugefiigt 
wofdeo." 

'  Gewiss  wird  diese  Iii  vieljen  BeilebmgeB  ausgezeiebnele  Sebrift 
aar  weitem  Verbreitnag  der  Lebren  der  phyaiacheo  AslroBoaie 
aentlicb  beitrageo. 

L.  de  Gerin -Roze:  Manuel  da  navigateur  anglais-francais,  en 
5  parties.  Parts.  t843.  12  fr. 


Physik. 


Frielt,  Dr.  J.,  Prof.  der  Naturlebre  zu  Freibarg,  Anliogagr&ede 
der  Natnrlebfe.  Freibuig.  1843.  8.  i  Tbir. 

Die  Ex{)eriincQlul •Physik.  Zum  Selbstuuterriclfte  für  Gebildete 
nnd  zum  Gebrauebe  io  Real-  und  polytecbnisehen  Sebuleo.  Nach 
der  dritten  Auflafce  des  FranzÖsiscben  des  J.  Marcet,  Prof.  an  der 
Akademie  zu  Geuf,  übersetzt  von  G.  Kissliop^,  Professor,  Lcbrer  der 
mathematischen  und  [ilivsikniiscben  H'issenscbaften  und  der  neueren 
Sprachen.  Mit  0  Tulelu  Figuren.  Lief.  5.  ü.  gr.  8.  Ludwigiburg. 
im.  13  gr/  (M.  Tgl.  Liter.  Bericbt.  No.  «JCIU.  8.  m.) 

A nfan cfsjrründe  der  Physik.  Vom  Prof.  A.  v.  Ettings- 
hausen, irrste  Lieferung.  Preis  des  gaazen  Werkes 
3  Tblr.  8  ggr. 

WesBffleieb  vor  erst  die  erste  LtelBmo^  dieses  neaen  Lebr^ 
buchs  der  Physik  uns  vorliegt,  so  glauben  wir  doeb  die  Leser  des 
Arrliivs  sclion  jrtzt  auf  dassellje  aufmerksam  machen  zu  müssen, 
insbesondere  weg:en  der  grossen  Gründlichkeit,  mit  welcher  es 
auffenscheinlich  bearbeitet  ist,  so  dass  kein  Satz,  wie  dies  wühl  in 
videu  andern  phjsiiuilisebeii  Lebrbuebem  gesebiebt,  ebne  Beweie 
hingestellt  wird,  wobei  der  Verf.  natürlich  einen  fortwährcndei|y 
jedoch  sich  nirgends  über  die  gewölmlichon  EhMnrntc  ersteckeoden 
Gehraucli  von  den  liehren  der  Mathematik  machcu  musstc,  was  je- 
denfalls im  höchsten  Grade  zu  lohen  ist,  weil  nur  auf  diese  Weise 
eine  Dantellang  der  Phjrsik  möglicb  wird,  die  aiit  Reebt  auf  den 
NasMn  einer  streng  wissenschaftliehen  Anspruch  muehen  kann« 
wrnn  auch,  wie  dies  bei  dieser  bloss  die  elementaren  Lehren  der 
Mathematik  in  Anspruch  nehmenden  Art  des  Vortrags  nicht  anders 
sein  kann,  allerdings  manche  Sätze  für's  Irrste  nur  in  annäheruugs- 
weiser  Richtigkeit  aufgestellt  werden  können.*  0ase  atier  neben 
dieser  mehr  natheaiatiscben  Seite  des  Torliegenden  Werlte  ouch 
die  rein  pbysiknliicben  Lebren  keincewega  in  den- Sehalten  gestellt 
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w-oriirn  sind  und  werden  sollen,  zeigen  schon  die  drei  ersten  Haapt- 
*  slück<',  welche  die  Grundlchren  der  Cliemie,  inshesoodere  auch  der 
Stöcliiomotrie  eatlialten,  mit  binreichender  Deutlichkeit.  Zugieicii 
erweckt  dieies  Werk  einen  Mbr  ▼ertheiIhBften  Beg^riiF  vod  der  dm- 
tfaematischen  Vorbildung  der  Zohörer  dev  \  erfassen.  Auf  vieleB 
andern  deutseben  (  iiiversitäten  würde  man  freilich  sehr  bald  nur 
Jeere  Bänke  vor  sich  sehen,  wenn  man  seinen  \  ortrajr  streoi^  ao 
ein  solches  Lehrbuch  wie  dos  vorliegende  aHschliesseu  wollte.  Je- 
denfalls ist  übrigens,  wie  ei  ans  weoigüteus  immer  geschienen  hat, 
bei  dem  V  ortrage  der  Physik  der  Gymnasiallehrer  gegen  den  Uoi* 
versitätslehrer  im  Vortheil,  weil  ersterer  eine  bis  zu  einem  besCiBa- 
tcn  Grade  gehende  mathematische  Vorbildung  seiner  Schüler  voraus- 
setzen und  verlangen  kann,  wenn  auch  freilioli  hicbei  immer  noch 
einige  nicht  leicht  zu  beseitigende  Hindernisse  übrig  bleiben  *). 
Deshalb,  sollte  aber  auch  der  nhysikalisebe  Daterricbt  auf  Gymni^ 
sien  und  äbnIicbeD  höheren  Ijebranstalteo,  ohne  die  rein  {»hyäikali* 
sehe  Seite  zu  vernachlässigen,  immor  vorzugsweise  die  inatliemati- 
sche  hervorzuheben  sieb  an<i;e1egen  seiti  lassen,  aus  welchem  (iriinde 
wir  denn  das  vorliegende  Werk  der  Autmerksanikcit  der  Lehrer 
an  den  genannten  Lehranstalten  gianben  empfehlen  %m  dürfen. 

Grundzüge  der  Experimentalphysik,  mit  Rücksiebt 
auf  Chemie  und  Pharmacie,  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  U.  Buff, 
Professor  an  der  OniversitMt  Glessen.  Mit  snhirsi- 
eben  Holzschnitten  und  nnsgefilbrten  Tafeln.  1.  LieC 
8.    Ho  Idelberg.    18  VJ.    lö  ggr. 

Dieses  Buch  bebt,  so  weit  sich  aus  dem  bis  jetzt  vorliegendfD 
ersten  Hefte  urtbeilen  lässt,  mehr  die  experimentelle  als  die  mathe- 
vatische  Seite  der  Physik  heraus,  sebeint  aber  seinen  a«f  deai  Ti« 
tel  angegebenen  specietlen  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen.  El 
ist  deutlirh  verfasst  und  gute  Holzschnitte  und  Figurentafeln  dif- 
nen  zur  Lrläufoninor.  Auch  die  am  Knde  beigefügten  Tafeln  zun 
{Gebrauche  des  iMiysikcrs  und  .Chemikers  sind  empfeblenswertb. 

Stein,  Traitd  dldmentaire  de  phjsique  k  la  port^  des  eafaots, 

seconde  Edition  revue,  corrig^>e  et  augment^e  de  nntions  sur  iWit 
et  sur  kl  daguerreo^jpie.   in  *  18.   Bruxelles.  12  g^r. 

Leetures  on  tbe  Priociples  and  Practiee  of  Physic,  delireicd  st 
King's  Colif  -e.  By  Thomas  Wafson,  M.  D.  Fellow  of  tbe  Royil 
CoUefce  of  Pbysieians.  %  vols.  8.  cloth.   I^oadon.   1843.  34s. 

Fizyka.  Physik  von  Jozef  Zocbowski.  Warscbis. 
1842.    %  Tbl«.  Soll  ein  sehr  werthvolles  Buch  sein. 

^Memoire  sur  les  ph^nomenes  que  präsente  une  maiss 
liquide  lihrc  et  soustraitc  a  Taction  de  la  pesanteor, 
par  J.  Plateau,  Professeur  a  runiversit^  de  Gaod  etc. 
Premiere  partie.  (Extrait  dn  Tome  XVI.  des  mdsioiret 
de.l'Academie  royale  de  Brnzeliea.)  4. 

Eine  sehr  lesenswertbe,  viole  sehöne  nnr  einfecbe  Appwnte»  A 

°j  M.  s.  Literarischer  Bericht.  No.  VJl.  IIS. 
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sich  eiD  Jeder  leicht  wird  zusiimmenstcllen  lassen  können,  erfor- 
dernde Experimeute  cntliultende  iiichrift,  die  wir  der  Aufmerksum- 
keit  der  Pliyiiker  eapfebleD. 

Grandvoinot,  J.  A.,  Eaqniue  d'niie  thtorie  des  phteoaiiieB 
■agn^tiquet.   Paris.  1843. 

Conrte  of  twelve  Blementerjr  Lectoree  on  GalTaniiM;  illn- 
itrated  with  upwanU  ut  100  Mgravings  of  Experiments  and  Appt- 
ratiis.  Bg.  W.  Sturgeoo.   l^mo.  clotJi.  London.   1843.  5  «b. 

Walker,  Manipulation  electrotypiuue ,  uu  traite  de  galvanopla« 
nie.  2e  ddSt.  18.   Pvrii.  184S.  15  ggr. 

Praktische  Anweisung-  zum  Dno^uerrentypiren  zor  Efzenguog 
schön  colorirter  IJchtbilder  nach  den  neuesten  Methoden.  Mit  Be- 
schreibung- und  Al>bildun£r  der  duzu  gehörigen  Apparate.  Neliüt 
AadeatuDgen  ttber  galtanbpiastttehe  Verencfc«  im  Bereiebe  der  Da* 
guerreotvpie.  2te  verbesserte  und  vermebrte  Aafkwt.  fipr*  16u  «ebft 
%  iitb.  'Tafela  im  4.  Leipiig.   1843.  12  ggr. 

A  Treatise  on  Fbutography;  coDtainiog  tke  iatesi  Discoveriet 
^  «od  liBpraveaeiite  appertahiing  to  tke  Dagoerr^tfae.    By  N.  P. 
Lerehaart,  Optician  to  the  Observatory.  Paris  etc.  Tranflated  firoia 
the  Freaeb  by  Bgertaa.  Poit  8.  willi  Plate.  Londoa.  1843.  7  a. 
0  d.  > 

^  Traitd  de  eriiiallographie,  par  W.  H.  Hiller,  tnduit  da  1'aaglaii 
par  H.  de  Seaarmont,  Ingdatear  dca  Miaea.  1  tal.  8.  Parb.  18Ä. 
avec  12  ptanebea.  5  fr. 

Cours  complet  de  met^orolo^ie  de  F.  Kaeatz,  traduit  et  aa- 
not^  par  Cb.  Martins,  avec  an  appeadice  eoatenant  la  repr^aeaUtion 
gtaphinue  des  tahleaux  num^lqnes,  par  L.  Lalaaaa.  Hit  10  Tafeln, 
gv.  12.  Paria.   1843.  8  fr. 

Magnetische  und  meteoroloffiscfae  Beobachtungen  zu  Prag,  in 
Fevbiamng-  mit  laebreren  Mitarbeitern  aaegefilbrt  bmI  aaf  dfliBtl. 
Koatea  karaosgegeben  tron  Karl  Kreil.  Adjunct  an  der  k.  k.  Stera«* 

warte.  3ter  Jabrg.  vom  1.  Au^u^t  iHil  bis  31.  Juli  1842.  gr.  4. 
nebst  2  lith.  Tafeln  in  Fol.  Prag.  1843.  3  Tblr.  4  ggr.  (H.  a. 
Liter.  Bericht.    No.  X-    S.  104.) 

Lehrbuch  der  physiknlischen  Geographie  und  Geologie  von  B. 
Stmler,  Prof,  in  Bern.  1  Cnp.,  entlialh  nd :  Die  Krde  im  Verhältniss 
zur  Schwere.  Mit  eingedruckten  Abbildungen  und  4  litk.  Tafela. 
gr.  8.    Bern.    18^13.    i  Thlr.  21  ggr. 

Nowak,  Dr.  AI.  Fr.  P.  Dia  Lekra  vom  tcllartaeben  Dnm|ife  vad 
von  der  Circulation  des  Wassers  unserer  Erde.  —  Ein  Schritt  vor- 
wärts in  der  Krkenntniss  unseres  Planeten.  Mit  einer  lith.  Tafel, 
gr.  8.   Prag.   1843.   2  thlr. 

Wnaderbfiebleia,  oder  aatktlllta  Gebeimiisia  ans  dem  Gabitta 
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der  Synapatliie,  Naturlebre  und  natürlicheD  Marie,  Matbenatik,  Oe- 
werbsknode,  Haut*  ond  Laodwirtbscbafi.  3te  Aafl.  12.  Viwu  1843b 


Tnunactionf  af  tbe  R^yal  Iriib  Acadeoiy.  Vol.  XIX.  psit  & 
sect.  ,,Scieoce".  Tbo.  Romoey  RoUaton  od  the  Constant  of  Re> 
fraction,  determined  by  Obtervatioos  with  the  Mural  Circle  of  tlie 
Armafch  Observatory.  —  Humphrey  IJoyd  Supplement  to  a  Paper  „on 
tbe  mutual  Action  of  Fermaneiit  Magocts,  considered  chie6y  in  re> 
iereoce  to  their  best  relative  position  in  an  Ob8ervatüry'\  —  George 
J.  Kttox  SopptwMBtarj  ReieareliM  od  tho  IKtcctioa  Md  Mii4o 
Propagotion  of  the  Electric  Force,  and  od  the  Source  ot  Eleetrie 
Development.  —  Sir  AVill.  Rowan  Hamilton :  On  Fluctuatinpr.  — 
Derselbe:  Oo  G(iuation  of  the  Fiftb  Degrcr ;  and  especially  ou  a  cer- 
taio  System  of  Expressioo  connected  witb  tbose  Equatioos,  wbick 
Prof,  Badooo  baa  lotely  propoiod«  Tb.  Aodrowat  Oo  tbo  Hoof  ,  4o> 
velopped  during  tbe  CoBbiiMtioii  of  Acids  aad  Bases.  —  Sir  Dl 
Brewster:  On  tbe  CoBpeosatioD  of  Polarized  Light,  witb  tbe  Do- 
erriptinn  of  a  Polarimeter  for  Measuring  De^rees  of  Polarization. — 
Th.  Andrews:  Od  the  Hent,  developped  during  tbe  Poroiatioo  oftbe 


Le  opere  dl  Gfelileo  Galilei.  Prima  edizione  completa  condotta 
tncli  aotoadci  Btttoaeritti  palatini.  Firaaie.  1843.  &  Tobo  1.  •  II. 


Diese  beideu  Bände  eothalteo :  1.  Dialogo  intorno  ai  due  mas- 
aiflü  aiatOBi  del  Boado,  ptoleauiieo  o  eoperoicaBO.  —  IL  Lattera 
intorno  al  aistema  copcrnicaoo.  Esercitasioni  filosofiche  di  d.  Ant. 
Rocco  contro  i!  dialorj^o  dei  raass.  sistemi.  —  Postille  di  Galilei  alle 
Ksercilazioni  del  Koccu.  —  Discorso  di  Lodov.  Delle  Colombe  coo- 
tro  il  motu  della  terra.  —  PostiUe  di  Galilei  al  Discorso  di  Lodoy. 
Delle  Colombe.  —  Discorao  a  Boaa.  6ioo  iatorno  al  flasto  e  re- 
floiao.  (M.  Torgl.  IJter.  Bafiobt.  No.  Xlll.  S.  20S.) 

Physikalische  AbhandluDgeo  der  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1843.  Berlin.  1843.  4.  4  Thir. 

KK^*  —  AlaffDUs,  Lieber  die  Ausdehnung  der  Gase  durch  die 
Winae,  bU  1  Kapfeitafel.  —  Dova,  Uabar  iadaetlav  doreh  elecCra- 
magiietisches  EiscD.  (Auszug  au  TcrscbiedeaeD ,  io  deo  Jabrea 
1838,  1839,  1841  und  T^V2  -Hesonen  Ahhnntllungen.)  Mit  1  Kupfer- 
tafel.  —  Wciaa,  üebei-  das  Kryatallsjatem  dea  Euklaaec  Mit  einoB 
Kupfer. 


Vermischt»  Schriften. 


Metallio  Compound»  of  Chloriue 


Iromioe  and  Jodioe. 


XVL 

Literarischer  Bericht. 


Ariflunetik. 


Beha  -  cddin's  E«8eni  der  Recber  k  ii  n  s  f.  Arabisch 
und  deutsch  Ji eraDBf]:c&:eben  von  Dr.  G.  U.  F.  NetaelMAoa. 
Berlin.  1843.  8.  20  ggr. 

Der  HeraoBfireber  sagt  in  derVorrtde ;  ,,BebB-«4diB  Itlte  in 
der  iplltesteD  Blüthe  der  arnbiscbeD  Cul(ur,  sein  Werk  ist  gewia« 
sermaaBsen  der  letzte  Blick,  den  ein  Scheidender  auf  den  Glans 
früherer  Jahre  zurückwirft,  um  davon  dem  tiedächtuisse  noch  zu 
erholten,  was  sieb  retten  lässt.  losofern  ist  gegenwärtiges  Werk* 
«hei  iBtertiiant  für  die  Geicliidite  der  Metbenatik,  and  bildet  efai' 
sweekdienlicbeB  SeitenstUek  u  der  vos  Fried  rieb  Roeeo  beraae* 
gegebeneo  Algehra  Mohammed  ben  Mosa;  wenn  noe 

nämlich  der  letztgenannte  Mathematiker  die  Algebra  der  Araber  in 
den  ältesten  Zeiten  der  Literatur  dieses  Volkes  vor  die  Augen  führty- 
ao  leigl  noe  Beba-eddin's  Werk,  wei  dieses  Volk  in  d^  Zeit» 
tanne  tod  achthundert  Jahren  aus  dieser  seiner  Pflegebefohlenea 
tcemaclit  hat;  wir  bähen  in  heiden  Werkea  dea  Anfan|^  Bad  daa 
finde  der  arebiscbeo  Algebra  vor  Augen.*' 

Lebrbneb  der  allgcHeiaea  Arithae^ik.  Zum  Ge- 
brauch für  Gymnasien  aad  höhere  Bürgerschulen.  Von 
Dr.  J.  Fiedler,  Lehrer  am  königl.  katbaU  Gjaaaaiiiai  ss 
Leobscbütz.    Breslau.  1843.  8.  1  Thir. 

Dieses  deutlich  geschriebene,  ziemlich  vollständige,  mit  einer 
grofsea  Aaiabl  tob  Belspielea  ?erseheae  Lebrbach  enthält  auch 
«aacba  litarariaebe  aad  biatarkMba  Natiaaa*. 

Tafeln  der  sechsstelligen  T^ogarithmen  für  die  Zah- 
len von  1  bis  100000,  für  die  Sinus  und  Tangenten  von 
Sekande  zu  Sekunde  des  ersten  Grades,  und  für  die  Si* 
nus,  Cosinns,  Taageaten  aad  Cotangenten  von  8  a« 
3  Sekunden  aller  Grade  des  Quadranten.  Entworfea  vaa 
Gustav  Adalfb  Jaba.  Zwei  TbeUe.  Leipxig.  1844.  4. 

Baad  IV.  ^ 
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Was  dieie  Tafeln  leiiten  gieht  ihr'  Titel  Tollatändig  ae.  Der 
Preii  ?on  ITblr.  4  ggr.  für  beide  Tlieile  ist  ungeachtet  des  eftwaa 
grasen,  aber  aieailicb  starken  Papiers,  doch  sebr  nässig  gestellt. 

Kulik,  Dr.  Jak.  Phil.:  Lehrbuch  der  höheren  Anaijsia.  2te 
dvrebaas  uagearbeitete  Auflage.  2.  Bd.  Die  lotegralrechaanff  nad 
die  analytische  Ceometrie.  gr.  8.  Mit  5  Steintafeln  in  gr.  4.  Prag. 
1844. ,  1  Tbir.  16  ggr. 

Sammlung  ausgewählter  allgeineiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Differeosialreebonng  and 
deren  Anwendunc  auf  iGeonietrie.    Ein  HiilfsbncD  für 

Lehrer  nnd  SchüTer  an  höheren  L'nterricbtsanstalteD. 
Herauägegehen  von  Dr.  C.  H.  behause.  Mit  einer  Figu- 
rentafcl.    Braunschweig.   1844.  S. 

Die  Torlief^nde  erste  Lieferung  (Preis  16  ggr«  Das  Ganze 
soll  aus  zwei  Lieferunc^en  bestehen)  dieser  Beispielsanisilang  enthilt 
Aufgaben  zu  folgcivden  Kapiteln  der  Diflcrcnzialrechnung  und  deren 
Anwendung.  1.  Differrnzirung  algebraischer  Functionen.  All- 
gemeine Formeln  (  welche  übrigens  für  alle  Arten  vuo  Functionen, 
nicht  bloss  für  die 'algebraischen,  gelten).  B,  Wirklich  berechuele 
Beispiele.  C.  Uebungsbcispiele.  II.  DifTerenzirung  exponentieller 
nnd  Inp^aritlitnisrher  Functionen.  ^7.  Allgemeine  Formeln.  If.  Wirk- 
lich berechnete  IJeispiele.  C.  Uebungsbcispiele.  III.  DiÖcrenzirung 
trigonomethschcr  Functionen.  ^.  Allgemeine  Formeln,  ß.  Wirk- 
Heb  bereehnete  Beispiele.^  C,  Uebun^sbeispiele.  IV.  Suceessife 
Biflitreuairuogen.  V.  Rlimination  der  Constanten,  der  irrnttonaleB 
nnd  transcendenten  Functionen.   ^7.  Wirklich  berechneJe  Heispiele. 

l  ebuugsbeispiele.  VI.  Kntwirkelung  der  Functionen  in  Reihen. 
u^.  Allgemeine  Formeln  (Tay iorsciic  und  Maclaurinscbe  Formel). 

WIriclich  bereebnete  Heispiele.  C.  -Hebungsbeispiefe.  fll.  Tcr- 
tanschung  der  unahhüngigen  Veränderlichen.  j1.  Allgeraeine  For- 
SMln.  Ä.  Wirklich  bercclinele  Beispiele.  f\  rehiin<;shcispiele. 
VlII.  fie9timmuni>:  des  wiihren  Wertiies  der  F^unctionrn.  -welche  un- 
ter einer  unbestiuimteu  Form  erscheinen.  uJ.  Allgemeine  Formeln. 
J9.  WirMich  berechnete  Beispiele.  •€,  Uebun^eisptele.  IX.  Uebef 
die  l^laxima  und  Mintnin  der  Functionen  mit  einer  unabhängigen 
Veränderlichen.  Wirklich  berechnete  Beispiele,    /f.  Uebnngs- 

beispiele.  X.  Taillierten.  XI.  Normalen.  XII.  Asymptoten.  XIIL 
äinn  oder  Richtung  der  krümmung.  XIV'.  Krümmuogskreis.  XV. 
Efolutei»  und  firehrentea.  Dieser  gnnte  eeomelriacbe  Tbeil  ist  in 
itwei  Aixitcilnngen ,  nämlich  ji,  WirMfcb  leredkaate  Aufgaben  «nd 
Febungsautgal^en  getheilt. 

Hiernach  werden  die  Leser  des  Archivs  sich  selbst  ein  ürtheil 
über  Umfang  und  .Anordnung  dieser  Aufgahensommlnnf!^.  so  weit 
diasalbe  ie  der  ersfen  Liefl»rung  jetst  Vdriiegt,  bilden  künneo.  Ue- 
sondere  Kippen t hü mlichkeiten  hat  dieselbe  durchaus  nicht;  dessen 
geachtet  glauben  wir  dieselbe  immerhin  Lehrern  der  Differenzial« 
reclinnf»!?  zum  Gebrouch  empfehlen  zu  können,  weil  man  Bücher 
dieser  .Art  beim  Unterrichte  eigeotlieh  nicht  genug  haben  kann,  nnd 
das  vtiftiegende  einen  sien^ltcliea  Reitbthum  im  Ganzen  zweckmässig 
gewühlter  Aufgaben,  namentlich  auelr;ln  dem  geonitlrheheD  TheBe 
enthält.  Was  wir  freilich  in  dcrsetbuta  gesucht  Irabeu,  und  sinn^a 
andere  Lehrer  der  DitferensialreeiAttng  mit  uns  in  Ihr  snehett  ver- 
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den,  haben  wir  leider  nicht  (gefunden.  Wir  suchten  nämlich  nach' 
einer  recht  grossen  Anzitbl  von  Beispielen  für  die  Bestimmung 
4%9  R«tt«t  itr  Tajior'ipbm  -Mnelftiirii*MbeB  Rtibe»  fiiiidtq 
aber  oiclit  ein  einaiges,  ja  nicht  einaiftl  eiM  Enrähnung  dieaea 

hScIist  wichtis7<'n  Gegenstandes,  und  eben  so  wenig  natürlich  die 
allgemeinen,  diese  Bestimmung  bezweckenden  Formeln.  Der  Ver- 
fasser bat  also  diese  i>eite  in  der  neaern  Gestaltung  der  Theorie 
4Br  DitarMlalraebiuiBg  gant  ■■berielnichti gt  gelaaaen,  wm  je- 
denfalls sehr  ttd^ntwerth  ist,  9m6  wie  nothwendia:  oad  «ricblig  nt 
ist  <lin  Schüler  in  der  Kpstimmnnsr  der  Reste  der  beiden  genanntea 
Reihen  so  vielfach  wie  möglich  zu  üben,  werden  gewiss  wahrhaft 
Ip^ündiiche  Lehrer  der  Difiereniialrechnung  schon  häufig  mit  uaa 
gefiblt  bbbeii.  •  hmth  AvTiüIm»«  reebt  vieler  eerglütig  gewählter 
Wmd  inei  Tbeit  wenigstens  vollständig  eeturiekeiter  Beispiele  von 
der  crwfilinten  Art  wünle  der  Verfasser  einem  wesentlichen  itodiirf- 
nisse  absreholfen,  seinem  Buche  einen  bleibenden  Werth  gegeben, 
und  einen  Vorzug  vor  allen  bereits  erachienenen  iicbrifteu  ähnlicher 
Art  geaiebeit  bftbe». 


Geometrie. 


Vineentt  A.  i;  B.:  Cevra  <le  -g^BmM^  AAneeteirei  rem  eoe» 
Wintement  per  ravtear  et  par  Bounlon.  Oarrafle  «lopt<  per  Pmi* 
-"--^       m\w.  Perie.   1843.   7  fr. 


j^onnet,  H.:  Geometrie  tb^orique  et  pratique.  2«  ^itioa.  Pa* 
ne;  '1843.  5  ffr. 

Sammlung  von  Beispielen  niis  der  praktischen  Ste- 
reometrie für  Real-  und  S  o  n  u  t  n  s  e  w  e  r  b  s  c  Ii  u  I  e  o.  Von 
Jehann  Leonhard  Wünsch.    ISürdlingen.  1^-14.  8.  6  ggr. 

BnibiUt  etto«r  eiaer  Semaliiny  itereMKtrieeber  Feraefii  335» 
«d4  le  ellMB  Anbeog«  eoeb  166  Anfgnbee  oboe  Anfl9i«DgeD. 


l'nnrs  de  Geometrie  descriptive.  Premiere  Partie. 
Du  point,  de  la  droite  et  du  plan.  Par  M.  Theodore  Oli« 
rier.   Paris.   1844.  4.   Ave«  Atlas  6  Tfalr. 

Der  inreite  Tbeil  dieses  sebr  vellständigen,  alle  Brnpfeblong'  »i 
verdleo4n  seh  einenden  Lebibnebe  wird-  4ie  krnnMen  Linien  nn4 
Flbeben  entbaken. 

Hamilton,  II.  P.:  An  Aaalytknl  System  of  Conie  Sections,  de- 
signod  fer  tbe  nt»  ef  Stndenls.  5lb  ediüeo.  8vo.  Cenbridfre» 
im.  lOsb.  6d. 

'•  Versuch  einer  Erweiternng  der  analytischen  Geome- 
trie auf  Grnndlage  eines  neu  ei nitttfübre ndaa  Algerllb« 
aus.  Cbristina  Doppler*    (Airf«  de»  Abb«liÜU»g«B 
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der  Köoigl.  UökmiscLen  GesellscLaft  der  Wisceoacbaf* 
ten.)  Prag.   1843.  4. 

Die  Anicig«  dieser  jedenfalle  aehr  zu  beMMendeD  Schrift, 

clic  als  eine  weitere  Ausführuntr  des  früher  von  desselben  Herra 
Verfasser  herausgegebenPn  >  (Tsucbs  ciuer  nnalvtiscbeD  Be- 
liandlung  beliebig  bcgreuzler  uod  zuäuintncugese  tzter 
Littieo,  FläebeB  und  KVrjper,  Debet  einer  Anweadang 
devoB  auf  vprscbiedeae  rrableme  der  Geometrie  de« 
scriptivc  und  Persft(>ctive.  Prag.  1830.  4.  bctracbtet  wcr* 
den  kann,  ist  durch  zutallig-e  Umstände  verspätet  worden. 

Der '  eiffentlichen  Hauptgedanken,  sagt  der  Verf.  in  der  Vor* 
Tede,  die  sieb  dareb  das  ganse  Terlieffende  Werk  ia  innigater  Vcr» 
knUpfung  durchziehen,  und  die  gleicanB  die  Baaia  anierR  neu  a« 
brnriinilrnden  Algorilhmua    bilden,    sind  vier.  —  Der  erste  dieser 
vier  Begriti'e  ist  jener  der  völlig  wiltkührlicben,  von  der  Natur  und 
Beschaffenheit  der  Functionen  ganz  und  gar  unabhängigen  Beg^rea- 
anag  der  ? andiedeaea  Objeele  «ad  ibrar  aaalyCiaebea  Reprieea» 
tanten.   Die  aaaljtisclie  Geometrie  als  fofebe  bat  bekanatlicli  bis« 
her  bloss  unbegrenzte  oder  sieh  selbst  begrenzende  IJnien  und  Flä- 
chen zum  Gegenstände  ibrer  Untersuchungen  gemacht  und  alle  so> 
genannten  discontinuirlichen.  alle  gebrochenen  oder  zusammenge* 
aefttea  Unien,  Fignrea  and  KSrper  dayoa  aas'geseUonea.  Berfiek- 
sicbtigt  man  aber,   dass  bei  Weitem  die  meisten  geometriscbea 
Objocte,   die   uns   sownbl  in  der  Wissenschaft  als  im  praktischea 
Leben  fast  alltäglicb  entgegentreten,  völlig  willkürlich  begrenzte, 
mannigfaltig  zusammengesetzte,  gerade  oder  krunaie  gebrocbeae 
IJaien,  Figuren,  Plftcben  and  Körper  sind:  eo  wird  aiaa  wobl  ofcae 
Bedeakea  anerkeaaea  müsaeo,  dasa  Betrachtungen,  welche  aacb 
diese  wichtigen  geometrischen  Objectc  für  analytische  Behaodlnng 
zu^änp^licb  zu  machen  beabsichligcu ,  nicht  fUr  unnütze  mathemati. 
sehe  Npeculationen  füglich  gehalten  werden  können.    Bei  Gelegen* 
bek  dar  dabei  aagattellten  Varnaleraaebnngen  gelangt  mmm  aaek 
nebenher  an  den  wiebtigen  Resultate,  dass  man  bisher  awei  wich* 
tige  Klassen  von  geometrischen  Objecten  durch  Gleichungen  zu  re> 
präsentiren  ausser  Acht  liesü.    Es  sind  dieses  nämlich  die  Fläcben- 
und  Körperräume.  Man  hat  sich  unter  den  Gleichungen  der  erstem 
jedoch  weder  die  Pormeln  filr  den  FliubeDiolialt  xu  denkea,  noch 
aaob  besiehen  aieb  jeae  dar  aweiten  aaf  den  körperliebea  iabalt 
eines  geometrischen  Ohjectes.    Sie  sind  vielmehr  die  allgciaeinen 
Repräsentanten  für  sämmtliclie  Punkte,  aus  denen  man  sich  sowohl 
die  Fläche  als  den  Körperrauro  mit  Rücksiciit  auf  ihre  bestimmte 
Begrenzung  zasanunengesetzt  vonaitellen  pflegt.  —  Der  zweite  der 
^  Tier  obea  erwAbatea  Grnadgadaakea  tat  jeaer  der  i^lekhacitigea 
D^rstellang  mehrerer  ala  suaamaeogehörig  betracbfeter  Punkte,  IJ- 
nien, Figuren  u.  s.  w. ,  d.  h.  ganzer  vSjsteme  von  geometrischen 
Objecten  mittelst  Gleichungen.  —  Der  dritte  unserer  Hepfritle  ist 
jener  eines  absolut  unbeweglichen  und  unter  allen  Verhallnisaen 
«a^erSaderliebea  CoordiaateaiyaCasi  sowohl  ia  der  Ebeaa  wie  im 
Räume.  —  Der  vierte  der  erwähnten  Begriffe  ist  eadlicb  jener  der 
Formänderung  geometrischer  Objecte  oder  der  geometrischen  Me- 
tamorphose.   Die  Ideen,  welche  den  Verf.  in  Bezu^  auf  die  beiden 
letzten  Begriffe  geleitet  haben,  den  Lesern  mit  einiger  Deutlichkeit 
rar  die  Augen  sn  fiihrea,  tat  ohne  tiefer  ia  die  Saebe  ainsaccbaB 
Hiebt  wohl  Böglieb,  uad  4rlr  bonerkoii  daher  Bar,  dam  ai»  der 
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Torf.  IWr  dieseo  Qo^eoitand  S.  54.  «nf  folgende  Weite  äoMert: 

Sehr  häufig  kommt  man  in  die  Le^e,  mehrere  Punkte,  Linien,  Flä- 
chen, Figuren  und  Körper  als  fi^tcichzeitlg'  im  Coordinaten  •  Rniime 
bestehend,  d.  h.  als  ein  System  betrachten  zu  müssen.  Im  Verlaufe 
der  Weilern  Betrachtungen  stellt  sich  sodann  öfters  die  Nothwen- 
digkeit  Ohl,  entweder  die  Objecte  «ihm  Systenis  gleiehttttMig  sip 
f erleben,  nnd  ihnen  ale  System  eine  andere  Stelle  im  Hanme  an* 
xuweisen,  oder  aber  nur  einzelne  aus  ihnen  oder  gar  nur  einzeln<e 
Theile  derselben,  oder  endlich  wohl  auch  alle,  jeducli  nicht  auf 
eine  gleichartige  Weise  ihre  Lage  ändern  zu  lassen.  Die  erstere 
Verändernog  werden  wir  aebleälwej^  die  Ortererilndemiig  oder 
Dialoention,  die  zweite  'dagegen«  4n  mit  ihr  in  der  That  eine  Form- 
änderung wenigstens  des  Systems  verknüpft  ist,  die  Transformntion 
nennen.  Sowohl  die  eine  als  die  andere  Veränderung  kann  an  ver- 
schiedenen Objecten  gedacltt  und  lait  ihnen  vorgenommen  werden, 
olmo  aoch  nor  im  (Geringsten  «ine  Aenderung  in  der  Lage  der 
CiOordiBnteB  gegen  einander  und  zu  den  besagten  F^henon  notowen- 
dig  voraussetzen  zu  mü«tsen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  bctrncli- 
tet,  hallen  wir  es  fiir  eine  unabweisbare  Forderung  der  Conseqnetiz, 
an«  jeder  cumulativeo  üebunUiungsweiäe  der  beiden  so  iieterogeneo 
FroUemo,  nämiteh  jenen  der  Diiloention  und  ^  ihr  Torwon^ten 
TraotUgnintion  oinnfneiti,  und  der  Transformation  dor  Coordinaten 
nndereeitF,  durchaus  und  in  jeder  Beziehung  strenge  zu  enthalten. 

Her  Grund-  uoil  Hauptgedanke,  aus  welcbeoi  die  vorliegende 
5$chrift  hervorgegangen  ist,  bleibt  nach  unserer  Ueberzeuguog  imr 
wor  der«  nntli  begränzte  geomotriicho  Objecto  einer  ooalytisebon 
Behandlung  zu  unterwerfen;  nnd  in  dieser  Beziehung  faeet  sie  dio 
Wissenschaft  allerdings  von  einer  neuen  Seite  auf,  die  man  bisher 
völlig  unbeachtet  gelassen  hui.  Die  übrigen  der  vier  von  dem  Verf. 
erwähnten  Begriffe  rouüileo  am  diesem  Hauptgediiukeo  von  selbst 
iimorgehen.  Möge  der  Schrift  die  AnfinorlMaakoit,  wele'bo  lio 
wegen  der  NeuboiK  ihres  Inhalts  verdient,  in  Theili  ttnd  der  in  ihr 
behandelte  Ccgenstnnd  weiter  bearbeitet  werden,  wodurch  sich  ge- 
wiss noch  manche  Vereinfachungen  des  von  dem  scbarlsionigen 
Verf.  eingeführten  neuen  Algorithmus  werden  aullindeo  lassen,  und 
dnmiho  am  heaton  flr  loino  Bemähnogen^  dor  nnaijrtiiehen  Goo* 
motrio  oina  nono  Mto  ahnngowinnon,  kelohat  werdon  wird» 

In  No.  494.  der  astronomischen  Nachrichten  findet  sich  eine 
Abhandlung  des  Herrn  Observatora  T.  Clausen  zu  Dorpat:  „De 
linonffvm  tortli  or4inia  propriotattbna,"  in  «olcbor  der 
Borr  Verfasser  einen  in  Nentona  Bnumeratio  linearnm  ter- 
tii  ordinis  vorkommenden  Satz,  von  dem  Chasles  in  seiner  Hi- 
stoire  de  Geometrie  sagt,  dass  er  den  Beweis  vergeblich  ge- 
locht habe,  beweist,  und  ausserdem  einige  andere  Sätze  mittbeilt. 

Antiordom  stellt  der  Her/  Verfaüer  ohne  Bowoia  das  fol- 
gando  Theorem  anf:  „Dia  Anaahl  aller  Varhindnngon  au 
vier  einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten,  von  denen 
keine  drei  in  einer  geraden  Ii inie  liegen,  und  von  denen 
ein  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  liefft,  dessen  Spitzen 
von  den  äbrigen  dreien  gebildet  warnan,  iat  immer  ^a- 
rada. 


\ 

Trigonometrie. 


Köcher,  Fr.  A.:  Gruudzüge  der  ebeneD  Trigononeirie.  Ein 
LdtfMM  belb  Ualtrrlokr.  gr.  8.  IMm.  IM.  6  ggr. 


»  • 

Praktisctie  Geometrie. 


Kompas  Polski.  Polaischer  Kumpnüs,  oder  lustru- 
ment,  das  die  Stelle  eioea  g« wo U u liciieu  Ikompasses, 
eiDes  GoomoDogrttpliSj  eiaes  Iragbarea  Obaer?storiaait 
,  ein«!  IiittraB«t|its  s»n  ZeicliDeo  KegeUcbBitteB 
vertritt.  Conttrvirt  attd  li«s«hrieb«D  t««  WojeMcli  J«- 
•trz^bowski. 

Dieses  von  dem  Verfasser  bereits  1827  erfundene  und  durch 
Öfteren  Gebrauch  als  swecknäsaig  bestätigte  lostruaieDt  acbeint 
von  latotiMe  ftt  4ie  WMMaidi<ft>.  (Alui  deo  iabrb.  I&r  Slw. 
Llteratar*) 

Scbenkl,  Dr.  Konr:  Anleitung  zum  Fetdmeasen  ohne  mathe- 
Mttiacbe  KenntaUtie  durch  reiu  praktisches  Verfahren;  zum  iaod- 
wirtbicbaftliolieii  Mmeb.  gr.  4.  BrttttD.  1844  5  ggr. 

Lclimann,  J.  G.:  Die  Lehre  der  Situattor)  -  Zeicbnooi^,  oder 
Anweisung  zum  richtigen  Erkennen  und  genauen  Abbilden  der  t^rd- 
oberfläcbe  in  Karten  und  Pianeu.  üerausgegebea  uud  mit  Lriau- 
terungen  v«neli«B  von  R.  A.  üaakar  vn4  6.  A.  Ftaebar.  %  TbaMa. 
5te  unveränderte  Auflage.  Mit  25  Kupfertafcin  in  einem  Bande  (in 
Royal-Felio).  gr.  S.  Onaden  «ai.Lai^.  1843..  cnrt   10  Tbir. 

TpuroHOMeinpiivHBiii  creMK«.  Trigonometrischer  Abriaa  der  Gn- 
bernUii  Patmiburg,  Pakow»  Witabrii  and  eiaai  Tbaüs  v««  Noii|{^ 
rod,  vtllsogen  von  Minbart.  Pmmbnrg,  WSL  %  Biode. 


Meckailik. 


Parfecta  aolntio  problematia  de  principio  Tirtttnlin 
caleriutia.   Anetore  Fard,  ScIiireiBa,  Pbll.  Dnet.  nnga« 
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Dsei  B«d|ir«ni<a  contiliU  l|iil*iB>J|r«C  p»M*  i»rd.  H«&Mr 
barffae.    1843.   4.    16  ggr. 

Der  Verfasser  dieser  AbhuDdliinir  beabsichtigt  io  derselben  uicbt 
bloss  eioen  neuen  Beweis  des  uiecii.iiiigcben  Princips,  welches  man 
^^wöbuücb  da«  Priucjp  der  virtuellen  Geä4;bwiodigkeiteji  ueunt,  xa 
geben»  soadera  dasielbe*  tuglekfa  ««f  einüo  aeiieii  Amtdiwjktmitlt^ 
gtnt  weil  ihm  der  gewöhnliche  der  nÜlhigiiB  pellnMliselie« 
Strenge  und  Evidenz  nicht  trehöri!^  zu  enti5|irecben  scheint.  Letz- 
teres sucht  er  vorzüglich  dadurch  zu  erreichen  ,  dass  er  mit  dem 
Ausdrucke  virtuelle  (jie».ch>viudigkeit  (p.  1.)  eiuc-u  vuu  dem  bitberi- 
gen  vencbi€toeii  Begriff  verbildet,  indeei  er  derobter  4fe  4len  bd 
einer  Drebneg  dlM  Syntnns  von  dcssea  duzelneo  funkten  bescUrie- 
benen  Kreisbogen  entsprcclieudpo  (triponometrischcii)  Tana:enten 
versteht,  und  überfiaiipt  nicht  soirt  tiannte  unendlich  kleine  Drehun- 
gen, sondern  OreLuii^cn  von  gauz  beliebijg^er  Grösse  betrachtet, 

^welebe  Andentang  über  dieeen  Pnnkt,  auf  &n  es  nni  bei  dir  von 
den  Verf.  ange«tellten  üotersucbong  bauptsächlicb  anzukoniaien 
scheint,  hier  preniin-pn  muss.  Alierdiiicfs  t^elangt  der  Verfasser  anf 
diese  Weise  mittelst  ganz  elementarer  Betruchtungeu  zu  in  aller 

>  Strenge  gültigen  Sätzen  awi<cbeu  endlicbeo  Grössen,  die  er  selbst 
p.  VIII.  in  folgendem  Tbeoreme  sneanmenlabst:  Snnmn  prodo- 
ctorum  e'  viribus  in  suis  virtnnlibtis  eeleritatibus  tarn 
in  piano  quam  in  spatin  aequalis  est  momcnto  rutationis 
totius  virium  Systematik,  multiplicuto  taugeute  arguli, 

Jui,  a  vectoribus  describitur.  Sq  verdienstlich  uns  d^d  auch 
ie  Sbrigens  ganz  elementaren  Untersncbungen  des  Verfassers  ven 
dieser  Seite  sMieinen.  und  so  sehr  wir  deshalb  die  Schrift  zu  wei- 
terer BeaclittiDg-  empfehlen  ,  so  IHsst  sich  doch  aus  dejn  bis  jetzt 
Mitgetheilten  nitht  uiit  vSicherheit  übersehen,  in  wie  fern  die  von 
den  \  erfaüser  aufgestellten  Sätze  mit  derselben  ungamein^o  Leich- 
tigkeit snr  i^ntwicketung  der  Lebren  der  ganzen  •Mecbnulk  ge- 
braucht werden,  Mnntli«  -wie  das  Princip  der  virtuellen  Qesebwipi* 
digkeiten  in  seiner  gcwühulichcu  (»estult;  uud  i^eraiie  diese  grosse' 
t'rucht.harkeit  der  Auweudung  wird  nach  unserer  Meinung  dem  ge- 
nannten Princip  immer  seine  bobe  Wichtigkeit  für  die  irao^e  Wis- 
senschaft sichern«  .^«^fteh  wir  selbst  beben  in  einer  fruberen  Allr 
bendiung  (Beiträge  zur  reiueu  und  angewandten  Matbe- 
mathik.  Zweiter  Theil.  Brandenburg.  IMO,  4.  S.  2-25.) 
für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  eiueu  völlig  eyi« 
denten  Beweis  zu  geben ,  und  da.Hselbe  zugleich  auf  oiuen  völlig 
strengen  Ausdruck  zn  bringen  versucht,  buben  Letzteres  aber  auf 
einem  andern  Wege  als  der  Verfasser  zu  erreicben  gestrebt,  indem 
wir  nämlich  dieses  Princip  als  eine  Gleichung  zwischen  den  Gran- 
zen  gewisser  Grössen  durgestellt  Laben,  wodurch,  wie  es  uns 
scheint,  der  Streuge  nichts  vergeben,  die  wirkliche  Xatur  des  Ge- 

Senstandes  nicht  aus  dem  Auge  verloren  wird,  und  dem  Principe 
ie  grosse  Pcncbtbnrkeit  seines  i^nwendnng,  worauf  bierbei  snfetnt 
Alles  ankommen  dürfte,  völlig  gesicbert  bleibt.  Indess  hat  der  Ver- 
fasser selbst  nm  Ende  seiner  Abhandlung,  die  ja  überhaupt  nur  den 
Inhalt  eines  Pros^ramms  zu  einer  akademischen  Feierlichkeit  bildet, 
mit  derselbeu  seine  t^ntersucbungep  über  das  Prinoip  der  virtuellen 
Cleaebwindigkeiten  keinesiveges  als  nbgescblossen  betrveblei^  nmä 
wir  dürfen  daher  weitern  4rbeilen  Ms  seiner  Feder  Über  dieaefe 
wichtigen  Gegenstand  entgegembea,.  ip  dene«.  wir       Mß  JMr 


««■Ilieli  ih  AmmmiuBg  dUr  fm  Mkm  aufgegtelllett  SMm  mf  «Igw 
liehst  einfacbeo  und  leieliteB  Bat  wickeln  oji^  der  Lebren  der  Meefc» 
Bik,  und  zwar  zunächst  und  vorzüglich  die  Herleitung  der  bekaon- 
ten  allf^emeiDen  BediogunQ^88fleichungen  des  GleicligeirichtH  e'iues 
beliebigen  Sjstems  aus  deoseiben,  zu  welebeo  beKaontlicb  das  Prio* 
oip  der  TiiteeHeo  CeeehwIndigkeiteB  so  teieht  flkrft  f.  «.  A. 
T.  BttiBpfketsens  kSkere  MeekeBlk),  m  icigett  bitteB.  G. 

Otto,  F.:  Bemerkungeu  über  deu  Einfluss  der  ürndrebung  der 
Artillerie -Geschosse  auf  ihre  Bahn  im  Allgemeinen,  so  wie  Uber  die 
UaMliogliehkell  der  detfkllsigeo  üelemebenge«  de«  Bern  Fc" 
•OB  Ibi  BeeeBdeie.  4.  BerNB.  1644.  gek.  1  Tkk.  It  ggr. 


Praktische  Mecbauik. 


Salieaker^,  W.:    Vorträge  über  MaschinenkeB.    Im  AnftrogB 

des  Fionnzministerit  für  deu  Unterricht  in  der  KBnigl.  AUgeineiaea 
Bauschule  und  im  Köoiffi.  Gewerbe -Institut  bearbeitet.  4.  Bedie. 
1842.    geh.  5  Thlr. 

KxperimentaluntersnchungeB  8ber  die  Gesetze  des 
Widerstandes  der  Fl iis si u:  k ci te n.  Von  Colone!  Duche- 
min.  Deutsch  herausgegebcu  von  Dr.  H.  C.  Schnuse.  Mit 
4  Figureotafeln.    Braunschweig.    18li.   8.    i  Thlr.  12  ggr. 

üflier  dee  vielea  üebereefxungen  eoeliedtaeker  Werke,  die 
Jetit  enekeinen,  sekeiBt  uns  die  \  erpflaBt8Bg  der  vorUegeedeB, 
eiaea  sehr  wichtigen  praktisclien  Gepi^enstaud ,  den  in  neuerer 
Zeit  zwf!  berühmte  gelehrte  GeselUchatteu  zu  Freisuufgabeu  ge« 
wählt  haben,  betreffenden  Schrift,  welche  denselben  sehr  vnlUtäa* 
dig  kekaadelt,  aad  aiekt  bloM  alle  fruker  aageetellteB  (JateraBekva- 
gen  mit  Umsicht  und  Kritik  benutzt,  sundern  auch,  von  neu  aege- 
stellten  Versuchea  Keaataisi  giebt,  aaf  dcatacbea  Bedea  reckt  ver- 
dieostliek  zu  seia. 


Astronomie. 


Johann  Keppler,  kaiserlicher  Mathematiker.  Denkschrift  des 
Uitetkwkea  Vereiat  der  Oberpfals  Bad  vea  Regensbnrg.  Mit  Kepp. 
lers  Bildniss,  Wappen  und  Facsimile  der  ÜBBdMkirifl.  •  Gr.  laaer.  4. 
Begeasburg.  ISä.  I  TUr.  4  ggr. 


d  by  Google 


In  dcti  JaLrbüchern  für  Slav.  Literatur  boßodet  sieb  eiu  Auf- 
satz unter  den  Titel:  Kopernik  gehört  niciit  in  die  Wai* 
lialla. 

>G«teliiehte  der  Astronomie  vom  Anfange  des  neaa«. 

zehnten  Jahrhunderts  bis  zu  finde  des  Jahres  1812,  von 
G.  A.  Jahn.  Unter  Band.  Leipiig.  1844.  8.  Beide  Bände 
4  Thir. 

Der  Verfiieaer  hat  ta  dtea«M  Werke,  deaaea  erster  die, vier 
neoen  Planeten,  die  ältern  Plaaetiii,  die  Sonne,  die  achtzehn  Ke«' 
benplaneten  nnd  die  Kometen  betreffender  Bund  uns  jedoch  für  jetzt 
nur  vorliegt^  eine  Aufzahlung  alles  dessen  geliefert,  was  in  dem 
auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  in  der  Astronomie  geleistet 
worden  ist,  und  wir  haben  in  dieser  Beziehung  nichts  Wesentliches 
verniiat,  ta  viel  sich  «na  einer  für  jetzt  natSrlich  niir  ^chtige« 
Durchsicht  urtbeilen  lässt,  glauben  dasselbe  daher  auch  allen  denen, 
welche  sich,  ohne  eine  grössere  Bibliothek  benutzen  zu  können, 
mit  dem  grossen  Aufschwünge,  den  die  Astronomie  in  dem  gegen- 
wärtigen Jahrhunderte  genommen  hat^  auf  bequeme  Weise  iu  müg- 
lichat  korser  Zeit  bekanut  aiachen  woUeo,  aoa  Uebeneugung  eai* 
pfehlea  sn  dürfen.  Bei  Weitem  die  meiste  Ausbeute  hüben  deai 
Verfasser,  wie  der  flüchtigste  Blick  auf  Jede  Seife  lehrt,  die  astro- 
nomischen Nachrichten  geliefert,  und  die  grüoüe  wissenschufttiche 
Bedeutung  dieser  Zeitschrift,  die  in  ähnlicher  W^eise  keine  andere 
Nation  aulkiiweiaeB  \m  Staode  ist,  und  die  längst  gehegte  hohe 
Achtung  vor  dem  würdigen  Herausp^eber  derselben,  ist  uns  bei  der 
f^ectüre  des  vorliegenden  Werks  wieder  recht  lebhaft  vor  die  Seele 
(retreten.  Duss  mun  dabei  aber  auch  der  monallichcu  Corrcspon- 
deoz,  der  Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  W' issenschaften, 
der  correspoodanee  aatronomique,  die  säaimtlicb  nnr  von  Deutacben 
redigirt  wurden,  nnd  des  astrono  ml  scheu  Jahrbuchs,  das  in  seinen 
Anhängen,  wenigstens  in  den  früliern  Jahrgängen,  auch  den  Cha- 
rakter einer  Zettschrift  halte,  nie  vergessen  darf  und  in  keiner 
Epoche  der  weiteru  Iliutwicketuug  der  Wissenschaft  vergesseu  wird, 
seigt  daa  vorliegende  Wfrk>  deasen  aweitem  Bande,  der  wahr« 
scbeinlicb  vorzugsweise  die  Fixsterne  und  die  mehr  praktische  Seite 
der  Wissenschaft,  niinilich  die  neueren  so  vervielfachten  Mctliodeu, 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  der  Länge  und  der  Zeit,  die  Grad- 
messongen,  die  Theorie  der  Refraction  u.  dgl.  betreffeu  wird,  wir 
mit  Verlangen  entgegen  aeben,  ebenfalls  auf  das  Dentlicbate..  In 
der  luit  groaaer  Bescheidenheit  geschriebeoeu  Vorrede  bezeichnet, 
der  Verfasser  seihst  sein  Buch  sehr  richtig  weniger  als  eiue  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  in  eigentlich  strengem  Sinne,  sondern 
mehr  aU  ein  möglichst  vollständiges  Repertoriura,  und  gerade  in 
diesem  Sinne  wüiiacben  wir  nneb  unaere  obige  fittpfeblung  van  den 
Lesern  den  Archivs  vorzugsweise  aufgefasst  zu  acbeo.  Dana  der 
Verfasser  hauptsächlich  die  Arbeiten  dentscher  Astronomen'  berück* 
sicbtigte  und  berückaiobtigen  mossta,  ist  ganz  in  der  ^iatnr  der 
Sache  begründet 

Nürnberger,  Dr.  Jos.  Emil.:  Popnliren  natronomiaches  Hand- 
wörterbuch, oder  Versuch  einer  Erklärung  der  fornehmsteu  Begriffe 
und  Kunstwörter  der  Astronomie  u.  s.  w.  Zn  Heft.  ^r.  8.  Mit 
1  Figureotafel  und  2  l£arten.   J^eapten.   1843.   geb.  Ii  ggr. 


Pont^oulaat,  G.  de:  Theorie  onalytiqu«  du  «yat^Ae  da  ittaoiie» 
Tom«  IV.    1  livr.   8.   Paris.  1843. 


Bremiker,  C. :  Verzeicbniss  der  von  Bradley,  Piazzi,  Lalande 
«ed  Hessel  beotochtete«  Stern«.  Acsdem.  SterDkarteii«  Zone  XIII. 
ühr.  Blatt  U  und  Zoue  XTI.  üfar.  Blatt  17.  Fol.  (lo  Com.). 
Berlin,  im.  2  Tlilr. 

Grapliisclie  Darstellungr  des  Laufes  derPlanetea  und 
Kometen  fir  des  Jnbr  1844,  nebst  «ttsfllhrneber  Aalef- 

tong  zu  deren  Gebrenehe  ffir  Freunde  und  Lehrer  der 
Himmelskunde.  Kotworfen  von  J.  IS.  Schlimbeeh.  Bmm* 
bnrg:  und  Gotha.  12  cri(r. 

Besteht  uus  tliut  Tutelu  und  scLeiuL  LiebLabcru  der  bescbauea- 
deii  Aet||Dnomie  tu  empfehlen  sn  sein.  ^  "  * 

Grocnins^,  Alb.de:  quaestiones  et  cdntrorersiae  de  die  iaterea- 
Uri.  4to.   UoetÜDgae.   1843.   12  ggr. 

Naturwisseoscbaftlicb-astruDuiniscbes  Jahrbuch  für 
physische  und  naturhistortselie  Himmelsforscber  und 

Geulog^en  mit  den  für  das  Jahr  1845  voransbestimnn*  □ 
Erscheinungen  am  Himmel.  Herausgegeben  von  Fr. 
\.  P.  Gruithuiseo.  Sechstes  Jahr.  Stuttgart.  1843.  &. 
2  Tblr.  18  |?gr.  .  * 

Aach  dieser  Jahrgang  des  haturwisseDschaftliGh^astronomitchen 
Jahrbuchs,  in  welchem  die  Einrichtung  der  frühem  Jahrgänge  un- 
verändert beibebultcn  worden  ist,  fährt  in  seiner  Richtung  Ver- 
dienstlichos  zu  leisten  fort,  enthält  wieilor  eino  grosse  Menge  all- 
gemein interessanter  uaturwissenschuttlichcr  Xulizeu,  und  \er- 
schmäht  es  zugleich  auch  nicht,  die  streng  genommen  nicht  auf 
seinem  IVege  liegenden  wichtigem  neuern  Arbeiten  in  'der  mutbe- 
ma tischen  Astronomie  zu  besprechen,  so  wie  denn  die  sich  nicht 
häulig  lliidende  Verbindung  hinreiclieuder  malhemutiücher  Kennt- 
nisse mit  sehr  ausgebreiteten  nuturwisseuschuftiichen ,  uumeutlich 
auch  naturhistorischeu  keuiiluisscu  dem  Herausgeber  bei  der  Bear- 
beitnng  dieses  Jahrbuchs  gewiss  sehr  au  Statten  kommt.  Möge 
daher  das  Jahrbuch  fortfahren,  die  Richtnng  in  der  Bearbeitttag 
der  Astronomie,  die  vs  zu  vertreten  sieb  nao  einmal  vorgenommen 
hat,  auch  fecuerhio  zu  vertreten, 

Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.  Ermittelung  der 
abanlaten  Storungsn  ia  Bllinaen  von  heliebijjfer  Exe«»* 
tricität  nnd  \eiguog.  Von  P.  A.  Hansen,  Director  der 
Sternwarte  Seeberg.  Erster  Theil,  welcher  als  Beispiel 

die  Berechnung  der  uhsohiten,  vom  iSaturn  erzeugten 
•  Störungen    des  Enckescheu  Kooieteu  enthält«  Csotha. 
1843.  4.  3  Thlr.  8  ffgr. 

Diese  für  physische  Astronomie  bScbst  wichtige  Schrift  eatbalt 
vorzii|2^lich  in  IV.  auch  ver«chiedeae  für  die  lategralrechDang 
wichtige  (Jntersuchuni^cn ,  insbesondere  über  eine  eigne  Art  tob 
Transcendenten,  welche  der  Verfasser  durcl»  /';  bezeichnet.  Ent- 
wickelt man  nämlich,  weun  e  wie  gewöbuiicii  die  Basis  der  na- 


w»  erhilt  mit  ^  -     .      " ' 

SS  /«ji + /»jiÄ? + +  .... 


woraus  die  Eotstehung  der  in  Rede  stchendea  TranscendeDteo,  und 
^  die  Art,  wie  dieselben  zu  definireo  «eui  durften»  ertteUet  DiQr  Ver> 
fascer  findet  fulgende  Meibea: 


2       ■  2».$"       2»,S».4  ~»"'«"» 

*  — 2.»  *       2.S.4^  ^2».J.4.5  *       2».»».4.5.6*  • 
.  II.  W. 

Auf  S.  101.  giebt  derselbe  die  Gleicbuiig 

ttmi  Auf  6.  iH^.  wild  geiMigt,  dttss  Air  ein  «pgerade«  * 

« 

und  fiir  ei«  gerades  i 

ist,  woniu  d«DD  ferner  die  bemerkeutiwertlie  für  jedes  ungerade 
und  gerade  i  geltende  Gleichnng 

gifolgwt  wirA  Flr  <=0  argieU  ndi  au  tei  VMiMrg«ka4«i 


.  ,i52 

oder,  wenn  »Ult  der  imoginären  Exponeijüalgrögie  ihr  Audnck 
durch  Sinus  und  Cotinut  eingeführt  wird: 

/•jt  =  ^       cQt IIB  «)Ar. 

Auf  8.  107.  gieUt  der  Verfeuer  die  folgeBdea  Reihen: 

/•«l  =  (/'^  i)'  -       i)'  -4-  -  -4-  .... . 


nnd 


/»^  SS  - 1  +  4(7' a)»  H-   


welclie  letztere  Gleichungen  au«  den  Mden  ? 
Hülfe  der  au»  dem  Obigen  hehnnnten  Oieiehang 

1  s  (/«jt)»  ^-  2(7  »i)»  Hh  JH/'a)'  4- 

abgeleitet  werden.  Anf  8.  IW.  nnd  Ä  110.  findet  mm  die  hemr- 
keniwerthen  Differentiniformeln 


•  • » • 


dl'x 


i^d  die  lieh  hierin«' ergebende  Differentielgleichueg 

und  am  Ende  des  Werks  siDtf  Tafeln  für  diese  Traesceodenteoge- 
Kcben.  Ausser  üen  vorher  Biiinhuft  gemechleo  ReiaHoneii  linden 
sich  noch  manche  nedere  hewerkeneweHhe  Aufdrücke,  die  sich 
eher  hier  nntttriieh  nieht  alle  mittheilen  lassen.  Jedenfalls  scbemen 
dieae  Treniceedenleo  einer  nuBführlichcn  rulersuchung  sehr  werth 
XU  sciu  zu  welcher  wir  wohl  die  Leser  des  Archivs  »uffordera 
möchteu',  da  der  \  erfusser  des  vorliegenden  wichtigen  Werke,  Wie 
er  selbst  S.  10.  sagt,  uur  das  nnf  eeinen  ndchtten  Zweck  Heiflg- 
liehe  in  deeuelhen  entwickelt  het. 


i^L-cl  by  Googl 
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Physik. 


MoMoUi,  0.  F.:    Lezioni  elementari  di  fisica  roatemaiica,  date 
.    Mir  wivertitli  4i  Gorfa  1840  — 4L  Toao  1.  Flomt.  1848. 

lo  Nummer  52.  des  Jahrgangs  1843.   Seife  820  —  837  der 
Heidelberger  Jabrbücher  bat  Herr  Professor  GerÜDff  zu  IVjar- 
fcnrg  fliM  Raeeosioft  OI»6r  F.  von  Driebergi  bUdfft  leltnine 
Schrift:  Baweitfabrnng.  dati  di«  Lebre  der  neuem  Phy- 
siker   von    dem    Drucke    des   Wassers    und    der  Luft 
falsch  ist,  nebst  dem  Versuche,  die  Erschei  nuiigeo  an 
fiüssigea  Körpern  ohne  atmosjibäriscben  Luftdruck  zu 
erkUrcB.    Mit  einer  Tafel  Abnildungen.  ZweUe'Anf* 
lege.    Taoeead  Dueaten  deai,  der  es  verniao;^  des  Ver« 
fassers  Beweise  zu  "tvi  (1  e  rl  egcn.    Berlin.    1843.    S.  gelie- 
fert, welclio  'wir  vorziip^iicli  uc^eri  mancher  in  derselben  vorkom- 
mender, den  ulijsikalischeo  Unterricht  betreffender  Bemerkungen,  die 
augenscbcinlicb  ant  vieljähriger  Brfabmng  geschöpft  aind,  für  I^b- 
rer  der  Pbystlc  lebrreicb  batten,  and  deshalb  beaeadera  auf  diesellie 
aafmerksam  machen.  Dnss  Herr  r.  Dricberg  p^rrn  den  alten  Horror 
vacni  wieder  heraufbeschworcu  möchte,  ist  eine  Krscheinung,  die 
vielleicht  mit  gewissen  allgemeinern  Zeitricktnngen  in  einiger  Ver« 
bindung  stebt.  Sapienli  aat! 


Yernüschte  SchrUten. 


Nonvelles  Annalet  de  Matb^aiatiqnes.    Journal  des 
«•ttdidati  aas  dcoles  polytechniaue  et  neraiale.  Rddird 

par  MM.  Terquem,  Officier^de  PUniversit^,  Doctenr  et 
sciences,  Prufesseur  nux  Krnles  royales  d'artillerie  et 
Gerono,    Profcsaeur  de  Matbematiques.    Paris.  8. 

Von 'diesem  neuen  mathematischen  Jeurnal,  weiches  io  nonatli- 
lichen  Helten  bennskoaiait  nnd»  wie'aieb  ancb  aeben  aoa  dem  Titel 
•atpebBen  liaat,  fast  nur  allein  die  weitere  Autbildong'  der  elemen* 
mentaren  Tbeile  zum  Zwecke  hat,  und  dabei  zugleich  die  Bcdürf« 
Disse  de!«  Kleinentarunterrlcbts  zu  berücksichtigen  sucht,  sind  bis 
Jetzt  zwei  Baude  (1842  und  1843)  erschienen.    Dass  dessen  Inhalt 
TOD  jetst  an  in  dem  ArebiTe  beaendera  berüeksiebtifrt  werden  nnd 
ans  ibm  in  demselben  aller  TorzUglich  Wissenswertoe  mitgetheilt ' 
■werden  wird,  versteht  sich  von  selbst.    Namentlich  dürfte  der  Arti- 
kel debungsaufguhen  aus  demselben  künftig  bereichert  werden 
köoDeu,  denn  einigermaassen  hervorstechende  eigne  Untersuchungen 
Ikaben  wir  In  den  beiden  Torlieffenden  Bänden  niebt  eben  gefnn» 
den.    Dil  Heilte  betrifll  die  Eleaente  der  «udjttoeben  Cleoae- 


trie  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades.  '  -  , 

Tbe  Cambridge  matbematical  Jooraal.  No.  XIX.  IVo- 

vpinber.  18)3-  l.  On  tlie^ evaluation  of  delioitt  amltiple  integralt. 

ßr  R.  \*'  Kliis.  II.  Od  the  pqualions  of  motion  of  rtitation.  Bj 
Andrew  B«*!)-  III.  On  a  inctijud  of  fiading  the  greatest  commuD 
roeasure  of  two  polynomials.  By  A.  Q.  G.  Craufurd.-  IV.  Od  tbe 
symmetrica!  iovestigatioD  of  pointi  of  iBfleclioa«  Bj  W.  Waltoo. 
,  T.  DeaioBStraCioo  of  PascaPs  theorem.  By  A.  Caylay.  TT.  On  tlM 
*  transfurmatioo  of  multiple  integrale.  By  G.  ßoo1e.  VII.  Od  the 
motion  of  a  piäton  and  of  the  alt  in  a  c^liiider.  By  G.  G.  Sto- 
kes.  Vlll.  On  tlie  equations  of  tlie  motion  of  lieat  referred  to 
curvilinear  coordiuates.  JX.  Of  asyiuptotcs  to  aigebraic  curvea. 
By  D.  F.  Gregory.  X.  Matbematical  aotes.  1.  If  a  plaoe  paaica 
tdrOttgb  ooy  point  of  a  surfoce,  an4  niakc<>  any  fuoctioD  of  Ibc 
intcrcc|)(s  it  cuts  of  froin  tlie  nxes,  a  muxiaium  or  a  miDimua 
wlien  it  fourlii's  the  surfacc,  thia  iiiaximuui  or  minimum  value  is 
coustant  for  all  poiuts  of  the  surface;  and,  conversely,  if  for  every 
point  of  a  surface,  a  giyen  foaCtioQ  of  tbe  iotercepts  of  tbe  tan- 
gent  plane  is  constant,  ibts  fuoctioo  is,  witb  refereace  to  «nj  afn* 
gle  point  of  the  surface,  a  maximOB  or  aiaidiuiB  for  tbe  laagcat 
plaoe.  2.  To  find  tbe  value  of 

:  ^1  X  ,   , . 

wbeo  »,=  a,  =  ....  =  «. 

Rcndtconto  delle  adunauze  e  de*  lavori  delT  accade- 
mia  delle  scienze,  sczione  della  societä  reale  borboBiea 
di  Napoli.   Tiiuio  I.    Xapoli.  \. 

fc)s  ist  sehr  erfreulich,  dass  nach  Art  mehrerer  anderer  Akade» 
aiien  der  Wistenicbaftea  hob  aacb  die  Societa  reale  borboBie«  bb 
Neapel  aber  ihre  Arheltca  einea  regelmäuigeB  Bericht  zu  erstattea 
angefangen  hat,  welches  gewiss  zu  der  sehr  xu  wünschenden  en- 
gern literarischen  Verhiiidung  zwischen  Deutschland  und  Italien  bei- 
tragen wird.  ^^'"^  vorliegendeo  Baude  machen  wir  nur  auf 
folgende  AUiaaiUuBMB  anfiBerkMBi.  Flauti:  ABaKrtiscber  Beweis 
des  V.  enelidtieben  PoBtulats  und  desselben  AbbaadEloBf  über  eiae 
neue  «ad  «BWeckemssigere  Bezeichnung  der  krummen  Flachen  awoi- 
ter  Ordnnn?.  Fortun.  Padula:  Betrachtungen  über  den  Wider- 
stand der  Stiilziit't'iler  und  andere  Abhandlungen  aus  der  ana:e- 
wandten  iMalhemulik.    Capocci:    über  die  Finsteroits  vom  8.  Jaii 

BDd  .ibtt  daa  Vtakeb  der  Stenia.  Da  Vieo:  ftber  das 
oad  die  SaftelliteD  de*  Balim.  De  L«ca:  aenei  Sjateai  der  T»> 
Boaetrie. 
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Pliyiikäliiebe' AiftaÜliiikgr««      ^^t  FdVkandliiifrttf  rH 
de  ikasdinaTltke'  Naturrorsknrnes  S^J«  nSI»,'i  Stoek* 
•    •  "  .   holm,  1842.  •  * 

S.68— 80.  Historiiche  Darstellung  desseo,  wm  Mit  dem  Anfange 
des  voripr«*"  .lahrluinderts  bis  za  nnserer  Zeit  für  die 
Tbeorif*  dts  Krdmagnetismos  geleistet  wurdet)  ist;, 
vom  l'rof.  Hansteen. 
8.283—802.  üebe^  die  Gesetse  der  FortfilhiDsiiiig  doTLichti  in' 
isoplianen  und  eimelsig  kfystalllsirteD  Medien;  tm 

0.  J.  Brnrli. 

S.315 — SIS.    lieber  ein  neues  F^üfttbermoincter;  von  C.  Hoiton. 
S.  319 — 349.    Leber  die  Variation  der  Diciitigkeit  in  ein  und  der- 
telben  Abtbeitnng  einer  Plfissigkeit 'in  Bewegung; 
von  P.  Lagerhjefip. 
8,351—350.    I'eber  die  Aiisdrlmung  prismatischer  Körper  vermit- 
telst wirkender  Kräfte,  znnäclist  mit  Rücksicht  «uf 
den  Einflugs  der  Zeit;  von  C.  G.  Hummel. 
8J  89t— 432.  Rrttisehe  und  experin^tttelle  Prttfbng  ron  Farn- 
day's     Abhandlung  über  die  Quelle  der  Kraft  in 
der  \  oltaiscben  Säule",  und  Rechtfertiguiifi^  der  Con- 
tacttheorie   gegen  die  Einwendungen  in  dieser  Ab- 
handlung; von  i\  M.  Po u Isen. 
S. 433— 438.   Einige  Beobachtungen,  betreifend  den  Wärmestoff 

und  dessen  Theorie;  von  A.  J.  Angström. 
S.430— 447«  Versuche  mit  der  Riecfricität,  welclic  sich  beim  üeber- 
gange  verschicilener  flüssiger  Körper  in  Dampf  ent- 
wickelt, mit  besonderer  Berücksichtigung  von  deren 
Verbalten  lor  Contactelectricität;  von  P.  S.  Munck 
von  Rosenshdld. 
&4T7»482.  feber  «üe  Anwendmig  faa  ^uellentemperaturbeobach- 
tungen  zur  Beftinaiing  dar  •  Brdwäimas  tob  F.  A. 
Siljestrün. 

487—492.   V  ersuche  mit  einen  lebenden  Zitteraale  in  London 
1841;  ton  Carl  Palmatedt. 

P  Ii  y  8  i  k  all  s  c  Ii  p  und  mathematische  Abhandlungen  in  den 
Kougl.  (Sveusk)  V ptenskaps-Acadeuiens  Uaodiingar. 

Für  1839,  Stockh.  18^1: 
139— 154.   (  clier  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten;  von  A.  F. 
Svanberg. 
F8r  1840,  Stockb.  1842: 

Nichts.  .  . 

^     För  1841,  Stockb.  1842: 

^  ^  cos  oxd  "c 

8«  65— 74.  Hebte  die  Integrale       ^_^^aj^;  vonCJ.Malmatea. 

89— 170.  BeobaebtuDgcn  aber  das  Nordlicbt  and  die  Varän» 
deruogen,  welche  die  efdmagnetiadMMl  VerfaälitBiaaa 
durch  den  Kinfluss  -diaaei  PbttBoiiaBaa  criaidaat  fM 

A.  Siljestri)  in. 

S.  187 — 196.  Uebcr  eine  Methode,  sich  bei  Barometerbeobachtun- 
gen aaabhftngig  ?an  der  DovaUfconmabeit  das  Va- 
cnams  im  Baroorater  m  Macben;  raa  N.  6«  tief« 
atrdiB« 


. Plijlikalilche  aad  mathematisclie  Abhao dlnng«D  in  Det 
KoDgel.  Dantke  Videnskabernes  Selskabs  oaturviden* 
akabeliire  ocr  mathematiske  Afkandlioger.  Kopenbaffen. 

1841.   4.   Band  VIII. 

8. XIX— XXIV.   Auszug  aus  einer  Abkandlunff  des  Prof^  RaaiBs 

8ber  die  periodiicbeD  KettenbrOele« 
S.  XXXI— IV.   Rtotsr.  Oerited  legte  eine  Abhendlangr  fibcr  die 

Wasserhosen  vor. 
S.  XrjV  —  V.    IVInfliematiscIies  vom  Prof.  Jürgenseo. 
S. LXXll'lV.    Derselbe  legte  eioe  Abbandlung  vor  über  die 

aUgeaeinen  Prindpien  einer  Theene  der  Integrale, 

deren  Differentiele  algebraisch  sied. 
S.I4XXXVIII  —  IX.    Hansteeo,   Abhandlung  über  die  Ton  der 

Stellung  des  Mondes  abhängigen  VerändemBgen  in 

der  magnetischen  Intensität  der  Erde. 
S.  1 — 15.   Ueber  die  Zerlegung  einer  Clasae  von  Functionen; 

yon  Chr.  Jfirgensen. 
S*  17«— 26.   Ueber  die  Summation  der  transcendenten  Functionen, 

deren  Differentiele  elgebreische  lind ;  von  demselben. 


Anzeige. 


Der  systematisch  geordnete  motbrmntisclie  Kntalog  meines 
antiquarischen  Lagers  ist  im  Meplemher  d.  J.  erscliienen  und 
sowohl  vom  Unterzeichneten  als  auch  durchs  alle  Buchhandlungen 
nod  Antiquariats- Gescbftfte  tn  beiiefaen. 

Halle  im  November  1843. 

J.  F.  Lippert. 


Druckfehler. 


Im  dritten  Hefte  mn«  8.  SM.  SL  %  pers^eetlTischeB  ilitt 
projectivischen  gelesen  werden. 
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